
Ãëàâà 1

Èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íîìó

ïðîìåæóòêó, èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò

ïàðàìåòðà, Ýéëåðîâû èíòåãðàëû

Îáîáùåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç
èíòåãðàëüíûå ñóììû ñëåäóÿ òîé æå ñõåìå, ÷òî è íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, äîáàâëÿÿ
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ê ðàçáèåíèþ. Íî ìîæíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Õåéêà, îïðå-
äåëÿòü èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó. Ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü âòîðîé ñïîñîá.

1 Îáîáùåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà íà áåñêîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå. Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞). Åñëè f ∈
R∗(a, c) ïðè ëþáîì c > a è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
c→+∞

∫ c

a

f, (1.1)

òî f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â îáîáùåííîì ðèìàíîâñêîì ñìûñëå èëè R∗-èíòåãðèðóåìîé
íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞), à ñàì ïðåäåë (1.1) � îáîáùåííûì èíòåãðàëîì Ðè-
ìàíà è îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∫ +∞

a

f èëè

∫ +∞

a

f(x)dx.

Åñëè f R∗-èíòåãðèðóåìà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞),òî áóäåì ïèñàòü f ∈
R∗(a,+∞). Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ∫ +∞

a

f = lim
c→+∞

∫ c

a

f. (1.2)

Åñëè ïðåäåë â (1.2) ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë (1.2) íàçûâàþò òàêæå ñõîäÿùèìñÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë∫ a

−∞
f = lim

c→−∞

∫ a

c

f. (1.3)
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Åñëè f îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà (−∞,+∞),
åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû (1.2) è (1.3). Ïðè ýòî ïîëà-
ãàþò ∫ +∞

−∞
f =

∫ a

−∞
f +

∫ +∞

a

f.

Ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè èíòåãðàëîâ âèäà (1.2).

Òåîðåìà 1.1 (êðèòåðèé Êîøè) Èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x)dx ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0, ∃ δ > a, ∀ b′, b′′ > δ,

∣∣∣∣∣∣
b′′∫
b′

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

F (x) =

x∫
a

f(t)dt.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè lim
x→+∞

F (x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0, ∃ δ > a, ∀ x′, x′′ > δ, |F (x′)− F (x′′)| < ε. (1.5)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x′ < x′′. Òàê êàê

|F (x′)− F (x′′)| =

∣∣∣∣∣∣
x′′∫
a

f(t)dt−
x′∫
a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x′′∫
x′

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ,
òî èç (1.5) ñëåäóåò (1.4).�
Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ñëåäóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà:
1) Åñëè f, g ∈ R∗(a,+∞), òî f ± g ∈ R∗(a,+∞), λf ∈ R∗(a,+∞) è

+∞∫
a

(f ± g)dx =

+∞∫
a

f(x)dx±
+∞∫
a

g(x)dx,

+∞∫
a

λfdx = λ

+∞∫
a

f(x)dx.

2) Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà [a,+∞), òî f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [c, d] ⊂ [a,+∞)
è, åñëè äàíî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn < xn+1 = +∞,

òî
+∞∫
a

f(x)dx =
n+1∑
k=1

xk∫
xk−1

f(x)dx.

Çàìå÷àíèå 2. Íå ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ, è íå êàæäàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èíòå-
ãðèðóåìîé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞). Íàïðèìåð, åñëè f(x) = x, òî

lim
c→+∞

c∫
a

xdx = lim
c→+∞

x2

2

∣∣∣∣c
a

=
1

2
lim
c→+∞

(c2 − a2) = +∞.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x) = x, íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííàÿ íà [a,+∞) íå èíòåãðèðóåìà.
Òåì íå ìåíåå, äëÿ èíòåãðàëà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ñïðàâåäëèâû ìíîãèå òåîðåìû
î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Äîêàæåì îäíó èç íèõ, à èìåííî, òåîðåìó Ëåâè.

Òåîðåìà 1.2 (òåîðåìà Ëåâè) Ïóñòü (fn(x))
∞
n=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé íà [a,+∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
1) fn(x) ∈ R∗(a,+∞) ∀ n ∈ N,
2) ∀ x ∈ [a,∞) ∃ lim

n→∞
fn(x) = f(x).

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ
∞∫
a

fn(x)dx îãðàíè÷åíà.

Òîãäà
1) f(x) ∈ R∗(a,+∞),

2)
+∞∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

+∞∫
a

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî fn(x) ≥ 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî

çàìåíèòü fn(x) íà fn(x) − f1(x). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∞∫
a

fn(x)dx îãðàíè÷åíà è

âîçðàñòàåò, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

+∞∫
a

fn(x)dx = I.

Ïîêàæåì, ÷òî
+∞∫
a

f(x)dx = I, ò.å.

I = lim
c→+∞

c∫
a

f(x)dx. (1.6)

Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ëåâè, äîêàçàííîé äëÿ êîíå÷íîãî îòðåçêà, èíòåãðàëû
c∫
a

f(x)dx

ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì c > a. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

0 ≤ I −
c∫

a

f(x)dx =

I − +∞∫
a

fn(x)dx

+

 +∞∫
a

fn(x)dx−
c∫

a

fn(x)dx

+

+

 c∫
a

fn(x)dx−
c∫

a

f(x)dx

 ≤

≤

I − +∞∫
a

fn(x)dx

+

 +∞∫
a

fn(x)dx−
c∫

a

fn(x)dx

 . (1.7)

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà I ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ n ∈ N, I −
+∞∫
a

fn(x)dx <
ε

2
. (1.8)
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Ïðè ýòîì ôèêñèðîâàííîì n

∃ c′ > a, ∀ c > c′,

+∞∫
a

fn(x)dx−
c∫

a

fn(x)dx <
ε

2
. (1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.8) è (1.9) â (1.7), ïîëó÷èì (1.6). �
Îòìåòèì, ÷òî îñòàþòñÿ òàêæå ñïðàâåäëèâûìè òåîðåìû Ôàòó è Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì

ïåðåõîäå, à òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òåðÿåò
ñâîþ ñèëó.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè íà áåñêîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå.

Òåîðåìà 1.3 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü
1) f, |f | ∈ R∗(a, b) ïðè ëþáîì b > a;
2) äëÿ âñåõ x ∈ [a,+∞) |f(x)| ≤ g(x);
3) g(x) ∈ R∗(a,+∞).
Òîãäà f è |f | ∈ R∗(a,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |f | ∈ R∗(a, b) ïðè ëþáîì b > a, òî

b∫
a

|f | ≤
b∫

a

g ≤
+∞∫
a

g.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

|f | =
+∞∫
a

|f |,

ò.å. |f | ∈ R∗(a,+∞).
Òàê êàê g ∈ R∗(a,+∞), òî ïî êðèòåðèþ Êîøè

∀ ε > 0, ∃ b > a, ∀ b′, b′′ ≥ b,

b′′∫
b′

g < ε.

Íî f è |f | ∈ R∗(b′, b′′). Ïîýòîìó∣∣∣∣∣∣
b′′∫
b′

f

∣∣∣∣∣∣ ≤
b′′∫
b′

|f | ≤
b′′∫
b′

g < ε,

ò.å. âûïîëíåí êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íà [a,+∞). Òàêèì îáðàçîì,
f è |f | ∈ R∗(a,+∞). �

2 Ïðèçíàê Àáåëÿ èíòåãðèðóåìîñòè íà áåñêîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü f è g îïðåäåëåíû íà [a,+∞) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
1) f ∈ R∗(a,+∞);
2) g îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà íà [a,+∞).
Òîãäà fg ∈ R∗(a,+∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè g(x) âîçðàñòàåò. Áóäåì äîêàçûâàòü,
÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ fg âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîêà
b′′ > b′ > a. Ïî âòîðîé òåîðåìå î ñðåäíåì∫ b′′

b′
fg = g(b′)

∫ ξ

b′
f + g(b′′)

∫ b′′

ξ

f (2.1)

Èç îãðàíè÷åííîñòè g ñëåäóåò |g(x)| ≤M . Òàê êàê f ∈ R∗(a,+∞), òî ïî êðèòåðèþ Êîøè

∀ε > 0, ∃c > a, ∀b′′ > b′ > c

∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f

∣∣∣∣∣ < ε

2M
.

Âûáèðàÿ â (2.1) b′′ > b′ > c, ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
fg

∣∣∣∣∣ ≤M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε,

ò.å. êðèòåðèé Êîøè âûïîëíåí, è òåîðåìà äîêàçàíà. �

3 Ïðèçíàê Äèðèõëå èíòåãðèðóåìîñòè íà áåñêîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü f è g îïðåäåëåíû íà [a,+∞) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
1) f ∈ R∗(a, c) ïðè âñåõ c > a è ôóíêöèÿ F (x) =

∫ x
a
f îãðàíè÷åíà íà [a,+∞),

2) g ìîíîòîííà íà [a,+∞) è limx→∞ g(x) = 0.
Òîãäà fg ∈ R∗(a,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñâåäåíèè îáîáùåííîãî Ðèìàíîâñêîãî èíòåãðàëà ê èíòå-
ãðàëó Ñòèëòüåñà fg ∈ R∗(a, c) ïðè âñåõ c > a. Ñíîâà çàïèøåì ðàâåíñòâî (2.1) è âûðàçèì
èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç F (x). Îáîçíà÷àÿ M = sup |F (x)|, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣

∫ b′′

b′
fg

∣∣∣∣∣ = |g(b′)(F (ξ)− F (b′)) + g(b′′)(F (b′′)− F (ξ))| ≤ 4M(|g(b′)|+ |g(b′′)|).

Òàê êàê limx→∞ g(x) = 0, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ
Êîøè äëÿ ôóíêöèè fg, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Ïðèìåð. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë∫ +∞

0

cos x√
x+ 1

dx. (3.1)

1)f(x) = cosx ∈ R∗(0, c) ïðè âñåõ c > 0,
2)ôóíêöèÿ F (x) =

∫ x
0
cos tdt = sinx îãðàíè÷åíà íà [0,+∞),

3)limx→+∞ g(x) = limx→+∞
1√
x+1

= 0.

Ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå èíòåãðàë (3.1) ñõîäèòñÿ.
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4 Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü f(x, t) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = [a, b]× [α, β] è ïðè
êàæäîì t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ ft(x) = f(x, t) ∈ R∗(a, b). Òîãäà èíòåãðàë

Φ(t) =

b∫
a

f(x, t)dx

íàçûâàþò èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà t.

Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû áóäåì îáñóæäàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Êîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

lim
t→t0

b∫
a

f(x, t)dx =

b∫
a

lim
t→t0

f(x, t)dx?

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü f(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
1) ∀ t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ R∗(a, b);
2) ïðè âñåõ x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→t0

f(x, t) = ψ(x);

3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω(x),Ω(x) ∈ R∗(a, b) òàêèå, ÷òî

∀ (x, t) ∈ Π, ω(x) ≤ f(x, t) ≤ Ω(x).

Òîãäà
1) ôóíêöèÿ ψ(x) ∈ R∗(a, b);
2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
t→t0

b∫
a

f(x, t)dx =

b∫
a

ψ(x)dx =

b∫
a

lim
t→t0

f(x, t)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → t0 è îáîçíà÷èì
fn(x) = f(x, tn). Ïî óñëîâèþ fn(x) ∈ R∗(a, b), fn(x) → ψ(x) è

ω(x) ≤ fn(x) ≤ Θ(x).

Òåîðåìà Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äàåò íàì, ÷òî ψ(x) ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

ψ(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = lim
tn→t0

b∫
a

f(x, tn)dx.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → t0, òî,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå, ìû èìååì

b∫
a

ψ(x)dx = lim
t→t0

b∫
a

f(x, t)dx,
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è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x, t) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = [a, b]× [α, β] è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1) ∀ t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ R∗(a, b);
2) ïðè êàæäîì x ∈ [a, b] ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 ∈ [α, β];
3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω(x),Θ(x) ∈ R∗(a, b), ÷òî

∀ (x, t) ∈ [a, b]× [α, β], ω(x) ≤ f(x, t) ≤ Θ(x).

Òîãäà ôóíêöèÿ

Φ(t) =

b∫
a

f(x, t)dx

íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 ∈ [α, β].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, òàê êàê íåïðåðûâ-
íîñòü â òî÷êå t0 îçíà÷àåò, ÷òî

lim
t→t0

f(x, t) = f(x, t0),

è, çíà÷èò,

Φ(t0) =

b∫
a

f(x, t0)dx =

b∫
a

lim
t→t0

f(x, t)dx = lim
t→t0

b∫
a

f(x, t)dx =

= lim
t→t0

Φ(t). �

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 2.1 è â ñëåäñòâèè ìîæíî çàðàíåå íå òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè êàæ-
äîì t ôóíêöèÿ f(x, t), êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x áûëà áû èíòåãðèðóåìîé. Äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè êàæäîì t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ f(x, t) áûëà èçìåðèìîé. Òîãäà èç
íåðàâåíñòâà

ω(x) ≤ f(x, t) ≤ Θ(x)

ñëåäóåò è èíòåãðèðóåìîñòü.

5 Èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó,

çàâèñÿùèå îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà, èìåþ-
ùåãî âèä

+∞∫
a

f(x, t) dx (5.1)

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(x, t) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a,+∞) × [A,B] è ïðè
êàæäîì t ∈ [A,B] ôóíêöèÿ ft(x) = f(x, t) ∈ R∗(a,+∞). Èíòåãðàë (5.1) áóäåì íàçû-
âàòü â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëîì îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà t íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
[a,+∞). Äëÿ òàêîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâà êàê òåîðåìà 4.1 òàê è ñëåäñòâèå èç íåå.
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Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü f(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1) ∀ t ∈ [A,B] ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ R∗(a,+∞);
2) ïðè âñåõ x ∈ [a,+∞) â òî÷êå t0 ∈ [A,B] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→t0

f(x, t) = ψ(x);

3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω(x),Ω(x) ∈ R∗(a,+∞) òàêèå, ÷òî

∀ x, t ∈ [a,+∞)× [A,B], ω(x) ≤ f(x, t) ≤ Ω(x).

Òîãäà
1) ôóíêöèÿ ψ(x) ∈ R∗(a,+∞);
2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
t→t0

+∞∫
a

f(x, t) dx =

+∞∫
a

ψ(x) dx =

+∞∫
a

lim
t→t0

f(x, t) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1, è
ìû åãî îïóñêàåì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî îíî èñïîëüçóåò òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïå-
ðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. �
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ
f(x, t) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [A,B]. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî òåîðåìà
Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå âåðíà êàê íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, òàê è íà áåñêîíå÷-
íîì. Ýòî â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ è â ïðèâîäèìîìó íèæå ñëåäñòâèþ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x, t) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a,+∞)×[A,B] è âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:
1) ∀ t ∈ [A,B] ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ R∗(a,+∞);
2) ïðè êàæäîì x ∈ [a,+∞) ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 ∈ [A,B];
3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω(x),Ω(x) ∈ R∗(a,+∞) òàêèå, ÷òî

∀ x, t ∈ [a,+∞)× [A,B], ω(x) ≤ f(x, t) ≤ Ω(x).

Òîãäà ôóíêöèÿ

Φ(t) =

+∞∫
a

f(x, t) dx

íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 ∈ [A,B].
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò òàêæå êàê è â ñëó÷àå èíòåãðàëà ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó.
�

6 Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì îáñóæäàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

d

dt

b∫
a

f(x, t)dx =

b∫
a

∂

∂t
f(x, t)dx ?
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Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü f(x, t) îïðåäåëåíà íà Π = [a, b]× [α, β] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1) ∀ t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ R∗(a, b);

2) ∀ t ∈ [α, β], ∀ x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x,t)
∂t

;
3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω(x),Θ(x) ∈ R∗(a, b) òàêèå, ÷òî

∀ (x, t) ∈ Π, ω(x) ≤ ∂f(x, t)

∂t
≤ Ω(x).

Òîãäà
1) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x,t)

∂t
∈ R∗(a, b) ïðè êàæäîì t ∈ [α, β],

2) ôóíêöèÿ

Φ(t) =

b∫
a

f(x, t)dx

äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ′(t) =

b∫
a

∂f(x, t)

∂t
dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî t0 ∈ [α, β]. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèç-
âîäíîé ïðè êàæäîì x

∂f(x, t)

∂t
= lim

t→t0

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
.

Ïî òåîðåìå Êîøè ñóùåñòâóåò τ ∈ (t, t0) òàêîå, ÷òî

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
=
∂f(x, τ)

∂t

è ïîýòîìó ∀ (x, t) ∈ Π

ω(x) ≤ f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
≤ Ω(x).

Êðîìå òîãî,

lim
t→t0

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
=
∂f(x, t0)

∂t

ïðè âñåõ x. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 4.1 î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x,t0)
∂t

∈ R∗(a, b)
è

b∫
a

∂f(x, t0)

∂t
dx = lim

t→t0

b∫
a

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx =

= lim
t→t0

1

t− t0

 b∫
a

f(x, t)dx−
b∫

a

f(x, t0)dx

 = lim
t→t0

Φ(t)− Φ(t0)

t− t0
= Φ′(t0).�

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíþþ òåîðåìó ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ
f çàâèñèò íå îò îäíîãî ïàðàìåòðà t, à îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ t1, t2, ..., tn. Â ýòîì ñëó-
÷àå òåîðåìà áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è âîçìîæíîñòü
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíîé òåîðåìà Ëåéáíèöà î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòå-
ãðàëà ïî ïàðàìåòðó, ó êîòîðîãî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû çàâèñÿò îò ýòîãî ïàðàìåòðà.
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Òåîðåìà 6.2 (ôîðìóëà Ëåéáíèöà) 1) Ïóñòü f(x, t) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå
[A,B] × [α, β] è ∀t ∈ [α, β] ôóíêöèÿ F (x, t) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ïî ïåðåìåííîé x äëÿ
f(x, t) íà îòðåçêå [A,B];
2) ôóíêöèè a(t) è b(t) äèôôåðåíöèðóåìû íà [α, β] è A ≤ a(t) ≤ b(t) ≤ B;

3) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f(x,t)
∂t

, ∂F (x,t)
∂t

è ∂F (x,t)
∂x

íåïðåðûâíû â ïðÿìîóãîëüíèêå [A,B] ×
[α, β].
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d

dt

b(t)∫
a(t)

f(x, t)dx =

b(t)∫
a(t)

∂f(x, t)

∂t
dx+ f(b(t), t)b′(t)− f(a(t), t)a′(t). (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ïðè êàæäîì t ∈ [α, β]

b(t)∫
a(t)

f(x, t)dx = F (b(t), t)− F (a(t), t). (6.2)

Òàê êàê F (x, t) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå
(6.2) äèôôåðåíöèðóåìà ïî t. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t è èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

d

dt

b(t)∫
a(t)

f(x, t)dx =
∂F (b(t), t)

∂x
· b′(t) + ∂F (b(t), t)

∂t
− ∂F (a(t), t)

∂x
a′(t)− ∂F (a(t), t)

∂t
=

=
∂

∂t
(F (b(t), t)− F (a(t), t)) + f(b(t), t) · b′(t)− f(a(t), t)a′(t) =

=
∂

∂t

b(t)∫
a(t)

f(x, t)dx+ f(b(t), t)b′(t)− f(a(t), t)a′(t).

Ïî óñëîâèþ ∂f(x,t)
∂t

íåïðåðûâíà, à çíà÷èò, è îãðàíè÷åíà â [A,B] × [α, β]. Ïîýòîìó äëÿ
f(x, t) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó,
ñîãëàñíî êîòîðîé

∂

∂t

b(t)∫
a(t)

f(x, t)dx =

b(t)∫
a(t)

∂f(x, t)

∂t
dx.

Ñîåäèíÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ëåéáíèöà (6.1). �

7 Ýéëåðîâû èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [A,B]. Òî÷êó x0 ∈ [a, b] áóäåì íà-
çûâàòü îñîáîé, åñëè â íåêîòîðîé O(x0) ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà.
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Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà îòðåçêå [0, 1] ðàâåíñòâîì

f(x) =

{
xa−1(1− x)b−1, x ∈ (0, 1),
0, x = 0 èëè x = 1

Åñëè a < 1, òî òî÷êà x = 0 � îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x). Åñëè b < 1, òî òî÷êà x = 1 �
îñîáàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 7.2 Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞),
òî òî÷êó x = ∞ âñåãäà ñ÷èòàåì îñîáîé.

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ g(x) =

{
e−xxa−1, x > 0
0, x = 0

èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: x = 0 (ïðè a < 1) è x = +∞.

Òåîðåìà 7.1 Åñëè a > 0 è b > 0, òî ôóíêöèÿ f èç ïðèìåðà 1 (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà
[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êó x0 =
1
2
è ðàññìîòðèì èíòåãðàë

1
2∫

0

xa−1(1− x)b−1 dx.

Åñëè a > 0, òî èíòåãðàë

1
2∫
0

xa−1 dx ñóùåñòâóåò, ò.ê. F (x) = 1
a
xa åñòü f -ïåðâîîáðàçíàÿ íà[

0, 1
2

]
äëÿ ôóíêöèè xa−1. Êðîìå òîãî, ∀x ∈

(
0, 1

2

)
(1−x)b−1 ≤ max(1, 21−b) = 21−b. Òàêèì

îáðàçîì
0 ≤ xa−1(1− x)b−1 ≤ 21−b · xa−1. (7.1)

Ôóíêöèÿ xa−1 èíòåãðèðóåìà íà
[
0, 1

2

]
, ñëåäîâàòåëüíî, xa−1 èçìåðèìà. Ôóíêöèÿ

(1−x)b−1 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[
0, 1

2

]
è ñëåäîâàòåëüíî òîæå èçìåðèìà. Ïîýòîìó ôóíê-

öèÿ xa−1(1−x)b−1 èçìåðèìà. Òàê êàê ôóíêöèÿ 21−bxa−1 ∈ R∗ [0, 1
2

]
, òî ïî êðèòåðèþ èíòå-

ãðèðóåìîñòè èçìåðèìîé ôóíêöèè èç (7.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ xa−1(1−x)b−1 ∈ R∗ [0, 1
2

]
.

Àíàëîãè÷íî,

xa−1(1− x)b−1 ∈ R∗
[
1

2
, 1

]
.

Íî òîãäà ïî òåîðåìå 10.1 èç ãëàâû 1 xa−1(1− x)b−1 ∈ R∗[0, 1] . �

Îïðåäåëåíèå 7.3 Ôóíêöèÿ B(α, β) =
1∫
0

xα−1(1− x)β−1 dx íàçûâàåòñÿ Ýéëåðîâûì èí-

òåãðàëîì I ðîäà èëè áåòà-ôóíêöèåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè f ïî-
äèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñ÷èòàåì ðàâíîé íóëþ.

Òåîðåìà 7.2 Ôóíêöèÿ B(α, β) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å.
ïðè âñåõ α, β > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíûé ïàðàìåòð (α, β) â ïðÿìîóãîëüíèêå

[α1, α2]× [β1, β2] (αj > 0, βj > 0).

Äëÿ âñåõ (α, β) èç ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

0 ≤ xα−1(1− x)β−1 ≤ Ωα1,β1(x) = xα1−1(1− x)β1−1.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ f(x, α, β) = xα−1(1− x)β−1 íåïðåðûâíà
êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ (α, β) â ïðÿìîóãîëüíèêå [α1, α2]× [β1, β2],Ωα1,α2(x) ∈ R∗[0, 1].
Ïîýòîìó ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 5.1 ôóíêöèÿ B(α, β) íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå
[α1, α2]×[β1, β2]. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü
ïðè âñåõ α, β > 0. �

Òåîðåìà 7.3 Ôóíêöèÿ B(α, β) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ, òî÷íåå, åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂B(α,β)
∂α

è ∂B(α,β)
∂β

ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïðè
âñåõ α, β > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂B(α, β)

∂α
=

1∫
0

xα−1(1− x)β−1 lnx dx,

∂B(α, β)

∂β
=

1∫
0

xα−1(1− x)β−1 ln(1− x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

f(x, α, β) =

{
0, x = 0, 1;
xα−1(1− x)β−1, 0 < x < 1.

Åñëè x = 0 èëè 1, òî ∂f
∂α

= 0 ïðè ëþáîì α. Åñëè x ̸= 0, òî

∂f

∂α
= (1− x)β−1xα−1 lnx.

Îáîçíà÷èì

ω(x, α, β) =


0, x = 0, 1;
21−βxα−1 lnx, x ∈

(
0, 1

2

]
;

21−α ln 1
2
(1− x)β−1, x ∈

(
1
2
, 1
)
.

Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [0, 1], α ∈ [α1, α2], β ∈ [β1, β2]

ω(x, α1, β1) ≤
∂f(x, α, β)

∂α
≤ 0. (7.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ω(x, α, β) ∈ R∗(0, 1) ïðè âñåõ α, β > 0. Ïðè ε > 0 çàïèñûâàåì ôîðìóëó
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

1
2∫
ε

(
xα

α
lnx

)′

dx =

1
2∫
ε

xα−1 lnx dx+

1
2∫
ε

xα−1

α
dx. (7.3)
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Ïðè α > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

x→0+0
xα lnx = 0.

Äîîïðåäåëÿåì ôóíêöèþ xα

α
lnx â íóëå, ïîëàãàÿ ðàâíîé íóëþ. Òîãäà ôóíêöèÿ xα

α
lnx

íåïðåðûâíà íà
[
0, 1

2

]
è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ

(
xα lnx
α

)′ ∈ R∗ (0, 1
2

)
. Ôóíêöèÿ xα−1

α
∈ R∗ (0, 1

2

)
,

ò.ê. îíà èìååò f -ïåðâîîáðàçíóþ xα

α2 . Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (7.3) ñëåäóåò, ñîãëàñíî
òåîðåìå Õåéêà, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ε→0

1
2∫
ε

xα−1 lnx dx,

êîòîðûé ðàâåí èíòåãðàëó

1
2∫
0

xα−1 lnx dx. Ôóíêöèÿ (1 − x)β−1 ∈ R∗ (1
2
, 1
)
, ò.ê. îíà èìååò

f -ïåðâîîáðàçíóþ. Òàêèì îáðàçîì, ω(x, α, β) ∈ R∗(0, 1) ïðè ëþáûõ α > 0, β > 0. Ïî
òåîðåìå 6.1 îòñþäà ñ ó÷åòîì (7.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂B

∂α
ñóùåñòâóåò â ëþáîì

ïðÿìîóãîëüíèêå [α1, α2] × [β1, β2], à çíà÷èò è ïðè âñåõ α > 0, β > 0, è ñïðàâåäëèâû
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 5.1 è ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (7.2), ïîëó÷àåì,
÷òî ∂B

∂α
íåïðåðûâíà â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå [α1, α2] × [β1, β2], à çíà÷èò è ïðè âñåõ

α, β > 0.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∂B

∂β
òîæå ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. �

Îïðåäåëåíèå 7.4 Èíòåãðàë

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−x dx (α > 0)

íàçûâàþò Ýéëåðîâûì èíòåãðàëîì II ðîäà èëè ãàììà-ôóíêöèåé. Êàê è ðàíåå ïîëàãàåì,
÷òî xα−1e−x = 0 â òî÷êå x = 0.

Òåîðåìà 7.4 Γ(α) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì g(x) =

{
0, x = 0;
xα−1e−x, x > 0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ωα(x) ðàâåíñòâîì

Ωα(x) =


0, x = 0;
xα−1, x ∈ (0, 1];
xα−1

en
, x ∈ (n, n+ 1].

Î÷åâèäíî, ÷òî 1) Ωα(x) ∈ R∗(0, 1), 2) Ωα(x) ∈ R∗(1, b) ïðè ëþáîì b > 1. Èñïîëüçóÿ êðè-
òåðèé Êîøè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî Ωα(x) ∈ R∗(1,+∞). Òàêèì îáðàçîì, Ωα(x) ∈ R∗(0,+∞) è
∀x ∈ [0,+∞)

0 ≤ xα−1e−x ≤ Ωα(x).

Îòñþäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ è ñëåäóåò, ÷òî g ∈ R∗[0,+∞). �

Òåîðåìà 7.5 Γ(α) íåïðåðûâíà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè âñåõ α > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ [α1, α2], ãäå α1 > 0, α2 < ∞. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ Ω(x)
ðàâåíñòâîì

Ω(x) =


0, x = 0;
xα1−1, x ∈ (0, 1];
xα2−1

ex
, x ∈ (1,+∞).

Î÷åâèäíî, ÷òî Ω(x) ∈ R∗(0, 1) è Ω(x) ∈ R∗(1, b) ïðè âñåõ b > 1. Êàê è â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå óáåæäàåìñÿ, ÷òî Ω(x) ∈ R∗(1,+∞) è, çíà÷èò, Ω(x) ∈ R∗(0,+∞) è ïðè âñåõ
x ∈ [0,+∞), ïðè âñåõ α ∈ [α1, α2]

0 ≤ xα−1e−x ≤ Ω(x).

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 5.1 ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü Γ(α) íà îòðåçêå [α1, α2].
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè α1 è α2 îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Òåîðåìà 7.6 Γ(α) äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè α > 0, è ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

Γ′(α) =

+∞∫
0

xα−1e−x lnx dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.3 è ìû
åãî îïóñêàåì.
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 7.3 è 7.6 ñîäåðæàò ôàêòè-
÷åñêè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 7.7 Ôóíêöèè B(α, β) è Γ(α) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿä-
êà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà Ýéëåðîâûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè
1. Γ(α + 1) = αΓ(α) (α > 0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íà êîíå÷íîì ïðîìå-
æóòêå [0, b], èìååì ðàâåíñòâî

b∫
0

xα−1e−x dx =
xα

α
e−x
∣∣∣∣b
0

+

b∫
0

xα

α
e−x dx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè b→ +∞, ïîëó÷àåì Γ(α) = 1
α
Γ(α + 1). �

2) Γ(1) = 1.
3) Γ(n+ 1) = n! ïðè íàòóðàëüíîì n.
4) B(α, β) = B(β, α).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó 1− x = y.
5) B(α, β) = β−1

α+β−1
B(α, β − 1) ïðè α > 0, β > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê β > 1, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1 dx =

=

∣∣∣∣ xα−1 dx = du u = xα

α
(1− x)β−1 = v dv = (1− x)β−2(1− β) dx

∣∣∣∣ =
14



= uv|10 +
1∫

0

xα

α
(1− x)β−2(β − 1) dx =

=
β − 1

α

 1∫
0

xα−1(x− 1 + 1)(1− x)β−2 dx

 =

=
β − 1

α

 1∫
0

xα−1(1− x)β−1 dx · (−1) +

1∫
0

xα−1(1− x)β−2 dx

 =

=
β − 1

α
B(α, β) · (−1) +

β − 1

α
B(α, β − 1).

Îòñþäà

B(α, β)

(
1 +

β − 1

α

)
=
β − 1

α
B(α, β − 1),

ñëåäîâàòåëüíî,

B(α, β) =
β − 1

α + β − 1
B(α, β − 1). �
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Ãëàâà 2

Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû

1 Âàðèàöèÿ âåêòîð-ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü x(t) : [a, b] → Rm âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè x(t) =
(x(j)(t))mj=1. Îáîçíà÷èì P = (tk)

n
k=0 ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] :

a = t0 < . . . < tn = b.

×èñëî

b∨
a

x(t)
df
= sup

P

n∑
k=1

||x(tn)− x(tn−1)||2 = sup
P

n∑
k=1

(
m∑
j=1

(x(j)(tk)− x(j)(tk−1))
2

)1/2

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé âåêòîð ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè
b∨
a

x(t) < +∞, òî

x(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ∀ c ∈ (a, b),
b∨
a

x(t) =
c∨
a

x(t) +
b∨
c

x(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü P = (tn)
n
k=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] è ïóñòü c ∈ (tl, tl+1).

Òîãäà

n∑
k=1

||x(tk)−x(tk−1)||2 =
l∑

k=1

||x(tk)−x(tk−1)||2+||x(tl+1)−x(tl)||2+
n∑

k=l+2

||x(tk)−x(tk−1)||2 ≤

≤


l∑

n=1

||x(tn)− x(tn−1)||2 + ||x(c)− x(tl)||2︸ ︷︷ ︸
≤
∨c

a x(t)

+

||x(tl+1)− x(c)||2 +
n∑

k=l+2

||x(tk)− x(tk−1)||2︸ ︷︷ ︸
≤
∨b

c x(t)

 ≤

≤
c∨
a

x(t) +
b∨
c

x(t) ⇒
b∨
a

x(t) = sup
P

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 ≤
c∨
a

x(t) +
b∨
c

x(t).
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2) Ïîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Âûáåðåì ðàçáèåíèå P = (tn)
l
n=0, ñîäåðæà-

ùåå òî÷êó c, è ïóñòü c = tl. Òîãäà

l∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 +
n∑

k=l+1

||x(tk)− x(tk−1)||2 =
n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 ≤

≤ sup
P

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 =
b∨
a

x(t).

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê sup ïî (tl, tl+1, . . . , tn), ïîëó÷àåì

l∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 +
b∨
c

x(t) ≤
b∨
a

x(t).

Ïåðåõîäÿ ê sup ïî (t0, t1, . . . , tl), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

c∨
a

x(t) +
b∨
c

x(t) ≤
b∨
a

x(t). �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè
b∨
a

x(t) <∞, òî ∀ [a′, b′] ⊂ (a, b),
b′∨
a′
x(t) < +∞.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè
c∨
a

x(t) < +∞ è
b∨
c

x(t) < +∞, òî
b∨
a

x(t) < +∞.

Òåîðåìà 1.2 Åñëè
b∨
a

x(t) < +∞ è âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà, òî

b∨
a

x(t) = lim
d(P)→0

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2,

ãäå d(P) = max
k=1,n

|tk − tk−1| � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ P, ò.å.

∀ ε > 0,∃ δ > 0,∀P , d(P) < δ

∣∣∣∣∣
b∨
a

x(t)−
n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2

∣∣∣∣∣ < ε

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε > 0 ïðîèçâîëüíîå. Èç îïðåäåëåíèÿ
b∨
a

x(t) ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå P ′ = (t′k)
n′

k=0 òàêîå, ÷òî

b∨
a

x(t)−
n′∑
k=1

||x(t′k)− x(t′k−1)||2 < ε. (1.1)

Îáîçíà÷èì δ′ = 1
2
min(t′k − t′k−1). Òàê êàê x(t) íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, òî åå êîì-

ïîíåíòû x(j)(t) íåïðåðûâíû íà [a, b], çíà÷èò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà [a, b], ñëåäîâà-
òåëüíî, ∃ δ′′ > 0 òàêîå, ÷òî ∀ t′, t′′ òàêèõ, ÷òî |t′ − t′′| < δ′′ ⇒ |x(j)(t′)− x(j)(t′′)| < ε

n′√m à

çíà÷èò è ∥x(t′)− x(t′′)∥ < ε
n′ .
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Âûáåðåì òåïåðü ðàçáèåíèå P = (tj)
n
j=1 òàêîå, ÷òî d(P) < δ = min(δ′, δ′′). Äîáàâèì ê

ðàçáèåíèþ P òî÷êè ðàçáèåíèÿ P ′. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå

P ′′ = P
∪

P ′ = (t′′i )
n′′

i=0.

Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ P ′′ ñïðàâåäëèâî

0 ≤
b∨
a

x(t)−
n′′∑
i=1

||x(t′′i )− x(t′′i−1)||2 < ε. (1.2)

Òàê êàê d(P) < δ ≤ 1
2
min
k

|t′k−t′k−1|, òî òî÷êè t′k ïîïàäàþò ðîâíî â îäèí îòðåçîê [tjk , tjk+1]
è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n∑
j=1

||x(tj)− x(tj−1)||2 =
n′′∑
i=1

||x(t′′i )− x(t′′i−1)||2 +
n′∑
k=1

||x(tjk+1)− x(tjk)||2︸ ︷︷ ︸
<ε/n′

−

n′∑
k=1

||x(t′k)− x(tjk)||2︸ ︷︷ ︸
<ε/n′

−
n′∑
k=1

||x(tjk+1)− x(t′k)||2︸ ︷︷ ︸
<ε/n′

.

Íî òîãäà

b∨
a

x(t)−
n∑
j=1

||x(tj)−x(tj−1)||2 =
b∨
a

x(t)−
n′′∑
i=1

||x(t′′i )− x(t′′i−1)||2︸ ︷︷ ︸
≥0

−
n′∑
k=1

||x(tjk+1)−x(tjk)||2+

+
n′∑
k=1

||x(tjk+1)− x(t′k)||2 +
n′∑
k=1

||x(t′k)− x(tjk)||2
(1.2)

≤ ε+ ε+ ε = 3ε.

�

2 Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â Rm, äëèíà êðèâîé è åå âû-

÷èñëåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé êðèâîé â Rm, åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) òàêàÿ, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèè x(t) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì L. Åñëè ∀ t′ ̸= t′′, x(t′) ̸= x(t′′) (ò.å. êðèâàÿ íå
èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé), òî åå íàçûâàþò ïðîñòîé. Åñëè x(a) = x(b), òî îíà íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé. Òî÷êó A = x(a) íàçûâàþò íà÷àëîì êðèâîé, òî÷êó B = x(b)
� êîíöîì êðèâîé. Âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì êðèâîé
L è ïèøóò L : x = x(t) a ≤ t ≤ b.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè φ : [a, b]
íà→ [a, b] ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà,

òî L : x = x(φ(τ)) a ≤ τ ≤ b òîæå ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ýòîé æå êðèâîé.
Çàìå÷àíèå 2. Äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ x = x1(t) è x = x2(t) íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè x1(t) = x2(φ(t)), ãäå φ(t) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà [a, b]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé
êðèâîé íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé.
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Îïðåäåëåíèå 2.2 Ïóñòü L : x = x(t) a ≤ t ≤ b � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ÷èñëî

|L| =
b∨
a

x(t)

íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé L. Åñëè |L| < +∞, òî êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðèçàöèé x = x1(t), x = x2(t),
b∨
a

x1(t) =
b∨
a

x2(t), ò.å. äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè. Äîêàçàòü ñàìîñòî-

ÿòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè â åå ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

L : x = x(t), a ≤ t ≤ b,

åå êîìïîíåíòû x(j)(t) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå d x(j)(t)
dt

.

Âåêòîð
(
d x(1)(t)

dt
, d x

(2)(t)
dt

, . . . , d x
(m)(t)
dt

)
áóäåì îáîçíà÷àòü dx(t)

dt
.

Òåîðåìà 2.1 Åñëè L : x = x(t), a ≤ t ≤ b ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî êðèâàÿ L
ñïðÿìëÿåìàÿ è

|L| =
b∫

a

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt =

b∫
a

√√√√ m∑
j=1

(
d x(j)(t)

dt

)2

dt. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî L ñïðÿìëÿåìàÿ. Òàê êàê L ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî

∃M > 0, ∀ t ∈ [a, b], ∀ j = 1,m

∣∣∣∣dx(j)(t)dt

∣∣∣∣ ≤M.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P = (tk)
n
k=0 èìååì ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

||x(tk)− x(tk−1)||22 =
m∑
j=1

(x(j)(tk)− x(j)(tk−1))
2 =

=
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2

· (tk − tk−1)
2 ≤ |tk − tk−1|2 ·M2 ·m2

è çíà÷èò

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2 ≤
n∑
k=1

m ·
√
M · |tk − tk−1| = m ·M · (b− a) ⇒

b∨
a

(x(t)) ≤ m ·M · (b− a),

ò.å. L � ñïðÿìëÿåìà.
2) Äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.1). Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.1)
ñóùåñòâóåò, ò.ê ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], ò.å. îáå ÷àñòè â
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(2.1) ñóùåñòâóþò è íàäî äîêàçûâàòü òîëüêî ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî

b∫
a

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt = lim
d(P)→0

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2.

Ïóñòü P = (tk)
n
k=0 ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] è ξk ∈ [tk−1, tk],

◦
P= ([tk−1, tk], ξk)

n
k=1 � îòìå÷åí-

íîå ðàçáèåíèå, S
(∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
,

◦
P
)
=

n∑
k=1

∥∥∥dx(ξk)dtk

∥∥∥
2
·∆tk � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà, ïîñòðîåííàÿ

ïî ðàçáèåíèþ
◦
P . Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè èìååì∣∣∣∣∣S

(∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

,
◦
P
)
−

n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∥∥∥∥dx(ξk)dt

∥∥∥∥
2

·∆tk −
n∑
k=1

||x(tk)− x(tk−1)||2

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2
)1/2

·∆tk −
n∑
k=1


m∑
j=1

(x(j)(tk)− x(j)(tk−1))
2︸ ︷︷ ︸

=
dx(j)(ξk,j)

dt
·∆tk


1/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∆tk

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2
)1/2

−

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2
)1/2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∆tk

∑m
j=1

[(
d x(j)(ξk)

dt

)2
−
(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2]
(∑m

j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2)1/2

+

(∑m
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

≤
n∑
k=1

∆tk

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt
− d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt
+

d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2)1/2

+

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2
≤

≤
n∑
k=1

∆tk

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt
− d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2

·

( m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2)1/2

+

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2


(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt

)2)1/2

+

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk,j)

dt

)2)1/2
=

=
n∑
k=1

∆tk

(
m∑
j=1

(
d x(j)(ξk)

dt
− d x(j)(ξk,j)

dt

)2
)1/2

. (2.2)
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Ïî óñëîâèþ L � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ t′, t′′, |t′ − t′′| < δ ⇒
∣∣∣∣d x(j)(t′)dt

− d x(j)(t′′)

dt

∣∣∣∣ < ε/
√
m.

Ïóñòü òåïåðü
◦
P òàêîå, ÷òî d(P) < δ ⇒

∀ j = 1,m

∣∣∣∣d x(j)(ξk)dt
− d x(j)(ξk,j)

dt

∣∣∣∣ < ε/
√
m.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.2), ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣S
(∥∥∥∥dxdt

∥∥∥∥
2

,
◦
P
)
−

n∑
k=1

∥x(tk)− x(tk−1)∥2

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

∆tk · ε = ε(b− a).

Íî òîãäà∣∣∣∣∣∣
b∫

a

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
2

dt−
n∑
k=1

∥x(tk)− x(tk−1)∥2

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
b∫

a

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
2

dt− S

(∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
2

,
◦
P
)∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣S
(∥∥∥∥dxdt

∥∥∥∥
2

,
◦
P
)
−

n∑
k=1

∥x(tk)− x(tk−1)∥2

∣∣∣∣∣ = E1 + E2. (2.3)

Òàê êàê
∥∥dx
dt

∥∥
2
íåïðåðûâíà, çíà÷èò, èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà, ò.å. íàéäåòñÿ ôóíê-

öèÿ δ(x) ≡ δ = const ⇒

∀ ε > 0 ∃ δ1 > 0 ∀
◦
P≪ δ1

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt− S

(∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
2

,
◦
P
)∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ1 < δ. Òîãäà â (2.3) E1 < ε(b− a), E2 < ε è òåîðåìà äîêàçàíà. �

3 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1 ðîäà. Îïðåäåëåíèå, ñâîé-

ñòâà è âû÷èñëåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü L : x = x(t) a ≤ t ≤ b íåïðåðûâíàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ
è ïóñòü (tk)

n
k=0 = P � ðàçáèåíèå. Ïóñòü Lk : x = x(t), a ≤ t ≤ tk � ÷àñòü êðèâîé

è ∆Lk = Lk \ Lk−1, |∆Lk| � äëèíà ÷àñòè êðèâîé L ìåæäó òî÷êàìè xk−1 = x(tk−1) è
xk = x(tk). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà êðèâîé L. Âûáåðåì òî÷êó ξk ∈ [tk−1, tk]
è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå ñóììû

σ(f) =
n∑
k=1

f(x(ξk)) · |∆Lk|.

Åñëè ñóùåñòâóåò
lim
d→0

σ(f) = I(f) ̸= ∞ (d = max |∆Lk|),
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òî f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé âäîëü êðèâîé L, à ñàì ïðåäåë íàçûâàþò êðèâîëèíåé-
íûì èíòåãðàëîì 1 ðîäà è îáîçíà÷àþò∫

L

f(x) ds
df
= lim

d→0

n∑
k=1

f(x(ξk))|∆Lk|. (3.1)

Ñâîéñòâî 1. Èíòåãðàë
∫
L

f(x) ds íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè êðèâîé.

Ñâîéñòâî . Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû âäîëü êðèâîé L, òî∫
L

(αf(x) + βf(x)) ds = α

∫
L

f(x) ds+ β

∫
L

f(x) ds

Òåîðåìà 3.1 Åñëè L � ãëàäêàÿ ïðîñòàÿ êðèâàÿ,
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
̸= 0 íà [a, b] è f(x) íåïðåðûâíà

íà êðèâîé L, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (3.1) ñóùåñòâóåò, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
L

f(x) ds =

b∫
a

f(x(t))

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt.

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
̸= 0 íà [a, b], òî

∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
≥ δ1 > 0 íà [a, b]. Ïîýòîìó

|∆Lk| =
tk∫

tk−1

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt ≥ δ1 · |tk − tk−1| ⇒ |tk − tk−1| ≤
1

δ1
· |∆Lk|.

Òàê êàê f(x(t)) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ t′, t′′, |t′ − t′′| < δ ⇒ |f(x(t′))− f(x(t′′))| < ε.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå P = (tk)
n
k=0 òàê, ÷òîáû

1

δ1
|∆Lk| < δ ⇒ |tk − tk−1| < δ.

Òîãäà äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ èìååì∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x(t))

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt−
n∑
k=1

f(x(ξk))|∆Lk|

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

tk∫
tk−1

f(x(t))

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt−
n∑
k=1

tk∫
tk−1

f(x(ξk))

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

tk∫
tk−1

|f(x(t))− f(x(ξk))|︸ ︷︷ ︸
<ε

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt < ε
n∑
k=1

|∆Lk| = ε · |L|. �
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Ñâîéñòâî 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1.

∣∣∣∣∫
L

f(x) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫
L

|f(x)| ds.

Äîêàçàòåëüñòâî.∣∣∣∣∣∣
∫
L

f(x) ds

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x(t))

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x(t))|
∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt =

∫
L

|f(x)| ds.

Ñâîéñòâî 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1. åñëè M = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, òî
∣∣∣∣ b∫
a

f(x) dS

∣∣∣∣ ≤M · |L|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó 3. �
Ñâîéñòâî 5. Åñëè L : x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè
è f íåïðåðûâíà íà ïëîñêîñòè, òî

∫
L

f(x, y) ds =

b∫
a

f(x(t), y(t))
√

|x′(t)|2 + |y′(t)|2 dx

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ò.ê. x(t) = (x(t), y(t)).
Ñâîéñòâî 6. Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ L çàäàíà â ÿâíîì âèäå L : y = y(x) a ≤ x ≤ b, òî

∫
L

f(x, y) ds =

b∫
a

f(x, y(x))
√
1 + |y′(x)|2 dx.

Ñâîéñòâî 7.( Ñìûñë âûðàæåíèÿ ds) Ïóñòü L � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ è ïóñòü x = x(t) ∈

L. Òîãäà
t∫
a

∥∥∥dx(τ)dτ

∥∥∥
2
dτ åñòü äëèíà êðèâîé îò òî÷êè A äî òî÷êè C = x(t) ∈ L. Îáîçíà÷èì

ýòó äëèíó ÷åðåç s(t), òîãäà ôóíêöèÿ

s(t) =

t∫
a

∥∥∥∥dx(τ)dτ

∥∥∥∥
2

dτ,

äèôôåðåíöèðóåìà ïî âåðõíåìó ïðåäåëó, s′(t) =
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
è

ds(t) =

∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt.

Ïîýòîìó äëÿ äëèíû êðèâîé L ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî

|L| =
b∫

a

ds(t).

Âûðàæåíèå ds(t) =
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
dt íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì äóãè. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ èíòåãðàëà
∫
L

f(x)ds íåîáõîäèìî:
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1) çàìåíèòü x íà óðàâíåíèå êðèâîé L, ò.å. x = x(t);

2) çàìåíèòü ds íà åãî âûðàæåíèå ds(t) =
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
dt.

Ñâîéñòâî 8. (Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I ðîäà) Ïóñòü L � ïëîñ-
êàÿ êðèâàÿ L : x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b, è ïóñòü ρ(x, y) � ïëîòíîñòü êðèâîé L â òî÷êå
(x, y) ∈ L. Íàéäåì ìàññó êðèâîé L. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç m. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà
ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè a = t0 < . . . < tn = b è ïóñòü Lk : x = x(t), y = y(t), tk−1 ≤ t ≤ tk.
Âûáåðåì òî÷êè (ξk, ηk) ∈ Lk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mk ìàññó êðèâîé Lk. Åñëè ðàçáèåíèå

äîñòàòî÷íî ìàëîå, òî mk ≈ m(ξk, ηk) · |Lk| ⇒ m ≈
n∑
k=1

m(ξk, ηk) · |Lk|. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó,

ïîëó÷àåì m =
∫
L

m(x, y)ds, ò.å. êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë � ýòî ìàññà êðèâîé.

4 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü L : x = x(t) a ≤ t ≤ b � íåïðåðûâíàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ.
f(x) = (f (1)x, f (2)x, . . . , f (m)x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà L. Âûáåðåì ðàçáèå-

íèå P = (tk)
n
k=0 îòðåçêà (a, b) è ïóñòü

◦
P= ([tk−1, tk], τk)

n
k=1 îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îò-

ðåçêà [a, b], è ξk = x(τk) ∈ L. Îáîçíà÷èì Mk = x(tk) è ïóñòü Lk : x = x(t), tk−1 ≤ t ≤ tk
� ÷àñòü êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè Mk−1 è Mk. Ïóñòü d = max |Lk|. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
j = 1,m ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Sj(fj,
◦
P) =

n∑
k=1

f (j)(x(j)(tk)− x(j)(tk−1)),

ò.å. ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíîé ñóììû äëÿ èíòåãðàëà I ðîäà fj(ξk) óìíîæàåòñÿ íà

|Lk|, òî çäåñü � íà äëèíó ïðîåêöèè íà îñü x(j). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
d→0

Sj(fj,
◦
P),

íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà òî÷åê ξk ∈ Lk, òî åãî íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
II ðîäà è îáîçíà÷àþò

∫
L

f (j)(x) dx(j). Íà ÿçûêå ε− δ :

∀ ε > 0 ∃ δ > 0, ∀
◦
P max |Lk| < δ ⇒

∣∣∣∣∣∣
∫
L

f (j)(x) dx(j) − Sj(fj,
◦
P)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ñóììó
m∑
j=1

∫
L

f (j)(x) dx(j)

íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì II ðîäà îáùåãî âèäà è îáîçíà÷àþò∫
L

m∑
j=1

f (j)(x) dx(j) =

∫
L

(f , dx).

Çàìå÷àíèå. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ êðèâîé, ò.ê.
ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ îáõîäà íóìåðàöèÿ òî÷åê Mk ∈ Lk (k = 0, n) ìåíÿåòñÿ
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íà ïðîòèâîïîëîæíîå, ðàçíîñòü x(j)(tk) − x(j)(tk−1) ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé,
èíòåãðàëüíûå ñóììû

n∑
k=1

f (j)(ξk)(x
(j)(tk)− x(j)(tk−1))

èçìåíÿò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Çíà÷èò, èçìåíèòñÿ çíàê èíòåãðàëà. Ïîýòîìó ÷àñòî
èíòåãðàë çàïèñûâàþò â âèäå ∫

L+

(f , dx),

ãäå L+ � âûáðàííîå íàïðàâëåíèå êðèâîé, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì. Îòñþäà∫
L−

(f , dx) = −
∫
L+

(f , dx).

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü 1) L : x = x(t) a ≤ t ≤ b � ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

2)
∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥
2
̸= 0 íà [a, b].

3) Âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) = (f (j)x)mj=1 � íåïðåðûâíà íà L.

Òîãäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
∫
L

(f(x), dx) ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
L

(f(x), dx) =
m∑
j=1

b∫
a

f (j)(x(t))
dx(j)(t)

dt
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

∫
L

f (j)(x) dx(j) =

b∫
a

f (j)(x(t))
dx(j)(t)

dt
dt. (4.1)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4.1) ñóùåñòâóåò, ò.ê. ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà,
ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
d→0

n∑
n=1

f (j)(ξk)(x
(j)(tk)− x(j)(tk−1)) =

b∫
a

f (j)(x(t))
dx(j)(t)

dt
dt.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå P1 = (tk)k = (a = t0 < t1 < . . . < tn = b), τk ∈ [tk−1, tk], ξk = x(τk),
Lk : x = x(t), tk−1 ≤ t ≤ tk, d = max |Lk|. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü∣∣∣∣∣∣

n∑
n=1

f (j)(x(τk))(x
(j)(tk)− x(j)(tk−1))−

b∫
a

f (j)(x(t))
dx(j)(t)

dt
dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

tk∫
tk−1

f (j)(x(τk))
dx(j)(t)

dt
dt−

n∑
k=1

tk∫
tk−1

f (j)(t))
dx(j)(t)

dt
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
n∑
k=1

tk∫
tk−1

|f (j)(x(τk))− f (j)(t))|
∣∣∣∣dx(j)(t)dt

∣∣∣∣ dt ≤ n∑
k=1

tk∫
tk−1

|f (j)(x(τk))− f (j)(t))|
∥∥∥∥dx(t)dt

∥∥∥∥
2

dt.

Ïîñëå ÷åãî äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ êàê â òåîðåìå 3.1. �
Ñâîéñòâà.
1)
∫
L

(f + g, dx) =
∫
L

(f , dx) +
∫
L

(g, dx).

2)
∫
L

(f , dx) =
∫
L1

(f , dx) +
∫
L2

(f , dx).

3) Åñëè ðàçìåðíîñòü m = 2, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà îáû÷íî çàïèñûâàþò â

âèäå
∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy, ãäå L :
x = x(t)
y = y(t)

a ≤ t ≤ b.

Â ýòîì ñëó÷àå

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

b∫
a

(P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t))dt.

4) Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òî÷-

êè M íà ïëîñêîñòè âäîëü êðèâîé L :
x = x(t)
y = y(t)

a ≤ t ≤ b ïîä äåéñòâèåì ñèëû

F = F1(x, y)i+ F2(x, y)j. ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû íà îñÿõ OX è OY ñîîòâåòñòâåííî.
Âû÷èñëèì ðàáîòó A ñèëû F ïî ïåðåìåùåíèþ òî÷êè èç A â B âäîëü L. Ðàçîáüåì [a, b]
íà ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Îáîçíà÷èì Mk = (x(tk), y(tk)) ∈ L,
Lk � ÷àñòü êðèâîé L ìåæäó Mk−1 è Mk, Ak � ðàáîòó ïî ïåðåìåùåíèþ òî÷êè èç Mk−1

â Mk. Åñëè |Lk| ìåíüøå, òî Lk ïðèìåðíî ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì (Mk−1,Mk) è ðàáîòà
Ak ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ðàáîòå ïî ïåðåìåùåíèþ âäîëü âåêòîðà (Mk−1,Mk). Âåêòîð
(Mk−1,Mk) èìååò êîîðäèíàòû (xk − xk−1, yk − yk−1), çíà÷èò,

Ak = ((Mk−1,Mk),F) = ((Mk−1,Mk), F1(ξk, ηk)i+ F2(ξk, ηk)j) =

F1(ξk, ηk) · (xk − xk−1) + F2(ξk, ηk) · (yk − yk−1).

A ∼=
∑

Ak =
n∑
k=1

F1(ξk, ηk) · (xk − xk−1) + F2(ξk, ηk) · (yk − yk−1).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè max(|Lk|) → 0 ïîëó÷àåì

A = lim
n∑
k=1

Ak =

∫
L

(F(x), dx).

Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà � ýòî ðàáîòà ñèëû ïî ïåðåìåùåíèþ
òî÷êè âäîëü êðèâîé.

5 Ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå 5.1 Îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî G ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ îáëà-
ñòüþ â R2.
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Îïðåäåëåíèå 5.2 Ïóñòü G ⊂ R2 îáëàñòü è Φ ⊂ R3. Îòîáðàæåíèå f : G → Φ íàçû-
âàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè f îòîáðàæàåò G íà Φ âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî
íåïðåðûâíî. Ìíîæåñòâà G è Φ íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåî-
ìîðôèçì f : G→ Φ.

Îïðåäåëåíèå 5.3 Ïóñòü G ⊂ R2 è Φ ⊂ R3. Îòîáðàæåíèå f : G → Φ íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ G ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
O(x0, y0), êîòîðóþ f ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò íà åå îáðàç f(O(x0, y0)).

Îïðåäåëåíèå 5.4 Ìíîæåñòâî S3 ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ â R3 åñëè S3 ëî-
êàëüíî ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊂ R2 .

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â
îáëàñòè G ⊂ R2. Òîãäà ìíîæåñòâî S3 = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ G} åñòü ïîâåðõíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ f(u, v) îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì x = u
y = v
z = f(u, v)

.

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ f(u, v) = (u, v, f(u, v)) îòîáðàæàåò G íà S3 âçàèìíî îäíîçíà÷íî
è íåïðåðûâíî. Òàê êàê

∥(u, v)− (u0, v0)∥2 ≤ ∥(u, v, f(u, v))− (u0, v0, f(u0, v0))∥2,

òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ (u, v, f(u, v)) 7→ (u, v) òàêæå íåïðåðûâíà. �

6 Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå 6.1 Ìíîæåñòâî Φ ⊂ R3 áóäåì íàçûâàòü ïîâåðõíîñòüþ â ïðîñòðàí-
ñòâå R3, åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü G ⊂ R2 è íåïðåðûâíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ r = r(u, v)
(r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))) íà G, äëÿ êîòîðîé r(G) = Φ. Ïîâåðõíîñòü Φ íà-
çûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), z(u, v) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå â G. Òî÷êà M0 = r(u0, v0) ∈ Φ íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè Φ,

åñëè â ýòîé òî÷êå ðàíã ìàòðèöû D(r(u,v))
D(u,v)

∣∣∣
(u,v)=(u0,v0)

ìåíüøå 2. Çäåñü

D(r(u, v))

D(u, v)
=

(
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

)
.

Åñëè â êàæäîé òî÷êå M0 = r(u0, v0) ∈ Φ ðàíã ìàòðèöû D(r(u,v))
D(u,v)

ðàâåí 2, òî ãîâîðÿò,

÷òî ïîâåðõíîñòü Φ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G ⊂ R2. Òîãäà ãðà-
ôèê ôóíêöèè f , ò.å. ìíîæåñòâî Γ(f) = {M(x, y, z) : (x, y) ∈ G, z = f(x, y)} åñòü
ïîâåðõíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ r(u, v) îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì x = u
y = v
z = f(u, v)

.

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ r(u, v) = (u, v, f(u, v)) íåïðåðûâíà è r(G) = Φ. �

Òåîðåìà 6.2 Ïóñòü Φ : r = r(u, v), (u, v) ∈ G � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3 áåç îñîáûõ
òî÷åê. Òîãäà ∀p0 ∈ Φ, ∃Oδ(p0), òàêàÿ, ÷òî Oδ(p0)

∩
Φ îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà

îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàåì òî÷êó p0 ∈ Φ. Â òî÷êå p0 = (x0, y0, z0) ðàíã ìàòðèöû

Dr(u,v)
D(u,v)

∣∣∣
(u0,v0)

ðàâåí 2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

∣∣∣∣ x′u(u0, v0) y′u(u0, v0)
x′v(u0, v0) y′v(u0, v0)

∣∣∣∣ ̸= 0. Ðàññìîò-

ðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
x(u, v) = x
y(u, v) = y

. Òàê êàê
x(u0, v0) = x0
y(u0, v0) = y0

è
∣∣∣D(x,y)
D(u,v)

∣∣∣
(u0,v0)

̸= 0 òî ïî

òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ∃Oδ(x0, y0) òàêàÿ, ÷òî â Oδ(x0, y0) ñèñòåìà
x(u, v) = x
y(u, v) = y

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u = u(x, y)
v = v(x, y)

è ïðè ýòîì
u0 = u(x0, y0)
v0 = v0(x0, y0)

. Òîãäà äëÿ (x, y) ∈

Oδ(x0, y0) : z = z(x(u, v), y(u, v)) = z(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü Φ çàäàíà â ÿâ-
íîì âèäå: z = z(x, y), è çíà÷èò, îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
XOY. �

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè áåç îñîáûõ òî÷åê. Îïðå-
äåëèì ïîíÿòèå îäíîñòîðîííåé è äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè Φ : r = r(u, v) (u, v) ∈ G.
Âûáåðåì òî÷êó p0 = r(u0, v0). Çàôèêñèðóåì v = v0. Ðàâåíñòâî r = r(u, v0) îïðåäå-
ëÿåò ãëàäêóþ êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè Φ. Òîãäà r′u(u0, v0) åñòü âåêòîð êàñàòåëüíîé ê
êðèâîé r = r(u, v0) â òî÷êå p0. Çàôèêñèðóåì u = u0, òîãäà r = r(u0, v) � óðàâíå-
íèå ãëàäêîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p0 è ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè Φ ⇒ âåêòîð
r′v(u0, v0) � ýòî âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðèâîé r = r(u0, v). Òîãäà âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå [r′u(u0, v0), r

′
v(u0, v0)] ̸= 0 åñòü âåêòîð íîðìàëè ê âåêòîðàì r′u, r

′
v, çíà÷èò, îí âåêòîð

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Âåêòîð

n(p0) =
[r′u(u0, v0), r

′
v(u0, v0)]

||[r′u(u0, v0), r′v(u0, v0)]||2

åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè.

Îïðåäåëåíèå 6.2 Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Φ áåç îñîáûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîí-
íåé, åñëè âåêòîð íîðìàëè n(p) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè p ∈ Φ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü Φ îäíîñòîðîííÿÿ, òî äâèãàÿñü ïî ëþáîé íåïðåðûâíîé
çàìêíóòîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè Φ, ìû, âûõîäÿ èç òî÷êè P0, âåðíåìñÿ â ýòó òî÷êó ñ
òåì æå íàïðàâëåíèåì íîðìàëè.
Ïðèìåð. Ëèñò Ìåáèóñà íå îäíîñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü.

Òåîðåìà 6.3 Ïóñòü Φ : r = r(u, v), (u, v ∈ G) � íåïðåðûâíàÿ ïîâåðõíîñòü. Åñëè
âåêòîð ôóíêöèÿ r(u, v) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â G, òî åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
çàìûêàíèå Ḡ c ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Ḡ = G
⊔
∂G. Ïîýòîìó íàäî îïðåäåëÿòü r(u, v) â òî÷êàõ

(u, v) ∈ ∂G. Ïóñòü (u0, v0) ∈ ∂G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un, vn)
∞
n=1, êî-

òîðàÿ ñõîäèòñÿ ê (u0, v0) è (un, vn) ∈ G. Ïîýòîìó (un, vn) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r(un, vn) � ôóíäàìåíòàëüíà â R3. Ïî
óñëîâèþ r(u, v) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ (u′, v′), (u′′, v′′), ∥(u′, v′)− (u′′, v′′)∥2 < δ ⇒ ∥r(u′, v′)− r(u′′, v′′)∥2 < ε.

Äëÿ âûáðàííîãî δ > 0 â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè (un, vn)
∞
n=1 íàéäåòñÿ íîìåð n0, ÷òî

∀n ≥ n0, ∀m ≥ n0 ∥(un, vn)−(um, vm)∥2 < δ. Òîãäà ∀n,m ≥ n0, ∥r(un, vn)−r(um, vm)∥2 <
ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r(un, vn))

∞
n=1 � ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîýòîìó ñó-

ùåñòâóåò lim
n→∞

r(un, vn) = r0. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ r(u0, v0) = r0 = lim
n→∞

r(un, vn).

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè r(u, v) íà ãðàíèöå ∂G. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (u′n, v

′
n) →

(u0, v0) è (u′′n, v
′′
n) → (u0, v0). Ïîñòðîèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un, vn) ïî ïðàâèëó:

(u2n, v2n) = (u′n, v
′
n), (u2n+1, v2n+1) = (u′′n, v

′′
n). Òîãäà (un, vn) → (u0, v0), è, çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

r(un, vn) = r0. Íî ïðåäåë ïî ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîò æå

ñàìûé, ò.å.

lim
n→∞

r(u2n, v2n) = lim
n→∞

r(u2n+1, v2n+1) = r0, ò.å. lim r(u′n, v
′
n) = lim r(u′′n, v

′′
n).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ (u0, v0) ∈ ∂G. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâî r(u0, v0) = lim

n→∞
r(un, vn). Åñëè (un, vn) ∈ G, òî ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïîýòîìó íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà (un, vn) ∈ ∂Gn. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè êàæäîì
n ∈ N âûáèðàåì (u′n, v

′
n) ∈ Gn òàê, ÷òîáû ∥(un, vn) − (u′n, v

′
n)∥2 < 1

n
→ 0 è ∥r(un, vn) −

r(u′n, v
′
n)∥2 < 1

n
. Â ýòîì ñëó÷àå (u′n, v

′
n) → (u0, v0) è ïîýòîìó lim

n→∞
r(u′n, v

′
n) = r(u0, v0). Íî

òîãäà

∥r(un, vn)− r(u0, v0)∥2 ≤ ∥r(un, vn)− r(u′n, v
′
n)∥2 + ∥r(u′n, v′n)− r(u0, v0)∥2 → 0. �

Òåîðåìà 6.4 Ïóñòü F ⊂ R2 � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è r = r(u, v) :
F → R3 íåïðåðûâíà â F . Òîãäà ìíîæåñòâî r(F ) çàìêíóòî â R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà r(F ), ò.å. ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Mn → M0, Mn ∈ r(F ). Òàê êàê Mn ∈ r(F ), òî Mn = r(un, vn) è
(un, vn) ∈ F . Òàê êàê F êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (unk

, vnk
) →

(u0, v0) ∈ F . Ââèäó íåïðåðûâíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå (u0, v0) èìååì ðàâåíñòâî
r(u0, v0) = lim

k→∞
r(unk

, vnk
) =M0. �

Âûâîä. Åñëè âåêòîð ôóíêöèÿ r(u, v) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â G ⊂ R2, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî r(u, v) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè Ḡ = G

⊔
∂G. Ïðè

ýòîì îáðàç r(Ḡ) áóäåò îãðàíè÷åííûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â R3. Ïîýòîìó â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîð ôóíêöèè r(u, v), îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå
â çàìêíóòîé îáëàñòè Ḡ ⊂ R2. Îáðàç r(Ḡ) â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòüþ, à ìíîæåñòâî r(∂G) � êðàåì ïîâåðõíîñòè.

7 Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü Φ : r = r(u, v), u, v ∈ G, ãëàäêàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç
îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà

∀p0 ∈ Φ, ∃Oδ(p0), ∀p ∈ Φ
∩

Oδ(p0), ïîâåðõíîñòü Φ
∩

Oδ(p0)
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îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðîâåäåííóþ â òî÷êå p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàåì òî÷êó p0 ∈ Φ. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Φ äâóñòîðîííÿÿ, òî
∃Oδ(p0), ÷òî ∀M ′,M ′′ ∈ Φ

∩
Oδ(p0) óãîë ìåæäó n(M ′) è n(p0) <

π
4
è óãîë ìåæäó n(M ′′)

è n(p0) <
π
4
, çíà÷èò, óãîë ìåæäó n(M ′) è n(M ′′) < π

2
. Ïî òåîðåìå 6.2 δ ìîæíî âûáðàòü

òàê, ÷òî Φ
∩
Oδ(p0) îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé,

ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè � íà ïëîñêîñòü X0Y . Ïîêàæåì, ÷òî Φ
∩
Oδ(p0) îäíîçíà÷íî

ïðîåêòèðóåòñÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè, ïðîâåäåííóþ â ëþáîé òî÷êå
p ∈ Φ

∩
Oδ(p0).

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. ∃p1,p2 ∈ Φ
∩
Oδ(p0), êîòîðûå ïðîåêòèðóþòñÿ

â îäíó òî÷êó p̃ ∈ Π. Òîãäà òî÷êè p1, p2, è p̃ ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïîâåðõíîñòè
Φ, ïðîâåäåì ÷åðåç íåãî ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ îñè 0Z. Îíà ïåðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü
Φ ïî êðèâîé L. Ò.ê. êðèâàÿ L íåïðåðûâíà, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà
p3, ëåæàùàÿ íà L ìåæäó p1 è p2, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå (p1,p2) è
ïîýòîìó ïàðàëëåëüíà íîðìàëè â òî÷êå p ÷òî íåâîçìîæíî. �

Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü Φ � îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ, ãëàäêàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõ-
íîñòü áåç îñîáîé òî÷êè. Òîãäà ∃ δ > 0, ∀p, ∀Oδ(p), ÷àñòü ïîâåðõíîñòè Φ

∩
Oδ(p)

îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðîâåäåííóþ â ëþáîé òî÷êå,
ïðèíàäëåæàùåé Φ

∩
Oδ(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. ∀ δ = 1
n
, ∃pn, Φ

∩
O 1

n
(pn) íå ïðîåêòèðóåòñÿ

îäíîçíà÷íî íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (pn). Ò.ê.
Φ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî èç pn ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pnk

) →
p0 ∈ R3. Íî Φ � çàìêíóòî, çíà÷èò, p0 ∈ Φ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 7.1 ∃Oδ(p0),
êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êàñàòåëüíóþ ê ëþáîé òî÷êå Φ, â ÷àñòíîñòè, íà
êàñàòåëüíóþ â òî÷êå (pnk

) ∈ Oδ(p0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷åê pnk
. �

Òåîðåìà 7.3 Ïóñòü Φ � îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ, ãëàäêàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõ-
íîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ÷òî ∀p1,p2 ∈ Φ, d(p1,p2) < δ, äëÿ
óãëà φ ìåæäó âåêòîðàìè n(p1) è n(p2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî | cosφ− 1| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Φ äâóñòîðîííÿÿ, òî âåêòîð íîðìàëè n(p) íåïðå-
ðûâåí. Ò.ê. Φ çàìêíóòàÿ, òî ôóíêöèÿ n(p) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ñëåäîâàòåëüíî,
∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ÷òî ∀p1,p2 ∈ Φ, ||p1 − p2||2 < δ ⇒ ||n(p1) − n(p2)||2 <

√
2ε. Âû-

÷èñëÿåì

||n(p1)− n(p2)||22 = (n(p1)− n(p2),n(p1)− n(p2)) = (n(p1),n(p1))
2 + (n(p2),n(p2))

2−

−2(n(p1),n(p2))) = 2− 2 cosφ⇒ 2(1− cosφ) < 2ε⇒ |1− cosφ| < ε �

8 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è åå âû÷èñëåíèå

Îïðåäåëåíèå 8.1 Ïóñòü Φ : r = r(u, v), (u, v) ∈ G � ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíó-
òàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê. Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü Φ ãëàäêèìè
êðèâûìè íà ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè Φi (i = 1, n) òàê, ÷òîáû Φi îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðîâà-
ëèñü íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðîâåäåííóþ â ëþáîé òî÷êå p ∈ Φi. Âûáåðåì òî÷êó
pi ∈ Φi è ïóñòü Πi = prΦi � ïðîåêöèÿ Φi íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå pi è
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ïóñòü µΠi � ìåðà ýòîé ïðîåêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(Φ) íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ Φi.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë

lim
d(Φ)→0

n∑
i=1

µΠi,

íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà òî÷åê pi, òî ïîâåðõíîñòü Φ íàçûâàåòñÿ êâàäðèðóåìîé, à
ýòîò ïðåäåë � ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè Φ è îáîçíà÷àåòñÿ |Φ|.

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü Φ : r = r(u, v), (u, v) ∈ Ḡ � ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ,
äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà Φ � ãëàäêàÿ è

|Φ| =
∫∫

Ḡ

∥[r′u, r′v]∥2 dudv. (8.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. r′u, r
′
v � íåïðåðûâíû íà Ḡ, çíà÷èò, ∥[r′u, r′v]∥2 íåïðåðûâíà íà Ḡ, è ò.ê.

Ḡ � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî èíòåãðàë â (8.1) ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó íàäî
äîêàçûâàòü, ÷òî

lim
d(Φ)→0

n∑
i=1

µΠi =

∫∫
Ḡ

∥[r′u, r′v]∥2 dudv.

Âûáåðåì ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû (ñì. òåîðåìû 7.2 è 7.3)
1) ∀Oδ(p)

∩
Φ îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðîâàëîñü íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðîâåäåííóþ â

ëþáîé òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé Oδ(p)
∩

Φ (ïî òåîðåìå 7.2);
2) ∀p′,p′′, ||p′ − p′′||2 < ε (ïî òåîðåìå 7.3);
Âûáåðåì ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè Φ ãëàäêèìè êðèâûìè íà ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè Φi, ò.å.

Φ =
n⊔
i=1

Φi, d(Φ) < δ è ïóñòü Φi = r(Ḡi), è, çíà÷èò, Ḡ =
n⊔
i=1

Ḡi.

Âûáåðåì òî÷êè pi ∈ Φi, ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü Π(pi) ê Φi â òî÷êå pi.
Ñïðîåêòèðóåì Φi íà Π(pi), ïîëó÷èì ïëîñêîå ìíîæåñòâî Πi è ïóñòü µΠi � åãî ìåðà. Âû-
÷èñëèì ìåðó Πi. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXYZ òàê, ÷òî
1) O = pi;
2) îñü OZ ïåðïåíäèêóëÿðíà Π(pi) è âåêòîð k ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè n(pi);
3) îñè OX è OY ëåæàò â ïëîñêîñòè Π(pi) òàê, ÷òî OXYZ îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.

Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè Φi çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè
x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

(u, v) ∈ Ḡi è µΠi =
∫∫
Πi

dxdy. Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ
x = x(u, v)
y = y(u, v)

⇒ µΠi =∫∫
Gi

∣∣∣D(x,y)
D(u,v)

∣∣∣ dxdy. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü D(x,y)
D(u,v)

. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîð íîðìàëè

n = [r′u, r
′
v] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=A

−j

∣∣∣∣ x′u z′u
x′v z′v

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=B

+k

∣∣∣∣ x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=C

è ïóñòü γi � óãîë ìåæäó âåêòîðîì k è âåêòîðîì n. Òîãäà µΠi =
∫∫
Gi

|C| dudv è C > 0.

(n,k)

||[r′u, r′v]||2
= cos γj =

C

||[r′u, r′v]||2
⇒ C = cos γi||[r′u, r′v]||2 ⇒ µΠi =

∫∫
Gi

cos γj||[r′u, r′v]||2dudv ⇒
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n∑
i=1

µΠi =
n∑
i=1

∫∫
Gi

cos γj||[r′u, r′v]||2dudv ⇒
∫∫
Gi

||[r′u, r′v]||2dudv−
n∑
i=1

∫∫
Gi

cos γj||[r′u, r′v]||2dudv =

=
n∑
i=1

∫∫
Gi

||[r′u, r′v]||2(1−cos γi) dudv < ε

n∑
i=1

∫∫
Gi

||[r′u, r′v]||2dudv = ε·
∫∫
G

||[r′u, r′v]||2dudv. �

Çàìå÷àíèå 1. Ïîëó÷èì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè â R3.
Ïóñòü Φ : r = r(u, v) ∈ G, r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). Ïðåîáðàçóåì |Φ| =∫∫

G

||[r′u, r′v]||2dudv. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

||[r′u, r′v]||22 + |(r′u, r′v)|2 = (||r′u||2 · ||r′v||2 · sinφ)2 + (||r′u||2 · ||r′v||2 · cosφ)2 = ||r′u||22 · ||r′u||22 ⇒

||[r′u, r′v]||2 =
√

||r′u||22 · ||r′u||22 − |(r′u, r′v)|2.

Åñëè îáîçíà÷èòü E = ||r′u||22, F = ||r′v||22, G = |(r′u, r′v)|, ïîëó÷èì

|Φ| =
∫∫
G

√
EF −G2 dudv.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Φ çàäàíà â ÿâíîì âèäå: Φ : z = z(x, y), (x, y) ∈ G. Çàïèøåì

ôóíêöèþ Φ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: r = r(u, v), ãäå

 x = u
y = v
z = z(u, v)

(u, v) ∈ G ⇔ (x, y) ∈

G. Òîãäà
E = ||r′u||22 = |x′u|2 + |y′u|2 + |z′u|2 = 12 + 02 + |z′u|2 = 1 + |z′u|2,
F = ||r′v||22 = |x′v|2 + |y′v|2 + |z′v|2 = 02 + 12 + |z′v|2 = 1 + |z′v|2,

G2 = (r′u, r
′
v)

2 = |z′u|2 · |z′v|2 ⇒

EF−G2 = (1+|z′u|2)(1+|z′v|2)−|z′u|2|z′v|2 = 1+|z′u|2+|z′v|2 ⇒ |Φ| =
∫∫
G

√
1 + |z′x|2 + |z′y|2 dxdy.

9 Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû I è II ðîäà

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïóñòü Φ : r = r(u, v) (u, v) ∈ G � ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíó-
òàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê è ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Φ çàäàíû
ôóíêöèè: f(M), P (M), Q(M), R(M). Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü Φ ãëàäêèìè êðèâûìè íà

ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè: Φ =
n⊔
i=1

Φi � íåïåðåñåêàþùèåñÿ. Âûáåðåì òî÷êó Mi ∈ Φi, â òî÷êå

Mi ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Π(Mi) è ïóñòü n(Mi) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè Φi â òî÷êå Mi, è ïóñòü n(Mi) = (cosαi, cos βi, cos γ), ãäå αi, βi, γi- óãëû
ìåæäó âåêòîðîì n(Mi) è îñüþ OX, OY è OZ ñîîòâåòñòâåííî. Îáðàçóåì èíòåãðàëü-
íûå ñóììû

σ(f, (Φi)) =
n∑
i=1

f(Mi) · |Φi|,

σx(P, (Φi)) =
n∑
i=1

P (Mi) cosαi|Φi|,
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σy(Q, (Φi)) =
n∑
i=1

Q(Mi) cos βi|Φi|,

σz(R, (Φi)) =
n∑
i=1

R(Mi) cos γi|Φi|.

1) Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
d(Φ)→0

σ(f, (Φi)), íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà òî÷åê Mi ∈ Φi,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì I ðîäà è îáîçíà÷àåòñÿ
∫∫
Φ

f(M) ds
df
=

lim
d(Φ)→0

σ(f, (Φ)).

2) Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
d(Φ)→0

σx(P, (Φi)), òî îí íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì II ðîäà è

îáîçíà÷àåòñÿ
∫∫
Φ

P (M) cosα ds, ò.å.
∫∫
Φ

P (M) cosα ds
df
= lim

d(Φ)→0
σx(P, (Φi)).

3) Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëû∫∫
Φ

Q(M) cos β ds
df
= lim

d(Φ)→0
σy(Q, (Φi))

è ∫∫
Φ

R(M) cos γ ds
df
= lim

d(Φ)→0
σz(R, (Φi)).

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü Φ : r = r(u, v) (u, v) ∈ G � ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ,
äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê è ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Φ çàäàíû ôóíê-
öèè: f(M), P (M), Q(M), R(M) � íåïðåðûâíû íà Φ. Òîãäà ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû
ñóùåñòâóþò, è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
1)
∫∫
Φ

f(M) ds =
∫∫
G

f(r(u, v))
√
EF −G2 dudv;

2)
∫∫
Φ

P (M) cosα ds =
∫∫
G

P (r(u, v)) cosα
√
EF −G2 dudv;

3)
∫∫
Φ

Q(M) cos β ds =
∫∫
G

Q(r(u, v)) cos β
√
EF −G2 dudv;

4)
∫∫
Φ

R(M) cos γ ds =
∫∫
G

R(r(u, v)) cos γ
√
EF −G2 dudv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1). Èíòåãðàë ñïðàâà â 1) ñóùåñòâóåò, ò.ê. îí èíòåãðàë ïî
êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó íàäî äîêàçàòü, ÷òî

lim
d(Φ)→0

σ(f, (Φi)) =

∫∫
G

f(r(u, v))
√
EF −G2 dudv.

Ò.ê. f íåïðåðûâíà íà Φ, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà Φ, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀p′,p′′ ∈ Φ, ||p′ − p′′||2 < δ ⇒ |f(p′)− f(p′′)| < ε

|Φ|
.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå Φ =
n⊔
i=1

Φi òàê, ÷òî d|Φi| < δ. Òîãäà∣∣∣∣∣∣σ(f, (Φi))−
∫∫
G

f(r(u, v))
√
EF −G2 dudv

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(Mi)|Φi| −
n∑
i=1

∫∫
G

f(r(u, v))
√
EF −G2 dudv

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫∫
G

f(Mi)
√
EF −G2 − f(r(u, v))

√
EF −G2 dudv

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∫∫
Gi

|f(Mi)− f(r(u, v))|
√
EF −G2 dudv <

ε

|Φ|

n∑
i=1

∫∫
Gi

√
EF −G2 dudv =

=
ε

|Φ|

n∑
i=1

|Φi| =
ε

|Φ|
|Φi| = ε.

2) Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà 2)�4) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Çàìå÷àíèå 1.Èíòåãðàë II ðîäà çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåêòîð
íîðìàëè. Åñëè âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé âåêòîð íîðìàëè n(M) èçìåíèò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî èíòåãðàë II ðîäà çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè. Òàê
êàê ïîâåðõíîñòü âìåñòå ñ âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì íîðìàëè åñòü ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè,
òî èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå íà äðóãóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè. Âûáðàííóþ ñòî-
ðîíó íàçûâàþò îáû÷íî ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé è îáîçíà÷àþò Φ+, ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó � Φ−.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïîâåðõíîñòü Φ çàäàíà â ÿâíîì âèäå Φ : z = φ(x, y) (x, y) ∈ G, òî∫∫

Φ

R(M) cos γ ds = (±1)

∫∫
G

R(x, y, φ(x, y)) dxdy,

ïðè ýòîì âûáèðàåì çíàê (+1), åñëè âûáðàíà ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè Φ, äëÿ êîòîðîé óãîë
γ ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè n(M) è îñüþ OZ � îñòðûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Φ : x = u, y = v, z = φ(u, v), (u, v) ∈ G. Òîãäà∫∫

Φ

R(M) cos γ ds =

∫∫
G

R(x, y, φ(x, y)) cos γ||r′u, r′v||22 dxdy ⇒

((0, 0, 1), [r′u, r
′
v]) = 1 = 1 · ||[r′u, r′v]||2 · cos γ. �
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Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ

1 Áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû è áàçèñû

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ñèñòåìà âåêòîðîâ (e1, . . . , en) èç Rm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìîé, åñëè èç óñëîâèÿ
n∑
j=1

λjej = 0 ñëåäóåò, ÷òî λj = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â Rm íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì.

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíà

Òåîðåìà 1.1 Ñèñòåìà âåêòîðîâ (ej)
m
j=1 áàçèñ â Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ej)

m
j=1

� ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Òåîðåìà 1.2 Ñèñòåìà âåêòîðîâ (ej)
m
j=1 áàçèñ â Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé

âåêòîð x ∈ Rm åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå x =
n∑
j=1

λjej.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ñèñòåìà âåêòîðîâ (ej)
n
j=1 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè ∀ i ̸= j

(ei, ej) = 0 è (ei, ei) ̸= 0.
Åñëè (ei, ej) = δi,j, òî ñèñòåìà (ej)

n
j=1 íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 1.3 Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà (ej)
m
j=1, ñîñòîÿùàÿ èç m âåêòîðîâ, áàçèñ

â Rm.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì (ei)
m
i=1, (e

∗
j)
m
j=1 íàçûâàåòñÿ áèîðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìîé, åñëè (ei, e
∗
j) = δi,j. Îáîçíà÷àåòñÿ (ei, e

∗
j).

Òåîðåìà 1.4 Åñëè (ei, e
∗
j) � áèîðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, òî (ei) è (e∗i ) � ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (ei) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Èìååì

0 =
m∑
i=1

λiei ⇒ (0, e∗j) =
m∑
i=1

λi (ei, e
∗
j)︸ ︷︷ ︸

δi,j

= λj ⇒ λj = 0. �

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî ñèñòåìà (e∗i ) � ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ò.å. åñëè (ei, e
∗
j) �

áèîðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, òî (ei) è (e∗j) îáðàçóþò áàçèñ â Rm.

35



Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü äàíû äâå áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû: (ei, e
∗
j) è (gk,g

∗
l ) è ïóñòü

gk =
m∑
i=1

ak,iei,

g∗l =
n∑
j=1

bl,je
∗
j .

Òîãäà ìàòðèöû A = (ak,i) è B
T = (bl,j)

T � âçàèìíî îáðàòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

δk,l = (gk,g
∗
l ) =

(
m∑
i=1

ak,iei,
m∑
j=1

bl,je
∗
j

)
=

m∑
i=1

m∑
j=1

ak,ibl,j (ei, e
∗
j)︸ ︷︷ ︸

δi,j

=
m∑
i=1

ak,ibl,i =
m∑
i=1

ak,ib
′
i,l,

ãäå b′i,l = bl,i, ò.å. ýëåìåíòû ìàòðèöû BT ⇒ A è BT � âçàèìíî îáðàòíû, ò.ê. E = ABT .
�

2 Èíâàðèàíòû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â Rm

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â Rm íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå A :
Rm → Rm òàêîå, ÷òî
A(x+ y) = A(x) + A(y),
A(λx) = λAx.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rm. Âûðàæåíèå
m∑
i=1

(ei, Ae
∗
i ), ãäå

(ei, e
∗
j) � áèîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ò.å. íå çàâèñèò îò

âûáîðà áèîðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà (ei, e
∗
j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ei, e
∗
j) è (gk,g

∗
l ) � äâà áèîðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà è ïóñòü

gk =
m∑
i=1

ak,iei, g∗
l =

m∑
j=1

bl,je
∗
j .

Òîãäà

m∑
k=1

(gk, Ag
∗
k) =

m∑
k=1

(
m∑
i=1

ak,iei,
m∑
j=1

bk,jAe
∗
j

)
=

m∑
k=1

m∑
i=1

m∑
j=1

ak,ibk,j(ei, Ae
∗
j) =

=
m∑
i=1

m∑
j=1

(ei, Ae
∗
j)

m∑
k=1

ak,ibk,j︸ ︷︷ ︸
=δi,j

=
m∑
i=1

m∑
j=1

(ei, Ae
∗
j)δi,j =

m∑
i=1

(ei, Ae
∗
i ). �

Îïðåäåëåíèå 2.2 Èíâàðèàíò
∑m

i=1(ei, Ae
∗
i ) íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ

A è îáîçíà÷àåòñÿ divA, ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ

divA =
m∑
i=1

(ei, Ae
∗
i ).
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Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå 2.2 êîððåêòíî, ò.ê div íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî
áèîðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Íàéäåì âûðàæåíèå divA â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïóñòü (ei)
m
i=1 � îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â Rm, ò.å. íàïðèìåð, ei = (0, . . . , 0, 1i, 0, . . . , 0) è A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå e∗i = ei. Òîãäà Aei ∈ Rm ⇒ Aei =
m∑
j=1

ai,jej. ×èñëà ai,j îïðåäåëåíû

ïðåîáðàçîâàíèåì A. Ìàòðèöà (ai,j) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ei. Âû÷èñëèì

m∑
i=1

(ei, Ae
∗
i ) =

m∑
i=1

(ei, Aei) =
m∑
i=1

(
ei,

m∑
j=1

ai,jej

)
=

m∑
i=1

m∑
j=1

ai,j(ei, ej) =
m∑
i=1

ai,i ⇒

divA =
m∑
i=1

ai,i.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, (ei, e
∗
j) � áèîðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-

ñòåìà â R3. Òîãäà âûðàæåíèå
3∑
i=1

[ei, Ae
∗
i ]

åñòü èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ A. (Çäåñü [] � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.1. Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. �

Îïðåäåëåíèå 2.3 Âûðàæåíèå
3∑
i=1

[ei, Ae
∗
i ] íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì A è îáîçíà÷àåòñÿ rotA, ò.å.

rotA
df
=

3∑
i=1

[ei, Ae
∗
i ].

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ rotA â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (ei)
3
i=1. Ïóñòü ai,j � ìàòðèöà

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A, ò.å. Aei =
3∑
j=1

ai,jej. Òîãäà

rotA =
3∑
i=1

[ei, Aei] =
3∑
i=1

[
ei,

3∑
i=1

ai,jej

]
=

3∑
i=1

3∑
j=1

ai,j[ei, ej] =

= a1,1[e1, e1] + a1,2[e1, e2] + a1,3[e1, e3]+

= a2,1[e2, e1] + a2,2[e2, e2] + a2,3[e2, e3]+

= a3,1[e3, e1] + a3,2[e3, e2] + a3,3[e3, e3] =

= e1(a2,3 − a3,2) + e2(a3,1 − a1,3) + e3(a1,2 − a2,1). �

37



3 Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü V � îáëàñòü â R3. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ a(x), îïðåäåëåííàÿ â
V , íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì. Ñêàëÿðíîå ïîëå a(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì
â òî÷êå x0, åñëè ôóíêöèÿ a(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ò.å.

a(x)− a(x0) =
3∑
i=1

∂a(x0)

∂x(i)
(x(i) − x

(i)
0 ) + α(x) · ||x− x0||2,

ãäå α(x) → 0 ïðè x → x0 è α(x0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Âåêòîð
(
∂a(x0)

∂x(1)
, ∂a(x0)

∂x(2)
, ∂a(x0)

∂x(3)

)
íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ a(x) è îáîçíà÷àåòñÿ grad a(x0).

Çàìå÷àíèå. Ò.ê. a(x) � ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, òî äëÿ ïîëÿ îïðåäåëåíû ïðîèç-

âîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì ∂a(x0)
∂l

= d(x0+̇te)
dt

∣∣∣
t=0

, ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð (e(1), e(2), e(3)),

îïðåäåëÿþùèé ïðÿìóþ l : x = x0 + te. Èçâåñòíî (3 ñåìåñòð)

∂a(x0)

∂l
=

3∑
i=1

∂a(x0)

∂x(i)
· e(i) = (grad a(x0), e).

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèðóåìîå ñêàëÿðíîå ïîëå a(x) ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå
grad a(x).
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîëå u(x) äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x0, òî â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂u(x0)

∂e
= (gradu(x0), e).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = (cosα1, cosα2, cosα3). Ò.ê. ïîëå äèôôåðåíöèðóåìî, òî

u(x0 + te)− u(x0) =
3∑
i=1

∂u(x0)

∂x(i)
t cosαi + |t|∥e∥o(1) ⇒

u(x0 + te)− u(x0)

t
= (grad u(x0), e) + o(1).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �
Îïðåäåëåíèå 3.3 Ïóñòü G ⊂ R3 � îáëàñòü. Âåêòîð ôóíêöèÿ a = a(x) = (a1(x), a2(x), a3(x))
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì.
Âåêòîðíîå ïîëå a(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x0, åñëè âñå êîìïîíåíòû
a1(x), a2(x), a3(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0, ò.å.

a1(x)− a1(x0) =
3∑
j=1

∂a1(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + ||x− x0||2 · o1(1)

a2(x)− a2(x0) =
3∑
j=1

∂a2(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + ||x− x0||2 · o2(1)

a3(x)− a3(x0) =
3∑
j=1

∂a3(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + ||x− x0||2 · o3(1)

. (3.1)
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Ðàâåíñòâî (3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå êàê åäèíîå ðàâåíñòâî

a(x)− a(x0) = A · (x− x0)
T + ||x− x0|| · o(1),

ãäå ìàòðèöà A åñòü ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å.

A · (x− x0)
T =


∂a1(x0)

∂x(1)
∂a1(x0)

∂x(2)
∂a1(x0)

∂x(3)
∂a2(x0)

∂x(1)
∂a2(x0)

∂x(2)
∂a2(x0)

∂x(3)
∂a3(x0)

∂x(1)
∂a3(x0)

∂x(2)
∂a3(x0)

∂x(3)


 x(1) − x

(1)
0

x(2) − x
(2)
0

x(3) − x
(3)
0

 .

Ïðîèçâåäåíèå A · (x − x0)
T åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé ìàòðèöåé A =(

∂ai
∂x(j)

)3 3

i=1,j=1
. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a(x)− a(x0) = A(x− x0) + ∥x− x0∥2 · o(1), (3.2)

ãäå A åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ìàòðèöåé A =
(
∂ai
∂x(j)

)
. Ýòîò îïåðàòîð A

íàçûâàþò îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.4 Ïóñòü a(x) � âåêòîðíîå ïîëå â G, äèôôåðåíöèðóåìîå â G, è ïóñòü

A =
(
∂ai
∂x(j)

)3 3

i=1,j=1
� åãî ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

div a
df
= divA, rot a

df
= rotA.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ div a è rot a â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Òåîðåìà 3.1 Åñëè (ei)
3
i=1 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R3, òî

1) div a = ∂a1
∂x(1)

+ ∂a2
∂x(2)

+ ∂a3
∂x(3)

= (∇, a)

2) rot a = [∇, a] =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂

∂x(1)
∂

∂x(2)
∂

∂x(3)

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣, ãäå ∇ =
(

∂
∂x(1)

, ∂
∂x(2)

, ∂
∂x(3)

)
åñòü ñèìâîëè÷åñêèé

âåêòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûé íàáëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì âíà÷àëå ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå (e1, e2, e3).

A(e1) = A ·

 1
0
0

 =

(
∂a1
∂x(1)

,
∂a2
∂x(1)

,
∂a3
∂x(1)

)T
=

∂a1
∂x(1)

e1 +
∂a2
∂x(1)

e2 +
∂a3
∂x(1)

e3.

A(e2) = A ·

 0
1
0

 =

(
∂a1
∂x(2)

,
∂a2
∂x(2)

,
∂a3
∂x(2)

)T
=

∂a1
∂x(2)

e1 +
∂a2
∂x(2)

e2 +
∂a3
∂x(2)

e3.

A(e1) = A ·

 0
0
1

 =

(
∂a1
∂x(3)

,
∂a2
∂x(3)

,
∂a3
∂x(3)

)T
=

∂a1
∂x(3)

e1 +
∂a2
∂x(3)

e2 +
∂a3
∂x(3)

e3.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå (ei)
3
i=1 ÷åðåç (ai,j)

3 3
i=1,j=1,

òî

ai,j =
∂aj
∂x(i)

.
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1) Íàéäåì diva = divA = a1,1 + a2,2 + a3,3 =
∂a1
∂x(1)

+ ∂a2
∂x(2)

+ ∂a3
∂x(3)

= (∇, a).
2) Íàéäåì

rota = rotA = e1(a2,3 − a3,2) + e2(a3,1 − a1,3) + e3(a1,2 − a2,1) =

= e1

(
∂a3
∂x(2)

− ∂a2
∂x(3)

)
+ e2

(
∂a1
∂x(3)

− ∂a3
∂x(1)

)
+ e3

(
∂a2
∂x(1)

− ∂a1
∂x(2)

)
=

=

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂

∂x(1)
∂

∂x(2)
∂

∂x(3)

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = [∇, a]. �

4 Ôîðìóëà Ãðèíà

Ëåììà 4.1 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∫
L

(a(x), dx) =

∫
L

m∑
i=1

ai(x) dx
(i)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ∫
L

(a(x), dx) =

∫
L

(a(x), e) dl,

ãäå e � âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðèâîé L, à dl åñòü äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè, ò.å.

dl = ∥x′
t∥2dt =

√√√√ m∑
i=1

(
dx(i)

dt

)2

dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(t) = x � óðàâíåíèå êðèâîé L, òî äëèíà ÷àñòè êðèâîé âåêòîð-
ôóíêöèè

l(t) =

t∫
a

∥x′
τ∥2dτ ⇒ dl(t) = ∥x′

t∥2dt.

Òîãäà ∫
L

(a(x), dx) =

∫
L

a(x),
dx

∥x′
t∥2︸ ︷︷ ︸

=e

 dt · ∥x′
t∥2︸ ︷︷ ︸

=dl

. �

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 äàíà ïëîñêîñòü Π, Φ ⊂ Π � çàìêíóòàÿ, îãðà-
íè÷åííàÿ, îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê, Γ � åå ãðàíèöà. Ïóñòü n � åäè-
íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Φ, e � âåêòîð êàñàòåëüíîé ê ãðàíèöå Γ. n è e ñîãëàñîâàíû
òàê, ÷òî ñ êîíöà âåêòîðà íîðìàëè n îáõîä Γ â íàïðàâëåíèè e ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè. Ïóñòü äàëåå ïîâåðõíîñòü Φ òàêîâà, ÷òî ìîæíî íà Π âûáðàòü ñèñòåìó
êîîðäèíàò òàê, ÷òî ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñÿì êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò Γ íå áîëåå,
÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ïóñòü a � äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîð ïîëå â Φ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∫∫

Φ

(n, rot a)ds =

∫
Γ

(a, e)dl =

∫
Γ

(a, dx). (4.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â R3 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3 òàê, ÷òî ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå îðòàì e1, e2, ïåðåñåêàþò Γ íå áîëåå, ÷åì â 2-õ òî÷êàõ è e3 = n. Óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè Φ áóäåò èìåòü âèä

Φ :

 x(3) = 0
x(1) = u
x(2) = v

,

(u, v) ∈ G = Φ. Ïóñòü
Γ1 : x

(1) = φ(x(1)) α ≤ x(1) ≤ β,

Γ2 : x
(2) = ψ(x(1)) α ≤ x(1) ≤ β.

íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ÷àñòè ãðàíèöû Γ. Âåêòîð íîðìàëè n èìååò êîîðäèíàòû n = (1, 0, 0),

ïîýòîìó (n, rot a) = 1·
(
∂a(2)

∂x(1)
− ∂a(1)

∂x(2)

)
. Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå a ïëîñêîå, òî a = (a(1), a(2), 0),

è. çíà÷èò,
∫
Γ

(a, dx) =
∫
Γ

a(1) dx(1) + a(2) dx(2).

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4.1) ïðèìåò âèä (íàäî ó÷åñòü, ÷òî G = Φ)∫∫
G

(
∂a(2)

∂x(1)
− ∂a(1)

∂x(2)

)
dx(1) dx(2) =

∫
Γ

(a, dx) =

∫
Γ

a(1) dx(1) + a(2) dx(2).

Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè êàê ïîâòîðíûé

∫∫
G

∂a(1)

∂x(2)
dx(1) dx(2) =

β∫
α

dx(1)
ψ(x(1))∫
φ(x(1))

∂a(1)

∂x(2)
dx(2) =

β∫
α

dx(1)(a(1)(x(1), ψ(x(1)))−a(1)(x(1), φ(x(1)))) =

= −
∫
Γ2

a(1) dx(1) −
∫
Γ1

a(1) dx(1) = −
∫
Γ

a(1) dx(1). (4.2)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî∫∫
G

∂a(1)

∂x(1)
dx(1) dx(2) =

∫
Γ

a(2) dx(2). (4.3)

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (4.3) ðàâåíñòâî (4.2), ïîëó÷àåì (4.1). �

5 Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü V � çàìêíóòàÿ, îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â R3, Φ � åå ãðàíèöà, è
ïóñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò â R3, òàêàÿ, ÷òî ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñÿì
êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò Φ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ïóñòü n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè Φ è Φ � îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ
òî÷åê. Ïóñòü, íàêîíåö, a(x) � äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå â V . Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî ∫∫∫

V

div a(x) dv =

∫∫
Φ

(n, a)ds (5.1)

41



Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e1, e2, e3), óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì òåîðåìû. Â ýòîì áàçèñå

diva =
∂a(1)

∂x(1)
+
∂a(2)

∂x(2)
+
∂a(3)

∂x(3)
.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè n ÷åðåç cosα1, cosα2, cosα3. Òîãäà ðàâåíñòâî
(5.1) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ïðèìåò âèä∫∫∫

V

(
∂a(1)

∂x(1)
+
∂a(2)

∂x(2)
+
∂a(3)

∂x(3)

)
dx(1) dx(2) dx(3) =

∫∫
Φ

(a(1) cosα1+a
(2) cosα2+a

(3) cosα3)ds

(5.2)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (5.2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü 3 ðàâåíñòâà∫∫∫

V

∂a(1)

∂x(1)
dx(1) dx(2) dx(3) =

∫∫
Φ

(a(1) cosα1ds∫∫∫
V

∂a(2)

∂x(2)
dx(1) dx(2) dx(3) =

∫∫
Φ

a(2) cosα2ds∫∫∫
V

∂a(3)

∂x(3)
dx(1) dx(2) dx(3) =

∫∫
Φ

a(3) cosα3ds (5.3)

Äîêàæåì 3-å ðàâåíñòâî. Ïî óñëîâèþ ïîâåðõíîñòü Φ = Φ1

∪
Φ2, ãäå Φ1 � íèæíÿÿ ÷àñòü

ïîâåðõíîñòè Φ, Φ2 � âåðõíÿÿ. Ïóñòü

Φ1 : x
(3) = φ(x(1), x(2))

Φ2 : x
(3) = ψ(x(1), x(2))

è ïóñòü D � ïðîåêöèÿ îáëàñòè V íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ x(1), x(2). Èíòåãðàë â ëåâîé
÷àñòè (5.3) âû÷èñëÿåì êàê ïîâòîðíûé.∫∫∫

V

∂a(3)

∂x(3)
dx(1) dx(2) dx(3) =

∫∫
D
a(3)(x(1), x(2), ψ(x(1), x(2))) dx(1) dx(2)−

−
∫∫

D
a(3)(x(1), x(2), φ(x(1), x(2))) dx(1) dx(2) =

òàê êàê ïîâåðõíîñòè Φ1 è Φ2 çàïèñàíû â ÿâíîì âèäå

=

∫∫
Φ2

a(3)(x(1), x(2), x(3)) cosα3ds−
(
−
∫∫

Φ1

a(3)(x(1), x(2), x(3)) cosα3ds

)
=

∫∫
Φ

a(3) cosα3ds. �

6 Ôîðìóëà Ñòîêñà

Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü Φ � îãðàíè÷åííàÿ, çàìêíóòàÿ, äâóñòîðîííÿÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü
áåç îñîáûõ òî÷åê â R3, Γ � åå êóñî÷íî ãëàäêàÿ ãðàíèöà. Ïóñòü n � âåêòîð íîðìàëè ê
Φ, e � âåêòîð êàñàòåëüíîé ê Γ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû n è e îðèåíòèðîâàíû êàê
â ôîðìóëå Ãðèíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìó êîîðäèíàò ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî
Φ îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ëþáóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü. Ïóñòü, íàêîíåö, a
� äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Φ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫

Φ

(n, rot a) ds =

∫
Γ

(a, e) dl =

∫
Γ

(a, dx). (6.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e1, e2, e3) â R3, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà

(n, rot a) = cosα1

(
∂a(3)

∂x(2)
− ∂a(2)

∂x(3)

)
+ cosα2

(
∂a(1)

∂x(3)
− ∂a(3)

∂x(1)

)
+ cosα3

(
∂a(2)

∂x(1)
− ∂a(1)

∂x(2)

)
.

(a, dx) = a(1)dx(1) + a(2)dx(2) + a(3)dx(3).

Òîãäà ðàâåíñòâî (6.1) ïðèìåò âèä∫
Φ

(
cosα1

(
∂a(3)

∂x(2)
− ∂a(2)

∂x(3)

)
+ cosα2

(
∂a(1)

∂x(3)
− ∂a(3)

∂x(1)

)
+ cosα3

(
∂a(2)

∂x(1)
− ∂a(1)

∂x(2)

))
ds =

=

∫
Γ

a(1)dx(1) + a(2)dx(2) + a(3)dx(3). (6.2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (6.2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà∫∫
Φ

(
∂a(1)

∂x(3)
cosα2 −

∂a(1)

∂x(2)
cosα3

)
ds =

∫
Γ

a(1)dx(1).

∫∫
Φ

(
∂a(2)

∂x(1)
cosα3 −

∂a(2)

∂x(3)
cosα1

)
ds =

∫
Γ

a(2)dx(2). (6.3)

∫∫
Φ

(
∂a(3)

∂x(2)
cosα1 −

∂a(3)

∂x(1)
cosα2

)
ds =

∫
Γ

a(3)dx(3). (6.4)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (6.3). Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè n(cosα1, cosα2, cosα3).
Çàïèøåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Φ â ÿâíîì âèäå Φ : x(3) = φ(x(1), x(2)). Ïåðåïèøåì åãî
â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

Φ :
x(1) = u
x(2) = v
x(3) = φ(u, v)

èëè Φ : r = (u, v, φ(u, v)).

Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè èìååò âèä

n =
[r′u, r

′
v]

∥[r′u, r′v]∥2
,

ãäå r′u = (1, 0, φ′
u), r

′
v = (0, 1, φ′

v). Âû÷èñëÿåì

[r′u, r
′
v] =

∣∣∣∣∣∣
e(1) e(2) e(3)

1 0 φ′
u

0 1 φ′
v

∣∣∣∣∣∣ = e1(−φ′
u) + e2(−φ′

v) + e1 · 1,

çíà÷èò,

n = e1 ·
−φ′

u

∥[r′u, r′v]∥2
+ e2 ·

−φ′
v

∥[r′u, r′v]∥2
+ e3 ·

1

∥[r′u, r′v]∥2
.
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Òàê êàê âåêòîð n èìååò êîîðäèíàòû cosα1, cosα2, cosα3, òî îòñþäà íàõîäèì

cosα1 = − φ′
u

∥[r′u, r′v]∥2
, cosα2 = − φ′

v

∥[r′u, r′v]∥2
, cosα3 =

1

∥[r′u, r′v]∥2
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì: cosα1 = −φ′
u cosα3. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ

cosα1 â ðàâåíñòâî (6.3), ïîëó÷àåì∫∫
Φ

(
∂a(2)

∂x(1)
+
∂a(2)

∂x(3)
· φ′

u

)
cosα3 ds =

∫∫
Φ

(
∂a(2)

∂x(1)
+
∂a(2)

∂x(3)
· φ′

x(1)

)
cosα3 ds =

ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

=

∫∫
Φ

∂

∂x(1)
a(2)(x(1), x(2), x(3)) cosα3 ds =

ò.ê. Φ : x(3) = φ(x(1), x(2))

=

∫∫
D

∂

∂x(1)
a(2)(x(1), x(2), φ(x(1), x(2)))dx(1) dx(2),

ãäå D � ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè Φ íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ x(1), x(2).
Ïî ôîðìóëå Ãðèíà∫∫

D

∂

∂x(1)
a(2)(x(1), x(2), φ(x(1), x(2)))dx(1) dx(2) =

=

∫
L

a(2)(x(1), x(2), φ(x(1), x(2)))dx(2) =

∫
Γ

a(2) dx(2),

ãäå L åñòü ãðàíèöà îáëàñòè D, è, çíà÷èò, L = prx1ox2Γ. �

7 Íåçàâèñèìîñòü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 7.1 Âåêòîðíîå ïîëå a(x) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè îíî åñòü
ãðàäèåíò íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ò.å. a(x) = gradu(x).

Âîïðîñ: Ïóñòü L � ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R3, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A,B ∈ G, è ïóñòü a(x)
� äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå â R3. Êîãäà èíòåãðàë

∫
L

(a(x), dx) íå çàâèñèò îò

êðèâîé L, à çàâèñèò òîëüêî îò òî÷åê A è B?

Òåîðåìà 7.1 Èíòåãðàë
∫
L

(a(x), dx) íå çàâèñèò îò ïóòè L òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîëå a = gradu. Ïðè ýòîì∫
L

(a(x), dx) = u(B)− u(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñàìîñòîÿòåëüíî.)
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Ãëàâà 4

Ðÿäû Ôóðüå

1 Ïðîñòðàíñòâî L(a, b), åãî ïîëíîòà

Çàìå÷àíèå 1. Ïî îïðåäåëåíèþ, f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà (a, b) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà f è |f | èíòåãðèðóåìû â îáîáùåííîì Ðèìàíîâñêîì ñìûñëå.
Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ îáîáùåííîãî Ðèìàíîâñêîãî èíòåãðàëà èçâåñòíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü
ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ f è |f | èíòåãðèðóåìû, îáðàçóåò ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||f ||1 =

∫
[a,b]

f(x) dx. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àòñÿ L(a, b) èëè

L1(a, b), ò.å.

f ∈ L(a, b) ⇔ (L)

b∫
a

|f | dµ < +∞ ⇔ f, |f | ∈ R∗(a, b).

Òåîðåìà 1.1 Ïðîñòðàíñòâî L(a, b) � ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn), ôóíäàìåíòàëüíóþ ïî íîðìå L,
ò.å.

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0, ∥fn − fm∥1 < ε. (1.1)

Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ∃ f ∈ L(a, b) òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

∥f − fn∥1 = 0.

1) Ïîëîæèì â (1.1)

ε =
1

41
⇒ ∃n1, ∀n ≥ n1, ∥fn − fn1∥ <

1

41
.

ε =
1

22
⇒ ∃n2 > n1, ∀n ≥ n2, ∥fn − fn2∥ <

1

42
, ∥fn2 − fn1∥ <

1

41
,

ε =
1

23
⇒ ∃n3 > n2, ∀n ≥ n3, ∥fn − fn3∥ <

1

43
, ∥fn3 − fn2∥ <

1

42
,

è òàê äàëåå...
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (nk) ↑ +∞ òàêóþ, ÷òî ∥fnk+1

−
fnk

∥ < 1
4k
.

2) Îáðàçóåì ìíîæåñòâà Ek = {x ∈ [a, b] : |fnk+1
− fnk

| ≥ 1
2k
}. Îáîçíà÷èì Ẽm =

∞∪
k=m

Ek,
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Ẽ =
∞∩
m=1

Ẽm. Ïîêàæåì, ÷òî µE = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî Ẽm îáðàçóåò óáûâàþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, çíà÷èò, µẼ = limµẼm è µẼm ≤
∞∑
n=m

µEn. Äëÿ ∥fnk+1
− fnk

∥ èìååì

1

4k
>

b∫
a

|fnk+1
(x)− fnk

(x)| dx ≥
∫
Ek

|fnk+1
(x)− fnk

(x)| dx ≥ µEk ·
1

2k
⇒ µEk <

1

2k
⇒

⇒ µẼm ≤ 1

2m−1
→ 0 ⇒ µẼ = 0.

3) Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fnk
(x)) ñõîäèòñÿ íà [a, b] \ Ẽ ê f(x).

Ïóñòü x ∈ [a, b] \ Ẽ ⇒ x /∈ Ẽ ⇒ ∃m,x /∈ Ẽ ⇒ ∀ k ≥ m, x /∈ Ek ⇒ ∀ k ≥ m

|fnk+1
fnk

| < 1
2k

⇒ ðÿä
∞∑
k=1

|fnk+1
fnk

| ñõîäèòñÿ. Íî òîãäà

|fnk+l
(x)−fnk

(x)| ≤ |fnk+l
(x)−fnk+l−1

(x)+fnk+l−1
(x)−fnk+l−2

(x)+ . . .+fnk+1
(x)−fnk

(x)| ≤

≤ 1

2k+l
+

1

2k+l−1
+ . . .+

1

2k
<
∑ 1

2k+l−1
.

∃ limSm(x) = lim
m∑
n=1

(fnk+1
(x)− fnk

(x)) = lim(fnm+1(x)− fn1(x)) ⇒ ∃ lim
n→∞

fnk
= f(x).

4) Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ L(a, b).

∥fnk+l
− fnk

∥ ≤ ∥fnk+l
− fnk+l−1∥+ ∥fnk+l−1

− fnk+l−2∥+ . . .+ ∥fnk+l
− fnk

∥ ≤

≤ 1

4k+l−1
+

1

4k+l−2
+ . . .+

1

4k
≤ 1

4k−1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè l → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì k, ïîëó÷èì ïî òåîðåìå Ëåáåãà î
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

∥f(x)− fnk
(x)∥1 ≤

1

4k−1
⇒ f − fnl

∈ L ∧ ∥f(x)− fnk
(x)∥ → 0.

5) Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ôóíäàìåíòàëüíà, òî ∥f−fk∥ ≤ ∥f−fnk
∥+∥fnk

−fk∥ →
0 â âèäó ôóíäàìåíòàëüíîñòè. �

2 Ïðîñòðàíñòâî L2(a, b)

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ íà [a, b] ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî
b∫
a

|f |2 dµ <

+∞ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì L2(a, b). Òàêèì îáðàçîì, L2(a, b)
df
=

{
f :

b∫
a

|f |2 dµ < +∞
}
.

Òåîðåìà 2.1 L2(a, b) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) f ∈ L2 ⇒ λf ∈ L2 � î÷åâèäíî.
2) f, g ∈ L2 ⇒ f + g ∈ L2. Ïîêàæåì ýòî. Èìååì (f + g)2 = |f |2 + |g|2 + 2fg

0 ≤ (f − g)2 = |f |2 + |g|2 − 2fg ⇒ 2fg ≤ |f |2 + |g|2 ⇒ |f + g|2 ≤ 2|f |2 + 2|g|2

è ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè |f + g|2 ∈ L1 ⇒ f + g ∈ L2. �

Òåîðåìà 2.2 Ðàâåíñòâî (f, g) =
b∫
a

fg îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (f, f) ≥ 0 î÷åâèäíî;
2) (f, f) = 0 ⇔

∫
[a,b]

|f |2 = 0 ⇔ |f | = 0 ï.â., ýòî ñâîéñòâî èíòåãðàëà Ëåáåãà.

3) (λf, g) = λ(f, g) � î÷åâèäíî.
4) (f + g, h) =

∫
[a,b]

(f + g)h =
∫

[a,b]

fh+
∫

[a,b]

gh = (f, h) + (g, h).

Òàêèì îáðàçîì,
b∫
a

fg � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.�

Ñëåäñòâèå 1. Ðàâåíñòâî ∥f∥2 =

√
b∫
a

|f(x)|2dx îïðåäåëÿåò íîðìó â L2(a, b).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(a, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =
√√√√√ b∫

a

f 2(x)dx

√√√√√ b∫
a

g2(x)dx

Òåîðåìà 2.3 L2(a, b) � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.1. Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

3 Òåîðåìà î ìèíèìóìå óêëîíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî L2(a, b)). Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (en)

∞
n=1 íàçûâàåòñÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìîé â H, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (en, em) = δn,m.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü f ∈ H. Òîãäà âûðàæåíèå

∆n = ∥f −
n∑
k=1

akek∥2

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñëè ak = (ek, f).

Äîêàçàòåëüñòâî.

∆2
n = ∥f −

n∑
k=1

akek∥22 =

(
f −

n∑
k=1

akek, f −
n∑
l=1

alel

)
= (f, f)− 2

n∑
k=1

ak(f, ek)+
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+
n∑
k=1

n∑
l=1

akal (ek, el)︸ ︷︷ ︸
=δk,l

= (f, f)− 2
n∑
k=1

ak(f, ek) +
n∑
k=1

a2k = (f, f)−
n∑
k=1

(f, ek)
2+

+
n∑
k=1

[(f, ek)
2 − 2(f, ek) + a2k︸ ︷︷ ︸
=((f,ek)−ak)2

] = ∥f∥22 −
n∑
k=1

(f, ek)
2 +

n∑
k=1

((f, ek)− ak)
2.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñëè (f, ek) − ak = 0, ò.å. ak = (f, ek) è
min∆2

n = ∥f∥22 −
∑n

k=1(f, ek)
2. �

Îïðåäåëåíèå 3.2 ×èñëà (f, ek) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå (ek), îáîçíà÷àþòñÿ ck(f) èëè f̂k.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck(f) ýëåìåíòà f ∈ H íà îðòîíîðìèðîâàí-
íîé ñèñòåìå (ek) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ∥f∥22,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ∀n.
Äîêàçàòåëüñòâî.

∥f∥22 −
n∑
k=1

|ck(f)|2 ≥ 0 ⇒ �

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck(f) ýëåìåíòà f ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

∞∑
k=1

|ck(f)| ≤ ∥f∥22. (3.1)

Íåðàâåíñòâî (3.1) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ.

4 Çàìêíóòûå è ïîëíûå ñèñòåìû â L2(a, b)

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ñèñòåìà ôóíêöèé (ek(x))
∞
k=1 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé â L2(a, b), åñ-

ëè ∀ f ∈ L2(a, b) ∀ ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Pn(x) =
n∑
k=1

α
(n)
k ek(x) òàêîé, ÷òî ∥Pn −

f∥2 < ε, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn(x), äëÿ êîòîðîé ∥Pn −
f∥2 → 0 ïðè n→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà (ek(x)) â L2(a, b) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé,
åñëè ∀ f ∈ L2(a, b)

∥f∥22 =
∞∑
k=1

|ck(f)|2.

Òåîðåìà 4.1 Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà (en(x)) â L2(a, b) çàìêíóòà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà (en) ïîëíà â L2(a, b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü (en) � çàìêíóòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîëèíîì Pn(x) =
n∑
k=1

α
(n)
k ek(x), ∥f −

n∑
k=1

α
(n)
k ek∥ → 0 ⇒ ∥f −

n∑
k=1

ck(f)ek∥2 → 0. Íî ∥f −
n∑
k=1

ck(f)ek∥22 = ∥f∥2 −
n∑
k=1

|ck(f)|2ek ⇒
n∑
k=1

|ck(f)|2 = ||f ||22, çíà÷èò, ñèñòåìà ïîëíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà ïîëíà, ò.å. ∥f∥22 =
n∑
k=1

|ck(f)|2 ⇒∥f∥22−
n∑
k=1

|ck(f)|2 →

0. Íî ∥f −
n∑
k=1

|ck(f)ek∥22 = ∥f∥22 −
n∑
k=1

|ck(f)|2 → 0. �

5 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, åå îðòîãîíàëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 5.1 Ñèñòåìà ôóíêöèé (1, cosnx, sinnx)∞n=1 íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 5.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíà íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû
2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
a+2π∫
a

12 dx = 2π,

a+2π∫
a

1 · cosnx dx =

a+2π∫
a

1 · sinnx dx = π,

a+2π∫
a

cos2 nx dx =

a+2π∫
a

sin2 nx dx = π,

a+2π∫
a

cosnx sinmxdx = 0,

a+2π∫
a

cosnx cosmxdx =

{
π, m = n
0 m ̸= n

,

a+2π∫
a

sinnx sinmxdx =

{
π, m = n
0 m ̸= n

.

Äîêàæåì ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî.

a+2π∫
a

cosnx cosmxdx =
1

2

 a+2π∫
a

cos(m+ n)x dx+

a+2π∫
a

cos(m− n)x dx

 =

=
1

2

1

m+ n
sin(m+ n)x

∣∣∣∣a+2π

a

+
1

m− n
sin(m− n)x

∣∣∣∣a+2π

a

= 0. �

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà (
1√
2π
,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

)
(5.1)

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2π.
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6 Ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

Òàê êàê ñèñòåìà (5.1) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà (−π, π), òî äëÿ f ∈ L(−π, π)
ìîæíî îïðåäåëèòü ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Îí áóäåò èìåòü âèä

1√
π
· ã0 +

∞∑
n=1

ãn
cosnx√

π
+ b̃n

sinnx√
π
, (6.1)

ãäå ã0 =
π∫

−π
f(x) 1√

π
dx = 1√

π

π∫
−π
f(x) dx.

ãn =
1√
π

π∫
−π

cosnx dx, b̃n =
1√
π

π∫
−π

sinnx dx.

Îáîçíà÷àÿ

a0 =
1√
π

π∫
−π

f(x) dx, an =
1√
π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, bn =
1√
π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, (6.2)

ìîæåì çàïèñàòü (6.1) â âèäå

a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx (6.3)

Ðÿä (6.3), â êîòîðîì an, bn âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (6.2), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå, à
÷èñëà an, bn � êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå. Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðÿä Ôóðüå
(6.3) çàïèñûâàþò â âèäå

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx. (6.4)

Òåîðåìà 6.1 (Ðèìàíà�Ëåáåãà) Åñëè f ∈ L(−π, π), òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå an(f), bn(f) →
0.

7 Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå

Ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà cosnx = einx+e−inx

2
, sinnx = einx−e−inx

2i
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ

â ðÿä (6.3), ïîëó÷èì

a0
2

+
∞∑
n=1

an ·
einx + e−inx

2
+ bn

einx − e−inx

2i
=

=
a0
2

+
∞∑
n=1

einx
(
an
2

+
bn
2i

)
+

∞∑
n=1

e−inx
(
an
2

− bn
2i

)
.

Îáîçíà÷èì a0
2
= c0,

an
2
+ bn

2i
= cn,

an
2
− bn

2i
= c−n. Òîãäà

cn =
1

2
(an − ibn), c−n =

1

2
(an + ibn) ⇒
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cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)(cosnx− i sinnx) =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx dx.

c−n =
1

2π

π∫
−π

f(x)(cosnx+ i sinnx) =
1

2π

π∫
−π

f(x)einx dx.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx, ãäå cn = 1
2π

π∫
−π
f(x)e−inx dx.

8 ßäðî Äèðèõëå. Âûðàæåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå

Îïðåäåëåíèå 8.1 Âûðàæåíèå

Dn(x) =
1

2
+ cos x+ cos 2x+ . . .+ cosnx

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Äèðèõëå.

Òåîðåìà 8.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì è ïîäåëèì Dn(x) íà 2 sin x
2
, ïîëó÷èì

Dn(x) =
1

2 sin x
2

(
1

2
· 2 sin x

2
+ 2 cos x sin

x

2
+ . . .+ 2 cosnx sin

x

2

)
=

=
1

2 sin x
2

(
sin

x

2
+ sin

(
x+

x

2

)
− sin

x

2
+ sin

(
2x+

x

2

)
− sin

(
x+

x

2

)
+ . . .+

+sin
(
nx+

x

2

)
− sin

(
(n− 1)x+

x

2

))
=

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

. �

Òåîðåìà 8.2 Äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû

Sn(f, x) =
a0
2

+
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Sn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x− t) dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x− t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)

(
1

2
+ cos(x− t) + cos 2(x− t) + . . .+ cosn(x− t)

)
dt =

=
1

π

π∫
−π

f(t)

︸ ︷︷ ︸
=a0

(
1

2
+

1

π

n∑
k=1

(cos kx · cos kt+ sin kx · sin kt)

)
dt =

a0
2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+bk sin kx).

Ðàâåíñòâî

1

π

π∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x− t) dt

äîêàçûâàåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé x− t = τ. �

9 Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå. Òåîðåìà Äèíè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàôèêñèðóåì x. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ôóíêöèþ f ðÿä Ôóðüå ôóíê-
öèè f ñõîäèòñÿ ê íåé â òî÷êå x?

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïðè ôèêñèðîâàííîì x îïðåäåëèì ôóíêöèþ

φ(t)
df
= f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)

.

Òåîðåìà 9.1 (Òåîðåìà Äèíè) Åñëè â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (0, δ) ôóíêöèÿ φ(t) ∈
L(0, δ), òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê f(x) â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû

Sn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt =
1

π

π∫
0

(f(x+ t) + f(x− t))Dn(t) dt.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Sn(f, x)− f(x) =
1

π

π∫
0

(f(x+ t)+ f(x− t)− 2f(x))Dn(t) dt =
1

π

δ∫
0

φ(t)

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
t dt+

+
1

π

π∫
δ

φ(t) · 1

2 sin t
2︸ ︷︷ ︸

∈L(δ,π)

sin

(
n+

1

2

)
t dt =

1

π

δ∫
0

φ(t)

t
· t

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
t dt

︸ ︷︷ ︸
→0

+

+
1

π

π∫
δ

φ(t)

2 sin t
2

· sin
(
n+

1

2

)
t dt

︸ ︷︷ ︸
→0

→ 0
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ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ëåáåãà, òàê êàê

φ(t)

2 sin t
2

∈ L(0, δ) è
φ(t)

2 sin t
2

∈ L(δ, π). �

10 Ñðåäíèå Ôåéåðà, ÿäðî Ôåéåðà

Îïðåäåëåíèå 10.1 Kn(x) =
1

n+1

∑n
k=0Dk(x) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ôåéåðà.

Ñâîéñòâà

1) Kn(x) =
1

n+1

sin2 n+1
2
x

2 sin2 x
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî.

n∑
k=0

Dk(x) =
1

2 sin x
2

n∑
k=0

2 sin
x

2

sin
(
k + 1

2

)
x

2 sin x
2

=
1

4 sin2 x
2

n∑
k=0

2 sin
x

2
sin

(
k +

1

2

)
x =

=
1

4 sin2 x
2

n∑
k=0

cos

((
k +

1

2

)
x− x

2

)
− cos

((
k +

1

2

)
x+

x

2

)
=

=
1

4 sin2 x
2

(
1− cos

(
n+

1

2

)
x+

x

2

)
=

1

4 sin2 x
2

(1− cos(n+ 1)x) =
1

4 sin2 x
2

· 2 sin2 n+ 1

2
x.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â âûðàæåíèå äëÿ Kn(x), ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 1. �
Ñâîéñòâî 2. Kn(x) ≥ 0. Î÷åâèäíî.

Ñâîéñòâî 3. 1
π

π∫
−π
Kn(x) dx = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1

π

π∫
−π

(
1

n+ 1
·

n∑
k=0

Dk(x)

)
dx =

1

π(n+ 1)

n∑
k=0

π∫
−π

Dk(x) dx =

=
1

π(n+ 1)

n∑
k=0

π∫
−π

(
1

2
+ cos x+ . . .+ cos kx

)
dx =

1

π(n+ 1)

n∑
k=0

1

2
· 2π =

π(n+ 1)

π(n+ 1)
= 1. �

Îïðåäåëåíèå 10.2 Ïóñòü f(x) ∈ L(−π, π), Sn(f, x) � ÷àñòè÷íûå ñóììû. Âûðàæåíèå

σn(f, x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(f, x)

íàçûâàþò ñðåäíèì Ôåéåðà.

Ñâîéñòâî 4. σn(f, x) =
1
π

π∫
−π
f(t)Kn(x− t) dt = 1

π

π∫
−π
f(x− t)Kn(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì

1

π

π∫
−π

f(t)Kn(x−t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)
1

(n+ 1)

n∑
k=0

Dk(x−t) dt =
1

n+ 1

n∑
k=0

1

π

π∫
−π

f(t)Dk(x− t) dt

︸ ︷︷ ︸
=Sn(f,x)

=
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=
1

n+ 1

n∑
k=0

Sn(f, x) = σn(f, x). �

Òåîðåìà 10.1 Åñëè f(x) íåïðåðûâíà, òî ñðåäíèå Ôåéåðà σn(f, x)
→→ f(x) íà [−π, π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|σn(f, x)−f(x)| =

∣∣∣∣∣∣ 1π
π∫

−π

f(x− t)Kn(t) dt−
1

π

π∫
−π

f(x)Kn(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

π

π∫
−π

Kn(t)·|f(x−t)−f(x)| dt.

(10.1)
Ïî óñëîâèþ, f(x) íåïðåðûâíà íà [−π, π],ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà,
çíà÷èò

∀ ε > 0 ∃ δ > 0, ∀ x′, x′′, |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε

2
.

Èíòåãðàë â (10.1) çàïèøåì â âèäå

1

π

π∫
−π

Kn(t)·|f(x−t)−f(x)| dt =
1

π

∫
|t|<δ

Kn(t)·|f(x−t)−f(x)| dt+
1

π

−δ∫
−π

Kn(t)·|f(x−t)−f(x)| dt+

+
1

π

π∫
δ

Kn(t) · |f(x− t)− f(x)| dt = I1 + I2 + I3.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I1. Òàê êàê |t| < δ ⇒ |(x−t)−x| = |t| < δ ⇒ |f(x−t)−f(x)| < ε
2
⇒

I1 ≤
1

π

∫
|t|<δ

Kn(t) ·
ε

2
dt ≤ ε

2

1

π

π∫
−π

Kn(t) dt =
ε

2
.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I3.

I3 =
1

π

π∫
δ

Kn(t) · |f(x− t)− f(x)| dt.

Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà, òî f(x) îãðàíè÷åíà, çíà÷èò, |f(x− t)− f(x)| ≤ 2M ⇒

I3 ≤
2M

π

π∫
δ

Kn(t) dt =
2M

π

1

n+ 1

π∫
δ

sin2 n+1
2
t

sin2 t

2︸ ︷︷ ︸
≥2 sin2 δ

2

dt ≤≤ 2M

π

1

n+ 1

π∫
δ

1

2 sin2 δ
2

dt ≤

≤ 2M

π

1

n+ 1

1

2 sin2 δ
2

· π → 0 ïðè n→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 10.3 Âûðàæåíèå

a0 +
n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx = Pn(x)

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
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Òåîðåìà 10.2 (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè f(x) íåïðåðûâíà è 2π ïåðèîäè÷íà òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn(x)

→→ f(x) íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî â êà÷åñòâå pn(x) âûáðàòü Kn(x) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé
10.1. �

11 Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì

Ïóñòü f(x) èìååò ïåðèîä 2T (T > 0). Íàéäåì åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü f(x) èìååò ïåðèîä 2T è f ∈ L(−T, T ). Íàéòè ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè f(x) â ðÿä Ôóðüå.
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f

(
x · T

π

)
èìååò ïåðèîä 2π. Â ñàìîì äåëå,

f

(
(x+ 2π) · T

π

)
= f

(
x · T

π
+ 2T

)
= f

(
x · T

π

)
.

Ïîýòîìó äëÿ f
(
x · T

π

)
ìîæíî çàïèñàòü ðÿä Ôóðüå

f

(
x · T

π

)
∼ ã0

2
+

∞∑
k=1

ãk cos kx+ b̃k sin kx (11.1)

è

ã0 =
1

π

π∫
−π

f

(
x · T

π

)
dx =

∣∣∣∣xTπ = ξ

∣∣∣∣ = 1

T

T∫
−T

f(ξ) dξ.

ãk =
1

π

π∫
−π

f

(
x · T

π

)
cos kx dx =

∣∣∣∣xTπ = ξ

∣∣∣∣ = 1

T

T∫
−T

f(ξ) cos
π

T
ξ dξ, (11.2)

b̃k =
1

π

π∫
−π

f

(
x · T

π

)
sin kx dx =

∣∣∣∣xTπ = ξ

∣∣∣∣ = 1

T

T∫
−T

f(ξ) sin
π

T
ξ dξ. (11.3)

Â (11.1) ñäåëàåì çàìåíó xT
π

= ξ, ïîëó÷èì

f(ξ) ∼ ã0
2

+
∞∑
k=1

ãk cos k
π

T
ξ + b̃k sin k

π

T
ξ (11.4)

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì èìååò âèä (11.4) è êî-
ýôôèöèåíòû ak è bk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (11.2) è (11.3).

12 Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì â

êîìïëåêñíîé ôîðìå

Ïóñòü f(x) èìååò ïåðèîä 2T . Òîãäà

f(x) ∼
+∞∑

k=−∞

cke
ik π

T
x
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è

ck =
1

2T

T∫
−T

f(x)e−ik
π
T
x dx

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî §11. Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

13 Èíòåãðàë Ôóðüå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà R è íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Êàê
çàïèñàòü åå â âèäå ðÿäà Ôóðüå? Ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. ïîëó÷èòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ. À êàê ìîæíî? Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåùåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Ïóñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Äèíè, è f(x) 2T ïåðèîäè÷íà. Òîãäà

f(x) =
+∞∑

k=−∞

cke
ik π

T
x, ck =

1

2T

T∫
−T

f(x)e−ik
π
T
x dx.

Ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû â ðÿä, ïîëó÷èì

f(x) =
+∞∑

k=−∞

1

2T

T∫
−T

f(t)e−ik
π
T
t dt · eik

π
T
x =

+∞∑
k=−∞

1

2T

T∫
−T

f(t)e−ik
π
T
(x−t) dt.

Îáîçíà÷èì ωn = π
T
n. Òîãäà ∆ωn = ωn+1 − ωn = π

T
⇒

f(x) =
+∞∑

n=−∞

1

2π
∆ωn

T∫
−T

f(t)eiωn(x−t) dt.

Ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíóþ ñóììó ôóíêöèè

F (ω) =
1

2π

T∫
−T

f(t)eiω(x−t) dt

ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè T → +∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ωn → 0. È â
ïðåäåëå ïîëó÷èì èíòåãðàë, ò.å.

f(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

dω

+∞∫
−∞

f(t)eiω(x−t) dt. (13.1)

Ðàâåíñòâî (13.1) çàïèøåì â âèäå

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

dωeiωx
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt.
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Îáîçíà÷èì

f̂(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt (13.2)

Òîãäà

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dx. (13.3)

Îïðåäåëåíèå 13.1 Èíòåãðàë â (13.2) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Èíòåãðàë
â (13.3) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâà (13.2) è (13.3) ñïðàâåäëèâû, åñëè èõ ïîíèìàòü íå ïîòî÷å÷íî, à
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(R).

Òåîðåìà 13.1 Ïóñòü f(x) ∈ L2(R) è ïóñòü

fN(ω) =
1√
2π

N∫
−N

f(t)e−iωt dt.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f̂(ω) ∈ L2(R) òàêàÿ, ÷òî

f̂(ω) = lim
N→∞

fN(ω),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ ïî íîðìå L2(R), ò.å.

lim
N→∞

||f̂(ω)− fN(ω)||L2(R) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (13.3) åñòü óñëîâíàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî

f̂(ω) = lim
N→∞

1√
2π

N∫
−N

f(t)e−iωt dt.
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