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В статье представлено построение системы разностных уравнений на основании мо-

дифицированной модели типа Солоу. Построенная система дополнена факторами внешних 
инвестиций и миграции. Обосновано добавление этих факторов с экономической точки зре-
ния. Полученная система проверена на идентифицируемость. Обсуждается дальнейшее ис-
следование данной модели. 
 

CONSTRUCTION OF A DYNAMIC MODEL OF THE REGION'S  
ECONOMY WITH DISCRETE TIME, MODIFIED ALLEN PRODUCTION 

FUNCTION AND COMPETITION FOR THE RESOURCE OF JOBS 
 

S. A. Popel, E. U. Liskina 
 

In the article, we presented the construction of a system of difference equations based on a 
modified Solow-type model. We supplemented the built system with factors of external investment 
and migration, justified the addition of these factors from an economic point of view. We checked 
the resulting system for identifiability. Further study of this model is discussed. 

 

Введение. В работе [1] была обоснована и исследована динамическая од-
носекторная модель экономики типа Солоу вида 

ቐ
𝐾̇ = −𝜇𝐾 + 𝛼𝐹(𝐾, 𝐿),

𝐿̇ = 𝑣𝐿 ൬1 −
𝐿

𝑀
൰ ,

   #(1)  

где 𝐾 – капитал, 𝐿 – труд, 𝜇 – норма амортизации, 𝛼 – доля национального до-
хода, идущая на увеличение капитала, 𝛼, 𝜇 ∈ (0,1); 𝑣 – темп роста ресурса 
«труд», 𝑣 ∈ (−1,1), 𝑀 – максимальная численность населения в регионе; 
𝐹(𝐾, 𝐿) – производственная функция 𝐹(𝐾, 𝐿) = 𝐾𝐿(𝑎଴𝐾𝐿 − 𝑎ଵ𝐾ଶ − 𝑎ଶ𝐿ଶ), где 
𝑎଴, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ – положительные коэффициенты, являющаяся модификацией функ-
ции Аллена [2]. 

С использованием показателей экономического роста [3, C. 97–99] дис-
кретный аналог этой модели может быть представлен в виде  

ቐ
𝐾௧ − 𝐾௧ିଵ = −𝜇𝐾௧ିଵ + 𝛼𝐹(𝐾௧ିଵ, 𝐿௧ିଵ),

𝐿௧ − 𝐿௧ିଵ = 𝑣𝐿௧ିଵ ൬1 −
𝐿௧ିଵ

𝑀
൰ .

  

Обозначим 𝐹(𝐾௧ିଵ, 𝐿௧ିଵ) = 𝑋௧ିଵ – ВРП рассматриваемого региона. По 
определению производственной функции, её значение равно выпуску продук-
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ции рассматриваемого экономического субъекта. В рассматриваемой задаче 
экономическим субъектом является регион, поэтому значение производствен-
ной функции этого региона совпадает с его ВРП. Таким образом, получим сис-
тему разностных уравнений 

൝
𝐾௧ = (1 − 𝜇)𝐾௧ିଵ + 𝛼𝑋௧ିଵ,

𝐿௧ = (1 + 𝑣)𝐿௧ିଵ −
𝑣

𝑀
𝐿ଶ

௧ିଵ.
   #(2)  

Цель работы заключается в построении системы разностных уравнений 
на основе системы (2), учитывающей фактор миграции и наличие инвестиций в 
экономику региона. 

Модификация системы (2). Система (2) описывает замкнутую экономи-
ку. В реальности таких регионов не существует. С точки зрения правдоподоб-
ности полученной модели целесообразно добавить фактор внешних инвестиций 
в экономику региона. Будем считать, что инвестиции поступают в экономику 
мгновенно, но их эффект наступает только в следующем от поступления мо-
менте времени. Обозначим 𝐼௧ିଵ – инвестиции за период, предшествующий рас-
сматриваемому, идущие на расширение производства в текущий момент време-
ни [4, с. 75], где 𝛾 – доля инвестиций, идущая на расширение производства. 

Помимо внешних инвестиций, в любом регионе наблюдается миграция 
экономически активного населения [2]. На численность работоспособного на-
селения в текущий период напрямую влияет миграция в момент времени, 
предшествующий рассматриваемому. Обозначим 𝑄௧ିଵ – миграцию в момент 
времени 𝑡 − 1. Система (2) примет вид  

൝
𝐾௧ = (1 − 𝜇)𝐾௧ିଵ + 𝛼𝑋௧ିଵ +  𝛾𝐼௧ିଵ,

𝐿௧ = (1 + 𝑣)𝐿௧ିଵ −
𝑣

𝑀
𝐿ଶ

௧ିଵ +  𝛽𝑄௧ିଵ,
    #(3)  

где 𝛽 – темп прироста миграции. 
Проверим систему (3) на идентифицируемость [5, с. 188]. В первом урав-

нении системы экзогенными переменными являются переменные 𝑋௧ିଵ и 𝐼௧ିଵ, 
эндогенными, соответственно, 𝐾௧ , 𝐾௧ିଵ. Во втором уравнении экзогенной пере-
менной является 𝑄௧ିଵ, а эндогенными – 𝐿௧ , 𝐿௧ିଵ и 𝐿ଶ

௧ିଵ. Таким образом, для 
первого уравнения системы (3) условие 𝐻 = 𝐷 + 1, где 𝐻 – число эндогенных 
переменных, 𝐷 – число экзогенных переменных системы, не содержащихся в 
первом уравнении системы, примет вид 2 = 1 + 1 – верное равенство, значит 
необходимое условие идентифицируемости для первого уравнения системы (3) 
выполнено. Для второго уравнения системы равенство 𝐻 = 𝐷 + 1  будет иметь 
вид 
 3 = 2 + 1; оно является верным, значит и для второго уравнения системы не-
обходимое условие выполнено. Проверим достаточное условие идентифици-
руемости. Матрица 𝐴 коэффициентов при переменных, не входящих в одно из 
уравнений системы будет иметь вид 

𝐴 =  ൭ 
1 − 𝜇 𝛼 𝛾

1 + 𝑣 −
𝑣

𝑀
𝛽

൱, 
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Её минор второго порядка 

𝑆 = ቤ

𝛼 𝛾

−
𝑣

𝑀
𝛽ቤ = 𝛼𝛽 +

𝑣𝛾

𝑀
≠ 0, 

значит 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) = 2. Число экзогенных переменных системы 𝐷 = 3, достаточ-
ное условие идентифицируемости 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) ≥ 𝐷 − 1 выполняется. Таким обра-
зом, система (4) является идентифицируемой. 

Вывод. На основе модели (1) с непрерывным временем, построена мо-
дель (3) с дискретным временем, пригодная для идентификации коэффициентов 
с помощью анализа данных. Модель дополнена новыми факторами – инвести-
ций и миграции, что делает её более реалистичной с экономической точки зре-
ния. Для полученной системы (4) доказана её идентифицируемость. 

Дальнейшее исследование модели заключается в идентификации коэф-
фициентов системы (4) методами регрессионного анализа, определении вида 
функции 𝐼(𝑡) фактора внешних инвестиций путём анализа временных рядов. 
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