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®¡³·¥¨¿   ´ ª³«¼²¥²¥ ¥«¨¥©»µ ¯°®¶¥±±®¢ � ° ²®¢±ª®£® £®-
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¹¥ª®, �. �.�´° ©¬®¢¨· , �.�. �¥§°³·ª®, �.�.� ¨«®¢ ,
�.�.�¥°¡®¢ , �. �.�¬¨²°¨¥¢ , �.�.�³§¥¶®¢ , �.�.� ©±²°¥ª®,
�.�.�¥«¼¨ª®¢ , �. �.�¨ª®¢±ª®£®, �.�. � ¡¨®¢¨· ,   ² ª¦¥ § -
°³¡¥¦»µ ª®««¥£ �°£¥  �³°¶ , �°¨ª  �®±¥ª¨«¼¤¥, �°¥¤° £  �¢¨-
² ®¢¨· , �«¼°¨ª³ �®©¤¥«¼, �¥®  �³ .
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�²® ®¡¹¥£® ¬¥¦¤³ ¯°»£ ¾¹¨¬ ¯® §¥¬«¥ ¬¿·¨ª®¬, « §¥°®¬,
¯« ¥²®© ±¨±²¥¬®©, ¡³°«¿¹¨¬ ¯®²®ª®¬ ¢®¤» ¢ °³·¼¥, ¡¨®«®£¨·¥-
±ª®© ¯®¯³«¿¶¨¥©? �¡¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥ ½²¨ ®¡º¥ª²» ¬®£³² ° ±-
±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ (¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ¢ ¨§¢¥±²®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨) ª ª
¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬». �¡±²° £¨°³¿±¼ ®² ª®ª°¥²®© ´¨§¨·¥-
±ª®© ¯°¨°®¤» ®¡º¥ª² , ® ¥¬ £®¢®°¿² ª ª ® ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥,
¥±«¨ ¬®¦® ³ª § ²¼ ² ª®©  ¡®° ¢¥«¨·¨,  §»¢ ¥¬»µ ¤¨ ¬¨-
·¥±ª¨¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨ ¨ µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨µ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬»,
·²® ¨µ § ·¥¨¿ ¢ «¾¡®© ¯®±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¯®«³· -
¾²±¿ ¨§ ¨±µ®¤®£®  ¡®°  ¯® ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯° ¢¨«³. �²® ¯° ¢¨«®
§ ¤ ¥², ª ª £®¢®°¿², ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ±¨±²¥¬».

� ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¯°»£ ¾¹¥£® ¬¿·¨ª  ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ § ª® ¬¨ ¤¢¨¦¥¨¿ ¢ ¯®«¥ ²¿¦¥±²¨ ¨ ³¤ °  ¬¿·¨ª  ® ¯®-
¢¥°µ®±²¼. �£®¢¥®¥ ±®±²®¿¨¥ § ¤ ¥²±¿ ¤¢³¬¿ ¢¥«¨·¨ ¬¨ |
° ±±²®¿¨¥¬ ®² §¥¬«¨ ¨ ±ª®°®±²¼¾. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®® ¨§®¡° ¦ -
¥²±¿ ª ª ²®·ª    ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨, £¤¥ ½²¨ ¤¢¥ ¢¥«¨·¨» ®²-
«®¦¥», ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¯® ®±¨  ¡±¶¨±± ¨ ®°¤¨ ². �§¬¥¥¨¥
±®±²®¿¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¨«¨, ¤«¿ ª° ²ª®±²¨, ¤¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬», ®²-
¢¥· ¥² ¤¢¨¦¥¨¾ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¯® ®¯°¥¤¥«¥®© ª°¨¢®© |
´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨. �±«¨ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» § ¤ ¥²±¿  ¡®°®¬
N ¢¥«¨·¨, ¤¨ ¬¨ª³ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¤¢¨¦¥¨¥ ²®·ª¨ ¯®
²° ¥ª²®°¨¨ ¢ N -¬¥°®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

�»¤¥«¿¾² ¤¢  ª« ±±  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ | ª®±¥°¢ ²¨¢-
»¥ (ª ¨¬ ®²®±¿²±¿,  ¯°¨¬¥°, ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ²¥«¼»¥
±¨±²¥¬» ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ²°¥¨¿) ¨ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»¥. �«¿ ¤¨±±¨¯ ²¨¢-
»µ ±¨±²¥¬ µ ° ª²¥°® ²®, ·²® °¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨, ¢®§¨ª ¾¹¨©
¢ ±¨±²¥¬¥, ¯°¥¤®±² ¢«¥®© ±¥¡¥ ¢ ²¥·¥¨¥ ¤«¨²¥«¼®£® ¢°¥¬¥¨,
±² ®¢¨²±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¨¬ ®²  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ (¯® ª° ©¥©
¬¥°¥, ¯°¨ ¢ °¨ ¶¨¨  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¢ ¥ª®²®°»µ ª®¥·»µ
¯°¥¤¥« µ). �®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤¨±±¨¯ ²¨¢-
®© ±¨±²¥¬», ¯®±¥¹ ¥¬»µ ¢ ³±² ®¢¨¢¸¥¬±¿ °¥¦¨¬¥,  §»¢ ¥²±¿
 ²²° ª²®°®¬. �°®±²»¥ ¯°¨¬¥°»  ²²° ª²®°®¢ | ³±²®©·¨¢®¥ ±®-
±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ ¨ ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«, ®²¢¥· ¾¹¨© °¥¦¨¬³ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨© (§ ¬ª³² ¿ ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ª ª®-
²®°®© ¯°¨¡«¨¦ ¾²±¿ ¢±¥ ±®±¥¤¨¥ ²° ¥ª²®°¨¨).
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� ¬¥· ²¥«¼»¬ ¤®±²¨¦¥¨¥¬ ²¥®°¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬
±² «® ®²ª°»²¨¥ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨. �®§¨ª®¢¥¨¥ µ ®±  ª -
¦¥²±¿   ¯¥°¢»© ¢§£«¿¤ ¥±®¢¬¥±²¨¬»¬ ± ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¤¨ -
¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¯®¤° §³¬¥¢ ¾¹¨¬ ¢®§¬®¦®±²¼ ®¤®§ ·®£®
¯°¥¤±ª § ¨¿ ª®¥·®£® ±®±²®¿¨¿ ¯® ¨±µ®¤®¬³. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥
¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ¥². � µ ®²¨·¥±ª®¬ °¥¦¨¬¥ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ « ¿ ¥-
²®·®±²¼ ¢ § ¤ ¨¨  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬» ¡»±²°®  ° -
±² ¥² ¢® ¢°¥¬¥¨, ² ª ·²® ¯°¥¤±ª §³¥¬®±²¼ ±² ®¢¨²±¿ ¥¤®±²¨¦¨-
¬®©   ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ ¨²¥°¢ « µ ¢°¥¬¥¨. � ª®£® °®¤  °¥-
¦¨¬» µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¥°¥£³«¿°»¬, µ ®²¨·¥±ª¨¬ ¨§¬¥¥¨¥¬
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¢® ¢°¥¬¥¨. � ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥
¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ ¨¬ ®²¢¥· ¾² ±²° »¥  ²²° ª²®°» |
±«®¦® ³±²°®¥»¥ ¬®¦¥±²¢ , ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨¥ ¢±¥ ¡®«¥¥ ²®-
ª³¾ ±²°³ª²³°³   ° §»µ ³°®¢¿µ ¥¥ ° §°¥¸¥¨¿ (´° ª² «»).

� ½²®© ¢¢®¤®© «¥ª¶¨¨ ¬» ®¡±³¤¨¬, ¯® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ª° ²ª®,
¬®£®¯« ®¢³¾ ª °²¨³ ¨±²®°¨¨ ° §¢¨²¨¿ ¨ ±² ®¢«¥¨¿ ¯°¥¤±² -
¢«¥¨© ® ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¥ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬. �²®² ®¡§®° ¥
¬®¦¥² ¯°¥²¥¤®¢ ²¼   ¯®«®²³, ¥£® ¶¥«¼ ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯®ª § ²¼,
ª ª¨¬ ¸¨°®ª¨¬ ´°®²®¬  ³ª  ¯®¤®¸«  ª ª®¶¥¯¶¨¨ ¤¨ ¬¨·¥-
±ª®£® µ ®± .

1.1. �¥µ ¨ª 

�¥°¢ ¿ «¨¨¿ ° §¢¨²¨¿, ª®²®° ¿ ¢¥«  ª ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬ ® ¤¨ -
¬¨·¥±ª®¬ µ ®±¥, ±¢¿§   ± ¬¥µ ¨ª®©, ¢ · ±²®±²¨ ¨ ¢ ®±®¡¥®±²¨,
± ¥¡¥±®© ¬¥µ ¨ª®©. �±®¢®¯®«®¦¨ª ¬¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬¥µ -
¨ª¨ ¯°¨¿²® ±·¨² ²¼ �±  ª  �¼¾²®  (1643{1727; ®±®¢®© ²°³¤
À� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥  · «   ²³° «¼®© ´¨«®±®´¨¨Á, 1687), �®§¥´ 
�³¨ � £° ¦  (1736{1813; ®±®¢®© ²°³¤ À� «¨²¨·¥±ª ¿ ¬¥µ -
¨ª Á, 1788), �¼¥°  �¨¬®  � ¯« ±  (1749{1827; ®±®¢®© ²°³¤
À�° ª² ² ® ¥¡¥±®© ¬¥µ ¨ª¥Á), �̈ «¼¿¬  � ¬¨«¼²®  (1805{1865).
�¥§³«¼² ²®¬ ¨µ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ±² «® ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿
® ²®¬, ·²® ¬» ±¥©· ±  §»¢ ¥¬ £ ¬¨«¼²®®¢®© ¨«¨ ª®±¥°¢ ²¨¢-
®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®©.

�°®¡«¥¬  ²°¥µ ²¥« ¢ ¥¡¥±®© ¬¥µ ¨ª¥ | ¯¥°¢ ¿ § ¤ · ,   -
«¨§¨°³¿ ª®²®°³¾ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ±²®«ª³«¨±¼ ± ¢®§¨ª®¢¥¨¥¬
±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ µ ®± . �¯¥°¢»¥ ½²³ ¢®§¬®¦®±²¼ £«³¡®ª®
®±®§ « ¢¥«¨ª¨© ´° ¶³§±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �°¨ �³ ª °¥ (1854{
1912). � · ±²®±²¨, ® ®¯¨± « ² ª  §»¢ ¥¬³¾ £®¬®ª«¨¨·¥±ª³¾
±¨²³ ¶¨¾, ±² ¢¸³¾ ¯°¥¤¬¥²®¬ ¤®²®¸®£®   «¨§  ±¯¥¶¨ «¨±²®¢
¯® ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¥ 50{60 «¥² ±¯³±²¿: À�®° ¦ ¥¸¼±¿ ±«®¦-
®±²¨ ½²®© ´¨£³°», ª®²®°³¾ ¿ ¤ ¦¥ ¥ ¯»² ¾±¼ ¨§®¡° §¨²¼. �¨·²®
¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ¯®¤µ®¤¿¹¨¬, ·²®¡» ¤ ²¼  ¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®
±«®¦®±²¨ § ¤ ·¨ ²°¥µ ²¥«, ¢ ª®²®°»µ ¥² ®¤®§ ·®£® ¨²¥£° « 
¨ °¿¤» [²¥®°¨¨ ¢®§¬³¹¥¨©] ° ±µ®¤¿²±¿Á.
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�»«  ° §¢¨²  ²¥®°¨¿ ¢®§¬³¹¥¨© ¨ ¯®¿²®, ª ª³¾ °®«¼ ¨£° ¾²
¢ ¥© °¥§® ±»¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ | ¨¬¥® ®¨ ®²¢¥· ¾² §  ° ±-
µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤®¢, ³¯®¬¿³²»µ ¢ ¢»±ª §»¢ ¨¨ �³ ª °¥. �»«®
®±®§ ®, ·²® ±°¥¤¨ £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬ ¬®¦® ¢»¤¥«¨²¼ ª« ±±
¨²¥£°¨°³¥¬»µ ¨ ª« ±± ¥¨²¥£°¨°³¥¬»µ ±¨±²¥¬. � ±«³· ¥ ·¨±« 
±²¥¯¥¥© ±¢®¡®¤» ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨¶» ±¨±²¥¬» ¢²®°®£® ª« ±±  ¿¢«¿-
¾²±¿ £®° §¤® ¡®«¥¥ ²¨¯¨·»¬¨, ·¥¬ ¯¥°¢®£®. �¬¥® ®¨ ¨ ¬®£³²
¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼ ±«®¦³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ¨ µ ®±.

� ° §¢¨²¨¥¬ ª®¬¯¼¾²¥°®¢ ¢®§¬®¦®±²¨ ¨§³·¥¨¿ ¨  £«¿¤®£®
¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ °¥¢®«¾¶¨®»¬ ®¡° §®¬ ° ±-
¸¨°¨«¨±¼. �¤¨¬ ¨§ ¯¥°¢»µ ¯°¨¬¥°®¢ ª®¬¯¼¾²¥°®£® ¨±±«¥¤®¢ -
¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ±² «  ° ¡®²  ´° ¶³§±ª¨µ  ±²°®´¨§¨ª®¢
(M.H�enon and C.Heiles, 1964), ° ±±¬®²°¥¢¸¨µ ¬®¤¥«¼ ¤¢¨¦¥¨¿
§¢¥§¤» ·¥°¥§ £ « ª²¨·¥±ª¨© ¤¨±ª.

� ·¨²¥«¼»© ¯°®£°¥±± ¢ ¯®¨¬ ¨¨ ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ª¢ -
§¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª®© ¨ µ ®±®¬ ±¢¿§  ± ²¥®°¨¥©, ª®²®°³¾
±®§¤ «¨ ¢ 50{60-µ £®¤ µ ±®¢¥²±ª¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ �.�.�®«¬®£®°®¢
(1903{1987) ¨ �.�. �°®«¼¤ ¨  ¬¥°¨ª ±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �.�®§¥°
(²¥®°¨¿ ���). �±®¢ ¿ ²¥®°¥¬  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¯°¨ ¢ª«¾·¥¨¨
¤®±² ²®·® ±« ¡®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢¨¦¥¨¿¬¨ ¥«¨¥©-
»µ ±¨±²¥¬ ± ¨°° ¶¨® «¼»¬ ±®®²®¸¥¨¥¬ · ±²®² ª¢ §¨¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥° ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ ±®µ° ¿¥²±¿.

�±®¢»¢ ¿±¼     «¨§¥ ³±«®¢¨© ¢®§¨ª®¢¥¨¿ £®¬®ª«¨¨-
·¥±ª®© ±²°³ª²³°», �.�.�¥«¼¨ª®¢ ³±² ®¢¨« ¢ 1963 £. ª°¨²¥°¨©
¢®§¨ª®¢¥¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ±¨±²¥¬ µ ¡«¨§ª¨µ ª ¨²¥£°¨-
°³¥¬»¬.

� ª ·¥±²¢¥®¬ ®²®¸¥¨¨ ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥«® ° §¢¨²¨¥
¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® ¯¥°¥ª°»²¨¨ (¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨) °¥§® ±®¢ ¢ ±«³-
· ¥ ¤®±² ²®·® ±¨«¼®© ¥«¨¥©®±²¨, ¯°¨¢¥¤¸¥¥ ª ´®°¬³«¨°®¢ª¥
ª°¨²¥°¨¿ ±²®µ ±²¨§ ¶¨¨ �.�.�¨°¨ª®¢  ¨ �.�.� ±« ¢±ª®£® (®¡§®°
1971).

1.2. �² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ´¨§¨ª 

�²®° ¿ «¨¨¿ ° §¢¨²¨¿ ±¢¿§   ±® ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª®© ¨
´®°¬¨°®¢ ¨¥¬ ² ª  §»¢ ¥¬®© ½°£®¤¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨. � ª ²¥-
¯¥°¼ ¨§¢¥±²®, ¢¯®«¥ ±®±²®¿²¥«¼®¥ ®¯¨± ¨¥ ¢ ±² ²¨±²¨·¥±ª®©
´¨§¨ª¥ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ²®«¼ª® ¢ ° ¬ª µ ª¢ ²®¢®© ²¥®°¨¨. �¤ ª®
¬®£® ¨²¥°¥±®£® ¨ ¢ ¦®£® ¡»«® ±¤¥« ® ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²®
  ´³¤ ¬¥² «¼®¬ ³°®¢¥ § ª®» ¤¢¨¦¥¨¿ ¬¨ª°®· ±²¨¶, ¨§ ª®-
²®°»µ ¯®±²°®¥» ´¨§¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬», ¯®¤·¨¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª®©
£ ¬¨«¼²®®¢®© ¬¥µ ¨ª¥.

�±®¢®¯®«®¦¨ª¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨ �¦®§ ©¿ �̈ «« °¤
�¨¡¡± (1839{1903) ¨ �¾¤¢¨£ �®«¼¶¬  (1844{1906) ° ±±¬ ²°¨-
¢ «¨ ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬, ®¡° §®¢ »µ
±®¢®ª³¯®±²¼¾ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¬¨ª°®· ±²¨¶ ( ²®¬®¢ ¨«¨ ¬®«¥-
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ª³«). � ±¨«³ § ª®  ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨, ¯°¥¤®±² ¢«¥ ¿ ±¥¡¥ ±¨-
±²¥¬  ¤®«¦  ®±² ¢ ²¼±¿ ¢±¥ ¢°¥¬¿   ¥ª®²®°®© £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¨
¢ ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, § ¤ ¢ ¥¬®© ³±«®¢¨¥¬ ¯®±²®¿±²¢  ½¥°£¨¨.
�®«¼¶¬  ¢¢¥« ½°£®¤¨·¥±ª³¾ £¨¯®²¥§³ | ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ²®¬,
·²® ¨¬¥¥²±¿ ¯® ±³¹¥±²¢³ ²®«¼ª® ®¤  ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ¯°®-
µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ¢±¥ ²®·ª¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨. � 1913 £.
¡»«® ¤®ª § ®, ·²® ² ª®¥, ¢ ¯°¨¶¨¯¥, ¥¢®§¬®¦®. �±¯° ¢«¥-
 ¿ ¢¥°±¨¿ ½°£®¤¨·¥±ª®© £¨¯®²¥§» ¯°¨ ¤«¥¦¨² � ³«¾ �°¥´¥±²³
(1883{1933) ¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ± ²¥·¥¨¥¬
¢°¥¬¥¨ ¤®«¦  ¯°®µ®¤¨²¼ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ®² «¾¡®© ²®·ª¨  
½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨.

� ®¡®±®¢ ¨¥ ½°£®¤¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬» ¢¥±«¨ ¢ª« ¤ �°¨ª®
�¥°¬¨ (1901{1954), �¦®°¤¦ �¨°ª£®´ (1884{1944), �¦® ´® �¥©-
¬  (1903{1957). �¥§³«¼² ²®¬ ¿¢¨«®±¼ ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ®²¤¥«¼®©
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¤¨±¶¨¯«¨» | ½°£®¤¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¨«¨ ¬¥²°¨-
·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.

�®¢»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ¤«¿ ¯°®° ¡®²ª¨ ¢®¯°®±  ® °¥« ª± ¶¨¨ ±«®¦-
»µ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ª ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬³ ° ¢®¢¥±¨¾ ±² -
«¨ ®²ª°»¢ ²¼±¿ ± ° §¢¨²¨¥¬ ª®¬¯¼¾²¥°®¢, ¨ ®¤¨¬ ¨§ ¯¥°¢»µ
½²® ®±®§ « �. �¥°¬¨. �  · «¥ 50-µ £®¤®¢ �¥°¬¨, � ±²  ¨ �« ¬
¯°¥¤¯°¨¿«¨ ¯®¯»²ª³ ¯°® ¡«¾¤ ²¼ ¢ ¢»·¨±«¨²¥«¼®¬ ½ª±¯¥°¨-
¬¥²¥ ¯°®¶¥±± ³±² ®¢«¥¨¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ¶¥-
¯®·ª¥ ±¢¿§ »µ ¥«¨¥©»µ ®±¶¨««¿²®°®¢. �¥§³«¼² ² ®ª § «±¿
¥®¦¨¤ »¬: ¢¬¥±²® °¥« ª± ¶¨¨ ª ° ¢®¢¥±¨¾  ¡«¾¤ «±¿ ¿¢®
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© ¯°®¶¥±±. �²  ° ¡®²  ¯®ª § « , ·²® ¯°®¡«¥¬ 
±«®¦¥¥, ·¥¬ ®  ¢¨¤¥« ±¼ ° ¼¸¥. �¥§³«¼² ²» �¥°¬¨, � ±² 
¨ �« ¬  ¤ «¨ ²®«·®ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¿¬, ¯°¨¢¥¤¸¨¬ ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ª
¯°¥¤±² ¢«¥¨¾ ® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ±¨±²¥¬ µ, ®²®±¿¹¨µ±¿ ª ª« ±±³
¢¯®«¥ ¨²¥£°¨°³¥¬»µ, ½´´¥ª²¨¢»¬ ¬¥²®¤ ¬ °¥¸¥¨¿ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ ³° ¢¥¨©,   ² ª¦¥ ª ¯®¿²¨¾ ±®«¨²® .

�ª § «®±¼, ·²® ±¢®©±²¢® ½°£®¤¨·®±²¨ ± ¬® ¯® ±¥¡¥ ¥ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¬, ¨ ¤®±² ²®·»¬ ¤«¿ ¦¥« ¥¬®£® ®¡®±®¢ -
¨¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨. �®- ±²®¿¹¥¬³ ±³¹¥±²¢¥»¬ ¿¢«¿-
¥²±¿  «¨·¨¥ ¤°³£®£® ±¢®©±²¢  | ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ´ §®¢»µ ²° -
¥ª²®°¨© ±¨±²¥¬» ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¬ «»¬ ¢®§¬³¹¥¨¿¬  · «¼-
»µ ³±«®¢¨© ¨ ±¢¿§ ®¥ ± ½²¨¬ ¡®«¥¥ ±¨«¼®¥, ·¥¬ ½°£®¤¨·®±²¼,
±¢®©±²¢® ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿. �¤¨¬ ¨§ ¯¥°¢»µ ½²³ ¨¤¥¾ ° §° ¡®² «
±®¢¥²±ª¨© ´¨§¨ª �.�.�°»«®¢ (1917{1947), ±®²°³¤¨ª  ª ¤¥¬¨ª 
�.�.�®ª  (1898{1974). �¨£  �°»«®¢  ¡»«  ®¯³¡«¨ª®¢   ¯®-
±¬¥°²®, ¢ 1950 £., ¡« £®¤ °¿ ³±¨«¨¿¬ �®ª , ª®²®°»© ®±®§ ¢ «
¯°¨¶¨¯¨ «¼®¥ § ·¥¨¥ ° §¢¨²»µ ¥£® ³·¥¨ª®¬ ¨¤¥©.

�®«¨·¥±²¢¥ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ²° ¥ª²®°¨©
¨§¢¥±²  ª ª «¿¯³®¢±ª¨© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ | ¢¥-
«¨·¨ , ¢¢¥¤¥ ¿ °³±±ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¬ �.�.�¿¯³®¢»¬ (1857{
1918; ¤®ª²®°±ª ¿ ¤¨±±¥°² ¶¨¿ À�¡¹ ¿ § ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¤¢¨-
¦¥¨¿Á, 1892). � 1968 £. ±®¢¥²±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �.�. �±¥«¥¤¥¶ ®¯³-
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¡«¨ª®¢ « ¢ ¦¥©¸¨© °¥§³«¼² ² | ² ª  §»¢ ¥¬³¾ ¬³«¼²¨¯«¨ª -
²¨¢³¾ ½°£®¤¨·¥±ª³¾ ²¥®°¥¬³, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¿¥² £®¢®°¨²¼ ® «¿¯³-
®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¿µ, ®¯°¥¤¥«¥»µ ¥ ¤«¿ ®¤®© ¨¤¨¢¨¤³ «¼®©
´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨,   ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  ²° ¥ª²®°¨©. �²  ²¥®°¥¬  «¥-
¦¨² ¢ ®±®¢¥ ±®¢°¥¬¥®£® ¯®¨¬ ¨¿ ¨ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¢ ¥«¨¥©®©
¤¨ ¬¨ª¥ ª®¶¥¯¶¨¨ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©.

�»«¨ ¢¢¥¤¥» ¨ ¤°³£¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ° §«¨-
· ²¼ ¯°®±²³¾ ¨ ±«®¦³¾ ¤¨ ¬¨ª³, | ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ½²°®¯¨¿,
¨§¢¥±² ¿ ª ª ½²°®¯¨¿ �®«¬®£®°®¢ {�¨ ¿ (�®«¬®£®°®¢, 1959) ¨
²®¯®«®£¨·¥±ª ¿ ½²°®¯¨¿ (Adler et al., 1965)

� ¬¥· ²¥«¼»¬ ¥¤ ¢¨¬ ¤®±²¨¦¥¨¥¬ ±² «® ¤®ª § ²¥«¼±²¢®
�. �. �¨ ¥¬  «¨·¨¿ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ¨ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ¢ § ¤ -
· µ ® ¤¢¨¦¥¨¨ · ±²¨¶» ± ³¯°³£¨¬¨ ®²° ¦¥¨¿¬¨ ¢ ±®±³¤¥ ± ¢®-
£³²»¬¨ ¢® ¢³²°¼ ±²¥ª ¬¨ (À¡¨«¼¿°¤ �¨ ¿Á) ¨ ¢ § ¤ · µ ³¦¥
¯®- ±²®¿¹¥¬³ ¡«¨§ª¨µ ª ¨²¥°¥±³¾¹¨¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª³¾ ´¨§¨ª³
(¤¢³¬¥° ¿ ¬®¤¥«¼ £ §  ¨§ · ±²¨¶ ¢ ¢¨¤¥ ¦¥±²ª¨µ ¤¨±ª®¢).
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�® ±¨µ ¯®°, ¯®¤·¨¿¿±¼ «®£¨ª¥ ¨±²®°¨¨ ¯°¥¤¬¥² , ¬» ¢¥«¨
°¥·¼ ® £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬ µ. �¤ ª® ®±®¢»¬ ±®¤¥°¦ ¨¥¬
 ¸¥£® ª³°±  ¡³¤³² ¤¨±±¨¯ ²¨¢»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬». � 
³°®¢¥ ®ª°³¦ ¾¹¨µ  ± ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ¿¢«¥¨©, ¨¬¥® ± ¨-
¬¨ · ¹¥ ¢±¥£® ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¢±²°¥· ²¼±¿. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¨§³·¥¨¿
¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ±² ®¢¨« ±¼ ¢±¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®-
«¥¥  ±³¹®© ¯® ¬¥°¥ ° §¢¨²¨¿ ² ª¨µ ¤¨±¶¨¯«¨, ª ª ° ¤¨®´¨-
§¨ª  ¨ £¨¤°®¤¨ ¬¨ª .

�² ª, ²°¥²¼¿ «¨¨¿ ±¢¿§   ± ° ¤¨®²¥µ¨ª®©, ½«¥ª²°®¨ª®©,
²¥®°¨¥©  ¢²®¬ ²¨·¥±ª®£® °¥£³«¨°®¢ ¨¿. �¤¥±¼ ±²®¨²  · ²¼ ± ° -
¡®² £®«« ¤±ª®£® ´¨§¨ª  ¨ ¨¦¥¥°  �.� -¤¥°-�®«¿ (1889{1959).
� ¥£® ¨¬¥¥¬ ±¢¿§  £¥¥° ²®° ¨«¨ ®±¶¨««¿²®° � -¤¥°-�®«¿ |
ª« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¥«¨¥©®© ±¨±²¥¬», ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¥© ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª¨¥  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿. �ª®«® 1927 £. � -¤¥°-�®«¼ ¨ � -
¤¥°-� °ª ¨±±«¥¤®¢ «¨ ¤¨ ¬¨ª³ ² ª®£® £¥¥° ²®°  ¯®¤ ¯¥°¨®¤¨-
·¥±ª¨¬ ¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬. �²¥°¥±®, ·²® °¥¦¨¬ ° ¡®²»
³±²°®©±²¢  ª®²°®«¨°®¢ «±¿ ¯® §¢³ª³ ¢  ³¸¨ª µ. �±±«¥¤®¢ -
²¥«¨ ®²¬¥²¨«¨ ¿¢«¥¨¥ ±¨µ°®¨§ ¶¨¨ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ° ¶¨-
® «¼»µ ±®®²®¸¥¨¿µ · ±²®²» ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¨ ±®¡±²¢¥®© · -
±²®²» ¨ ¸³¬®¯®¤®¡»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤ µ ¬¥¦¤³ ®¡« ±²¿¬¨
§ µ¢ ² . �®§¬®¦®, ½²® ¯¥°¢®¥ ¤®ª³¬¥² «¼® § °¥£¨±²°¨°®¢ ®¥
½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥  ¡«¾¤¥¨¥ µ ®± .

� ¡®²  � -¤¥°-�®«¿ ¨ � -¤¥°-� °ª  ¯®¢«¨¿«    ° ¡®²³ � °-
²° ©² ¨ �¨²²«¢³¤  (Cartwright, Littlewood, 1945). � ½²®© ° ¡®²¥,
¯®±¢¿¹¥®© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ³° ¢¥¨¿  ¢²®£¥-
¥° ²®°  ¯®¤ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬, ¡»«  ®¡ -
°³¦¥  ¥®¡»· © ¿ ±«®¦®±²¼ ¤¨ ¬¨ª¨, ¢ · ±²®±²¨,  «¨·¨¥
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³ ±¨±²¥¬» (¯°¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®©  ¬¯«¨²³¤¥ ¢¥¸¥© ±¨«»)
¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  ¥³±²®©·¨¢»µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨². �²  ° -
¡®²  ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ®ª § «  ¢«¨¿¨¥   ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢, ±®§¤ ¢ ¢¸¨µ
®±®¢» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ µ ®± .

� �®±±¨¨ ¢ 20-¥ £®¤» ¢ �®±ª®¢±ª®¬ ³¨¢¥°±¨²¥²¥ ±´®°¬¨°®-
¢ « ±¼ ±¨«¼ ¿  ³· ¿ ¸ª®«  �.�.� ¤¥«¼¸² ¬  (1879{1944).
�²¥°¥±» ½²®© ¸ª®«» ®µ¢ ²»¢ «¨, ¢ · ±²®±²¨, ° ¤¨®´¨§¨ª³, ®¯-
²¨ª³, ª®«¥¡ ²¥«¼»¥ ¯°®¶¥±±» ¢ ±¨±²¥¬ µ ° §«¨·®© ¯°¨°®¤».
� ¤¥«¼¸² ¬ ¯¥°¢»¬ ¯°¨¸¥« ª ¯®¨¬ ¨¾ ¢®§¬®¦®±²¨ ² ª®©
¤¨±¶¨¯«¨», ª ª ²¥®°¨¿ ¥«¨¥©»µ ª®«¥¡ ¨©, | ¤® ½²®£® ¯®-
« £ «¨, ·²® ¥«¨¥©»¥ ¿¢«¥¨¿ ¤®«¦» ¨§³· ²¼±¿ ¤«¿ ª ¦¤®©
ª®ª°¥²®© ±¨±²¥¬» ®²¤¥«¼®. � ª®¶¥ 20-µ £®¤®¢ ³·¥¨ª � -
¤¥«¼¸² ¬  �.�.�¤°®®¢ (1901{1952) ³±² ®¢¨«, ·²®  ¤¥ª¢ ²»¬
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨© ¿¢«¿¾²±¿
¯°¥¤¥«¼»¥ ¶¨ª«», ¢¢¥¤¥»¥ �³ ª °¥ ¢ ¥£® ª ·¥±²¢¥®© ²¥®-
°¨¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©. � ¤¥«¼¸² ¬ ±° §³ ¯®¿«
¢ ¦®±²¼ ½²®£® ¤®±²¨¦¥¨¿ ¨  ±²®¿«   ¥¬¥¤«¥®© ¯³¡«¨ª ¶¨¨
°¥§³«¼² ² . �¤°®®¢ ¯°¨¢«¥ª ² ª¦¥ ¤«¿   «¨§   ¢²®ª®«¥¡ ²¥«¼-
»µ ±¨±²¥¬ ±®§¤ »© �.�.�¿¯³®¢»¬  ¯¯ ° ² ²¥®°¨¨ ³±²®©-
·¨¢®±²¨. �¤® ¨§ ¢ ¦»µ ¤®±²¨¦¥¨© | ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¬®¬¥² 
¢®§¨ª®¢¥¨¿  ¢²®ª®«¥¡ ¨© ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°®¢, ±¨²³-
 ¶¨¨, ª®²®°³¾ ²¥¯¥°¼  §»¢ ¾² ¡¨´³°ª ¶¨¥© �¤°®®¢ {�®¯´ .
� 1931 £. �¤°®®¢ ° ¡®² ¥² ¢ �¨¦¥¬ �®¢£®°®¤¥ (�®°¼ª®¬), £¤¥
¢®ª°³£ ¥£® ´®°¬¨°³¥²±¿ ª°³¯ ¿  ³· ¿ ¸ª®«  ¢ ®¡« ±²¨ ²¥®°¨¨
ª®«¥¡ ¨©. � 1937 £. ¢»µ®¤¨² ª« ±±¨·¥±ª ¿ ª¨£  �.�.�¤°®®¢ ,
�.�.�¨²²  ¨ �. �. � ©ª¨  À�¥®°¨¿ ª®«¥¡ ¨©Á. �¤¨ ¨§ ±® ¢²®-
°®¢ ª¨£¨ | �¨²² ®ª § «±¿ ¦¥°²¢®© °¥¯°¥±±¨© ¨ ¯®£¨¡ ¢ « £¥°¿µ,
¢ ¨§¤ ¨¨ ª¨£¨ 1937 £. ¥£® ¨¬¿ ¡»«® ¨±ª«¾·¥® ¨ ¢®±±² ®¢«¥®
²®«¼ª® ¢ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ¨§¤ ¨¿µ.

�¤¨¬ ¨§ ¢ ¦»µ ¤®±²¨¦¥¨© ° §¢¨¢ ¾¹¥©±¿ ²¥®°¨¨ ¥«¨-
¥©»µ ª®«¥¡ ¨© ±² «® ´®°¬¨°®¢ ¨¥ �¤°®®¢»¬ ¨ �®²°¿£¨-
»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® £°³¡»µ ¨«¨ ±²°³ª²³°®-³±²®©·¨¢»µ ±¨±²¥-
¬ µ. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥ ¯°®±²° ±²¢®, ²®·ª¨ ª®²®°®£® ¨§®¡° ¦ ¾²
¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬». �¨±²¥¬  £°³¡ ¿, ¥±«¨ ®ª®«® ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¥© ¥© ²®·ª¨ ¯°®±²° ±²¢  ±¨±²¥¬ ¬®¦® ³ª § ²¼ ² ª³¾ ®ª°¥±²-
®±²¼, ·²® ¢ ¥© ¡³¤³² ° ±¯®« £ ²¼±¿ ²®«¼ª® ±¨±²¥¬» ± ²®¯®«®£¨-
·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¬ ³±²°®©±²¢®¬ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ¯°®-
±²° ±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ £°³¡»¥ ±¨±²¥¬» § ¨¬ ¾² ¶¥«»¥ ®¡« ±²¨.
�²¨ ®¡« ±²¨ ° §£° ¨·¥» ¯®¢¥°µ®±²¿¬¨, £¤¥ ° ±¯®« £ ¾²±¿ ¥-
£°³¡»¥ ±¨±²¥¬» ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �  ½²¨µ ¯®¢¥°µ®±²¿µ ¬®£³²
° ±¯®« £ ²¼±¿ «¨¨¨ ª®° §¬¥°®±²¨ ¤¢  ¨ ². ¤.

�±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª ¿ ¯°®£° ¬¬  ¥«¨¥©®© ²¥®°¨¨ ª®«¥¡ ¨©
¯® �¤°®®¢³ ¨ �®²°¿£¨³ ¨ ±®±²®¨² ¢ ¢»¤¥«¥¨¨ ¨ ¨§³·¥¨¨
£°³¡»µ ±¨²³ ¶¨©,   § ²¥¬ ¥£°³¡»µ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¢®§° ±² ¾¹¥© ª®-
° §¬¥°®±²¨. �²® ª ± ¥²±¿ ¥£°³¡»µ ±¨²³ ¶¨©, ²® ®¨ ±®±² ¢«¿¾²
¯°¥¤¬¥² ²¥®°¨¨ ¡¨´³°ª ¶¨© | £«³¡®ª®© ¨ µ®°®¸® ° §¢¨²®© ¬ -
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²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¤¨±¶¨¯«¨», ®¤®£® ¨§ ª° ¥³£®«¼»µ ª ¬¥© ¥«¨-
¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨.

� 1970 £. ± ¨²¥°¢ «®¬ ¢ 2 £®¤  ¢ �®°¼ª®¬ ®°£ ¨§³¾²±¿ ¸ª®«»-
±¥¬¨ °» ¯® ¥«¨¥©»¬ ª®«¥¡ ¨¿¬ ¨ ¢®« ¬, ¢ ª®²®°»µ ³· ±²-
¢³¾² ¢¥¤³¹¨¥ ±®¢¥²±ª¨¥ ³·¥»¥. �²¨µ ¸ª®« ±®±²®¿«®±¼ 9, ¨ ®¨
¢® ¬®£®¬ ®¯°¥¤¥«¨«¨ ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ¢  ¸¥© ±²° ¥ ¨¤¥© ¥-
«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®£® µ ®± . �¹¥ ®¤  ¸ª®« ,
¢®±±²  ¢«¨¢ ¾¹ ¿ ¯°¥°¢ ³¾ ²° ¤¨¶¨¾, ³¦¥ ¬¥¦¤³ °®¤ ¿,
±®±²®¿« ±¼ ¢ 1995 £. � ´®°¬¨°®¢ ¨¨, ° ±¯°®±²° ¥¨¨ ¨ ¯®¯³«¿-
°¨§ ¶¨¨ ¢ �®±±¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¥ ¡®«¼¸³¾
°®«¼ ±»£° «¨ �.�. � ¯®®¢-�°¥µ®¢, �.�.�¥©¬ °ª, �.�. � ¡¨®-
¢¨·, �.�.�¨«¼¨ª®¢. � 1979 £. �¨¿¸ª®, �¨ª®¢±ª¨© ¨ � ¡¨®¢¨·
¯°¥¤«®¦¨«¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¯¥°¢»© ¯°®±²®© ° ¤¨®²¥µ¨·¥±ª¨©  ¢-
²®£¥¥° ²®°, ¢ ª®²®°®¬ ¶¥«¥ ¯° ¢«¥® ¡»« °¥ «¨§®¢  °¥¦¨¬
µ ®²¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨©.

1.4. �¨¤°®¤¨ ¬¨ª 

�¥²¢¥°² ¿ «¨¨¿ ° §¢¨²¨¿ ±¢¿§   ± £¨¤°®¤¨ ¬¨ª®© ¨ ¯°®-
¡«¥¬®© ²³°¡³«¥²®±²¨.

� 1883 £. ¡»«  ®¯³¡«¨ª®¢   ° ¡®²   £«¨©±ª®£® ´¨§¨ª  �±¡®°-
  �¥©®«¼¤±  (1842{1912) À�ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ®¡-
±²®¿²¥«¼±²¢, ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾², ¡³¤¥² «¨ ¤¢¨¦¥¨¥ ¢®¤» ¯°¿¬®-
«¨¥©»¬ ¨«¨ ¢®«¨±²»¬, ¨ ® § ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ ¢ ¯ ° ««¥«¼-
»µ ª  « µÁ. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¡¥§° §¬¥°®£® ¯ ° ¬¥²° , ¨§-
¢¥±²®£® ²¥¯¥°¼ ª ª ·¨±«® �¥©®«¼¤±  1), ¤¢¨¦¥¨¥ ¢®¤» ¢ ²°³¡ª¥
¡»«® « ¬¨ °»¬ ¨«¨ ²³°¡³«¥²»¬. �®²¿ ®±®¢»¥ ³° ¢¥¨¿,
®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³ ¢¿§ª®© ¦¨¤ª®±²¨ | ³° ¢¥¨¿ � ¢¼¥{
�²®ª± , ³¦¥ ¡»«¨ ¨§¢¥±²», ¯°¨·¨» ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ²³°¡³«¥²-
®±²¨ ®±² ¢ «¨±¼ § £ ¤ª®©. � ²¥µ ¯®° ¢®¯°®± ® ¯°¨°®¤¥ ²³°¡³«¥²-
®±²¨ ±²®¿« ¯¥°¥¤  ³ª®©, ¯°¨®¡°¥² ¿ ±® ¢°¥¬¥¥¬ ¢±¥ ¡®«¼¸³¾
®±²°®²³. �ª®«® 1920 £.  £«¨©±ª¨© ´¨§¨ª �.�¨· °¤±® ° §¢¨«
ª ·¥±²¢¥»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ²®¬, ·²® ¢ ²³°¡³«¥²®¬ ²¥·¥¨¨
¨¬¥¥²±¿ ¯¥°¥®± ½¥°£¨¨ ®² ª°³¯»µ ª® ¢±¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®«¥¥ ¬¥«-
ª¨¬ § ¢¨µ°¥¨¿¬, ¯®ª  ½¥°£¨¿ ¥ ¤¨±±¨¯¨°³¥² ¨§-§  ¢¿§ª®±²¨ ¢
¬ «»µ ¬ ±¸² ¡ µ. � 1941 £. ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥  ²¥®°¨¿ ²³°¡³«¥²-
®±²¨ �®«¬®£®°®¢ {�¡³µ®¢ . � «¨§ ®±®¢»¢ «±¿   ¯°¥¤¯®«®¦¥-
¨¨, ·²® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ ·¨±« µ �¥©®«¼¤±  ²³°¡³«¥²®¥ ±®±²®¿-
¨¥ ¬®¦® ±·¨² ²¼ «®ª «¼® ®¤®°®¤»¬ ¨ ¨§®²°®¯»¬ ¢ ±² ²¨-
±²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥, ¨ ® ²®¬, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ª ±ª ¤ ¿ ¯¥°¥¤ · 
½¥°£¨¨ ®² ª°³¯»µ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¬ ±¸² ¡®¢ ª ¬¥«ª¨¬ ¢ ² ª
 §»¢ ¥¬®¬ À¨¥°¶¨®®¬ ¨²¥°¢ «¥Á | ®¡« ±²¨ ¬ ±¸² ¡®¢, £¤¥
¢¿§ª®±²¼ ¥±³¹¥±²¢¥ . � ¬¥· ²¥«¼® ¯°®±² ¿ ¨ £«³¡®ª ¿ ²¥®-

1) �¨±«® �¥©®«¼¤±  ¢»° ¦ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬ Re = �d=v, £¤¥ d | µ ° ª-
²¥°»© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ° §¬¥° ¨±±«¥¤³¥¬®© ±¨±²¥¬», v | µ ° ª²¥° ¿ ±ª®°®±²¼
²¥·¥¨¿, � | ª®½´´¨¶¨¥² ª¨¥¬ ²¨·¥±ª®© ¢¿§ª®±²¨.
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°¨¿ ¯°¨¢®¤¨«  ª® ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ²¥®°¥²¨·¥±ª®¬³ ¯°¥¤±ª -
§ ¨¾ | ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¯® ±¯¥ª²°³ ¤®«¦® ¡»²¼ ¯°®¯®°-
¶¨® «¼® k�5=3, £¤¥ k | ¢®«®¢®¥ ·¨±«® (À§ ª® ¯¿²¨ ²°¥²¥©Á).
�  ±²®¿¹¥¬³ ¢°¥¬¥¨ ¯®«³·¥» ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¤ »¥, µ®-
°®¸® ±®£« ±³¾¹¨¥±¿ ± ½²¨¬ § ª®®¬, ® ®±®§   ² ª¦¥ ¥®¡µ®-
¤¨¬®±²¼ ¢¥±¥¨¿ ³²®·¥¨© ¢ ²¥®°¨¾.

�°³£®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¢ ¯®¯»²ª µ ¯®¿²¼ ¯°¨°®¤³ ²³°¡³«¥²®-
±²¨ ±®±²®¿«® ¢ ¯®¨±ª µ ®²¢¥²    ¢®¯°®± | ª ª ¢®§¨ª ¥² ²³°¡³-
«¥²®±²¼, ¥±«¨ ¯®±²¥¯¥® ³¢¥«¨·¨¢ ²¼ ·¨±«® �¥©®«¼¤± ,  · ¢
®² ¬ «»µ § ·¥¨©, ª®£¤  ²¥·¥¨¥ § ¢¥¤®¬® « ¬¨ °®¥. � 1944 £.
¡»«  ®¯³¡«¨ª®¢   ±² ²¼¿ ±®¢¥²±ª®£® ´¨§¨ª  �.�.� ¤ ³ (1908{
1968) À� ¯°®¡«¥¬¥ ²³°¡³«¥²®±²¨Á. � ½²®© § ¬¥· ²¥«¼®© ¤«¿
±¢®¥£® ¢°¥¬¥¨ ±² ²¼¥ � ¤ ³ ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²® ²³°¡³«¥²®±²¼
¢®§¨ª ¥² ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  (ª ±ª ¤ ) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
»µ ¡¨´³°ª ¶¨©, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ±®±²®¨² ¢ ¯®¿¢«¥¨¨ ª®-
«¥¡ ¨© ± ®¢®© · ±²®²®©. �®¢¼ ¢®§¨ª ¾¹¨¥ · ±²®²» ¢ ²¨-
¯¨·®¬ ±«³· ¥  µ®¤¿²±¿ ¢ ¨°° ¶¨® «¼®¬ ±®®²®¸¥¨¨ ± ° ¥¥
¢®§¨ª¸¨¬¨ · ±²®² ¬¨. � «®£¨·»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ° §¢¨¢ «
¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥ ¥¬¥¶ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �.�®¯´ (1902{1983; ° ¡®² 
À� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ¯°¨¬¥°, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨© ®±®¡¥®±²¨ ²³°¡³-
«¥²®±²¨Á ®¯³¡«¨ª®¢   ¢ 1948). �®½²®¬³ ¤ ³¾ ª °²¨³ ¢®§-
¨ª®¢¥¨¿ ²³°¡³«¥²®±²¨  §»¢ ¾² ±¶¥ °¨¥¬ � ¤ ³{�®¯´ .
�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ½²¨¬ ° ¡®² ¬ ¯°¥¤¸¥±²¢®¢ «® ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¯°¥¤-
±² ¢«¥¨© ®¡  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿µ, ¯°¥¤¥«¼»µ ¶¨ª« µ ¨ ¡¨´³°ª ¶¨¿µ
¢ ° ¤¨®´¨§¨ª¥ ¨ ²¥®°¨¨ ª®«¥¡ ¨©.

� 1963 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨© ¬¥²¥®°®«®£ �. �®°¥¶ ®¯³¡«¨ª®¢ «
±² ²¼¾ À�¥²¥°¬¨¨°®¢ ®¥ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ²¥·¥¨¥Á, ¢ ª®²®°®©
®¡±³¦¤ «¨±¼ °¥§³«¼² ²» ·¨±«¥®£® ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ± ¯®¬®¹¼¾
ª®¬¯¼¾²¥°  ±¨±²¥¬» ²°¥µ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ³° ¢-
¥¨©, ¬®¤¥«¨°³¾¹¥© ¤¨ ¬¨ª³ ¦¨¤ª®±²¨ ¯°¨ ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ¯®-
¤®£°¥¢ ¥¬®¬ ±¨§³ ±«®¥. �³¤³·¨ µ®°®¸® ®¡° §®¢ »¬ ¬ ²¥¬ -
²¨·¥±ª¨, �®°¥¶ ¯®¤¢¥°£ ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ²¹ ²¥«¼®¬³ ¨
£«³¡®ª®¬³ ®¡±³¦¤¥¨¾,  ª¶¥²¨°®¢ ¢ ¢¨¬ ¨¥   ¢§ ¨¬®±¢¿§¨
¬¥¦¤³  ¡«¾¤ ¥¬®© ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª®© ¨ ¯°¨±³¹¥© ±¨±²¥¬¥ ¥-
³±²®©·¨¢®±²¼¾ ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®°¨©. �®§¤¥¥ ½²® ±¢®©±²¢® µ ®²¨-
·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¯°®¯ £ ¤¨°®¢ «®±¼ ¨¬ ¯®¤  §¢ ¨¥¬ À½´´¥ª²
¡ ¡®·ª¨Á (buttery e�ect): ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨ ª ¬¥²¥®°®«®£¨¨ ¢§¬ µ
ª°»«¼¥¢ ¡ ¡®·ª¨ ¬®¦¥² ·¥°¥§ ¤®±² ²®·®¥ ¢°¥¬¿ ¯®¢«¥·¼ ±³¹¥-
±²¢¥®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¯®£®¤» £¤¥-²® ±®¢±¥¬ ¢ ¤°³£®¬ ¬¥±²¥. �°¨-
¬¥°® ¢ ²® ¦¥ ± ¬®¥ ¢°¥¬¿ �.�. �° ¥¢±ª¨© ± ±® ¢²®° ¬¨ ² ª¦¥ ¯®-
«³·¨«¨ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¸¥¨¿ ¤«¿   «®£¨·»µ ³° ¢¥¨© ¢
²¥®°¨¨ ®¤®¬®¤®¢®£® « §¥° . � ª ° ¡®²  �®°¥¶ , ®¯³¡«¨ª®¢  ¿
¢ ¬¥²¥®°®«®£¨·¥±ª®¬ ¦³° «¥, ² ª ¨ ° ¡®²  �° ¥¢±ª®£® ¥ ¡»«¨
±¢®¥¢°¥¬¥® § ¬¥·¥» ¨ ®¶¥¥».

� 1971 £., ®±®¢»¢ ¿±¼   ¤®±²¨£³²®¬ ª ½²®¬³ ¢°¥¬¥¨ ¯°®-
¤¢¨¦¥¨¨ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ, �.�¾½«¼ ¨ �.� ª¥±
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¢»±²³¯¨«¨ ± ° ¡®²®© À� ¯°¨°®¤¥ ²³°¡³«¥²®±²¨Á. �®¤¢¥°£³¢ ª°¨-
²¨ª¥ ²¥®°¨¾ � ¤ ³, ®¨  °£³¬¥²¨°®¢ «¨, ·²® ³¦¥ ¯®±«¥ ¢ª«¾·¥-
¨¿ ¢ ¨£°³ ®²®±¨²¥«¼® ¥¡®«¼¸®£® ·¨±«  · ±²®² (²°¥µ ¨«¨ ·¥²»-
°¥µ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¥ª®²®°»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¤¥² «¥©) ¤¨ -
¬¨ª  ¬®¦¥² ±² ²¼ ²³°¡³«¥²®© ¨, ¢ · ±²®±²¨, ¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼
µ ° ª²¥°»© ¤«¿ ±«³· ©®£® ¯°®¶¥±±  ±¯«®¸®© ±¯¥ª²°. �²® ±¢¿-
§»¢ «®±¼ ± ¯®¿¢«¥¨¥¬ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ À±²° ®£®  ²²° ª-
²®° Á | ª«¾·¥¢®© ²¥°¬¨, ¢¢¥¤¥¨¥ ª®²®°®£® ®¯°¥¤¥«¨«® ¨±²®°¨-
·¥±ª®¥ § ·¥¨¥ ° ¡®²» �¾½«¿ ¨ � ª¥± . �®¤·¥°ª¨¢ «®±¼  «¨-
·¨¥ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®°¨©   ±²° ®¬  ²²° ª²®°¥
¨ ¥£® ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  | ® ¯°¥¤±² ¢«¿«
±®¡®© ²®, ·²® ±² «¨  §»¢ ²¼ ´° ª² «¼»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¨«¨ ¯°®-
±²® ´° ª² «®¬. � ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ °¥§³«¼² ²®¢, ° ¡®² 
�¾½«¿ ¨ � ª¥±  ² ª¦¥ ®ª § « ±¼ ³¿§¢¨¬®© ¤«¿ ª°¨²¨ª¨. �®£¨¥
¢®¯°®±», ª®²®°»¥ ¢®§¨ª ¾² ¢ ±¢¿§¨ ± ¯°¥¤«®¦¥®© ¨¬¨ ª °²¨-
®© ¯¥°¥µ®¤  ª ²³°¡³«¥²®±²¨, ¤® ±¨µ ¯®° ®±² ¾²±¿ ®²ª°»²»¬¨.

� ¤® ±ª § ²¼, ·²®  °£³¬¥² ¶¨¿ ¨ ¢ ° ¡®²¥ � ¤ ³, ¨ ¢ ° ¡®²¥
�¾½«¿ ¨ � ª¥±  ®±¨«  ±²®«¼ ®¡¹¨© µ ° ª²¥°, ·²® ¨¬¥«  ° ¢-
®¥ ®²®¸¥¨¥ ª ª ª ¢®§¨ª®¢¥¨¾ ²³°¡³«¥²®±²¨, ² ª ¨ ª ¢®§-
¨ª®¢¥¨¾ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ ¤°³£®©
´¨§¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤». � «¼¥©¸¥¥ ¯®¨¬ ¨¥ ¢®§¬®¦»µ ²¨¯®¢
¯¥°¥µ®¤  ¯°®¨§®¸«® ¡« £®¤ °¿ ¥¹¥ ®¤®© «¨¨¨ ° §¢¨²¨¿.

1.5. �¨±ª°¥²»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿

�®¯»²ª¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¯¨± ¨¿ ¡¨®«®£¨·¥±ª¨µ ¯°®¡«¥¬
¤¨ ¬¨ª¨ ¯®¯³«¿¶¨© ¢®±µ®¤¿² ª �®¬ ±³ � «¼²³±³ (1766{1834),  ¢-
²®°³  ¸³¬¥¢¸¥© ª®¶¥¯¶¨¨ ® ²®¬, ·²® ·¨±«¥®±²¼ «¾¤¥© ¢®§° -
±² ¥² ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨,   ±°¥¤±²¢  ¯®¤¤¥°¦ ¨¿ ¦¨§¨
«¨¸¼ ¢  °¨´¬¥²¨·¥±ª®©. �®½²®¬³ ·¨±«¥®±²¼  ±¥«¥¨¿ ¤®«¦ 
°¥£³«¨°®¢ ²¼±¿ ¢®© ¬¨, ½¯¨¤¥¬¨¿¬¨ ¨ ¯°. � °ª±¨±²», ª ª ¨§-
¢¥±²®, § ª«¥©¬¨«¨ ½²³ ²¥®°¨¾ ª ª ·¥«®¢¥ª®¥ ¢¨±²¨·¥±ª³¾.
�¥ ¢µ®¤¿ ¢ ¯®«¥¬¨ª³, § ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ´ ª²®°®¢, ±¤¥°-
¦¨¢ ¾¹¨µ °®±²  ±¥«¥¨¿, ¨§¬¥¥¨¥ ·¨±«¥®±²¨ ¯®¯³«¿¶¨¨ ¨§
£®¤  ¢ £®¤ À¯® � «¼²³±³Á ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ª ª xn+1 = Rxn, £¤¥ R|
¯ ° ¬¥²°, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ³±«®¢¨¿ ¦¨§¨ ¯®¯³«¿¶¨¨. �¢¥±²¨ ±¤¥°-
¦¨¢ ¾¹¨© ´ ª²®° ¬®¦®, ¥±«¨ ¤®¡ ¢¨²¼ ¢ ³° ¢¥¨¥ ¥«¨¥©»©,
 ¯°¨¬¥°, ª¢ ¤° ²¨·»© ·«¥: xn+1 = R(xn � x2n). �®«³·¥®¥
±®®²®¸¥¨¥  §»¢ ¾² «®£¨±²¨·¥±ª¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¨ ®® ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼® ¥¯«®µ® ®¯¨±»¢ ¥², ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ± ª ·¥±²¢¥®©
±²®°®», ¤¨ ¬¨ª³ ¥ª®²®°»µ ¡¨®«®£¨·¥±ª¨µ ¯®¯³«¿¶¨©.

�²¥°¥±»© °¥§³«¼² ², ¯°®«¨¢ ¾¹¨© ±¢¥²   ¢®§¬®¦®±²¼
±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨, ¡»« ¯®«³·¥ ¢
ª®¶¥ 40-µ £®¤®¢ ¢ ° ¡®²¥  ¬¥°¨ª ±ª¨µ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢ �² ¨±« ¢ 
�« ¬  (1909{1984) ¨ �¦®  ´® �¥©¬  . �¨ ¯®ª § «¨, ·²® ¤«¿
±«³· ¿ R = 4 ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯³²¥¬ § ¬¥» ¯¥°¥¬¥»µ ±¢®¤¨²±¿
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ª ´®°¬¥, ¤®¯³±ª ¾¹¥© ²°¨¢¨ «¼»©   «¨§, ¯°¨·¥¬ ®ª §»¢ ¥²±¿,
·²® ¢»¡®°®¬  · «¼®© ²®·ª¨ x ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ «¾¡³¾  -
¯¥°¥¤ § ¤ ³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ § ª®¢ ¢¥«¨·¨» x � xmax.
� 1975 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ �¨ ¨ �®°ª¥ ®¯³¡«¨ª®¢ «¨
° ¡®²³ À�¥°¨®¤ ²°¨ ®§ · ¥² µ ®±Á. �¥·¼ ¸«  ® ²®¬, ·²® ¥±«¨
¯°¨ · ±²®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ¨«¨ ¤°³£®¥ ®¤®-
¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢¨¤  xn+1 = f(xn) ¨¬¥¥² ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  ²°¨,
²® ®® ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¶¨ª«®¢ ¢±¥µ ¯°®·¨µ ¯¥°¨®-
¤®¢. �²  ° ¡®²  ¯°¨¢«¥ª«  ¡®«¼¸®¥ ¢¨¬ ¨¥, ¨ ±²®¨² ®²¬¥²¨²¼,
·²® ¨¬¥® ¢ ¥© ¢ ª®²¥ª±²¥ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢¯¥°¢»¥ ¯®-
¿¢¨«±¿ ²¥°¬¨ Àµ ®±Á, ±² ¢¸¨© ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ®¡¹¥¯°¨¿²»¬ ®¡®-
§ ·¥¨¥¬ ¢±¥© ®¡« ±²¨ ¤¥¿²¥«¼®±²¨, ® ª®²®°®© ¬» ¢¥¤¥¬ °¥·¼.
�®«¼ª® ·¥°¥§ ¥±ª®«¼ª® «¥²   � ¯ ¤¥ ±² «® ¸¨°®ª® ¨§¢¥±²®, ·²®
¥¹¥ ¢ 1964 £. ±®¢¥²±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �.�.� °ª®¢±ª¨© ®¯³¡«¨ª®¢ «
£®° §¤® ¡®«¥¥ ±®¤¥°¦ ²¥«¼³¾ ²¥®°¥¬³, ³±²  ¢«¨¢ ¾¹³¾ ± ¬»¥
®¡¹¨¥ § ª®®¬¥°®±²¨ ±®±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¶¨ª«®¢ ° §«¨·®£® ¯¥°¨-
®¤  ¢ ®¤®¬¥°»µ ¥¯°¥°»¢»µ ®²®¡° ¦¥¨¿µ.

� ±¥°¥¤¨¥ 70-µ £®¤®¢ ¡»«® ³¦¥ µ®°®¸® ¨§¢¥±²®, ·²® ¯°¨
³¢¥«¨·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²®
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¨¥ ª®¬¯¼¾²¥°»¥ °¥§³«¼² ²» ®·¥¼  £«¿¤® ¡»«¨ ¯°¥¤±² -
¢«¥»,  ¯°¨¬¥°, ¢ ° ¡®²¥ �®¡¥°²  �½¿ (May, 1976). � ½²® ¢°¥¬¿,
§ ¨¬ ¿±¼ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤  ± ¯®¬®¹¼¾ ª °¬ -
®£® ª «¼ª³«¿²®° ,  ¬¥°¨ª ±ª¨© ´¨§¨ª �¨²·¥« �¥©£¥¡ ³¬, ° -
¡®² ¢¸¨© ¢ �®±-�« ¬®±±ª®©  ¶¨® «¼®© « ¡®° ²®°¨¨, ®¡ °³-
¦¨«, ·²® ²®·ª¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤   ª ¯«¨¢ «¨±¼ ª
®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯°¥¤¥«³ | ¯®°®£³ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ¯® § ª®³
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨ ± ¯®ª § ²¥«¥¬ 4;669: : :�²®² ¯®ª § ²¥«¼
®ª § «±¿ ³¨¢¥°± «¼»¬, ². ¥. ¢®§¨ª « ¨ ¢ ¤°³£¨µ ®²®¡° ¦¥¨¿µ,
¨, ª ª § ²¥¬ ¢»¿±¨«®±¼, ¢ ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ
± ¬®£® ° §®£® ¢¨¤ . �±¯®«¼§³¿  ¯¯ ° ²,   «®£¨·»© ° §¢¨²®¬³
° ¥¥ ¢ ²¥®°¨¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢, | ¬¥²®¤ °¥®°¬ «¨§ ¶¨®®©
£°³¯¯», �¥©£¥¡ ³¬ ¯®±²°®¨« § ¬¥· ²¥«¼³¾ ²¥®°¨¾, ®¡º¿±¿¾-
¹³¾ ³¨¢¥°± «¼®±²¼ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤  (Feigenbaum 1978, 1979).
�¥®°¨¿ ½²  ¢»£«¿¤¥«  ±«¨¸ª®¬ ´®°¬ «¼®, ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ´¨§¨-
ª®¢, ¨ ±«¨¸ª®¬ ¥±²°®£®, ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢, ² ª ·²®
�¥©£¥¡ ³¬³ ¤ «¥ª® ¥ ±° §³ ³¤ «®±¼ ®¯³¡«¨ª®¢ ²¼ ±² ²¼¾ ± ¨§-
«®¦¥¨¥¬ ±¢®¨µ °¥§³«¼² ²®¢. �²  § ¤¥°¦ª  ®²· ±²¨ ª®¬¯¥±¨°®-
¢ « ±¼ ²¥¬, ·²® �¥©£¥¡ ³¬  ª²¨¢® ° ±±ª §»¢ « ® ±¢®¥© ° ¡®²¥
  ª®´¥°¥¶¨¿µ ¨ ±¥¬¨ ° µ. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³
·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨© ®¡ °³¦¥»¥ ±¢®©-
±²¢  ³¨¢¥°± «¼®±²¨,  ¡«¾¤ «±¿ ¢ ®£°®¬®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¥«¨-
¥©»µ ±¨±²¥¬ ° §«¨·®© ´¨§¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤» ¨ ¢ ¨µ ¬®¤¥«¿µ.
�¤  ¨§ ¯¥°¢»µ ®·¥¼  ªª³° ²»µ ° ¡®² | ½ª±¯¥°¨¬¥² ¯® ª®-
¢¥ª¶¨¨ ¢ ¦¨¤ª®¬ £¥«¨¨ (Maurer, Libchaber, 1979). � ¡®²  �¥©£¥-
¡ ³¬  ±²¨¬³«¨°®¢ «  ² ª¦¥ ¨§³·¥¨¥ ¨ °¥®°¬£°³¯¯®¢®¥ ®¯¨± ¨¥
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¤°³£¨µ ±¶¥ °¨¥¢ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  | ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼
(Pomeau, Manneville, 1980) ¨ ·¥°¥§ ° §°³¸¥¨¥ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ (Shenker, 1982; Feigen-
baum et al., 1982; Rand et al., 1982; Ostlund et al., 1983).

1.6. � ²¥¬ ²¨ª 

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ²³ ¥®¶¥¨¬³¾ °®«¼, ª®²®°³¾ ±»£° «¨ ¤«¿
 ³ª¨ ® ¤¨ ¬¨·¥±ª®¬ µ ®±¥ ª § «®±¼ ¡»  ¡±²° ª²»¥ ¨±±«¥¤®¢ -
¨¿, ¤¨ª²®¢ ¢¸¨¥±¿ ¢³²°¥¥© «®£¨ª®© ° §¢¨²¨¿ ± ¬®© ¬ ²¥¬ -
²¨ª¨. �²®, ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼, ²¥®°¨¿ ¬®¦¥±²¢ ¨ ²¥®°¨¿ ° §¬¥°-
®±²¨. � §° ¡®² »¥ ¢¥«¨ª¨¬ ¥¬¥¶ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¬ �¥®°£®¬
� ²®°®¬ (1845{1918) ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ¡¥±ª®¥·»µ ¬®¦¥±²¢ µ,
¨µ ±° ¢¥¨¨ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ³±² ®¢«¥¨¿ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®£® ±®-
®²¢¥²±²¢¨¿, ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±·¥²®£® ¬®¦¥±²¢  ¨ ª®²¨³³¬ , § -
¬¥¨²»© ¯°¨¬¥° ¬®¦¥±²¢  � ²®°  ±«³¦ ² ° ¡®·¨¬¨ ¨±²°³-
¬¥² ¬¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥© ¢ ®¡« ±²¨ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨. �²¨
ª®¶¥¯¶¨¨ ¡³¤³² ¥®¤®ª° ²® ¢±²°¥· ²¼±¿ ¢  ¸¥¬ ª³°±¥. �°³-
£¨¥ ¯°¨¬¥°» À¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®±²°®¢Á (±¥¦¨ª  �®µ , ª®¢¥°
�¥°¯¨¼±ª®£® ¨ ¤°.), ¯°¨¤³¬ »µ ¬ ²¥¬ ²¨ª ¬¨ ¤«¿ ®¡º¿±¥-
¨¿ ²®ª¨µ ¬®¬¥²®¢ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤«¿ ¨«-
«¾±²° ¶¨¨ ±¢®©±²¢ ®¡º¥ª²®¢, ± ª®²®°»¬¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«®
¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ (±²° »¥  ²²° ª²®°»). �¥²°¨-
¢¨ «¼®¥ ®¡®¡¹¥¨¥ ¯®¿²¨¿ ° §¬¥°®±²¨, ¯°¨¬¥¨¬®¥ ª ² ª¨¬
¬®¦¥±²¢®¬, ¡»«® ° §° ¡®² ® ¥¬¥¶ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¬ �¥«¨ª±®¬
� ³±¤®°´®¬ (1868{1942) ¨ ² ª¦¥ ±² «® ° ¡®·¨¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¢
¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¥.

�®¦¥±²¢  ± ¥¶¥«®© ° §¬¥°®±²¼¾ � ³±¤®°´   §»¢ ¾² ´° ª-
² « ¬¨. �²®² ²¥°¬¨ ¡»« ¢¢¥¤¥ ±° ¢¨²¥«¼® ¥¤ ¢® �¥³ 
� ¤¥«¼¡°®²®¬. �¬¥® ® ®¡° ²¨« ¢¨¬ ¨¥   ²®, ·²® ±²° »¥
®¡º¥ª²», À¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¬®±²°»Á, ¬®£³² ¢® ¬®£¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ
±«³¦¨²¼ ¢¯®«¥ °¥ «¨±²¨·»¬¨ ¬®¤¥«¿¬¨ ° §«¨·»µ ®¡° §®¢ -
¨© ¢ ¯°¨°®¤¥. � ª®£® °®¤  ¯°¨¬¥°®¢ ¨§¢¥±²® ²¥¯¥°¼ ®·¥¼ ¬®£®
(®¡« ª , £®°»¥ ¬ ±±¨¢», ª« ±²¥°» ¨§ · ±²¨¶ ¢® ¢§¢¥±¿µ, ¬ £¨²-
»¥ ¤®¬¥», ¢¨µ°¨ ¢ ²³°¡³«¥²®© ¦¨¤ª®±²¨ ¨ ² ª ¤ «¥¥). �³¤³·¨
¤ «¥ª®© ®² ¯°¨¿²»µ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ±² ¤ °²®¢ ±²¨«¿ ¨ ±²°®£®±²¨
¨§«®¦¥¨¿, ª¨£  � ¤¥«¼¡°®²  ¯°¥¤±² ¢«¿«  ±®¡®© ±ª®°¥¥ ¯°®-
¨§¢¥¤¥¨¥  ³·®-¯®¯³«¿°®£® ¦ ° . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®  ¢»§¢ « 
¬ ±±®¢»© ¨²¥°¥±  ³·®£® ±®®¡¹¥±²¢  ¨ ±²¨¬³«¨°®¢ «  ¡³°®¥
° §¢¨²¨¥ ®¢®© ¤¨±¶¨¯«¨» | ´° ª² «¼®© £¥®¬¥²°¨¨, ±®¯°¨ª -
± ¾¹¥©±¿ ¯® ¬®£¨¬ ¯³ª² ¬ ± ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª®©.

�¥²°¨¢¨ «¼»¬ ±¨²¥§®¬ ²¥®°¨¨ ° §¬¥°®±²¨, ²¥®°¨¨ ¬¥°»,
ª®¶¥¯¶¨© ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨, ±² « ² ª  §»¢ ¥¬»© ¬³«¼²¨-
´° ª² «¼»© ¨«¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨© ´®°¬ «¨§¬, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾-
¹¨© ° §®±²®°®¥¥ ®¯¨± ¨¥ ±¢®©±²¢ ±²° »µ ¬®¦¥±²¢, ¢±²°¥-
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· ¾¹¨µ±¿ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬
(�³« ¨ ¤°., ®¡§®° 1984; Halsey et al., 1986).

�»¸¥ ¬» ³¯®¬¨ «¨ ®¡ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª®© ¯°®£° ¬¬¥ ²¥®°¨¨
ª®«¥¡ ¨© ¯® �¤°®®¢³ ¨ �®²°¿£¨³. �²  ¯°®£° ¬¬  °¥ «¨§®-
¢   ¢ ¨§¿¹®© ¨ § ª®·¥®© ´®°¬¥ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ± ¤¢³¬¥°»¬
´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �¤ ª®  ·¨ ¿ ± ° §¬¥°®±²¨ ²°¨, ¢®§-
¨ª ¾² £«³¡®ª¨¥ ¯°®¡«¥¬», ¨§-§  ª®²®°»µ ¢»¯®«¥¨¥ ½²®© ¯°®-
£° ¬¬» ±² ®¢¨²±¿ ¯°¨¶¨¯¨ «¼® ¥¢®§¬®¦»¬. �ª §»¢ ¥²±¿,
·²® ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¨±²¥¬ ¬®£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ®¡« ±²¨, £¤¥ ±²°³ª-
²³°® ¥³±²®©·¨¢»¥ ±¨±²¥¬» ®¡° §³¾² ¢±¾¤³ ¯«®²®¥ ¬®¦¥±²¢®.
� ¬® ®±®§ ¨¥ ½²®£® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢  ¡»«® ¢ ¦»¬ ±®¡»²¨¥¬ ¢ ²¥-
®°¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¨ ®® ±¢¿§ ® ± ¨¬¥¥¬  ¬¥°¨ª ±ª®£®
¬ ²¥¬ ²¨ª  �²¥´   �¬¥©« . �  ¸¥¬ ª³°±¥ ¡³¤¥² ° ±±¬®²°¥®
®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®¤ª®¢» �¬¥©«  | ¯°®±²®© ¯°¨¬¥° ¨±ª³±±²¢¥®©
±¨±²¥¬» ± ¥²°¨¢¨ «¼®© ¤¨ ¬¨ª®©.

�²¥°¥±®, ·²®   �¬¥©«  ®ª § «  ¢«¨¿¨¥ ³¯®¬¨ ¢¸ ¿±¿
¢»¸¥ ° ¡®²  � °²° ©² ¨ �¨²²«¢³¤  ® ¥ ¢²®®¬®¬ £¥¥° ²®°¥
� -¤¥°-�®«¿. � ¡®²» �¬¥©« , ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ±²¨¬³«¨°®¢ «¨
±®§¤ ¨¥ ±®¢¥²±ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¬ �.�.�®±®¢»¬ ² ª  §»¢ ¥¬®©
£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨, ¨¬¥¾¹¥© ¢ ®±®¢¥ ±¨±²¥¬³  ª±¨®¬, ¢»-
¯®«¥¨¥ ª®²®°»µ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² µ ®²¨·¥±ª³¾ ¤¨ ¬¨ª³.

1.7. �°¨ª« ¤®© µ ®±

�·¥¼ · ±²® ¤¨±ª³²¨°³¥²±¿ ¢®¯°®±: ¤«¿ ·¥£® ³¦¥ µ ®±?
�°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¥«¼§¿ ¥¤®®¶¥¨¢ ²¼ ª®«®±± «¼®£® ¬¨°®¢®§-

§°¥·¥±ª®£® § ·¥¨¿ ½²®© ª®¶¥¯¶¨¨. �ª°³¦ ¾¹¨©  ± ¬¨° ¯®-
«® ¥«¨¥©»µ ¿¢«¥¨© ¨ ¯°®¶¥±±®¢, ¯° ¢¨«¼®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥
® ª®²®°»µ ¥¬»±«¨¬® ¡¥§ ¯®¨¬ ¨¿ ¢®§¬®¦®±²¨ µ ®± ,   ² ª¦¥
±¢¿§ »µ ± ½²¨¬ ¯°¨¶¨¯¨ «¼»µ ®£° ¨·¥¨©   ¯°¥¤±ª §³¥-
¬®±²¼ ¯®¢¥¤¥¨¿ ±«®¦»µ ±¨±²¥¬. � ¯°¨¬¥°, ±² ®¢¨²±¿ ¢¯®«¥
®·¥¢¨¤®© ¥±®±²®¿²¥«¼®±²¼ ³·¥¨¿ ®¡ ®¤®§ ·®© ®¯°¥¤¥«¥®-
±²¨ ¨±²®°¨·¥±ª®£® ¯°®¶¥±± .

�ª § ®¥ ¥ ¬¥¸ ¥² ®¡±³¦¤ ²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿
µ ®±  ¢ ±¨±²¥¬ µ ° §«¨·®© ¯°¨°®¤» ¤«¿ ª ª¨µ-«¨¡® ª®ª°¥²»µ
¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¶¥«¥© ¨«¨ ¦¥ ³·¥²  ²¥µ ¯®±«¥¤±²¢¨©, ª ª®²®°»¬ ¬®-
¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨.

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°®±²®© ¯°¨¬¥° | § ¤ ·³ ® ¤¨ ¬¨ª¥ ±³¤  ¨«¨
¥´²¿®© ¯« ²´®°¬» ¯°¨  «¨·¨¨ ¢®«¥¨¿ (Thompson, Stewart,
1986). � ¨§¢¥±²®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ½²® ¥«¨¥© ¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿
±¨±²¥¬  ± ¢¥¸¨¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬. �®°¬ «¼®¥, ° -
¡®·¥¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ±³¤  ®²¢¥· ¥² ®¤®¬³  ²²° ª²®°³ ±¨±²¥¬», ¯¥-
°¥¢¥°³²®¥ | ¤°³£®¬³. �®¦® § ¤ ²¼±¿ ¢®¯°®±®¬, ª ª ° ±¯®«®¦¥
¨ ª ª ³±²°®¥ ¡ ±±¥© ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¢²®°®£®  ²²° ª²®° . � ª ® § -
¢¨±¨² ®² ¨²¥±¨¢®±²¨ ¢®«¥¨¿? �±®, ·²® ¯®¯ ¤ ¨¥ ¢ ¡ ±±¥©
¯°¨²¿¦¥¨¿ ¢²®°®£®  ²²° ª²®°  ¢¥¤¥² ª ª ² ±²°®´¥! �®¤·¥°ª¥¬,
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·²® ²®«¼ª® ¥«¨¥©»©   «¨§ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¢±¥±²®°®¥¥ ¯®¨¬ -
¨¥ ±¨²³ ¶¨¨, ¢»° ¡®²ª³ ³±«®¢¨© ¨ °¥ª®¬¥¤ ¶¨© ¯® ¨§¡¥¦ ¨¾
ª ² ±²°®´».

�« £®¤ °¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤¥ µ ®²¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¨ ¨µ
·³¢±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¬ «»¬ ¢®§¬³¹¥¨¿¬ ®¨ ¤®-
¯³±ª ¾² ½´´¥ª²¨¢®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¢¥¸¥£® ª®²°®-
«¨°³¥¬®£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �¥«¼¾ ² ª®£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼
°¥ «¨§ ¶¨¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® °¥¦¨¬  ¢¬¥±²® µ ®±  ¨«¨
¯®¯ ¤ ¨¥ ¢ § ¤ ³¾ ®¡« ±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �²  ¨¤¥¿,
¢»¤¢¨³² ¿ ¯¥°¢® · «¼® £°³¯¯®©  ¬¥°¨ª ±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©
¨§ ³¨¢¥°±¨²¥²  ¸² ²  �¥°¨«¥¤ (Ott, Grebogi, Yorke, 1990),
¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ®·¥¼ ¯¥°±¯¥ª²¨¢®© ¨ ¯«®¤®²¢®°®© ¢ ¯°¨ª« ¤-
®¬ ¯« ¥. �  ±²®¿¹¥¬³ ¢°¥¬¥¨ ¯® ½²®¬³ ¯°¥¤¬¥²³ ¨¬¥¥²±¿
®¡¸¨° ¿ «¨²¥° ²³° , ¯°®¢¥¤¥® ¬®¦¥±²¢® ¬¥¦¤³ °®¤»µ  -
³·»µ ª®´¥°¥¶¨©.

�±¯¥¸»¥ ¯°¨¬¥°» ³¯° ¢«¥¨¿ µ ®±®¬ °¥ «¨§®¢ » ¢ ¬¥µ -
¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ, ½«¥ª²°®»µ ³±²°®©±²¢ µ, « §¥° µ. � ª ·¥-
±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ° ¡®²³ (Bollt, Meiss, 1995), £¤¥ ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¬¥²®¤¨ª¨ ³¯° ¢«¥¨¿ µ ®±®¬ ¤«¿ ²®£®,
·²®¡»  ¯° ¢¨²¼ ª®±¬¨·¥±ª¨©  ¯¯ ° ²   �³³. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²®
± ¯®¬®¹¼¾ ¬ «»µ ª®²°®«¨°³¥¬»µ ¢®§¤¥©±²¢¨© § ¤ ·³ ³¤ ¥²±¿
°¥¸¨²¼ ± ®·¥¼ ±³¹¥±²¢¥®© ½ª®®¬¨¥© ²®¯«¨¢ , ¯° ¢¤ , ¶¥®©
³¢¥«¨·¥¨¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ¯®«¥² .

�°³£®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¨¤¥© ¨ ¬¥²®¤®¢ ¥«¨¥©®©
¤¨ ¬¨ª¨ ±¢¿§ ® ± ¯°®¡«¥¬®© ®¡° ¡®²ª¨ ±¨£ «®¢. �°¥¤±² ¢¨¬
±¥¡¥, ·²® ¨±±«¥¤³¥²±¿ ³¤ «¥»© ¨ ¥¤®±²³¯»© ®¡º¥ª², ² ª ·²®
 ¸¨ ¢®§¬®¦®±²¨ ®£° ¨·¨¢ ¾²±¿   «¨§®¬ ¯®±²³¯ ¾¹¥£® ®²
¥£® ±¨£ « . �  ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ¡»«¨ ¯°¥¤«®¦¥» ¬¥²®¤¨ª¨, ¯®-
§¢®«¿¾¹¨¥ ¢»¿±¨²¼, ¯°®¨§¢¥¤¥ «¨ ±¨£ « ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥-
¬®©,   ² ª¦¥ ¯®«³·¨²¼ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ±¢®©±²¢ µ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨-
ª µ ½²®© ±¨±²¥¬». � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¯¯ ° ² ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨
¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¨±²°³¬¥² ¨±±«¥¤®¢ ¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹¨© ±¤¥« ²¼
§ ª«¾·¥¨¥ ¨«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ±²°³ª²³°¥ ®¡º¥ª² , ±ª®±²°³¨°®-
¢ ²¼ ¥£® ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼ ¨ ². ¤. � §° ¡®²ª³ ¬¥²®¤®¢ ¨  «-
£®°¨²¬®¢   «¨§  ±¨£ «®¢ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¢ ¦»¬  ¯° ¢«¥¨¥¬
¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±¢¿§ »¬ ± ¢®§¬®¦»¬¨
¯°¨«®¦¥¨¿¬¨.

�·¥¼ ¢»±®ª® ®¶¥¨¢ ¾²±¿ ¯¥°±¯¥ª²¨¢» ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿   -
«¨§  ¨ ®¡° ¡®²ª¨ ±¨£ «®¢, ª®±²°³¨°®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¥©,   ² ª¦¥ ¬¥-
²®¤¨ª ³¯° ¢«¥¨¿ µ ®±®¬ ¯°¨¬¥¨²¥«¼® ª ¯°®¡«¥¬ ¬ ¬¥¤¨¶¨»
¨ ¡¨®«®£¨¨.

� ° ¤¨®²¥µ¨ª¥ ¨ ½«¥ª²°®¨ª¥ ¨§¢¥±²¥ ¶¥«»© °¿¤ ¯°¨«®¦¥-
¨©, £¤¥ ¥®¡µ®¤¨¬» £¥¥° ²®°» ¸³¬®¯®¤®¡»µ ª®«¥¡ ¨©, ¢ °®«¨
ª®²®°»µ ¬®£³² ¢»±²³¯ ²¼ ° §«¨·»¥ ³±²°®©±²¢ , ´³ª¶¨®¨°³¾-
¹¨¥ ¢ °¥¦¨¬¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®£® µ ®± . �°¨¬¥° ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼
£¥¥° ²®°» ± § ¯ §¤»¢ ¾¹¥© ±¢¿§¼¾   « ¬¯¥ ¡¥£³¹¥© ¢®«» (�¨-
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±«®¢, � «®£¨, �¿±¨, 1979) ¨   « ¬¯¥ ®¡° ²®© ¢®«» (�¨§¡³°£,
�³§¥¶®¢, 1981; �¥§°³·ª®, �³§¥¶®¢, �°³¡¥¶ª®¢, 1979; �¥§°³·ª®
¨ ¤°., 1983).

�¤® ¨§ ¢®§¬®¦»µ ¯°¨«®¦¥¨© µ ®±  ±®±²®¨² ¢ ¨±¯®«¼§®¢ -
¨¨ £¥¥°¨°³¥¬»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ µ ®²¨·¥±ª¨µ ±¨£ -
«®¢ ¢ ¶¥«¿µ ª®¬¬³¨ª ¶¨¨. �« £®¤ °¿ µ ®²¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤¥ ±¨£-
 «®¢ ®²ª°»¢ ¾²±¿ ®¢»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ª®¤¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨,
ª®²®° ¿ ±² ®¢¨²±¿ ²°³¤®¤®±²³¯®© ¤«¿ ¯¥°¥µ¢ ² . �°¥¤«®¦¥
¶¥«»© °¿¤ ±µ¥¬, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨µ ±¢¿§¼   µ ®²¨·¥±ª¨µ ±¨£ « µ,
¯°®¢¥¤¥» ¤¥¬®±²° ¶¨®»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²» (±¬. ®¡§®° Hasler,
1998).

�¥§³«¼² ²», ¯®«³·¥»¥ ¢ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¥, ®²ª°»¢ ¾²
®¢»¥ ¥²°¨¢¨ «¼»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ¤«¿ ±¦ ²¨¿ ¨ µ° ¥¨¿,  
² ª¦¥ ®¡° ¡®²ª¨ ¨´®°¬ ¶¨¨. �²¥°¥±»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ² ª®£® °®¤ 
¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¯°¥¤«®¦¥ ¿ ¢ �±²¨²³²¥ ° ¤¨®²¥µ¨ª¨ ¨ ½«¥ª-
²°®¨ª¨ ��� ±µ¥¬  ª®¤¨°®¢ ¨¿ ¨ ®¡° ¡®²ª¨ ¨´®°¬ ¶¨¨ ± ¨±-
¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨© (Andreev, Dmitriev et al.,
1992). �´´¥ª²¨¢»¥ ¬¥²®¤» ±¦ ²¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ° §° ¡®² »  
®±®¢ ¨¨ ¨¤¥© ´° ª² «¼®© £¥®¬¥²°¨¨ (±¬. ®¡§®° �¼¾¤¨, 1990).
�°®° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ¢®¯°®± ® °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ ¯°®¶¥±±®¢
¢ ±¨±²¥¬ µ, ®²«¨·»µ ®² ²° ¤¨¶¨®®© ª®¬¯¼¾²¥°®©  °µ¨²¥ª-
²³°» ¨ ®¯¨° ¾¹¨µ±¿   ´¥®¬¥» ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ (Sinha,
Ditto, 1998).
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�¤® ¨§ ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¯®¿²¨©, ± ª®²®°»¬¨ ¯°¥¤±²®¨²
¨¬¥²¼ ¤¥«® ¢  ¸¥¬ ª³°±¥, | ½²® ¯®¿²¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬».

� ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ £®¢®°¿² ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¬®¦® ³ª -
§ ²¼ ² ª®©  ¡®° ¢¥«¨·¨,  §»¢ ¥¬»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ¯¥°¥¬¥-
»¬¨ ¨ µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨µ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬», ·²® ¨µ § ·¥¨¿
¢ «¾¡®© ¯®±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ¨±µ®¤®£®
 ¡®°  ¯® ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯° ¢¨«³. �²® ¯° ¢¨«® § ¤ ¥² ®¯¥° ²®°
½¢®«¾¶¨¨ ±¨±²¥¬». �±«¨ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» § ¤ ¥²±¿  ¡®°®¬
N ¢¥«¨·¨, ²® ¨§¬¥¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨, ¨«¨ ¤¨ ¬¨ª³
±¨±²¥¬», ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¤¢¨¦¥¨¥ ²®·ª¨ ¯® ²° ¥ª²®°¨¨
¢ N -¬¥°®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª®²®°³¾  §»¢ ¾² ´ §®¢®©
²° ¥ª²®°¨¥©.

�®£¤ -²® ¢ ¯®¿²¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¢ª« ¤»¢ «¨ ·¨±²®
¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ±®¤¥°¦ ¨¥, ¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³  ¡®° ²¥«, ±¢¿§ »µ ±¨-
«®¢»¬¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿¬¨ ¨ ¯®¤·¨¿¾¹¨µ±¿ ±¨±²¥¬¥ ¤¨´´¥°¥-
¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©, ¢»²¥ª ¾¹¨µ ¨§ § ª®®¢ �¼¾²® . �® ¬¥°¥
° §¢¨²¨¿  ³ª¨ ¯®¿²¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ±² ®¢¨«®±¼ ¸¨-
°¥, ®µ¢ ²»¢ ¿ ®¡º¥ª²» ° §®© ¯°¨°®¤». �®¢°¥¬¥®¥ ¯®¿²¨¥ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ½²® °¥§³«¼² ² ¤«¨²¥«¼®© ½¢®«¾¶¨¨  ³·»µ
¯°¥¤±² ¢«¥¨© ¨ ±¨²¥§  ¤®±²¨¦¥¨© ¬®£¨µ ¤¨±¶¨¯«¨. �® ¯®¤-
° §³¬¥¢ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ § ¤ ¨¿ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ «¾¡»¬ ±¯®-
±®¡®¬, ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ³° ¢¥¨¥¬. � · ±²®-
±²¨, ¢ ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¨ ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ, ¨ ¢ ° ¡®-
² µ ¯°¨ª« ¤®£® µ ° ª²¥°  ®·¥¼ · ±²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ±¨±²¥¬» ±
¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥¬¥¥¬, ª®²®°»¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿ °¥ª³°°¥²»¬¨ ®²®-
¡° ¦¥¨¿¬¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®¤ ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¥© ±«¥¤³¥² ¯®¨-
¬ ²¼ ¥ª®²®°³¾ ¤¨±ª°¥²³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª ¢ ´ §®¢®¬
¯°®±²° ±²¢¥ 1).

1) �®¢®«¼® · ±²® ¢ «¨²¥° ²³°¥, ®±®¡¥® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®©, ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨-
±²¥¬» ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬  §»¢ ¾² ¯®²®ª ¬¨,   ± ¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥¬¥-
¥¬ | ª ±ª ¤ ¬¨. � ²®·ª¨ §°¥¨¿ ´¨§¨ª , ½²¨ ²¥°¬¨» ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¥
®·¥¼ ³¤ ·»¬¨, ¯®±ª®«¼ª³ ®¨ À§ ¿²»Á, ¥±³² ¨³¾ ±¬»±«®¢³¾  £°³§ª³. �
¤ ®© ª¨£¥ ¬» ¯°¥¤¯®·¨² ¥¬ ¨§¡¥£ ²¼ ½²®© ²¥°¬¨®«®£¨¨, ® ·¨² ²¥«¾ ¢±¥ ¦¥
±«¥¤³¥² ¡»²¼ ® ¥© ®±¢¥¤®¬«¥»¬.
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�»¤¥«¿¾² ¤¢  ª« ±±  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ | ª®±¥°¢ ²¨¢»¥
¨ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»¥.

� ´¨§¨ª¥ ±¢®©±²¢® ª®±¥°¢ ²¨¢®±²¨ ¯®¨¬ ¥²±¿ ª ª ±®µ° ¥-
¨¥ ½¥°£¨¨. � · ±²®±²¨, ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ²¥«¼»¥ ±¨±²¥¬» ¢
®²±³²±²¢¨¥ ²°¥¨¿ ®²®±¿²±¿ ª ª®±¥°¢ ²¨¢»¬ ±¨±²¥¬ ¬. � ¯°¨-
±³²±²¢¨¨ ²°¥¨¿ ¬¥µ ¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¥ ±®µ° ¿¥²±¿,   ¯®±²¥-
¯¥® ° ±±¥¨¢ ¥²±¿ (¤¨±±¨¯¨°³¥²) ¨ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ²¥¯«®, ². ¥. ¢
½¥°£¨¾ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ¬®«¥ª³«, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ±¨-
±²¥¬³ ¨ ¥¥ ®ª°³¦¥¨¥. �²°®£® £®¢®°¿, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢°¥¬¥ ¿ ½¢®-
«¾¶¨¿ ¤®«¦  ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ¥ ²®«¼ª® ±®±²®¿¨¥¬ ± ¬®© ±¨±²¥¬»,
® ¨ ®ª°³¦¥¨¥¬. �±¥ ¦¥ ¨ ¢ ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ ®¯¨± ¨¥ ¢ ° ¬ª µ
ª®¶¥¯¶¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, § ¤ »µ,  ¯°¨¬¥°, ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨, ®·¥¼ · ±²® ®ª §»¢ ¥²±¿ ° §³¬»¬
¨ ¤®±² ²®·® ²®·»¬. �²® ¡³¤¥² ³¦¥ ¤¨±±¨¯ ²¨¢ ¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿
±¨±²¥¬ .

�» µ®²¥«¨ ¡», ®¤ ª®,  ±±®¶¨¨°®¢ ²¼ ª®±¥°¢ ²¨¢®±²¼ ¨ ¤¨±-
±¨¯ ²¨¢®±²¼ ± ¨±µ®¤»¬¨ ¯®¿²¨¿¬¨ ²¥®°¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨-
±²¥¬,   ¥  ¯¥««¨°®¢ ²¼ ª · ±²®¬³ ª« ±±³ ®¡º¥ª²®¢ ª®ª°¥²®©
¯°¨°®¤».

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¥ª®²®°³¾ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³, ². ¥. § -
¤ ® ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¨ ³ª §  ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨. �¬¥±²®
®¤®© ±¨±²¥¬» ° ±±¬®²°¨¬  ± ¬¡«¼, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¡®«¼¸®£® ª®-
«¨·¥±²¢  ¥¥ ¨¤¥²¨·»µ ª®¯¨©, ¯°¨·¥¬ ¢±¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨  ± ¬-
¡«¿ ¬®£³² ®²«¨· ²¼±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ²®«¼ª® «¨¸¼  · «¼»¬¨ ³±«®-
¢¨¿¬¨. � ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  ± ¬¡«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ®¡« ª®¬
¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª. � ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ª ¦¤ ¿ ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿
²®·ª  ¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª ª ¯°¥¤¯¨± ® ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ±¨±²¥¬», ² ª ·²® ´®°¬  ®¡« ª  ¨ ¥£®
° §¬¥°» ¡³¤³² ¬¥¿²¼±¿.

�®¦¥² ±«³·¨²¼±¿, ·²® ®¡º¥¬ ®¡« ª  ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¢°¥¬¥®© ½¢®-
«¾¶¨¨ ¡³¤¥² ®±² ¢ ²¼±¿ ¯®±²®¿»¬ (°¨±. 2.1 ). �²® µ ° ª²¥°®
¤«¿ ª®±¥°¢ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬, ª ª®²®°»¬ ®²®±¿²±¿, ¢ · ±²®±²¨,
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬¥µ ¨ª¥ £ ¬¨«¼²®®¢» ±¨-
±²¥¬».

�«¿ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ° §¬¥°®±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  N
·¥² ¿; ±®±²®¿¨¥ § ¤ ¥²±¿  ¡®°®¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ qi, pi
(i = 1; : : :; N=2),  §»¢ ¥¬»µ ®¡®¡¹¥»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¨ ¨¬¯³«¼-
± ¬¨. �®«¨·¥±²¢® ¯ ° ª®®°¤¨ ² ¨ ¨¬¯³«¼±®¢, ². ¥. ¢¥«¨·¨³, ¢¤¢®¥
¬¥¼¸³¾ ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ ,  §»¢ ¾² ·¨±«®¬ ±²¥¯¥-
¥© ±¢®¡®¤». �«¿ ±¨±²¥¬ ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ¤¨ ¬¨ª  § ¤ ¥²±¿
³° ¢¥¨¿¬¨ � ¬¨«¼²® 

_pi = �
@H(p1; p2; : : : ; pN=2; q1; q2; : : : ; qN=2)

@qi
;

_qi =
@H(p1; p2; : : : ; pN=2; q1; q2; : : : ; qN=2)

@pi
;
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£¤¥ H(p1; p2; : : : ; pN=2; q1; q2; : : : ; qN=2) | ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¤«¿ ª ¦¤®© ¤ -
®© ±¨±²¥¬» ´³ª¶¨¿ N ¯¥°¥¬¥»µ, ¨¬¥³¥¬ ¿ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬. � -
¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ± ¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥¬¥¥¬ (®²®¡° ¦¥¨¥) ¢ ± ¬®¬ ®¡-
¹¥¬ ±«³· ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥  ¥¿¢® ·¥°¥§ ®¤³ ´³ª¶¨¾ N ¯¥°¥-
¬¥»µ F (q1; q2; : : : ; qN=2; q

0

1; q
0

2; : : : ; q
0

N=2),  §»¢ ¥¬³¾ ¯°®¨§¢®¤¿¹¥©

´³ª¶¨¥©:

pi = �
@F (q1; q2; : : : ; qN=2; q

0

1; q
0

2; : : : ; q
0

N=2)

@qi
;

p0

i =
@F (q1; q2; : : : ; qN=2; q

0

1; q
0

2; : : : ; q
0

N=2)

@ _qi
:

�¤¥±¼ ¢¥«¨·¨», ®²¬¥·¥»¥ ¸²°¨µ ¬¨, ®²®±¿²±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¬®-
¬¥²³ ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨.

�²® ª ± ¥²±¿ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬, ²® ¤«¿ ¨µ µ ° ª²¥°®,
·²® ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ®¡« ª® ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª À±º¥¦¨¢ -
¥²±¿Á ¨ ª®¶¥²°¨°³¥²±¿ ¢ ¨²®£¥   ®¤®¬ ¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨µ  ²-
²° ª²®° µ | ¯®¤¬®¦¥±²¢ µ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ®¡« ¤ ¾-
¹¨µ ®¡»·® ³«¥¢»¬ ´ §®¢»¬ ®¡º¥¬®¬ (°¨±. 2.1¡). � ²®·ª¨ §°¥¨¿

�¨±. 2.1. � ®¯°¥¤¥«¥¨¾ª®±¥°¢ ²¨¢»µ (a) ¨ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ (¡) ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ
±¨±²¥¬

¤¨ ¬¨ª¨ ¢® ¢°¥¬¥¨, ½²® ®§ · ¥², ·²® °¥¦¨¬, ¢®§¨ª ¾¹¨© ¢
±¨±²¥¬¥, ¯°¥¤®±² ¢«¥®© ± ¬®© ±¥¡¥ ¢ ²¥·¥¨¥ ¤«¨²¥«¼®£® ¢°¥-
¬¥¨, ±² ®¢¨²±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¨¬ ®²  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ (¯® ª° ©-
¥© ¬¥°¥, ¯°¨ ¢ °¨ ¶¨¨  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¢ ¥ª®²®°»µ ª®¥·»µ
¯°¥¤¥« µ).

�°®±²»¥ ¯°¨¬¥°»  ²²° ª²®°®¢ | ³±²®©·¨¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ° ¢-
®¢¥±¨¿ ¨ ³±²®©·¨¢»© ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª« | § ¬ª³² ¿ ´ §®¢ ¿
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²° ¥ª²®°¨¿, ª ª®²®°®© ±²°¥¬¿²±¿ ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ¢±¥ ¡«¨§ª¨¥
²° ¥ª²®°¨¨. �°¥¤¥«¼»© ¶¨ª« ®²¢¥· ¥², ª ª ¨§¢¥±²®, °¥¦¨¬³ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨©.

�°¨  «¨·¨¨ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤¢³µ ¨«¨ ¡®«¥¥  ²²° ª-
²®°®¢ £®¢®°¿², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¡¨±² ¡¨«¼®±²¼
¨«¨ ¬³«¼²¨±² ¡¨«¼®±²¼. �®¦¥±²¢® ²®·¥ª ´ §®¢®£® ¯°®±²° -
±²¢ , ¨§ ª®²®°»µ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯°¨µ®¤¿² ¢ ª®¶¥ ª®¶®¢ ª ª ª®¬³-²®
®¤®¬³  ²²° ª²®°³,  §»¢ ¥²±¿ ¡ ±±¥©®¬ ½²®£®  ²²° ª²®° .

�¤¨¬ ¨§ ¢ ¦»µ ¯®¿²¨© ²¥®°¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¯®¿²¨¥ ¨¢ °¨ ²®£® ¬®¦¥±²¢ . �®¦¥±²¢® ²®·¥ª ´ -
§®¢®£® ¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¾² ¨¢ °¨ ²»¬ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨
´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ±² °²³¾¹ ¿ ¨§ «¾¡®© ¥£® ²®·ª¨, ¶¥«¨ª®¬ ¯°¨-
 ¤«¥¦¨² ½²®¬³ ¬®¦¥±²¢³. �¾¡®©  ²²° ª²®° ¥±²¼ ¨¢ °¨ ²®¥
¬®¦¥±²¢®, ® ¥  ®¡®°®². �¥³±²®©·¨¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨, ¥-
³±²®©·¨¢»¥ § ¬ª³²»¥ ®°¡¨²» | ½²® ²®¦¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¥-
±²¢ . �  ¸¥¬ ª³°±¥ ¬» ¢±²°¥²¨¬±¿ ¨ ± ¤°³£¨¬¨, ¡®«¥¥ ±«®¦»¬¨
¯°¨¬¥° ¬¨ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¥±²¢. � ®²«¨·¨¥ ®²  ²²° ª²®°®¢,
ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ²®«¼ª® ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ, ¨¢ °¨-
 ²»¥ ¬®¦¥±²¢  ¢±²°¥· ¾²±¿ ¨ ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ, ¨ ¢ ª®±¥°¢ -
²¨¢»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ.

�«¥¤³¥² ·¥²ª® ®±®§ ¢ ²¼, ·²® ¯®¿²¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»
¥±²¼ ²¥®°¥²¨·¥±ª ¿  ¡±²° ª¶¨¿, ² ª ¦¥ ª ª ¬®£¨¥ ¤°³£¨¥ ¯°¨-
¢»·»¥ ¨ ¯®«¥§»¥  ³·»¥  ¡±²° ª¶¨¨ (¬ ²¥°¨ «¼ ¿ ²®·ª ,  ¡-
±®«¾²® ²¢¥°¤®¥ ²¥«®, ¥±¦¨¬ ¥¬ ¿ ¦¨¤ª®±²¼, ¨¤¥ «¼»© £ §).
�¥ «¼»¥ ®¡º¥ª²» ¬®£³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨-
±²¥¬» ²®«¼ª® ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ¢ ²®© ¬¥°¥, ¢ ª ª®©
¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¬®¦® ¨£®°¨°®¢ ²¼ ²®ª¨¥ ¤¥² «¨ ¢³-
²°¥¥© ±²°³ª²³°» ±¨±²¥¬» ¨ ¥¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ± ®ª°³¦ ¾¹¨¬
¬¨°®¬.

�±¯¥µ¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬¥µ ¨ª¨ ¢ XVII{XIX ¢¢. ¡»«¨ ±²®«¼
¢¯¥· ²«¿¾¹¨¬¨, ·²® ±² «® ª § ²¼±¿ ¢®§¬®¦»¬ ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥
¢±¾ �±¥«¥³¾ ª ª ®¤³ £¨£ ²±ª³¾ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³. �²³
¯®§¨¶¨¾ ·¥²ª® ±´®°¬³«¨°®¢ « � ¯« ±: À�®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» ¯°¨-
°®¤» ¢  ±²®¿¹¥¬ ¥±²¼, ®·¥¢¨¤®, ±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ª ª¨¬ ®® ¡»«®
¢ ¯°¥¤»¤³¹¨© ¬®¬¥², ¨ ¥±«¨ ¬» ¯°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥ ° §³¬, ª®²®°»©
¢ ¤ ®¥ ¬£®¢¥¨¥ ¯®±²¨£ ¢±¥ ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ®¡º¥ª² ¬¨ �±¥«¥®©,
²® ® ±¬®¦¥² ³±² ®¢¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®«®¦¥¨¿, ¤¢¨¦¥¨¿
¨ ®¡¹¨¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ½²¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢ «¾¡®¥ ¢°¥¬¿ ¢ ¯°®¸«®¬ ¨«¨
¢ ¡³¤³¹¥¬Á (1776 £®¤). �²  ¤®ª²°¨ , ¯®«³·¨¢¸ ¿  §¢ ¨¥ « -
¯« ±®¢±ª®£® ¤¥²¥°¬¨¨§¬ , ¢»° §¨«  ¢ ª®¶¥²°¨°®¢ ®¬ ¢¨¤¥
¨¤¥ «  ³·®£® ¯®§ ¨¿, ª ª¨¬ ® ¢¨¤¥«±¿ ¢ ²¥ ¢°¥¬¥ . �® ¤®-
¡¨«±¿ ¤«¨²¥«¼»© ¯³²¼ ° §¢¨²¨¿  ³ª¨ ¨  ³·®£® ¬¨°®¢®§§°¥¨¿
(²¥®°¨¿ ¯®«¿, ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª  ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ´¨§¨ª , ª¢ ²®¢ ¿
¬¥µ ¨ª ), ·²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ¥±®±²®¿²¥«¼®±²¨ ² ª®£® ¯°¥¤±² -
¢«¥¨¿ ® ¬¨°¥.
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� ª ¬» ²¥¯¥°¼ § ¥¬, ¨¤¥ « « ¯« ±®¢±ª®£® ¤¥²¥°¬¨¨§¬  ¯°¨-
¶¨¯¨ «¼® ¥¤®±²¨¦¨¬ ¤ ¦¥ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®£° ¨·¨²¼±¿ ° ¬-
ª ¬¨  ¡±²° ª¶¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬. �¥®¬¥, ¿°ª® ¤¥¬®-
±²°¨°³¾¹¨© ½²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ¡»« ®²ª°»² ¨ ±² « ®¡¹¥¨§¢¥±²-
»¬ ¢ ¯®±«¥¤¨¥ ¥±ª®«¼ª® ¤¥±¿²¨«¥²¨©. �²® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨© µ ®±,
®±®¢®© ¯°¥¤¬¥²  ¸¥£® ¨²¥°¥±  ¢ ¤ ®¬ ª³°±¥ «¥ª¶¨©. � ®²¨-
·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¥°¥£³«¿°»¬, ¯®µ®¦¨¬   ±«³-
· ©»© ¯°®¶¥±±, ¨§¬¥¥¨¥¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¢® ¢°¥-
¬¥¨. � ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ µ ®±  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ±  «¨-
·¨¥¬ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢ | ±«®¦®
³±²°®¥»µ ´° ª² «¼»µ ¬®¦¥±²¢, ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨µ ª ±¥¡¥ ¢±¥
²° ¥ª²®°¨¨ ¨§ ¥ª®²®°®© ¯°¨«¥£ ¾¹¥© ®¡« ±²¨ (¡ ±±¥©   ²²° ª-
²®° ) [2].

�®§¬®¦®±²¼ µ ®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ª ¦¥²±¿   ¯¥°¢»©
¢§£«¿¤ ¥±®¢¬¥±²¨¬®© ± ± ¬¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨-
±²¥¬», ®±®¢ ®¬   ³²¢¥°¦¤¥¨¨ ® ¢®§¬®¦®±²¨ ®¤®§ ·®£®
¯°¥¤±ª § ¨¿ ª®¥·®£® ±®±²®¿¨¿ ¯® ¨±µ®¤®¬³. �¥«¼  ±²®¿¹¥©
«¥ª¶¨¨ ¢ ²®¬, ·²®¡» ±® ¢±¥© ¿±®±²¼¾ ¯®ª § ²¼, ·²® ³¯®¬¿³²®¥
¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ²®«¼ª® ª ¦³¹¥¥±¿, ¨ ¯°®¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼ ¯°¨±³²-
±²¢¨¥ µ ®±  ¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ. �±«¨ ¯»² ²¼±¿ ¯®¤®©²¨ ª
¯°®¡«¥¬¥, ¢§¿¢ §  ®²¯° ¢³¾ ²®·ª³ ª ª³¾-«¨¡® °¥ «¼³¾ ´¨§¨·¥-
±ª³¾ ±¨±²¥¬³, ²® ¢®¯°®± ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ±®¢±¥¬ ¥¯°®±²»¬ (¢±¯®-
¬¨²¥ ¢»±ª §»¢ ¨¥ � ¯« ± !). �¤ ª® ¥±²¼ ¤°³£®© ¯³²¼ | ®¡° -
²¨²¼±¿ ª ¬®¤¥«¿¬, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨¬ ±®¡®© ¨±ª³±±²¢¥® ±ª®±²°³-
¨°®¢ »¥ À¨£°³¸¥·»¥Á ¯°¨¬¥°», ª®²®°»¥ (1) § ¢¥¤®¬® ¯°¥¤±² -
¢«¿¾² ±®¡®© ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ¢ ±¬»±«¥ ®¡¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿,
(2) ¤®¯³±ª ¾² ¤¥² «¼»© ²¥®°¥²¨·¥±ª¨©   «¨§ ¨ (3) ¤¥¬®±²°¨-
°³¾² µ ®±. �²® ¨ ¡³¤¥² ±¤¥« ®.

�«¿ ±° ¢¥¨¿ ¬®¦® ¢±¯®¬¨²¼ ¯°¨¬¥° ¨§ ¨±²®°¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨.
�® ¤®¡¨«¨±¼ ±²®«¥²¨¿ ³±¨«¨©, £¥¨© �®¡ ·¥¢±ª®£®, �®«¼¿¨ ¨ � ³±± ,
·²®¡» ¢¯¥°¢»¥ ³±² ®¢¨²¼ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®±²³« ²  ® ¯ ° ««¥«¼»µ ®²
®±² «¼»µ  ª±¨®¬ �¢ª«¨¤ . �¤ ª® ¯®§¤¥¥, ¯®±«¥ ²®£® ª ª ¢ ª®¶¥
XIX ¢. ¡»«¨ ¯°¥¤«®¦¥» ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ª®±²°³ª¶¨¨ |
¬®¤¥«¨ ¥¥¢ª«¨¤®¢®© £¥®¬¥²°¨¨, ½²®² ´ ª² ±² « ®·¥¢¨¤»¬, ¤®ª § ²¥«¼-
±²¢® ¤®±²³¯® ¤ ¦¥ ¸ª®«¼¨ª³ ¨ ¯³¡«¨ª®¢ «®±¼ ¢ ¦³° «¥ À�¢ ²Á.

2.1. �¤®¬¥°»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿

� ·¥¬ ± ®¡±³¦¤¥¨¿ ¬®¤¥«¼»µ ±¨±²¥¬, ±®±²®¿¨¥ ª®²®°»µ
µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ®¤®©-¥¤¨±²¢¥®© ¯¥°¥¬¥®© x, ². ¥. ´ §®¢®¥
¯°®±²° ±²¢® ®¤®¬¥°®,   ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ § ¤ ¥²±¿ °¥ª³°°¥²-
»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¢¨¤  xn+1 = f(xn), £¤¥ n | ¤¨±ª°¥²®¥ ¢°¥¬¿.
�²® ®·¥¼ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨© ª« ±± ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, ® ¨µ   -
«¨§ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§»¬ ¨ ¢ ¦»¬, ¯°®«¨¢ ¿ ±¢¥²   ¬®£¨¥
´¥®¬¥», ¢±²°¥· ¾¹¨¥±¿ ¢ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ±¨²³ ¶¨¿µ.

�²®¡° ¦¥¨¥ À§³¡ ¯¨«»Á. � ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³, ®¯¥° ²®° ½¢®-
«¾¶¨¨ ª®²®°®© § ¤  ±«¥¤³¾¹¨¬ ¯° ¢¨«®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¢®£®
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±®±²®¿¨¿ ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³:

xn+1 = f2xng; (2.1)

£¤¥ ´¨£³°»¥ ±ª®¡ª¨ ®¡®§ · ¾² ¤°®¡³¾ · ±²¼ ·¨±« . � ¤°³£®©
®¡¹¥³¯®²°¥¡¨²¥«¼®© ´®°¬¥ ½²® ±®®²®¸¥¨¥ § ¯¨±»¢ ¾² ª ª

xn+1 = 2xn (mod 1): (2.2)

�¢«¿¥²±¿ «¨ ¯°¥¤«®¦¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¢ ±¬»-
±«¥ ®¡¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿? �¥±®¬¥®! �±¯®«¼§³¿ (2.1) ¨«¨ (2.2),
¬» ¬®¦¥¬, ¢ ¯°¨¶¨¯¥, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®±²®¿¨¥ ¢ «¾¡®© ¯®±«¥¤³¾-
¹¨© ¬®¬¥², ¥±«¨ ²®·® § ¥¬ ¨±µ®¤®¥ ±®±²®¿¨¥ x0. �²® ¤¨ -
¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , § ¤  ¿ ®¤®¬¥°»¬ °¥ª³°°¥²»¬ ®²®¡° ¦¥-
¨¥¬. �  °¨±. 2.2 ¯®ª §  £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨ ¯®±²°®¥  ¨²¥-

�¨±. 2.2. �²®¡° ¦¥¨¥ À§³¡ ¯¨«»Á. �²¥° -
¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ¨««¾±²°¨°³¾¹ ¿ ¤¨-
 ¬¨ª³   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¢»µ ¸ £ µ ¤¨±-
ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§  · «¼®£®
±®±²®¿¨¿ x0

° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ¨««¾±²°¨°³¾¹ ¿ ¥±ª®«¼ª® ¯¥°¢»µ ¸ £®¢
¤¨ ¬¨ª¨,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£®  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿.

�³±²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ ¢»¡° ® ¥ª®²®°®¥ ·¨-
±«® x0, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¥ ¨²¥°¢ «³ ®² 0 ¤® 1. � ¯¨¸¥¬ ½²® ·¨±«® ¢
¤¢®¨·®© ±¨±²¥¬¥ ±·¨±«¥¨¿:

x0 = 0;01011010001010011001010 : : :

�¥¯¥°¼ ®¤¨ ¸ £ ½¢®«¾¶¨¨ ¢® ¢°¥¬¥¨ ±®£« ±® ³° ¢¥¨¾ (2.1)
¨«¨ (2.2) ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶
±¤¢¨£ ¥²±¿ ¢«¥¢®   ®¤³ ¯®§¨¶¨¾, ¨ ¶¨´° , ®ª § ¢¸ ¿±¿ ¯® «¥¢³¾
±²®°®³ ®² § ¯¿²®©, ®²¡° ±»¢ ¥²±¿. �¬¥¥¬:

x1 = 0;1011010001010011001010 : : :
x2 = 0;011010001010011001010 : : :
x3 = 0;11010001010011001010 : : :

¨ ². ¤. �±®, ·²® ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¶¨´°» 0 ¨«¨ 1   ¯¥°¢®© ¯®§¨¶¨¨
¯®±«¥ § ¯¿²®© ¯®ª §»¢ ¥², ¢ ª ª®© ¯®«®¢¨¥ ¥¤¨¨·®£® ¨²¥°-
¢ «  | «¥¢®© ¨«¨ ¯° ¢®© ¯°¥¡»¢ ¥² ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿ xn
¢ ¤ »© ¬®¬¥².

�²® ¦¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ² ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨?
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�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ¤¢®¨· ¿ ¤°®¡¼ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿, ½²®
¡³¤¥² ² ª, ¥±«¨ x0 ° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®. �±®, ·²® ±®±²®¿¨¥ ±¨-
±²¥¬» ¡³¤¥² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¯®¢²®°¿²¼ ¨±µ®¤®¥ ·¥°¥§ ·¨±«® ¢°¥-
¬¥�»µ ¸ £®¢, ° ¢®¥ ¯¥°¨®¤³ ¤¢®¨·®£® ª®¤  x0. � ª®© µ ° ª-
²¥° ¤¢¨¦¥¨¿ ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ «¾¡®¬³ ° ¶¨® «¼®¬³ ·¨-
±«³,   ½²¨ ·¨±« , ª ª ¨§¢¥±²®, ®¡° §³¾²   ¥¤¨¨·®¬ ¨²¥°¢ «¥
¡¥±ª®¥·®¥ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¨±²¥¬  ®¡« ¤ ¥²
¡¥±ª®¥·»¬ ±·¥²»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨² (¶¨ª«®¢).

�¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¤¢®¨·»¥ ¤°®¡¨, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ¨°° ¶¨® «¼-
»¬ ·¨±« ¬ x0, ®¡° §³¾² ¬®¦¥±²¢® ± ¬®¹®±²¼¾ ª®²¨³³¬ .
�®®²¢¥²±²¢¥®, ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²®  ¸  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ª®²¨-
³³¬ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨©.

�» ¢¯° ¢¥ § ¤ ²¼  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ ·¨±«®¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ¯°®¨§-
¢®«¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶ ¢ ±¢®¥© ¤¢®¨·®©
§ ¯¨±¨. �®§¼¬¥¬ ±«³· ©³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ª®²®°³¾ ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ¯®¤¡° ±»¢ ¨¥¬ ¬®¥²», § ¯¨±»¢ ¿ °¥§³«¼² ²» ¨±¯»² -
¨© ¯® ¯° ¢¨«³ ®°¥« | 0, °¥¸ª  | 1: 010010: : : �®£¤  ¯°¨ § ¤ -
¨¨  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ x0 = 0;010010: : : ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ 
(2.1) ¢ ¯°®¶¥±±¥ ±¢®¥© ½¢®«¾¶¨¨ ¡³¤¥² ¯®±¥¹ ²¼ «¥¢³¾ ¨ ¯° -
¢³¾ ¯®«®¢¨³ ¥¤¨¨·®£® ¨²¥°¢ « ; ±«¥¤³¿  ¸¥© ±«³· ©®©
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �®² ® | µ ®±! � ®± ¢ ±¨±²¥¬¥, ®¯¨±»¢ ¥-
¬®© ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »¬ ³° ¢¥¨¥¬ (2.1).

�°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¤¢®¨·®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ±®±²®¿¹¥¥ ¢
±¤¢¨£¥ ¢±¥µ ¥¥ ±¨¬¢®«®¢   ®¤³ ¯®§¨¶¨¾,  §»¢ ¾² ±¤¢¨£®¬ �¥°-
³««¨. (�®  ±±®¶¨ ¶¨¨ ± ¨§¢¥±²®© ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¨ ±µ¥¬®©
�¥°³««¨, ª®²®° ¿ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥§ ¢¨±¨-
¬»µ ¨±¯»² ¨©, ª®£¤  ª ¦¤®¥ ¨±¯»² ¨¥ ¨¬¥¥² ¤¢  ¢®§¬®¦»µ
¨±µ®¤  ± ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ p ¨ 1� p.)

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¬» ¢§¿«¨ ®·¥¼ ¡«¨§ª®¥, ® ¤°³£®¥
 · «¼®¥ § ·¥¨¥ x0. �·¥¼ ¡«¨§ª®¥ | ½²® § ·¨², ·²® ¤®±² -
²®·® ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¶¨´° ¤¢®¨·®© § ¯¨±¨ ¤® ¥ª®²®°®© ¯®-
§¨¶¨¨,  ¯°¨¬¥° 25-©, ±®¢¯ ¤ ¥²,   ¤ «¼¥©¸¨¥ ¶¨´°» (Àµ¢®±²Á)
ª ª¨¥-²® ±®¢±¥¬ ¨»¥. �®£¤  ¯®±«¥ 25 ¢°¥¬¥�»µ ¸ £®¢, ². ¥.
±¤¢¨£®¢ �¥°³««¨,  · «® µ¢®±²  ª ª ° § ¯°¨¤¢¨¥²±¿ ª ° §¤¥-
«¨²¥«¼®© § ¯¿²®©. � «¼¥©¸ ¿ ¤¨ ¬¨ª  ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
¯®±¥¹¥¨© «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© ¯®«®¢¨» ¥¤¨¨·®£® ¨²¥°¢ «  ¡³-
¤¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ±²°³ª²³°®© µ¢®±²  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡³¤¥² ±®¢¥°-
¸¥® ¤°³£®©, ¥¦¥«¨ ½²® ¨¬¥«® ¬¥±²® ¤«¿ ¨±µ®¤®£®  · «¼®£®
³±«®¢¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ª®²°®«¨°®¢ ²¼ ²®·-
®±²¼ § ¤ ¨¿  · «¼®£® ³±«®¢¨¿ ¤® 25-£® ¤¢®¨·®£® § ª , ¬»
¬®¦¥¬ ¯° ¢¨«¼® ¯°¥¤±ª §»¢ ²¼ ¯®¯ ¤ ¨¥ xn ¢ «¥¢³¾ ¨«¨ ¯° -
¢³¾ ¯®«®¢¨³ ¥¤¨¨·®£® ¨²¥°¢ «  «¨¸¼   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¯¥°¢»µ
25 ¢°¥¬¥�»µ ¸ £®¢.

�±«¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ¯®¤®¡ ¿ ¯® ±¢®¨¬ ±¢®©±²¢ ¬ ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨, ¯°¨¢«¥ª ¥²±¿ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ª ª®©-«¨¡® ´¨-
§¨·¥±ª¨ °¥ «¨±²¨·®© ±¨²³ ¶¨¨, ²® ¯®¯»²ª  ¯°¥¤±ª § ¨¿ ±®±²®-
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¿¨¿   N ¸ £®¢ ¢¯¥°¥¤ ±² «ª¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ N ± ¥-
®¡µ®¤¨¬®±²¼¾ ±²®«¼ ²®·®£® § ¤ ¨¿  · «¼»µ ³±«®¢¨©, ·²® ½²®
±² ®¢¨²±¿ ¢ ª®¶¥ ª®¶®¢ ¯°¨¶¨¯¨ «¼® ¥¢®§¬®¦»¬.

�§¢¥±²»© ¯®¯³«¿°¨§ ²®°  ³ª¨ � °²¨ � °¤¥° ¢ ±¢®¥© ª¨£¥ ¯°¨-
¢®¤¨² ² ª³¾ ¯°¨²·³. �®¯« ¥²¿¨, ¦¥« ¿ ®§ ª®¬¨²¼ ±¢®¨µ ±®¯«¥-
¬¥¨ª®¢ ± �°¨² ±ª®© ½¶¨ª«®¯¥¤¨¥©, § ¯¨±»¢ ¥² ¥¥ ±®¤¥°¦ ¨¥ ± ¯®-
¬®¹¼¾ ¤¢®¨·®£® ª®¤  ¨ ±®¯®±² ¢«¿¥² ½²®¬³ ª®¤³ ·¨±«® ¬¥¦¤³ ³«¥¬
¨ ¥¤¨¨¶¥©. � «¥¥,   ±²¥°¦¥ ¨§ ®±®¡®£® ¬ ²¥°¨ «   ®±¨²±¿ °¨±ª ,
®²¬¥· ¾¹ ¿  ©¤¥®¥ ·¨±«®. �®¯« ¥²¿¨ ¡¥°¥² ± ±®¡®© ½²®² ±²¥°-
¦¥¼ ± ²¥¬, ·²®¡» ¤®¬  ¨§¬¥°¨²¼ ²®·® ª®®°¤¨ ²³ °¨±ª¨, ¯®«³·¨²¼ § -
¯¨± ®¥ ·¨±«® ¢ ¤¢®¨·®¬ ª®¤¥ ¨ ¢®±±² ®¢¨²¼ ²¥¬ ± ¬»¬ ±®¤¥°¦ ¨¥
½¶¨ª«®¯¥¤¨¨. �¥«¥¯®±²¼ ±¨²³ ¶¨¨ ± ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ±®¢¥°-
¸¥® ®·¥¢¨¤ , ¨ ¥¥ ¥ ±¯ ± ¾² ¨ª ª¨¥ ¤®¯³¹¥¨¿ ® ¢±¥¬®£³¹¥±²¢¥
¨®¯« ¥²®© ²¥µ®«®£¨¨: ¯°¨ ¯®¯»²ª¥ °¥ «¨§®¢ ²¼ ³ª § »© ±¯®±®¡
§ ¯¨±¨ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¯°¨¸«®±¼ ¡» ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¬ ±¸² ¡ ¬¨ ¤«¨»  
¬®£® ¯®°¿¤ª®¢ ¬¥¼¸¨¬¨, ·¥¬ ° §¬¥°»  ²®¬®¢.

�®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �¡° ²¨¬±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯°¨¬¥-
°³ | «®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾

xn+1 = 1� �x2n; (2.3)

£¤¥ xn | ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿,   �| ¯ ° ¬¥²°, ®² ¢¥«¨·¨»
ª®²®°®£® § ¢¨±¨² µ ° ª²¥° ¤¨ ¬¨ª¨. �²® ²®¦¥ ¨±ª³±±²¢¥® ±ª®-
±²°³¨°®¢  ¿ ¬®¤¥«¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ® ®  ¨¬¥¥² ¤®-
±² ²®·® °¥ «¨±²¨·³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¢ ¡¨®«®£¨¨ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿

�¨±. 2.3. �®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°¨ § ·¥¨¨
¯ ° ¬¥²°  � = 2. �²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ¨««¾-
±²°¨°³¾¹ ¿ ¤¨ ¬¨ª³   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¢»µ ¸ -
£ µ ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§  · «¼®£®
±®±²®¿¨¿ x0

¤¨ ¬¨ª¨ ·¨±«¥®±²¨ ¥ª®²®°»µ ¡¨®«®£¨·¥±ª¨µ ¯®¯³«¿¶¨©. � 
°¨±. 2.3 ¯®ª §  £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥¨¿ (2.3).

� ¯¥°¢®© «¥ª¶¨¨ «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¡»«® ¯°¥¤±² ¢«¥® ¢
¢¨¤¥ yn+1 = R(yn�y2n). �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®¡¥ ´®°¬» § ¯¨±¨ ½ª¢¨¢ «¥²»
¨ ±¢®¤¿²±¿ ¤°³£ ª ¤°³£³ § ¬¥®© ¯¥°¥¬¥®© ¨ ¯ ° ¬¥²° :

x =
y � 1=2

R=4� 1=2
; � = R

�
R

4
�

1

2

�
:

� ±±¬®²°¨¬ µ ®± ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨, ±«¥¤³¿ § ¬¥-
· ²¥«¼® ¯°®±²®© ¨¤¥¥, ° §¢¨²®© ¢ ª®¶¥ 40-µ £®¤®¢ �« ¬®¬ ¨ ´®
�¥©¬ ®¬. �µ ¯®¤µ®¤ ¯°¨¬¥¨¬ ¯°¨ · ±²®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²° 
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¢ ³° ¢¥¨¨ (2.3),   ¨¬¥®, ¯°¨ � = 2. � ®²®¡° ¦¥¨¨, ª®²®°®¥
¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

xn+1 = 1� 2x2
n
; (2.4)

¢»¯®«¨¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥®©

xn = � cos 2�yn: (2.5)

�®±«¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ ¢»° ¦¥¨¿ ³ª § ®£® ¢¨¤  ¤«¿ xn+1 ¨ xn ¢
¯° ¢³¾ ¨ «¥¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ ¯®«³· ¥¬

cos 2�yn+1 = 1� 2 cos2 2�yn:

�¥¯¥°¼ ¢±¯®¬¨¬ § ª®¬³¾ ¨§ ²°¨£®®¬¥²°¨¨ ´®°¬³«³ 2 cos2' �
� 1 = cos 2' ¨ § ¯¨¸¥¬

� cos 2�yn+1 = � cos 4�yn:

�²® ±®®²®¸¥¨¥ ¡³¤¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¥µ n, ¥±«¨ ¯®²°¥¡®¢ ²¼,
·²®¡» ¯¥°¥¬¥ ¿ yn ³¤®¢«¥²¢®°¿«  °¥ª³°°¥²®¬³ ³° ¢¥¨¾

yn+1 = 2yn (mod 1): (2.6)

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ xn = � cos 2�yn ¡³¤¥² ¯®¤·¨¿²¼±¿ ¨±µ®¤®¬³
³° ¢¥¨¾ (2.4)! � ±®®²®¸¥¨¨ (2.6) ¬» ³§ �¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ®¥ ¢
¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ À§³¡ ¯¨«»Á, ¤«¿ ª®²®°®£® ¡»«®
³±² ®¢«¥® ¯°¨±³²±²¢¨¥ µ ®± . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, µ ®± ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨
¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨. � ¤ ¤¨¬ y0 ¤¢®¨·®© ¤°®¡¼¾ ¢ ¢¨¤¥
±«³· ©®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶. �®£¤  ¤¨ ¬¨ª  yn
¡³¤¥² µ ®²¨·¥±ª®©; ¢ ²¥°¬¨ µ ¤¢®¨·®£® ª®¤  ®  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿
±¤¢¨£®¬ �¥°³««¨. �®®²¢¥²±²¢¥®, µ ®²¨·¥±ª®© ¡³¤¥² ¨ ¤¨ ¬¨ª 
xn ¯°¨ ±² °²¥ ¨§  · «¼®© ²®·ª¨ x0 = � cos 2�y0. �²¥°¥±®,
·²® ½²® µ ®²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ °¥ª³°°¥²®£® ³° ¢¥¨¿ (2.4) ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«»

xn = � cos
�
2n+1� arccos (x0)

�
:

� ±±¬®²°¨¬ ¤°³£®© ¯®¤µ®¤ ª ®¡®±®¢ ¨¾ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ -
¬¨ª¨ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯°¨ � = 2. � ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®-
±®¬: ¬®¦® «¨ ¨²¥°¨°®¢ ²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ (2.4)  § ¤ ¢® ¢°¥¬¥¨?
�»° ¦ ¿ ± ¯®¬®¹¼¾ (2.4) xn ·¥°¥§ xn+1, ¯®«³·¨¬

xn = �
r

1� xn+1
2

; (2.7)

². ¥. § ¤ ®¬³ xn+1 ¬®¦¥² ¯°¥¤¸¥±²¢®¢ ²¼ ®¤® ¨§ ¤¢³µ § -
·¥¨© xn, ®²¢¥· ¾¹¨µ ° §®¬³ ¢»¡®°³ § ª  ¯¥°¥¤ ª¢ ¤° ²»¬
ª®°¥¬. �¡¥±¯¥·¨²¼ ®¤®§ ·®±²¼ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥-
¬¥¨ ¬®¦® ²®«¼ª® ³ª § ¢   ª ¦¤®¬ ¸ £¥, ª ª®© § ª ª¢ ¤° ²-
®£® ª®°¿ ¢»¡° ²¼. � ¤ ¤¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¡¥±ª®¥·³¾ ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨§ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢ R ¨ L,  ¯°¨¬¥°,

RLLRLLLRRLLRLRRLL: : :
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¨ ¡³¤¥¬   ª ¦¤®¬ ®·¥°¥¤®¬ ¸ £¥ ¢»¡¨° ²¼ § ª À+Á, ¥±«¨ ®·¥-
°¥¤®© ±¨¬¢®« R, ¨ À�Á, ¥±«¨ ®·¥°¥¤®© ±¨¬¢®« L. �®®²¢¥²±²¢¥®
½²®¬³, ¯®«³· ¥¬®¥ § ·¥¨¥ xn ¡³¤¥² ° ±¯®« £ ²¼±¿   ¯° ¢®¬
(Right) ¨«¨   «¥¢®¬ (Left) ±ª«®¥ ¯ ° ¡®«». � ¬¥²¨¬, ·²® ª ª®©
¡» ¨ ¡»«  RL-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼,  · ¢ ¨²¥° ¶¨¨, ¬» ¨ª®-
£¤  ¥ ¢±²°¥²¨¬±¿ ± ¯®¿¢«¥¨¥¬ ¯®¤ ª®°¥¬ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® ·¨-
±« . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ´®°¬³«» (2.7) ¢¨¤®, ·²® ¥° ¢¥±²¢®
jxn+1j < 1 ¢«¥·¥² jxnj < 1. �®½²®¬³ ¨·²® ¥ ¬¥¸ ¥² ¢§¿²¼
¢ ª ·¥±²¢¥ RL-ª®¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯®«³·¥³¾ ¯®±°¥¤±²¢®¬
±«³· ©»µ ¨±¯»² ¨©. �®§¼¬¥¬ ²¥¯¥°¼ ²®·ª³ x, ¢ ª®²®°³¾ ¬» ¯®-
¯ «¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¬®£®ª° ²»µ ¨²¥° ¶¨© ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨, § 
 · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ (2.4). �¨±²¥¬  ¡³¤¥² ½¢®«¾¶¨®-
¨°®¢ ²¼ µ ®²¨·¥±ª¨, ¯®±¥¹ ¿ «¥¢»© ¨ ¯° ¢»© ±ª«®» ¯ ° ¡®«»
¢ ²®·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ±¨¬¢®« ¬¨ R ¨ L  ¸¥© ±«³· ©®© ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ·¨² ¥¬®© ¢ ®¡° ²®¬ ¯®°¿¤ª¥.

�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ¢±¥ ±ª § ®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¡« £®¤ °¿ ±¯¥¶¨-
 «¼®¬³ ¢»¡®°³ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  � = 2. �±«¨ ¯°®¢¥±²¨   -
«®£¨·»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¤«¿ � < 2, ²® ®ª ¦¥²±¿, ·²®, ±² °²®¢ ¢ ®²
¥ª®²®°®£® ®¯°¥¤¥«¥®£® x, ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨
¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ RL-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨,  
«¨¸¼ ¥ª®²®°®¥ ¨µ ¯®¤¬®¦¥±²¢®. �°¨·¥¬ ½²® ¯®¤¬®¦¥±²¢® ±² -
®¢¨²±¿ ¢±¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®«¥¥ ²®¹¨¬ ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ �. � § ª«¾·¥-
¨¥ ®²¬¥²¨¬, ·²® ¤¢  ° ±±¬®²°¥»µ ¯®¤µ®¤  | ¯® �« ¬³{´®
�¥©¬ ³ ¨   ®±®¢¥ ¨²¥° ¶¨© ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ | ®²¢¥· ¾²
° §»¬ ¯° ¢¨« ¬ ª®¤¨°®¢ ¨¿ ²° ¥ª²®°¨© «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢.

�²®¡° ¦¥¨¥ À²¥²Á. �«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥°| ®²®¡° ¦¥¨¥ À²¥²Á
(°¨±. 2.4 ), ª®²®°®¥ ¯®«³·¨«®  §¢ ¨¥ §  ´®°¬³ ±¢®¥£® £° ´¨ª ,

�¨±. 2.4. �²®¡° ¦¥¨¥ À²¥²Á ¢ ¥£® ±¨¬¬¥²°¨·®© ( ) ¨ ª®±®© (¡) ¢¥°±¨¿µ,
§ ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  �, ±®®²¢¥²±²¢¥®, 0;5 ¨ 0;7. �²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  ¨«-
«¾±²°¨°³¥² ¤¨ ¬¨ª³   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¢»µ ¸ £ µ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§  · «¼®£®
±®±²®¿¨¿ x0

 ¯®¬¨ ¾¹¥£® ¯ « ²ª³ | ²¥². �  °¨±. 2.4¡ ¯®ª §   ¬®¤¨´¨-
ª ¶¨¿ ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, Àª®±®© ²¥²Á. �£® ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼
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´®°¬³«®©

xn+1 =

8><
>:

xn
�
; 0 < xn < �;

1� xn
1� �

; � < xn � 1;
(2.8)

£¤¥ � | ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¯ ° ¬¥²°, ¬¥¼¸¨© 1. � ±²»© ±«³· ©
±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥²  ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ � = 1=2.

� ª ¨ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ¬®¦® «¥£ª® ¯®±²°®¨²¼
²° ¥ª²®°¨¾, ¯®±¥¹ ¾¹³¾ «¥¢³¾ (L) ¨ ¯° ¢³¾ (R) ¢¥²¢¼ £° ´¨ª 
¢ «¾¡®© ¯°®¨§¢®«¼®©  ¯¥°¥¤ § ¤ ®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �«¿
½²®£® ¨²¥°¨°³¥¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨, ¢»¡¨° ¿ ²®·ª³-
¯°®®¡° § ª ¦¤»© ° §   ²®© ¢¥²¢¨, ª®²®° ¿ ¯°¥¤¯¨±   § ¤ »¬
RL-ª®¤®¬. �¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥¬ ¯®«³·¥³¾ ¯®±«¥ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¨²¥-
° ¶¨© ²®·ª³ §  ¨±µ®¤³¾. �®£¤  ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ®²®¡° ¦¥¨¿ (2.8)
¢ ¯°¿¬®¬ ¢°¥¬¥¨ «¥¢ ¿ ¨ ¯° ¢ ¿ ¢¥²¢¨ ¡³¤³² ¯®±¥¹ ²¼±¿ ¢ ¯°¥¤-
¯¨± ®¬ ¯®°¿¤ª¥.

À�¥°¨®¤ ²°¨ ®§ · ¥² µ ®±Á ¨ ²¥®°¥¬  � °ª®¢±ª®£®. � ª ¬»
³¯®¬¨ «¨ ¢® ¢¢®¤®© «¥ª¶¨¨ («¥ª¶¨¿ 1), ¢ 1975 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨¥
¬ ²¥¬ ²¨ª¨ �¨ ¨ �®°ª¥ ®¯³¡«¨ª®¢ «¨ ±² ¢¸³¾ ¸¨°®ª® ¨§¢¥±²®©
° ¡®²³ ÀPeriod three implies chaosÁ. �ª -
§»¢ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ ³ ®¤®¬¥°®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ xn+1 = f(xn) ¥±²¼ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤ 
²°¨, ²® ®® ¨¬¥¥² ª®²¨³³¬ ¥¯¥°¨®¤¨-
·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨©. �¤¨±²¢¥®¥ ²°¥¡®-
¢ ¨¥ ª ´³ª¶¨¨ f(x) ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®
®  ¤®«¦  ¡»²¼ ¥¯°¥°»¢®©.

�¨±. 2.5. �³±®·®-«¨¥©-
®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨¬¥¾-
¹¥¥ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  ²°¨ ¨
¤®¯³±ª ¾¹¥¥ ª®²¨³³¬
µ ®²¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨©

�³±²¼ a, b, c | ²°¨ ½«¥¬¥²  ¶¨ª« :
b = f(a), c = f(b), a = f(c), ¨ a | ¬¨-
¨¬ «¼»© ¨§ ¨µ. (� ¬¥²¨¬, ·²® ¨ª -
ª¨¥ ¤¢  ½«¥¬¥²  ¥ ¬®£³² ±®¢¯ ¤ ²¼, ² ª
ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¶¨ª« ¢»°®¤¨«±¿ ¡» ¢
¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³.) �®§¬®¦» ¤¢  ±«³-
· ¿: b < c ¨ b > c, ¨§ ª®²®°»µ ®¡±³-
¤¨¬ ²®«¼ª® ¯¥°¢»©(¢²®°®©   «¨§¨°³¥²±¿
  «®£¨·®). � ±±¬®²°¨¬ ±¯¥¶¨ «¼»© ¯°¨¬¥° | ª³±®·®-«¨¥©-
®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯®ª § ®¥   °¨±. 2.5. �° ¢¨«®, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥¥
¥£® ¤¨ ¬¨ª³ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨, ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ² ª:

( ) ¥±«¨ a � x0 � b, ²® ¯®«®¦¨²¼

x = b+
(x0 � c)(c� b)

a� c
;

(¡) ¥±«¨ b < x0 � c, ²® ¢»¡° ²¼ ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ ¢ °¨ ²®¢,

(¡1) x = b+
(x0 � c)(c� b)

a� c
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¨«¨

(¡2) x = a+
(x0 � b)(b� a)

c� b
: (2.9)

�³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ²° ¥ª²®°¨¾ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ ¯® ½²¨¬ ¯° ¢¨« ¬.
� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨   ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ ¢®§¨ª«  ±¨²³ ¶¨¿ ( ), ²®  
±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ®¡¿§ ²¥«¼® °¥ «¨§³¥²±¿ ±¨²³ ¶¨¿ (¡). � ¦¤»©
° §, ¢±²°¥²¨¢¸¨±¼ ± ±¨²³ ¶¨¥© (¡), ¡³¤¥¬ ¤¥« ²¼ ¢»¡®° ± ¯®¬®¹¼¾
±«³· ©»µ ¨±¯»² ¨©, ±ª ¦¥¬, ¡°®± ¨¥¬ ¬®¥²»: ®°¥« | (¡1),
°¥¸ª  | (¡2). �®«³·¨²±¿ µ ®²¨·¥±ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿. �±®, ·²® ¥¥
¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¨ ¯°¨ ¤¨ ¬¨ª¥ ¢ ¯°¿¬®¬ ¢°¥¬¥¨ ¯°¨ § ¤ ¨¨
¥ª®²®°®£® ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥®£®  · «¼®£® ³±«®¢¨¿.

� ²¥¯¥°¼ § ¬¥²¨¬, ·²®   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ª®ª°¥²»© ¢¨¤ ®²®¡° -
¦¥¨¿ (2.9) ¥¯°¨¶¨¯¨ «¥, ¢ ¦® «¨¸¼ ²®, ·²® ²®·ª¨ ¨²¥°¢ « 
A = [a; b] ¨¬¥¾² ¯°®®¡° §» ¢ ¨²¥°¢ «¥ B = [b; c],   ²®·ª¨ ¨²¥°-
¢ «  B ¨¬¥¾² ¯°®®¡° §» ¨ ¢ A, ¨ ¢ B. �²®£® ¤®±² ²®·®, ·²®¡»
³ ®²®¡° ¦¥¨¿  «¨·¥±²¢®¢ «® ¯®¤¬®¦¥±²¢® ²° ¥ª²®°¨©, ª®¤¨°³-
¥¬»µ ¯® ²¥¬ ¦¥ ¯° ¢¨« ¬, ª ª ²° ¥ª²®°¨¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ (2.9).

� °¿¤³ ± ª®²¨³³¬®¬ µ ®²¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨© ¥¯°¥°»¢®¥
®¤®¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ³ ª®²®°®£® ¥±²¼ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  ²°¨, ¨¬¥¥²
² ª¦¥ ¶¨ª«» ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¯¥°¨®¤®¢. �²® · ±²»© ±«³· © ²¥®-
°¥¬» � °ª®¢±ª®£® (� °ª®¢±ª¨©, 1964), ±®¤¥°¦ ¨¥ ª®²®°®© ±®-
±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬:

�±«¨ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®¤®¬¥°®£® ¨²¥°¢ «  ¢
±¥¡¿ ¨¬¥¥² ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  m; ²® ®® ¨¬¥¥² ² ª¦¥ ¨ ¶¨ª«»
±® ¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¯¥°¨®¤ ¬¨ m0; ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨¬¨ ·¨±«³ m
¢ ¯¥°¥·¥ ¢±¥µ ¶¥«»µ ·¨±¥«; ¢»¯¨± »µ ¢ ² ª  §»¢ ¥¬®¬ ¯®-
°¿¤ª¥ � °ª®¢±ª®£®:

1 C 2 C 22 C 23 C 24 C : : :C 23 � 9 C 23 � 7 C 23 � 5 C 23 � 3 C : : :

: : :C 22 � 9 C 22 � 7 C 22 � 5 C 22 � 3 C : : :

: : : C 2 � 9 C 2 � 7 C 2 � 5 C 2 � 3 C : : :C 9 C 7 C 5 C 3:

2.2. �¢³¬¥°»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿, ±®µ° ¿¾¹¨¥ ¯«®¹ ¤¼

�²®¡° ¦¥¨¥ ¯¥ª °¿. � ¢ ©²¥ ¯®¯»² ¥¬±¿ ¯®±²°®¨²¼ ®²®¡° ¦¥-
¨¥, ®²¯° ¢«¿¿±¼ ®² ° ±±¬®²°¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ²¨¯  ±¤¢¨£  �¥°³««¨
  ¬®¦¥±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¡¥±ª®¥·»µ ¢ ®¡¥ ±²®°®».
� ¯¨¸¥¬ ² ª³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢ ¢¨¤¥

(: : : s�3; s�2; s�1; s0; s1; s2; s3; : : : ); (2.10)

£¤¥ ª ¦¤®¥ si ¥±²¼ «¨¡® 0, «¨¡® 1. �¡° ²¨²¥ ¢¨¬ ¨¥   ®±®¡»©
° §¤¥«¨²¥«¼»© ±¨¬¢®« | ²®·ª³ ± § ¯¿²®©, ª®²®°»© ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢
®¤®¬-¥¤¨±²¢¥®¬ ¬¥±²¥; ¥£® ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ±®®²®±¨²¼
¯®«®¦¥¨¥ ±¨¬¢®«®¢ ± ¥ª®²®°»¬ À · «®¬ ®²±·¥² Á. �¢¥¤¥¬ ¤¢¥
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¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥ | ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ·¨±«  x ¨ y, ¯°¨-
 ¤«¥¦ ¹¨¥ ¥¤¨¨·®¬³ ¨²¥°¢ «³, ®¯°¥¤¥«¨¢ ¨µ ·¥°¥§ ±¨¬¢®«»
si ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

x =
s0
2

+
s�1
4

+
s�2
8

+ : : : ; y =
s1
2

+
s2
4

+
s3
8

+ : : : (2.11)

�³±²¼ ²° ±´®°¬ ¶¨¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ (2.10) §  ®¤¨ ¢°¥¬¥-
®© ¸ £ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥ ±¨¬¢®«» ±¤¢¨£ ¾²±¿   ®¤³ ¯®-
§¨¶¨¾ ¢¯° ¢®, ² ª ·²® °¥§³«¼² ²®¬ ®ª ¦¥²±¿

(: : : s�3; s�2; s�1; s0; s1; s2; s3; : : : ): (2.12)

�®£¤  ®¢»¥ § ·¥¨¿ x ¨ y ¡³¤³²

x0 =
s�1
2

+
s�2
4

+
s�3
8

+ : : : ; y0 =
s0
2

+
s1
4

+
s2
8

+ : : : (2.13)

�µ ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ ±² °»¥ § ·¥¨¿ x ¨ y ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬:

x0 = f2xg; y0 =
y + [2x]

2
; (2.14)

£¤¥ ´¨£³°»¥ ±ª®¡ª¨ ®¡®§ · ¾² ¤°®¡³¾ · ±²¼ ·¨±« ,   ª¢ ¤° ²-
»¥ | ¶¥«³¾ · ±²¼. �°³£ ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ ²¥µ ¦¥ ±®®²®¸¥¨©:(

x0 = 2x

y0 =
y

2

¤«¿ x � 1

2
;

8<
:
x0 = 2x� 1

y0 =
1 + y

2

¤«¿ x >
1

2
: (2.15)

�® ± ¬®¬³ ±¢®¥¬³ ¯®±²°®¥¨¾  ¸  ±¨±²¥¬  ¬®¦¥² ¤¥¬®±²°¨-
°®¢ ²¼ µ ®²¨·¥±ª³¾ ¤¨ ¬¨ª³: ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ µ ®± ³¦® ¢§¿²¼
¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ (2.10) ±«³· ©»©  ¡®° ±¨¬¢®«®¢.
�¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ² ª¦¥ ¡¥±ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨²
(¶¨ª«®¢) | ¨¬ ®²¢¥· ¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨.

� ®²«¨·¨¥ ®² ¯°¨¬¥°®¢, ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥,
¬» ¯°¨¸«¨ ª ¤¢³¬¥°®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¬³ ¤¨ -
¬¨ª³ ¢ ²¥°¬¨ µ ¯¥°¥¬¥»µ x ¨ y. �£®¢¥®¥ ±®±²®¿¨¥  -
¸¥© ±¨±²¥¬» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ¤ ¨¥¬ ½²¨µ ¤¢³µ ¢¥«¨·¨, ¯°¨·¥¬
®¡¥ ®¨ ¥®¡µ®¤¨¬» ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦®±²¼  µ®¤¨²¼
¯®±«¥¤³¾¹¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¯® ¨§¢¥±²®¬³  · «¼®¬³.

�®¦® «¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¤¥©±²¢¨¥ ¤¢³¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
¢  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥? � ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ±³¹¥-
±²¢³¥², ¨ ¨¬¥® ®® ¯®±«³¦¨«® ®±®¢ ¨¥¬  §¢ ²¼ ¤ ³¾ ¬®-
¤¥«¼ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¯¥ª °¿. (� «¨²¥° ²³°¥    £«¨©±ª®¬ ¿§»ª¥
®® ®¡®§ · ¥²±¿ ª ª Baker's map. �¥  ¤® ¤³¬ ²¼, ·²® ½²® ®²®-
¡° ¦¥¨¥ ¨¬¥¨ ¥ª®¥£® ³·¥®£® ¯® ´ ¬¨«¨¨ �¥©ª¥°!)

� ±±¬®²°¨¬ ¥¤¨¨·»© ª¢ ¤° ²   ¯«®±ª®±²¨ (x; y). � §°¥-
§ ¥¬ ¥£® ¯®¯®« ¬, ª ª ª³±®ª ²¥±² ,  ª« ¤»¢ ¥¬ ®¤³ ¯®«®¢¨ª³
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  ¤°³£³¾ ¨ ° ±ª ²»¢ ¥¬ ² ª, ·²®¡» ¢®±±² ®¢¨²¼ ¨±µ®¤³¾´®°¬³
(°¨±. 2.6). �«¿  £«¿¤®±²¨ À²¥±²®Á, ®ª § ¢¸¥¥±¿ ±«¥¢  ¯°¨ ¯¥°-
¢®¬ ° §°¥§¥, ¨§®¡° ¦¥® ²¥¬»¬,   ±¯° ¢  | ±¢¥²«»¬. �  °¨-
±³ª¥ ¯®ª § ®, ª ª ¢»£«¿¤¨² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥¬®£® ¨ ±¢¥²«®£®
²¥±²    ¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¸ £ µ. �°¨ ¡®«¼¸®¬ ·¨-
±«¥ ¨²¥° ¶¨© ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤  ¡®°  ²®ª¨µ ¨
¤«¨»µ ·¥°¥¤³¾¹¨µ±¿ ²¥¬»µ ¨ ±¢¥²«»µ ¯®«®±®ª. �°¨ ¬®£®-
ª° ²®¬ ¯®¢²®°¥¨¨ ¯°®¶¥¤³°» ¢ ª®¶¥ ª®¶®¢ ¯®«³· ¥¬ ª³±®ª ²¥-
±² , ª®²®°»© ¢»£«¿¤¨² ®¤®°®¤»¬. �§¿¢ ¤«¿ ¯°®¡» ¥¡®«¼¸®©
ª³±®·¥ª, ¬» ®¡ °³¦¨¬ ¢ ¥¬ ¯°¨±³²±²¢³¾¹¨¥ ¢ ° ¢»µ ¤®«¿µ

�¨±. 2.6. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨««¾±²° ¶¨¿ ¤¥©±²¢¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿ (2.15).
� ¢¥°µ¥© · ±²¨ °¨±³ª  ¯®ª § » ²°¨ ¸ £  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° -
¦¥¨¿,   ¢¨§³ | ±®±²®¿¨¥, ¢®§¨ª¸¥¥ ¯®±«¥ ¥ª®²®°®£® ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£®
·¨±«  ¨²¥° ¶¨©

²¥¬³¾ ¨ ±¢¥²«³¾ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥. �¯¨± ®¥ ±¢®©±²¢® ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ¯¥ª °¿  §»¢ ¥²±¿ ¨¬¥® ² ª, ª ª ¬» ¥£® ¨  §¢ «¨ ¡»  
À¡»²®¢®¬Á ¿§»ª¥, | ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¥.

�²®¡° ¦¥¨¥ ¯¥ª °¿ ¿¢«¿¥²±¿ ª®±¥°¢ ²¨¢®© ±¨±²¥¬®© ¨«¨,
¨±¯®«¼§³¿ ²¥°¬¨®«®£¨¾, ±¯¥¶¨´¨·¥±ª³¾ ¤«¿ ¤¢³¬¥°»µ ®²®¡° -
¦¥¨©, ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥, ±®µ° ¿¾¹¥¥ ¯«®¹ ¤¼. �±«¨ ¢§¿²¼
¥ª®²®°³¾ ®¡« ±²¼   ¯«®±ª®±²¨ (x; y) ¨ ¯®¤¢¥°£³²¼ ª ¦¤³¾ ¥¥
²®·ª³ ¤¥©±²¢¨¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿, ²® ®  ¯¥°¥©¤¥² ¢ ¥ª®²®-
°³¾ ¤°³£³¾ ¯® ´®°¬¥ ®¡« ±²¼, ® ¯«®¹ ¤¼ ®¢®© ®¡« ±²¨ ®±² ¥²±¿
²®© ¦¥ ± ¬®©. �®°¬ «¼®¥ ¯° ¢¨«® ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ½²®£® ±¢®©±²¢ 
±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤®«¦¥ ° ¢¿²¼±¿ ¥¤¨¨¶¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼, ¯®-
±²°®¥»© ¨§ ¯°®¨§¢®¤»µ, | ¿ª®¡¨ . �«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿
¨¬¥¥¬:

J =

0
B@
@x0

@x
@x0

@y
@y0

@x
@y0

@y

1
CA =

 
2 0

0
1
2

!
= 1: (2.16)

� ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®¬ ª®²¥ª±²¥ ¢¬¥±²® À¯«®¹ ¤¼Á £®¢®°¿² À¬¥° Á.
� ±«³· ¥ ¤¢³¬¥°®£® ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬¥°  | ½²® ¯«®¹ ¤¼,
¢ ±«³· ¥ ®¤®¬¥°®£® | ¤«¨ , ¢ ±«³· ¥ ²°¥µ¬¥°®£® | ®¡º¥¬.
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�» ³¦¥ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ «¨ ¯°¥¤±² ¢«¥³¾   °¨±. 2.6 ¤¨ ¬¨ª³
ª ª ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¥ ±«®¥¢ ¤¢³µ ±®°²®¢ ²¥±²  ¨«¨, ¥±«¨ ³£®¤®, ¤¢³µ
¦¨¤ª®±²¥© | ²¥¬®© ¨ ±¢¥²«®©. �®µ° ¥¨¥ ¬¥°» ®²¢¥· ¥² ²®¬³,
·²® ½²¨ ¦¨¤ª®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¥±¦¨¬ ¥¬»¬¨.

�²®¡° ¦¥¨¥ Àª®² �°®«¼¤ Á. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢³¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥-
¨¥ �

p0 = p+ x (mod 1);
x0 = p+ 2x (mod 1);

(2.17)

ª®²®°®¥  §»¢ ¾² ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ª®²  �°®«¼¤  (Arnold's cat
map). �°¨·¨®© ¤«¿ ² ª®£®  §¢ ¨¿ ¯®±«³¦¨«® ²®, ·²® ¯°¥¤-

�¨±. 2.7. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨««¾±²° ¶¨¿ ¤¥©±²¢¨¿ ª« ±±¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
Àª®² �°®«¼¤ Á

«®¦¨¢¸¨© ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥ �.�. �°®«¼¤ ¨±¯®«¼§®¢ « ¤«¿ ¨««¾-
±²° ¶¨¨ ¥£® ¤¥©±²¢¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ª®²  (°¨±. 2.7). �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨
¯¥°¢»© ¸ £ ¯°®¶¥¤³°» ±®±²®¨² ¢ «¨¥©®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ª®-

®°¤¨ ²

�
p0

x0

�
=
�
1 1
1 2

��
p
x

�
,   ¢²®°®© | ¢ ¯¥°¥®±¥ ½«¥¬¥²®¢

ª °²¨ª¨, ³¤ «¨¢¸¨µ±¿ §  ° ¬ª¨ ¥¤¨¨·®£® ª¢ ¤° ² , ®¡° ²® ¢
¥£®. �®±«¥¤¥¥ ®²¢¥· ¥², ª®¥·®, ®¯¥° ¶¨¨ ¢§¿²¨¿ ¬®¤³«¿, ¡« -
£®¤ °¿ ¯°¨±³²±²¢¨¾ ª®²®°®© ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¬®¦® ±·¨² ²¼
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¯® ®¡¥¨¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ¯¥°¥¬¥»¬ p ¨ x ¨ ¨-
²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ¯®¢¥°µ®±²¼ ²®° . �¯°®·¥¬, ¤«¿  £«¿¤®£®
£° ´¨·¥±ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ³¤®¡¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°®-
±²® ¥¤¨¨·»© ª¢ ¤° ², ª ª   °¨±. 2.7.

� ª ¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯¥ª °¿, ®²®¡° ¦¥¨¥ ª®²  �°®«¼¤  ®²®-
±¨²±¿ ª ª« ±±³ ª®±¥°¢ ²¨¢»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬. � ²¥¬ -
²¨·¥±ª¨ ½²® ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¤¥²¥°¬¨ ² ¬ ²°¨¶» M̂ =

=
�
1 1
1 2

�
, § ¤ ¾¹¥© ®²®¡° ¦¥¨¥, ° ¢¥ 1, ¨ ®®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

±®µ° ¿¥² ¬¥°³ (¯«®¹ ¤¼) «¾¡®© ®¡« ±²¨,  ¯°¨¬¥°, ¨§®¡° ¦¥¨¿
ª®² .
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�®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨© ª« ±± «¨¥©»µ ®²®¡° ¦¥-
¨©   ²®°¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ 2 � 2 ±
¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ¨ ¥¤¨¨·»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬:�

p0

x0

�
=
�
a b
c d

��
p
x

�
(mod 1); (2.18)

ad� bc = 1: (2.19)

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ¬ ²°¨¶», ª®²®°»¥  µ®-
¤¿²±¿ ¨§ °¥¸¥¨¿ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥¨¿

�2 � (a+ d)�+ (ad� bc) = 0; (2.20)

®²®¡° ¦¥¨¿ ¢¨¤  (2.18) ®²®±¿²±¿ ª ®¤®¬³ ¨§ ²°¥µ ²¨¯®¢:
� £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨©, ¥±«¨ ®¤® ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ¡®«¼¸¥,  

¢²®°®¥ ¬¥¼¸¥ 1;
� ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨©, ¥±«¨ �1 = �2 = 1;
� ½««¨¯²¨·¥±ª¨©, ¥±«¨ �1 ¨ �2 ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥»¥.
�²®¡° ¦¥¨¥ ª®²  �°®«¼¤  ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®¬³

²¨¯³, ¯®±ª®«¼ª³ ¥£® ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  �1 = (3 +
p
5)=2 ¨ �2 =

= (3 � p
5)=2. �°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ § ª° ¸¥ ¿

®¡« ±²¼ (¨§®¡° ¦¥¨¥ ª®² ) ¢»²¿£¨¢ ¥²±¿ ¢¤®«¼  ¯° ¢«¥¨¿ ¯¥°-
¢®£® (¥³±²®©·¨¢®£®) ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°    ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¢ �1
° § ¨ ±¦¨¬ ¥²±¿ ¢¤®«¼ ¢²®°®£® (³±²®©·¨¢®£®) ±®¡±²¢¥®£®  ¯° -
¢«¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¢ �2 ° §. �®±«¥ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® ·¨-
±«  ¨²¥° ¶¨© ¨§®¡° ¦¥¨¥ ª®²  ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ·°¥§¢»· ©® ³§-
ª³¾ ¯®«®±³, ¢»²¿³²³¾ ¢¤®«¼ ¥³±²®©·¨¢®£® ±®¡±²¢¥®£®  ¯° -

�¨±. 2.8. �¨ ¬¨ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ Àª®² �°®«¼¤ Á ¢ ²¥·¥¨¥ ¯¿²¨ ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨©.
�¡° ²¨²¥ ¢¨¬ ¨¥   ¡»±²°® ° §¢¨¢ ¾¹¨©±¿ ¯°®¶¥±± ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿

¢«¥¨¿, ². ¥. ¡«¨§ª³¾ ª ¤«¨®¬³ ®²°¥§ª³ «¨¨¨, § ¤ ®© ³° ¢-
¥¨¥¬ p =

�
(
p
5 � 1)=2

�
x (mod 1). �§-§  ²®£® ·²® ³£«®¢®© ª®-

½´´¨¶¨¥² ¨°° ¶¨® «¥, ½²  «¨¨¿ ¯®ª°»¢ ¥² ¯®¢¥°µ®±²¼ ²®° 
¢±¾¤³ ¯«®²®. �®½²®¬³ ª °²¨  ¢»£«¿¤¨² ª ª  ¡®° ¡®«¼¸®£®
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·¨±«  ³§ª¨µ ·¥°¥¤³¾¹¨µ±¿ ·¥°»µ ¨ ¡¥«»µ ¯®«®±®ª, ¢ ª®²®°»¥
¯°¥¢° ²¨«¨±¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ
¨§®¡° ¦¥¨¾ ª®² , ¨ ¤®¯®«¥¨¥ ½²®£® ¬®¦¥±²¢ : ·¥° ¿ ¨ ¡¥-
« ¿ À¦¨¤ª®±²¨Á ®ª §»¢ ¾²±¿ µ®°®¸® ¯¥°¥¬¥¸ »¬¨ (°¨±. 2.8).
�²® ±¢®©±²¢® ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿   «®£¨·® ²®¬³, ª®²®°®¥ ®²¬¥· «®±¼
¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿. �® ±²°®£® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ±¢®¥© ²®·®©
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ¤«¿ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ ®²®¡° ¦¥¨©
  ²®°¥ ¨ ±«³¦¨² ®±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ § ª«¾·¥¨¿ ® µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ -
¬¨ª¥ ½²¨µ ±¨±²¥¬. � · ±²®±²¨, ¨§ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ±«¥¤³¥² ±¢®©-
±²¢® ½°£®¤¨·®±²¨, ª®²®°®¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢»·¨±«¥¨¥ ±² -
²¨±²¨·¥±ª¨µ ±°¥¤¨µ ¯®  ± ¬¡«¾ ½ª¢¨¢ «¥²® ³±°¥¤¥¨¾ ¯®
¢°¥¬¥¨ ¢¤®«¼ ²¨¯¨·®© ¨¤¨¢¨¤³ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨.

2.3. �²° »¥ µ ®²¨·¥±ª¨¥  ²²° ª²®°»

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ¯°¨¬¥°», ª®²®°»¥ ¨««¾±²°¨-
°³¾² ¯°¨¶¨¯¨ «¼³¾ ¢®§¬®¦®±²¼ µ ®±  ª ª ±² ¶¨® °®£® °¥-
¦¨¬  ¤¨ ¬¨ª¨ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬. (�¬¥¥²±¿ ¢ ¢¨¤³ ±² ¶¨®-
 °®±²¼ ¢ ±² ²¨±²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥, ª®£¤  ¯®±²®¿» «¨¸¼ ³±°¥¤-
¥»¥ §  ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥
µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¤¨ ¬¨ª¨.) �²® ¤¢³¬¥°»¥ ¨ ²°¥µ¬¥°»¥ ¬®¤¥«¼-
»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿, ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ª®²®°»µ ¨¬¥¥²±¿ ¯°¨²¿-
£¨¢ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ±«®¦®© ±²°³ª²³°»,  §»¢ ¥¬®¥ ±²° »¬
µ ®²¨·¥±ª¨¬  ²²° ª²®°®¬ (¨®£¤  ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ ½¯¨²¥²®¢ ®¯³±-
ª ¾²).

�¡®¡¹¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯¥ª °¿. �¥°¥¬±¿ ª ° ±±¬®²°¥®¬³
¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ®²®¡° ¦¥¨¾ ¯¥ª °¿ ¨ ¯°¥¤¯°¨¬¥¬ ¥ª®-
²®°³¾ ¥£® ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾. �³±²¼ ¯¥°¢® · «¼»© ° §°¥§ Àª³±ª  ²¥-
±² Á | ¥¤¨¨·®£® ª¢ ¤° ²  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¢ ®²®¸¥¨¨ � ª �, ¯°¨
½²®¬ �+ � = 1. � «¥¥ ®¡  ª³±ª  ° ±²¿£¨¢ ¾²±¿ ¯® £®°¨§®² «¨ ¤®

�¨±. 2.9. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨««¾±²° ¶¨¿ ¤¥©±²¢¨¿ ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥-
ª °¿ (2.21); ¯®ª § » ²°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ¨²¥° ¶¨¨. �®¦® ¢¨¤¥²¼, ª ª ¸ £
§  ¸ £®¬ ´®°¬¨°³¥²±¿ ª ²®°®¯®¤®¡ ¿ ±²°³ª²³°   ²²° ª²®° 

¥¤¨¨·®© ¤«¨», ±¦¨¬ ¾²±¿ ¯® ¢¥°²¨ª «¨, ² ª ·²® ¨µ ¢»±®²»
¡³¤³² ±®®²¢¥²±²¢¥® � ¨ �, � + � < 1, ¨ ° ±¯®« £ ¾²±¿ ¢ ¯°¥¤¥-
« µ ¥¤¨¨·®£® ª¢ ¤° ²  ³ ¢¥°µ¥£® ¨ ¨¦¥£® ¥£® ª° ¿ (°¨±. 2.9).
�   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬¥ ¯°¥¤« £ ¥¬®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿
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±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:(
x0 =

x
�

y0 = �y
¤«¿ x � �;

(
x0 =

x� �
�

y0 = 1 + �(y � 1)
¤«¿ x > �: (2.21)

� ¬¥²¨¬, ·²® ±³¬¬ ° ¿ ¯«®¹ ¤¼ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª®¢, ®¡° §®¢ ¢-
¸¨µ±¿ ¯®±«¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ³¬¥¼¸¨« ±¼   ´ ª-
²®° (� + �) < 1, ². ¥. ®® ³¦¥ ¥ ®²®±¨²±¿ ª ª« ±±³ ±®µ° ¿-
¾¹¨µ ¯«®¹ ¤¼. �²® ¤¨±±¨¯ ²¨¢ ¿ ±¨±²¥¬  ± ¤¢³¬¥°»¬ ´ §®-
¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �  °¨±. 2.9 ¯®ª § ®, ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¨
¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¨²¥° ¶¨¿µ ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ¯¥ª °¿. �¡° §³¥²±¿ µ ° ª²¥° ¿ ±¨±²¥¬  £®°¨§®² «¼»µ ¯®-
«®±, ±³¬¬ ° ¿ ¸¨°¨  ª®²®°»µ ³¡»¢ ¥² ± °®±²®¬ ·¨±«  ¨²¥° ¶¨©
ª ª (� + �)n. �¡º¥ª², ¢®§¨ª ¾¹¨© ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼-
¸®£® ·¨±«  ¨²¥° ¶¨©, ¢ ±¥·¥¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ² ª  §»¢ ¥-
¬®¥ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®¥ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®. �°®¶¥¤³°  ¥£® ¯®±²°®-
¥¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¡¥°¥²±¿ ¥¤¨¨·»© ®²°¥§®ª, ¤¥«¨²±¿ ¢
®²®¸¥¨¨ � : 1 � � � � : �, ¨ ±°¥¤¿¿ · ±²¼ ¨±ª«¾· ¥²±¿. �®
¦¥ ± ¬®¥ ¯°®¤¥«»¢ ¥²±¿ ± ¤¢³¬¿ ®±² ¢¸¨¬¨±¿ ®²°¥§ª ¬¨, § ²¥¬
± ª ¦¤»¬ ¨§ ®²°¥§ª®¢, ¢®§¨ª¸¨µ   ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¸ £¥, ¨ ². ¤.
� ¬¥²¨¬, ·²® ª« ±±¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® � ²®°  ®²¢¥· ¥² · ±²®¬³
±«³· ¾ ¤ ®£® ¯®±²°®¥¨¿,   ¨¬¥®, ¢»¡®°³ � = � = 1=3.

�²²° ª²®° ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ ¬¥°³, ¯®±ª®«¼ª³ ±³¬¬ ° ¿ ¯«®¹ ¤¼
¯®«®±   n-¬ ¸ £¥ ¤ ¥²±¿ ¢»° ¦¥¨¥¬ (�+�)n ¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾
¯°¨ n ! 1, ² ª ª ª � + � < 1. �±¥ ²®·ª¨ ¨±µ®¤®£® ¥¤¨¨·®£®
ª¢ ¤° ²  ¯°¨¡«¨¦ ¾²±¿ ª  ²²° ª²®°³. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿  ²²° ª²®°
®¡« ¤ ¥² ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® ±®±¥¤¨¥ ¯® £®°¨§®² «¨ ²®·ª¨ ³¤ «¿-
¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¨²¥° ¶¨¿µ, ². ¥. ¨¬¥¥²
¬¥±²® ¥³±²®©·¨¢®±²¼. �²¬¥²¼²¥ ±®·¥² ¨¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ±¬»-
±«¥  «¨·¨¿ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ ¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ±¬»-
±«¥ ° §¡¥£ ¨¿ ²®·¥ª    ²²° ª²®°¥. �®¯¥°¥· ¿ ±²°³ª²³°  ¢ ¢¨¤¥
ª ²®°®¢  ¨«¨ ª ²®°®¯®¤®¡®£® ¬®¦¥±²¢  ®·¥¼ µ ° ª²¥°  ¤«¿
±²° »µ  ²²° ª²®°®¢. �¡®¡¹¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯¥ª °¿ ¿¢«¿¥²±¿
®·¥¼ ¯°®±²»¬ ¤«¿   «¨§  ¨ ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ¯®±«¥¤³¾-
¹¨µ «¥ª¶¨¿µ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¤®£® ¨§ ®±®¢»µ ¯°¨¬¥°®¢. �¥ª®²®°³¾
¥³¤®¢«¥²¢®°¥®±²¼, ®¤ ª®, ¬®¦¥² ¢»§¢ ²¼ ²®² ¬®¬¥², ·²® ½²®
®²®¡° ¦¥¨¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬.

�²²° ª²®° �«»ª¨ . � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ¤¢³¬¥°®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿, ®¡« ¤ ¾¹¥£® ±¢®©±²¢®¬ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨ ¨¬¥¾¹¥£® µ ®-
²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° (�«»ª¨, 1980). �²®² ¯°¨¬¥° ¯®§¢®«¿¥² ³¿±-
¨²¼ ¢ ¦³¾ ª®¶¥¯¶¨¾ £¨¯¥°¡®«¨·®±²¨ | ±¢®©±²¢ ,  «¨·¨¥
ª®²®°®£® ¯®§¢®«¿¥² ±²°®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ®¡®±®¢ ²¼ ¯°¨±³²±²¢¨¥
µ ®± .

� ±±¬®²°¨¬ ®¡« ±²¼ R   ¯«®±ª®±²¨ (x; y), ¯®ª § ³¾  
°¨±. 2.10 . �  ±®±²®¨² ¨§ ª¢ ¤° ²  ¨ ²°¥µ ¯®«³¤¨±ª®¢ ± ¯®«³ª°³£-
«»¬¨ ¢»°¥§ ¬¨. �¡« ±²¼ ¯®ª°»²  ¸²°¨µ®¢ª®©, ¯®ª §»¢ ¾¹¥©
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§ ¤ ®¥   ¥© ¯®«¥  ¯° ¢«¥¨©. �¯°¥¤¥«¨¬ ¤¢³¬¥°®¥ ®²®¡° -
¦¥¨¥ ² ª, ·²®¡» °¥§³«¼² ²®¬ ¥£® ¤¥©±²¢¨¿   ²®·ª¨ ®¡« ±²¨ R
¡»«  ´¨£³° , ¯®ª §  ¿   °¨±. 2.10¡. � ¬¥²¼²¥, ·²® ¯®«¥  ¯° -
¢«¥¨©, ¢®§¨ª ¾¹¥¥ ¯®±«¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿, ±®¢¯ ¤ ¥² ±
¨±µ®¤»¬.

�¨±. 2.10. �±µ®¤ ¿ ®¡« ±²¼ ± ®¯°¥¤¥«¥»¬   ¥© ¯®«¥¬  ¯° ¢«¥¨© ( ) ¨
°¥§³«¼² ² ¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ §  ®¤¨ ¸ £ ®²®¡° ¦¥¨¿ �«»ª¨  (¡)

�  °¨±. 2.11 ¯®ª § ®, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ ¬®£®ª° ²®¬ ¤¥©-
±²¢¨¨ ®¯¨± ®£® ®²®¡° ¦¥¨¿. �®·ª¨, § ¯®«¿¢¸¨¥ ¢  · «¼»©
¬®¬¥² ®¡« ±²¼ R, ±ª®¶¥²°¨°®¢ -
«¨±¼    ²²° ª²®°¥, ª®²®°»© ¯°¥¤-
±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¥ª®²®°®¥ ±«®¦® ¨
²®ª® ³±²°®¥®¥ ¬®¦¥±²¢®.

�¨±. 2.11. �²²° ª²®° �«»ª¨ 

�¨ ¬¨ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ �«»ª¨ 
¯°®¿±¿¥²±¿ ¢ ±¢¥²¥ ±«¥¤³¾¹¥£®  -
¡«¾¤¥¨¿. � ±±¬®²°¨¬ ²®·ª¨ ª ª®-
£®-«¨¡® ®¤®£® ®²°¥§ª  ¨§ ·¨±«  ®¡° -
§³¾¹¨µ ¸²°¨µ®¢ª³   °¨±. 2.10 .
�¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢±¥ ½²¨ ²®·ª¨
¡³¤³² ¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥
¤¨ ¬¨ª³ ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¡³¤³² ®¤®¢°¥¬¥® ¯®±¥¹ ²¼ ª ¦¤³¾
¨§ ¯®¤®¡« ±²¥© (ª¢ ¤° ² ¨ ²°¨ ¯®«³¤¨±ª ), ¨§ ª®²®°»µ ¯®±²°®¥ 
®¡« ±²¼ R. �±«¨ ¬» ®²®¦¤¥±²¢¨¬ ²®·ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ª ¦¤®¬³

�¨±. 2.12. �¥§¨®¢ ¿ ¨²¼, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹ ¿ ²®¯®«®£¨¾ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ 
¤«¿ ®¤®¬¥°®£®   «®£  ®²®¡° ¦¥¨¿ �«»ª¨  (±«¥¢ ), ¨ ¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ § 
®¤¨ ¸ £ ®²®¡° ¦¥¨¿ (±¯° ¢ )

®¯°¥¤¥«¥®¬³ ®²°¥§ª³, ²® ¢¬¥±²® ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¤¢³¬¥°®¬ ´ §®¢®¬
¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®¤®¬¥°³¾ ¤¨ ¬¨ª³. � §®-
¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¤«¿ ½²®© ®¤®¬¥°®© ¤¨ ¬¨ª¨ ±«³¦¨² À°¥-
§¨®¢ ¿ ¨²¼Á, ¨¬¥¾¹ ¿ ¤¢¥ ¯¥²«¨   ®¤®¬ ª®¶¥ ¨ ®¤³ ¯¥²«¾
  ¤°³£®¬ (°¨±. 2.12). �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥, ·²® ½²  ¨²¼  ²¿³² 
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  ²°¨ £¢®§¤¨ª . �¤¨ ¸ £ ¨²¥° ¶¨© ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¢ ²®¬, ·²®
¬» ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ° ±²¿£¨¢ ¥¬ ¨²¼ ¨ ¢®¢¼  ²¿£¨¢ ¥¬
¥¥   ²¥ ¦¥ £¢®§¤¨ª¨. �®¯°®¡³©²¥ ¨§£®²®¢¨²¼ ¬®¤¥«¼ ¨§ °¥§¨®-
¢®© ¨²¨ ¨, ¨±¯®«¼§³¿ °¨±. 2.12, ¢®±¯°®¨§¢¥±²¨ ®¤¨ ¨«¨ (¥±«¨
³¤ ±²±¿) ¡®«¼¸¥ ¸ £®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.

�²²° ª²®° �¬¥©« {�¨«¼¿¬± .�°¨¬¥° µ ®²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®° ,
¯®«³·¨¢¸¨©  ¨¬¥®¢ ¨¥ ±®«¥®¨¤ �¬¥©« {�¨«¼¿¬± , °¥ «¨-
§³¥²±¿ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨, ª®²®°®¥ ±²°®¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬
®¡° §®¬. � ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ¬¥°³¾ ®¡« ±²¼ ¢ ´®°¬¥ ²®°  (°¨±. 2.13).
�°¥¤±² ¢«¿¿ ¥£® ¤«¿  £«¿¤®±²¨ ª ª °¥§¨®¢»© ¡³¡«¨ª, ° ±²¿¥¬

�¨±. 2.13. �¥°¢»¥ ¤¢  ¸ £  ¯®±²°®¥¨¿  ²²° ª²®°  �¬¥©« {�¨«¼¿¬± 

¥£® ¢ ¤«¨³, ±«®¦¨¬ ¢¤¢®¥ ¨ ¢«®¦¨¬ ¢ ¨±µ®¤»© ²®°. �²®¡» ®
² ¬ ¯®¬¥±²¨«±¿, ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¢ µ®¤¥ ¯°®¶¥¤³°»
®¡¹¨© ®¡º¥¬ À¡³¡«¨ª Á ³¬¥¼¸ ¥²±¿ | ¯«®¹ ¤¼ ¯®¯¥°¥·®£® ±¥-
·¥¨¿ ¤®«¦  ³¬¥¼¸¨²¼±¿ ¡®«¥¥ ·¥¬ ¢ ¤¢  ° § .

�  °¨±. 2.14 ¯®ª § ®, ª ª ¢»£«¿¤¨² ¯®¯¥°¥·®¥ ±¥·¥¨¥ ¨±-
µ®¤®£® ²®°  ¯®±«¥ ®¤®ª° ²®£® ¨ ¤¢³ª° ²®£® ¯°¨¬¥¥¨¿ ®²®-
¡° ¦¥¨¿. �²® ¯®µ®¦¥   ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  � -
²®° :   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¢ ±¥·¥¨¨ ¨¬¥¥²±¿ ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¤¨±-
ª®¢. �·¥°¥¤®© ¸ £ ¯®±²°®¥¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢³²°¨ ª ¦¤®£®

�¨±. 2.14. �¨¤ ±¥·¥¨¿  ²²° ª²®°  �¬¥©« {�¨«¼¿¬±    ¯¥°¢»µ ¸ £ µ ¥£® ¯®-
±²°®¥¨¿

¤¨±ª  ¢»¤¥«¿¾²±¿ ¤¢¥ ¬¥¼¸¨¥ ®¡« ±²¨ ¢ ´®°¬¥ ¤¨±ª®¢, ª®²®°»¥
®±² ¢«¿¾²±¿ ¤«¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¸ £ ,   ¢±¥ ®±² «¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ¨±-
ª«¾· ¥²±¿. �®, ·²® ®±² ¥²±¿ ¢ ¨²®£¥, ¨ ¥±²¼ ±¥·¥¨¥  ²²° ª²®° 
�¬¥©« {�¨«¼¿¬± .
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�¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ®¯¨± ³¾ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ª®±²°³ª¶¨¾, ¬®¦®
¯°¥¤«®¦¨²¼   «¨²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³ ®²®¡° ¦¥¨¿. �¥ ³¤®¡® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (r; '; �), ª®²®°»¥ ±¢¿§ »
± ®¡»·»¬¨ ¤¥ª °²®¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ (x; y; z) ª ª

x = r cos'; y = r sin'; z = �: (2.22)

�®£¤  ¯®¤µ®¤¿¹¥© ´®°¬®© ®²®¡° ¦¥¨¿ ¡³¤¥²

r0 = 1 + �(r � 1) + " cos'; '0 = 2'; z0 = �z + " sin'; (2.23)

£¤¥ � = 0;2, " = 0;3. �®¢¥°µ®±²¼ ¨±µ®¤®£® ²®°  ¢ ¯ ° ¬¥²°¨·¥-
±ª®© ´®°¬¥ § ¤ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨

r = 1+
1

2
cos u; ' = �; z =

1

2
sin u; 0 � u < 2�; 0 � � < 2�:

(2.24)

�  °¨±. 2.15 ¯®ª §  ¯®°²°¥²  ²²° ª²®° , ¯®±²°®¥»© ¯³-
²¥¬ ¬®£®ª° ²»µ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥-
¨¿ (2.23).

�¨±. 2.15. �²²° ª²®° �¬¥©-
« {�¨«¼¿¬± , ¯®±²°®¥»©
¯³²¥¬ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥-
¨¿ (2.23)

�°¨¢¥¤¥»¥ ¯°¨¬¥°»  ²²° ª²®°®¢
�«»ª¨  ¨ �¬¥©« {�¨«¼¿¬±  ±ª®±²-
°³¨°®¢ » ² ª, ·²®¡» ®¨ ®¡« ¤ «¨
±¢®©±²¢®¬,  §»¢ ¥¬»¬ £¨¯¥°¡®«¨·-
®±²¼¾.

�®£¤  £®¢®°¿², ·²®  ²²° ª²®° ª ª®©-
«¨¡® ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» £¨¯¥°¡®«¨·¥-
±ª¨©, ²® ¨¬¥¾² ¢ ¢¨¤³, ·²® ¢±¥ ¯°¨ ¤«¥¦ -
¹¨¥ ¥¬³ ²° ¥ª²®°¨¨ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨¥ (±¥¤-
«®¢»¥), ². ¥. ¨µ ®ª°¥±²®±²¼ ³±²°®¥  ² ª,
ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 2.16. �®§¼¬¥¬ «¾-
¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾    ²²° ª²®°¥ ¨ ° ±±¬®-
²°¨¬ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¡«¨§ª¨¥ ª ¥© ¢®§¬³¹¥»¥ ²° ¥ª²®°¨¨. � «¨¥©-
®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±°¥¤¨ ¨µ ¢»¤¥«¿¥²±¿ ª« ±± ²° ¥ª²®°¨© (I), ª®²®°»¥
¯°¨¡«¨¦ ¾²±¿ ª ¨±µ®¤®©, ¯°¨·¥¬ ¢ ±°¥¤¥¬ ¯® ½ª±¯®¥²¥, ¨ ª« ±± ²° -
¥ª²®°¨© (II), ¯°¨¡«¨¦ ¾¹¨µ±¿ ª ¨±µ®¤®© ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨, ²®¦¥
¢ ±°¥¤¥¬ ¯® ½ª±¯®¥²¥. �®±ª®«¼ª³ °¥·¼ ¨¤¥² ® ° ±±¬®²°¥¨¨ ¤¨ -
¬¨ª¨ ®ª®«® ¨±µ®¤®© ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ «¨¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ²® «¾¡®© ¨§
¬®¦¥±²¢  ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼® ¢®§¬³¹¥»µ ²° ¥ª²®°¨© ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿
½«¥¬¥² «¨¥©®£® ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢  (¬ ²¥¬ ²¨ª¨  §»¢ ¾² ¥£®
ª ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬), ¯°¨·¥¬ ¢±¥ ¬®¦¥±²¢® ¨±·¥°¯»¢ ¥²±¿
¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¿¬¨ ¢¥ª²®°®¢,  ±±®¶¨¨°³¾¹¨µ±¿ ± ³¯®¬¿-
³²»¬¨ ¢»¸¥ ¢®§¬³¹¥¨¿¬¨ ª« ±±  I ¨ II. �®¤·¥°ª¥¬ ¥¹¥ ° §, ·²® ² ª
¤®«¦  ¡»²¼ ³±²°®¥  ®ª°¥±²®±²¼ ³ ¢±¥µ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ  ²²° ª²®°³
²° ¥ª²®°¨©.

�®ª § ®, ·²® ±¨±²¥¬», ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ±¢®©±²¢®¬ £¨¯¥°¡®«¨·®-
±²¨, ±²°³ª²³°® ³±²®©·¨¢», ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ½²® ±¢®©±²¢® £°³¡®¥.
�±«¨ ¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®°, ²® ½²®
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¡³¤¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬, ¯®«³·¥»µ ¯°®¨§¢®«¼»¬ ¤®-
±² ²®·® ¬ «»¬ ¥¯°¥°»¢»¬ ¢®§¬³¹¥¨¥¬ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬».
�±µ®¤¿ ¨§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ® £¨¯¥°¡®«¨·®±²¨  ²²° ª²®° , ¬®¦®
±²°®£® ¤®ª § ²¼ ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¢±¥µ ¤°³£¨µ ±¢®©±²¢, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ±³-
¹¥±²¢¥»¬¨  ²°¨¡³² ¬¨ µ ®± . �³¤³·¨ ¯°¨¿²»¬ §   ª±¨®¬ -

�¨±. 2.16. � ¯®¿±¥¨¾ ³±²°®©±²¢  ®ª°¥±²®±²¨ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© (±¥¤«®¢®©) ²° -
¥ª²®°¨¨

²¨·¥±ª¨ ¤ ®¥, ±¢®©±²¢® £¨¯¥°¡®«¨·®±²¨ ±«³¦¨² ®±®¢®© ¤«¿
¯®±²°®¥¨¿ ²¥®°¨¨ ² ª  §»¢ ¥¬»µ �-±¨±²¥¬ �®±®¢ . � ±®¦ -
«¥¨¾, ¨§¢¥±²»¥ °¥ «¨±²¨·»¥ ¯°¨¬¥°» ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢
(±¬. ±«¥¤³¾¹¨¥ «¥ª¶¨¨) £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨¬¨ ¢ ½²®¬ ±²°®£®¬ ±¬»±«¥
¥ ¿¢«¿¾²±¿.
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������� �������

� ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨ ¡»«¨ ° ±±¬®²°¥» ¯°¨¬¥°» ¤¨ ¬¨·¥-
±ª¨µ ±¨±²¥¬ ± µ ®²¨·¥±ª¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬, ±ª®±²°³¨°®¢ »¥ ¨±ª³±-
±²¢¥®. �¥¯¥°¼ ¥±²¥±²¢¥® ±¯°®±¨²¼, ¬®¦¥² «¨ ¢®§¨ª ²¼ µ ®±
¢ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ ¨«¨ ¨µ °¥ «¨±²¨·»µ ¬®¤¥«¿µ,  ¯°¨-
¬¥°, ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¯°¨¢»·»¬¨ ¡®«¼¸¨±²¢³ ´¨§¨ª®¢ ¤¨´´¥°¥-
¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨. � ª ·¥±²¢¥ ¯¥°¢®£® ¯°¨¬¥° , ±² ¢¸¥£®
ª« ±±¨·¥±ª¨¬, ®¡° ²¨¬±¿ ª § ¬¥¨²®© ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ .

� 1963 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨© ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ �¤¢ °¤ �®°¥¶, § ¨-
¬ ¢¸¨©±¿ ¯°®¡«¥¬ ¬¨ ¯°®£®§  ¯®£®¤», ®¯³¡«¨ª®¢ « ¢ ¦³° «¥
ÀJournal of Atmospheric SciencesÁ ±² ²¼¾ À�¥²¥°¬¨¨°®¢ ®¥
¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ²¥·¥¨¥Á. �²  ° ¡®²  ¡»«  ¯®±¢¿¹¥  ¨±±«¥¤®-
¢ ¨¾ ¬®¤¥«¼®© ¥«¨¥©®© ±¨±²¥¬» ²°¥µ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´-
´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ª®²®° ¿ ¯®«³· « ±¼
ª ª °¥§³«¼² ² ®¯°¥¤¥«¥»µ ¯°¨¡«¨¦¥¨© ¯°¨   «¨§¥ § ¤ ·¨ ®
ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ¯®¤®£°¥¢ ¥¬®¬ ±¨§³ ±«®¥ ¦¨¤ª®±²¨. �°¨ ·¨±«¥-
®¬ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·¨   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ®¡ °³¦¨¢ «®±¼ ³±² ®¢«¥-
¨¥ ¢ ±¨±²¥¬¥ µ ®²¨·¥±ª®£® °¥¦¨¬ , ª®²®°»© µ ° ª²¥°¨§®¢ «±¿
±«®¦»¬, ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥-
»µ ¢® ¢°¥¬¥¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ½²®² °¥¦¨¬ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼
¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ ª ª ±² ¶¨® °»©, ¯®±ª®«¼ª³ ¥£® ±² ²¨-
±²¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ³±°¥¤¥»¥ §  ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®©
¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨, ®±² ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨. �²¥°¥±®, ·²® ±¨-
±²¥¬  ³° ¢¥¨© �®°¥¶  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¥¨¬®© ¥ ²®«¼ª® ª
§ ¤ ·¥ ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ±«®¥ (£¤¥ ®  ±«³¦¨² ¤®¢®«¼® £°³¡»¬, ¥
®·¥¼ ²®·»¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬), ® ¨ ª ¤°³£¨¬ ±¨±²¥¬ ¬. � ¨¬
®²®±¿²±¿ ®¤®¬®¤®¢ ¿ ¬®¤¥«¼ « §¥° , ª®¢¥ª¶¨¿ ¢ ²°³¡ª¥, ¬®¤¥«¼
¢®¤¿®£® ª®«¥± , ¤¨±±¨¯ ²¨¢»© ®±¶¨««¿²®° ± ¨¥°¶¨®»¬ ¢®§-
¡³¦¤¥¨¥¬. �ª § ®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ±«³¦¨² § ¬¥· ²¥«¼®© ¨«-
«¾±²° ¶¨¥© ®¤®£® ¨§ ¯°¨¶¨¯®¢ �.�.� ¤¥«¼¸² ¬ ,   ¨¬¥®,
²¥®°¥²¨ª®-ª®«¥¡ ²¥«¼®© ®¡¹®±²¨ ±¨±²¥¬ ° §«¨·®© ´¨§¨·¥±ª®©
¯°¨°®¤» ¨ ª®«¥¡ ²¥«¼®© ¢§ ¨¬®¯®¬®¹¨ ° §«¨·»µ ¤¨±¶¨¯«¨
¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¥«¨¥©»µ ¿¢«¥¨©.

�²®¡» ¯°®¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ¯® ±²¨«¾ ¯®¤µ®¤» ª ¯®-
«³·¥¨¾ ³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨ª¨ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬, ¢ ½²®© «¥ª¶¨¨
¡³¤¥² ± · «  ¯°®¢¥¤¥ ¯®¤°®¡»© ¢»¢®¤ ³° ¢¥¨© �®°¥¶  ¤«¿
§ ¤ ·¨ ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ±«®¥,   § ²¥¬   ª ·¥±²¢¥®¬ ³°®¢¥ (¯®-
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§¢®«¿¾¹¥¬, ¢¯°®·¥¬, ¯° ¢¨«¼® ³±² ®¢¨²¼ ¢¨¤ ³° ¢¥¨©) ¡³¤³²
° ±±¬®²°¥» § ¤ ·¨ ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ § ¬ª³²®© ²°³¡ª¥ ¨ ®¡ ®¤®¬®-
¤®¢®¬ « §¥°¥. � § ª«¾·¥¨¥ «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥² ¯®ª § ®, ª ª ³° ¢¥¨¿
�®°¥¶  ¯°¨¢®¤¿²±¿ ª ´®°¬¥, ®²¢¥· ¾¹¥© ¥«¨¥©®¬³ ®±¶¨««¿-
²®°³ ± ¨¥°¶¨®»¬ ¢®§¡³¦¤¥¨¥¬.

3.1. � ¤ ·  ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ¯®¤®£°¥¢ ¥¬®¬ ±¨§³ ±«®¥

� ±±¬®²°¨¬ ±«®© ¦¨¤ª®±²¨ £«³¡¨» h,  µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ¯®«¥
²¿¦¥±²¨. �³±²¼   ¢¥°µ¥© £° ¨¶¥ ¯®¤¤¥°¦¨¢ ¥²±¿ ¯®±²®¿ ¿
²¥¬¯¥° ²³°  T0,     ¨¦¥© £° ¨¶¥ T0 + �T (°¨±. 3.1). �§-
§  ²®£® ·²®  £°¥² ¿ ¦¨¤ª®±²¼ «¥£·¥ µ®«®¤®©, ¯°¨ ¤®±² ²®·®
¡®«¼¸®© ° §®±²¨ ²¥¬¯¥° ²³° ¢®§¨ª ¥² ª®¢¥ª¶¨®®¥ ²¥·¥¨¥

�¨±. 3.1. �®´¨£³° ¶¨¿ ²¥·¥¨¿, ¢®§¨ª ¾¹¥£® ¯°¨ ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ¯®¤®£°¥¢ ¥¬®¬
±¨§³ ±«®¥ ¦¨¤ª®±²¨

¦¨¤ª®±²¨, ®¯¨± ¨¥ ª®²®°®£® ¨ ±®±² ¢«¿¥² ¯°¥¤¬¥² ¨±±«¥¤®¢ ¨¿.
� ¨±µ®¤®© ¯®±² ®¢ª¥ § ¤ ·¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ° ±¯°¥¤¥«¥®©
±¨±²¥¬®© | ¥¥ ±®±²®¿¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ½¢®«¾¶¨®¨°³¾¹¨¬¨
¢® ¢°¥¬¥¨ ¯®«¿¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±ª®°®±²¨ v(x; y; z; t), ¯«®²®-
±²¨ �(x; y; z; t) ¨ ²¥¬¯¥° ²³°» T (x; y; z; t) 1). �§¬¥¥¨¥ ½²¨µ
¯®«¥© ¢® ¢°¥¬¥¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ³° ¢¥¨© ± · ±²»¬¨
¯°®¨§¢®¤»¬¨

@v

@t
+ (vr)v = �1

�
rp+ �r2v + g;

@�

@t
+r(�v) = 0;

@T

@t
+r(Tv) = �r2T;

� = �0
�
1� (T � T0)

�
;

(3.1)

£¤¥r = i@=@x+j@=@y+k@=@z | ¢¥ª²®°»© ®¯¥° ²®° � ¬¨«¼²® 
(i, j, k | ®°²» ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²), ·«¥ g ®¡³-

1) �£®¢¥®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®«¿ ±ª®°®±²¨ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¬®¦® ¨²¥°¯°¥-
²¨°®¢ ²¼ ª ª ²®·ª³ ¢ ¡¥±ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ² ª ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥ ¿
±¨±²¥¬  ¢»±²³¯ ¥² ª ª ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ± ¡¥±ª®¥·®¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®-
±²° ±²¢®¬.
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±«®¢«¥ ¯°¨±³²±²¢¨¥¬ ±¨«» ²¿¦¥±²¨, p(x; y; z) | ¯®«¥ ¤ ¢«¥¨©,
� | ª®½´´¨¶¨¥² ª¨¥¬ ²¨·¥±ª®© ¢¿§ª®±²¨, � | ª®½´´¨¶¨¥²
²¥¬¯¥° ²³°®¯°®¢®¤®±²¨,  | ª®½´´¨¶¨¥² ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥-
¨¿.

�» µ®²¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯®«³·¨²¼ ¯°¨¡«¨¦¥®¥ ®¯¨± ¨¥, ¢ ° ¬ª µ
ª®²®°®£® ¬®¦® ¡»«® ¡» ° ¡®² ²¼ ± ª®¥·®¬¥°®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®©
±¨±²¥¬®©. � ª¨¥ ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ° §³¬»¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿? �®-
¯¥°¢»µ, ®£° ¨·¨¬±¿ ¤¢³¬¥°®© § ¤ ·¥©. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ±¨±²¥¬³
¯°®²¿¦¥®© ¢¤®«¼ ®±¨ z, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ª ¯«®±ª®±²¨ °¨±³ª .
�³±²¼ ¢±¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ¢¥«¨·¨» ¥ § ¢¨±¿² ®² z, ¨ z-ª®¬¯®¥² 
±ª®°®±²¨ ®²±³²±²¢³¥². �®-¢²®°»µ, ¨±¯®«¼§³¥¬ ² ª  §»¢ ¥¬®¥ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¥ �³±±¨¥±ª . �® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¦¨¤ª®±²¼ ¯°¥¤¯®« -
£ ¥²±¿ ±« ¡® ±¦¨¬ ¥¬®© ¨ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ®² ²¥¬¯¥° ²³°»
³·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ ³° ¢¥¨¿µ ²®«¼ª® ¢ ®¤®¬ ¬¥±²¥, ¢ ¯° ¢®© · ±²¨
³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ±ª®°®±²¨. �®«®¦¨¬

p = p0 � �0g
�
1� (T � T0)

�
y + ep(x; y; t);

T = T0 +�T � �T

h
y + �(x; y; t);

(3.2)

£¤¥ ep(x; y; t) | ®²ª«®¥¨¥ ¯®«¿ ¤ ¢«¥¨© ®² £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£®
¤ ¢«¥¨¿ p0� �0gy,   �(x; y; t) | ®²ª«®¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» ®² «¨-
¥©®£® ¯°®´¨«¿, ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿
(3.1) ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥:

1

�
rp = ��0gj+rep

�0
�
1� (T � T0)

� � �gj� g(T � T0)j+ 1

�0
rep: (3.3)

�·¨²»¢ ¿, ·²® g = �jg, ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥¬ ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢¨¤¥

@v

@t
+ (vr)v = gj�� 1

�0
rep+ �r2v;

rv = 0;

@�

@t
+r(�v)� �T

h
r(yv) = �r2�:

(3.4)

�®«¥§® § ¬¥²¨²¼, ·²® r(yv) = vj, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ±¨«³ ¢²®°®£® ³° ¢-
¥¨¿ (3.4) rv = 0. �  ¢¥°µ¨© ¨ ¨¦¨© ª° ¿ ±«®¿  «®¦¨¬
£° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿, ¢»° ¦ ¾¹¨¥ ¯®±²®¿±²¢® ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ®²-
±³²±²¢¨¥ ¯®²®ª  ¦¨¤ª®±²¨ ·¥°¥§ £° ¨¶³:

�
��
y=0

= 0; �
��
y=h

= 0; vj
��
y=0

= 0; vj
��
y=h

= 0: (3.5)

� ±¯¨¸¥¬ ¢¥ª²®°»¥ ³° ¢¥¨¿ ¢ ª®®°¤¨ ² µ, ®¡®§ · ¿ x- ¨
y-ª®¬¯®¥²» ±ª®°®±²¨ ·¥°¥§ u ¨ v,   · ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯®-
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±°¥¤±²¢®¬ ¨¦¨µ ¨¤¥ª±®¢:

ut + uux + vuy = ���10 epx + �(uxx + uyy);

vt + uvx + vvy = g�� ��1
0
epy + �(vxx + vyy);

ux + vy = 0;

�t + (�u)x + (�v)y � h�1�Tv = �(�xx + �yy):

(3.6)

�±ª«¾·¨¬ ¯®«¥ ¤ ¢«¥¨©, ¤«¿ ·¥£® ¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ¯¥°¢®¥
³° ¢¥¨¥ ¯® y,   ¢²®°®¥ ¯® x ¨ ¢»·²¥¬ ®¤® ¨§ ¤°³£®£®. � °¥-
§³«¼² ²¥ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

(uy � vx)t = �uuxy � vuyy + uvxx + vvxy � g�x+
+�(uxxy + uyyy � vxyy � vxxx);

�t = �(�u)x � (�v)y + h�1�Tv + �(�xx + �yy);

ux + vy = 0:

(3.7)

�«¥¤³¾¹¨© ¸ £ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¨±ª®¬»¥
¯®«¿ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¢ °¿¤» ¯® ¥ª®²®°®© ¯®«®© ±¨±²¥¬¥ ¡ -

§¨±»µ ´³ª¶¨©; ¯®±«¥ ½²®£® ¯°¥¤¬¥²®¬
° ±±¬®²°¥¨¿ ±² ¥² § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢°¥-
¬¥¨ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ° §«®¦¥¨¿. � ª®©
¯®¤µ®¤ ¨§¢¥±²¥ ª ª ¬¥²®¤ � «¥°ª¨ .
�³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¯® ¡ §¨±³ ²°¨-
£®®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ¢¨¤ 

sinm�x sin n�y; sinm�x cosn�y;
cosm�x sin n�y; cosm�x sinn�y;

(3.8)

£¤¥ � = �=h, � = �=l = �a=h, m ¨ n |
¶¥«»¥.

�¨±. 3.2. � ¢»¡®°³ ±²°³ª-
²³°» ° §«®¦¥¨¿ °¥¸¥¨¿
¢ °¿¤ ¯® ¡ §¨±»¬ ´³ª-
¶¨¿¬

�  ½²®¬ ½² ¯¥ ¦¥« ²¥«¼® ·¥²ª® ¯°¥¤-
±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ª®´¨£³° ¶¨¾ ²¥·¥¨¿, ·²®
¯®§¢®«¨² ª®ª°¥²¨§¨°®¢ ²¼ ±²°³ª²³°³ ° §-
«®¦¥¨¿. �°¨¬¥¬ ª ª ¨§¢¥±²»© ¨§ ½ª±-
¯¥°¨¬¥²  ´ ª²  «¨·¨¥ °¥¦¨¬  ª®¢¥ª-

¶¨¨ ¢ ¢¨¤¥ ¢ «®¢ (°¨±. 3.1). �§¿¢ ®¤³ ¿·¥©ª³, ° ±¯®«®¦¥³¾ ¢
®¡« ±²¨ 0 � x < l, 0 � y < h, ¬®¦® ±·¨² ²¼ ²¥·¥¨¥ ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª¨ ¯°®¤®«¦¥»¬, ª ª   °¨±. 3.2. � ² ª®¬ ²¥·¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³° 
¤®«¦  ¡»²¼ ·¥²®© ´³ª¶¨¥© x ¨ ¥·¥²®© ´³ª¶¨¥© y, ². ¥. ¬»
¤®«¦» ¯®«®¦¨²¼

�(x; y; t) =
1X

m=0

1X
n=1

Vmn(t) cosm�x sin n�y: (3.9)
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�²®¡» § ¯¨± ²¼ ±®®²®¸¥¨¥ ¤«¿ ª®¬¯®¥² ±ª®°®±²¨, ¯®«¥§® § -
¬¥²¨²¼, ·²® ¨§ ³±«®¢¨¿ ³«¥¢®© ¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ux + vy = 0 ±«¥¤³¥²,
·²® u ¨ v ¤®«¦» ¢»° ¦ ²¼±¿ ·¥°¥§ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®² ®¤®© ¨ ²®©
¦¥ ´³ª¶¨¨  (x; y; t),  §»¢ ¥¬®© ´³ª¶¨¥© ²®ª : u = �@ =@y,
v = @ =@x. � ª ¢¨¤® ¨§ °¨±. 3.2, ª®¬¯®¥²  u ¤®«¦  ¡»²¼ ¥-
·¥²®© ¯® x ¨ ·¥²®© ¯® y,   ª®¬¯®¥²  v |  ®¡®°®², ·¥²®© ¯®
x ¨ ¥·¥²®© ¯® y. �²¨ ³±«®¢¨¿ ¡³¤³² ¢»¯®«¥», ¥±«¨ ´³ª¶¨¾
²®ª  ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

 (x; y; t) =
1X

m=1

1X
n=1

Umn(t) sinm�x sin n�y: (3.10)

�®£¤  ¤«¿ ª®¬¯®¥² ±ª®°®±²¨ ¨¬¥¥¬

u(x; y; t) = �
1X

m=1

1X
n=1

Umn(t)n� sinm�x cosn�y;

v(x; y; t) =
1X

m=1

1X
n=1

Umn(t)m� cosm�x sinn�y:

(3.11)

� «¥¥, ¬®¦® ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ (3.9) ¨ (3.11) ¢ ³° ¢¥¨¿
(3.7) ¨, ¨±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¿ ®°²®£® «¼®±²¨ ¤«¿ ¡ §¨±»µ
´³ª¶¨©, ¯®«³·¨²¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© (¡¥±ª®¥·³¾!) ¤«¿ ª®½´-
´¨¶¨¥²®¢ Umn ¨ Vmn. � ¡®² ²¼ ± ¡¥±ª®¥·®© ±¨±²¥¬®© ²°³¤®,
¥±«¨ ¢®®¡¹¥ ¢®§¬®¦®, ¯®½²®¬³ °¿¤» ³¦® ª ª¨¬-²® ° §³¬»¬
±¯®±®¡®¬ ®¡°¥§ ²¼. �®¤¥«¼ �®°¥¶  ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ±·¨² ²¼ ±³-
¹¥±²¢¥»¬¨ ¨ ®²«¨·»¬¨ ®² ³«¿ ·«¥» U11, V11, V02, ¨µ ³¤®¡®
®¡®§ ·¨²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ·¥°¥§ X , Y ¨ Z. �² ª, ¬» ¯®« £ ¥¬

u = �X� sin �x cos�y; v = X� cos�x sin �y;

� = Y cos�x sin �y � Z sin 2�y:
(3.12)

�®¤±² ¢¨¬ ½²¨ ¢»° ¦¥¨¿ ¢ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥ (3.7). � ¯®«³·¥®¬
±®®²®¸¥¨¨ ¢±¥ ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ±¨³±®¢ ¨ ª®±¨³±®¢
³¦® ¯°¨¢¥±²¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´®°¬³« ª ±³¬¬ ¬
·«¥®¢ ¢¨¤  (3.8),   § ²¥¬ ®²¡°®±¨²¼ ·«¥», ®²«¨·»¥ ¯® ±²°³ª²³°¥
®² ¥¤¨±²¢¥®© ¯°¨±³²±²¢³¾¹¥© ¢ «¥¢®© · ±²¨ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¨¤ 
sin�x sin �y. �°¨° ¢¨¢ ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¨,
¯®«³· ¥¬

_X =
�g

�2 + �2
Y � �(�2 + �2)X: (3.13)

�® ¢²®°»¬ ³° ¢¥¨¥¬ ¯®±²³¯ ¥¬   «®£¨·®. � §¨¶ , ®¤ ª®, ¢
²®¬, ·²® ¢ «¥¢®© · ±²¨ ²¥¯¥°¼ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¤¢¥ ¯°®±²° ±²¢¥»¥
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¬®¤»| ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¨¤  cos�x sin �y ¨ sin 2�y. �°¨° ¢¨¢ ¿ ª®-
½´´¨¶¨¥²» ¯¥°¥¤ ·«¥ ¬¨ ² ª®£® ¢¨¤  ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¿µ,
¯®«³· ¥¬ ¤¢  ³° ¢¥¨¿

_Y =
��T

h
X � �(�2 + �2)Y � ��XZ; (3.14)

_Z = �4��2Z +
1

2
��XY: (3.15)

�² ª, ¬»  ¸«¨ ±¨±²¥¬³ ²°¥µ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ
³° ¢¥¨© ¤«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ X , Y , Z. �²®¡» ± ¥©
¡»«® ³¤®¡® ° ¡®² ²¼, ¯®«¥§® ¯°¨¢¥±²¨ ³° ¢¥¨¿ ª ¡¥§° §¬¥°-
®¬³ ¢¨¤³ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¥ª®²®°®© § ¬¥» ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ¯ ° ¬¥-
²°®¢. �®¤±² ¢¨¬ ¢ (3.13){(3.15) X = Ax, Y = By, Z = Cz,
t = D� , £¤¥ A, B, C, D | ¥ª®²®°»¥ ¯®±²®¿»¥ ª®½´´¨¶¨¥²».
�®£¤  ¯®«³· ¥¬

_x =
�g

�2 + �2
BD

A
y �D�(�2 + �2)x;

_y =
��T

h

AD

B
x�D�(�2 + �2)y � ACD

B
��xz;

_z = �4��2Dz + ABD

2C
��xy;

(3.16)

£¤¥ ²®·ª  ®§ · ¥² ²¥¯¥°¼ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® � . �®¯°®¡³¥¬ ¯®¤®¡° ²¼
ª®½´´¨¶¨¥²» ² ª, ·²®¡» ¢¨¤ ³° ¢¥¨© ¬ ª±¨¬ «¼® ³¯°®±²¨«±¿.
�®«®¦¨¬

D = ��1(�2 + �2)�1;
�g

�2 + �2
BD

A
=
�

�
;

ACD

B
�� = 1;

ABD

2C
�� = 1;

(3.17)

®²ª³¤  ¬®¦®  ©²¨

A =

p
2�(�2 + �2)

��
; B =

p
2��(�2 + �2)3

�2�g
; C =

��(�2 + �2)3

�2�g
:

(3.18)

�°®¬¥ ²®£®, ¢¢¥¤¥¬ ¡¥§° §¬¥°»¥ ¯ ° ¬¥²°»

� =
�

�
; b =

4�2

�2 + �2
=

4

1 + a2
; r =

�2g�T

��h(�2 + �2)3
: (3.19)

�®£¤  ³° ¢¥¨¿ (3.16) ¯°¨¨¬ ¾² ¢¨¤

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy: (3.20)
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�²® ¨ ¥±²¼ ¬®¤¥«¼ �®°¥¶ . �  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¨ ¬¨·¥-
±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ± ²°¥µ¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �£®¢¥®¥
±®±²®¿¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿  ¡®°®¬ ²°¥µ ¯¥°¥¬¥»µ (x; y; z),   ®¯¥-
° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥ ª®ª°¥²»¬ ¢¨¤®¬ ³° ¢¥¨© (3.20).
(�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ °¥¸¥¨¿ ±¨-
±²¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©, ¥±«¨ § ¤ ®  · «¼®¥ ±®-
±²®¿¨¥ (x; y; z), ²® ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥® ¨ ±®±²®¿¨¥ ¢ «¾¡®©
¯®±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥².)

�¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¯¥°¥¬¥»µ, ´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ ³° ¢¥¨¿µ
�®°¥¶ , ¬®¦® ¯°®¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼   ®±®¢ ¨¨ ±®®²®¸¥¨©
(3.9) ¨ (3.11). �¥°¥¬¥ ¿ x µ ° ª²¥°¨§³¥² ±ª®°®±²¼ ¢° ¹¥¨¿
ª®¢¥ª¶¨®»µ ¢ «®¢, ¢¥«¨·¨» y ¨ z ®²¢¥· ¾² §  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥
²¥¬¯¥° ²³°», ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¯® £®°¨§®² «¨ ¨ ¯® ¢¥°²¨ª «¨. � -
° ¬¥²° b ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ £¥®¬¥²°¨¥© ª®¢¥ª¶¨®®© ¿·¥©ª¨,   ¨¬¥-
®, ®²®¸¥¨¥¬ ¥¥ ¢¥°²¨ª «¼®£® ¨ £®°¨§®² «¼®£® ° §¬¥°®¢ a.
� ° ¬¥²° � ¥±²¼ ®²®¸¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²  ª¨¥¬ ²¨·¥±ª®© ¢¿§ª®-
±²¨ ¨ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¬¯¥° ²³°®¯°®¢®¤®±²¨ �=�. �£®  §»¢ ¾²
·¨±«®¬ �° ¤²«¿. �®¬¡¨ ¶¨¾ R = gh3�T=��  §»¢ ¾² ·¨±-
«®¬ �½«¥¿. � ±¢®¥ ¢°¥¬¿ �½«¥© ¯®ª § «, ·²® ³±«®¢¨¾ ¢®§¨ª®¢¥-
¨¿ ª®¢¥ª¶¨®®£® ²¥·¥¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ¢ «®¢ ®²¢¥· ¥² ®¯°¥¤¥«¥®¥
ª°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥ ½²®£® ·¨±« ,   ¨¬¥®, Rc = �4a�2(1+a2)3.
�§ ´®°¬³«» (3.19) ¢¨¤®, ·²® ¯ ° ¬¥²° r ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®²-
®¸¥¨¥ R=Rc.

3.2. �®¢¥ª¶¨¿ ¢ § ¬ª³²®© ¯¥²«¥ ¨ ¢®¤¿®¥ ª®«¥±®

� ±±¬®²°¨¬ ¤°³£³¾ ±¨±²¥¬³, ¤«¿ ª®²®°®© ² ª¦¥ ¯®«³· ¾²±¿
³° ¢¥¨¿ �®°¥¶ , ® ¨µ ¢»¢®¤ ®ª §»¢ ¥²±¿  ¬®£® ¯°®¹¥ ¨,
¢®§¬®¦®, ³¡¥¤¨²¥«¼¥¥ (Rubenfeld, Siegman, 1977). �³±²¼ ¨¬¥¥¬
§ ¬ª³²³¾ ¢ ª®«¼¶® ²°³¡ª³, § ¯®«¥³¾ ¦¨¤ª®±²¼¾ (°¨±. 3.3).
�°³¡ª  ¯®¤®£°¥¢ ¥²±¿ ±¨§³ ¨ ®µ« ¦¤ ¥²±¿ ±¢¥°µ³, ¨ ¯°¨ ¤®±² -

�¨±. 3.3. � ¤ ·  ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ § ¬ª³²®© ª®«¼¶¥¢®©
²°³¡ª¥. X µ ° ª²¥°¨§³¥² ±ª®°®±²¼ ²¥·¥¨¿, Y ¨ Z |
®²ª«®¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» ®² ±°¥¤¥£® § ·¥¨¿ ¢ ³ª -
§ »µ ²®·ª µ

²®·® ¡®«¼¸®© ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯®¤®£°¥¢  ¢®§¬®¦® ¢®§¨ª®¢¥¨¥
ª®¢¥ª¶¨®®£® ²¥·¥¨¿. �¢¥¤¥¬ ³£«®¢³¾ ª®®°¤¨ ²³ ', ®²±·¨²»-
¢ ¥¬³¾ ®²  ¯° ¢«¥®£® ¢¨§ ° ¤¨³±  ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨.
� ¢¨±¨¬®±²¼ ²¥¬¯¥° ²³°» ®² ³£«  T = T (') ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤ 2� ¨
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¥¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤  �³°¼¥. �£° ¨·¨¢ ¿±¼ ³·¥²®¬
²®«¼ª® ¯¥°¢®© £ °¬®¨ª¨, ¯®«®¦¨¬

T (') = T0(1 + Y sin'+ Z cos'): (3.21)

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Z µ ° ª²¥°¨§³¥² ®²ª«®¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» ®²
±°¥¤¥£® § ·¥¨¿ ¢ ¨¦¥© ²®·ª¥ ²°³¡ª¨,   Y | ¢ ª° ©¥© ¯° -
¢®© ²®·ª¥ ¯°¨ ' = �=2. �¥°¥§ X ®¡®§ ·¨¬ ±ª®°®±²¼ ²¥·¥¨¿
¦¨¤ª®±²¨. �®±ª®«¼ª³ ¦¨¤ª®±²¼ ¯®·²¨ ¥±¦¨¬ ¥¬ , ½²³ ±ª®°®±²¼
¬®¦® ±·¨² ²¼ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¢ «¾¡®¬ ±¥·¥¨¨ ²°³¡ª¨, ². ¥. ¥
§ ¢¨±¿¹¥© ®² '.

�ª®±²°³¨°³¥¬ ³° ¢¥¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µX , Y , Z, ¨§ ¯°®±²»µ ª ·¥±²¢¥»µ ±®-
®¡° ¦¥¨©.

�§¬¥¥¨¥ ±ª®°®±²¨ ²¥·¥¨¿ ¢»§»¢ ¥²±¿  °µ¨¬¥¤®¢®© ±¨«®©,
ª®²®° ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼  Y , ¨ ²¥·¥¨¥ ²®°¬®§¨²±¿ ±¨«®© ¢¿§ª®£®
²°¥¨¿, ª®²®° ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼  X . �®½²®¬³ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥
¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

_X = cY � �X; (3.22)

£¤¥ c ¨ � | ¥ª®²®°»¥ ¯®±²®¿»¥.
� ª ¡³¤³² ¢»£«¿¤¥²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ Y ¨ Z? �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± -

· « , ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²¥·¥¨¥ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¼¾, _' = X .
�®£¤  ¬®¦® § ¯¨± ²¼

T = f('�Xt) = T0
�
1 + Y sin ('�Xt) +X cos ('�Xt)�:

(3.23)

�¢®¤¿ ®¡®§ ·¥¨¥ '0 = '�Xt, ¨¬¥¥¬
_T = T0(Y _'0 cos'0 � Z _'0 sin'0) = T0(�XY cos'0 + ZX sin'0):

(3.24)

�²±¾¤  ¢¨¤®, ·²® ¯¥°¥®± ²¥¬¯¥° ²³°» ¯®²®ª®¬ ¦¨¤ª®±²¨ ³·¨-
²»¢ ¥²±¿ ·«¥®¬ ¢¨¤  XZ ¢ ³° ¢¥¨¨ ¤«¿ Y ¨ ·«¥®¬ (�XY ) ¢
³° ¢¥¨¨ ¤«¿ Z. � ®¡  ³° ¢¥¨¿ ±«¥¤³¥² ¤®¡ ¢¨²¼ ·«¥», ³·¨-
²»¢ ¾¹¨¥ °¥« ª± ¶¨¾, ª®²®°»¥ ¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¢¨¤, ±®®²¢¥²±²¢¥®,
(�DY ) ¨ (�DZ), £¤¥ D | ª®±² ² ,   ² ª¦¥ ³·¥±²¼ ¯®¤®£°¥¢ ¤®-
¡ ¢«¥¨¥¬ ¯®±²®¿®£® ·«¥  A ¢ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ Z. � ª¨¬ ®¡° -
§®¬,

_Y = XZ �DY; _Z = A �XY �DZ: (3.25)

�°®¨§¢®¤¿ ¢ (3.22) ¨ (3.25) § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ

X = Dx; Y =
�Dy

c
; Z = ��Dz

c
; t = Dt; (3.26)
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¯°¨µ®¤¨¬ ª ³° ¢¥¨¿¬ �®°¥¶ 

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy; (3.27)

£¤¥

� =
�

D
; r =

cA

�D2
; b = 1: (3.28)

� ° ¬¥²° b ®ª § «±¿ ° ¢»¬ 1 ¯®²®¬³, ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ²°³¡ª 
¢ ¢¨¤¥ ª°³£«®£® ª®«¼¶ . �±«¨ ¢§¿²¼ ½««¨¯²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³, ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ³° ¢¥¨¿ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ b, ®²«¨·»¬ ®² 1.

�°³£³¾ ¯°®±²³¾ °¥ «¨§ ¶¨¾ ±¨±²¥¬» �®°¥¶  ¤®±² ¢«¿¥² ³±²-
°®©±²¢®, ¯®ª § ®¥   °¨±. 3.4, | ¢®¤¿®¥ ª®«¥±® (Gleick, 1987).
�°¥¤±² ¢¼²¥ ±¥¡¥ ª®«¥±®, ³±² ®¢«¥®¥   £®°¨§®² «¼®© ®±¨, ¨

�¨±. 3.4. �®¤¿®¥ ª®«¥±® | ¬¥µ ¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ±¨±²¥¬» �®°¥¶ . �°¨ ¬ «®¬
¯®²®ª¥ ¢®¤» ±¢¥°µ³ ª®«¥±® ®±² ¥²±¿ ¢ ¯®ª®¥ ( ), ¯°¨ ¡®«¼¸¥¬ ¢° ¹ ¥²±¿ ± ¯®±²®-
¿®© ±ª®°®±²¼¾ (¡), ¯°¨ ®·¥¼ ¡®«¼¸®¬| ¢° ¹ ¥²±¿ µ ®²¨·¥±ª¨, ¬¥¿¿ ¢°¥¬¿
®² ¢°¥¬¥¨  ¯° ¢«¥¨¥ ¢° ¹¥¨¿   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ (¢)

¯® ¥£® ®¡®¤³ ¯®¤¢¥¸¥» ª®°§¨». �¢¥°µ³ «¼¥²±¿ ¢®¤ , ¯®¯ ¤ ¿ ¢
ª®°§¨», § ¤¥°¦¨¢ ¥²±¿ ¢ ¨µ, ® ¢»²¥ª ¥², ¯®±ª®«¼ª³ ª®°§¨»
¤»°¿¢»¥. � ·¥±²¢¥® ¯®¿²®, ·²® ¤  ¿ ±¨±²¥¬  ®·¥¼ ¯®µ®¦ 
  ° ±±¬®²°¥³¾ ¢»¸¥ § ¤ ·³ ® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ²°³¡ª¥ (¯°®±²® ¯¥-
°¥¢¥°³²³¾ À¢¢¥°µ ®£ ¬¨Á) ¨ ¤®«¦  ®¯¨±»¢ ²¼±¿   «®£¨·»¬¨
³° ¢¥¨¿¬¨ | ±¨±²¥¬®© �®°¥¶ . �°¥¨¬³¹¥±²¢® ¬®¤¥«¨ ¢®¤¿-
®£® ª®«¥±  ¢ ¥¥  £«¿¤®±²¨ (² ª³¾ ±¨±²¥¬³ ¬®£«¨ ¡» ¯®±²°®¨²¼
¯¥°¢®¡»²»¥ «¾¤¨ ¤«¿ ª ª¨µ-«¨¡® µ®§¿©±²¢¥»µ ¨«¨ °¨²³ «¼-
»µ ¶¥«¥©!). � ¸¥ ¢®®¡° ¦¥¨¥, ¯°¨¢»ª¸¥¥ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¬¥µ -
¨·¥±ª¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨, ¯®§¢®«¿¥² ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ª ª ¡³¤¥² ¯°®¨±-
µ®¤¨²¼ ¤¢¨¦¥¨¥ ª®«¥±  ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯®²®ª 
¢®¤». �°¨ ¬ «®© ¨²¥±¨¢®±²¨ ª®«¥±® ¡³¤¥² ¥¯®¤¢¨¦»¬. �±«¨
¯®²®ª ³¢¥«¨·¨²¼, ª®«¥±®  ·¥² ¢° ¹ ²¼±¿ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®-
±²¼¾. �°¨ ¥¹¥ ¡®«¼¸¥© ¢¥«¨·¨¥ ¯®²®ª  ¤¢¨¦¥¨¥ ±² ¥² µ ®²¨·¥-
±ª¨¬ ¨, ¡®«¥¥ ²®£®,  ¯° ¢«¥¨¥ ¢° ¹¥¨¿ ¡³¤¥² ¢°¥¬¿ ®² ¢°¥¬¥¨
¨§¬¥¿²¼±¿. �³¤¥² § ¢¥°¸¥ ®·¥°¥¤®© ®¡®°®² ª®«¥±  ¨«¨ ª®«¥±®
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§ ¬°¥², ¥ ¤®©¤¿ ¤® ¥³±²®©·¨¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿, ¨ ¯®©¤¥² ¢ ¤°³£³¾
±²®°®³ | § ¢¨±¨² ®²  ¯®«¥¨¿ ¢±¥µ ª®°§¨ ¢ ¤ »© ¬®¬¥²
¨ ®² ²®£®, µ¢ ²¨² «¨ § ¯ ±  ±ª®°®±²¨, ·²®¡» ¯°®±ª®·¨²¼ ° ¢®-
¢¥±¨¥. � ° ª²¥° °¥¦¨¬  ±² ®¢¨²±¿ ¥²°¨¢¨ «¼»¬ ¨ ¯°®¿±¨²¼
¥£® ¯°¨°®¤³ ¢®§¬®¦® ³¦¥ ²®«¼ª® ¯°¨ ¯®¬®¹¨   «¨§  ³° ¢¥¨©.

3.3. �° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ®¤®¬®¤®¢®£® « §¥° 

�¹¥ ®¤ , ±®¢¥°¸¥® ¨ ¿ ´¨§¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ª®²®° ¿ ®¯¨-
±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨ �®°¥¶ ,| ½²® ¬®¤¥«¼ ®¤®¬®¤®¢®£® « §¥° 
(�° ¥¢±ª¨©, 1981, 1996).

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¨¬¥¥²±¿ °¥§® ²®° (°¨±. 3.5), ¢ ª®²®°®¬ ¬®-
¦¥² ¢®§¡³¦¤ ²¼±¿ ®¤  ¬®¤  | ª®«¥¡ ¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿
  ®¯°¥¤¥«¥®© · ±²®²¥ !0 ¨ ± ´¨ª±¨°®¢ ®© ¯°®±²° ±²¢¥®©

�¨±. 3.5. �µ¥¬  ®¤®¬®¤®¢®£® « §¥° : E | ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ °¥§® ²®° , P |
¯®«¿°¨§ ¶¨¿  ª²¨¢®© ±°¥¤», D | ¨¢¥°±¨¿  ±¥«¥®±²¥© ³°®¢¥©

±²°³ª²³°®©. �¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ¨© ¬®¦¥² ¬¥¤«¥® ¨§¬¥¿²¼±¿
¢® ¢°¥¬¥¨ ¡« £®¤ °¿ ¯°¨±³²±²¢¨¾ ¯®²¥°¼ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾ ¯®«¿
±  ª²¨¢®© ±°¥¤®©, § ¯®«¿¾¹¥© °¥§® ²®°. �ª²¨¢ ¿ ±°¥¤  ±®-
±²®¨² ¨§  ²®¬®¢ ± ¤¢³¬¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬¨ ³°®¢¿¬¨, ¯°¨·¥¬ ° §-
®±²¼ ½¥°£¨© ¬¥¦¤³ ³°®¢¿¬¨ �E = ~!0, £¤¥ ~ | ¯®±²®¿ ¿
�« ª . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, · ±²®²  ¯¥°¥µ®¤  ±·¨² ¥²±¿ ²®·® ±®-
¢¯ ¤ ¾¹¥© ± ±®¡±²¢¥®© · ±²®²®© ¬®¤» °¥§® ²®° , ° ±±²°®©ª 
®²±³²±²¢³¥². � «¥¥, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¯°¨±³²±²¢³¥² ¬¥µ ¨§¬
 ª ·ª¨, ¡« £®¤ °¿ ª®²®°®¬³  ²®¬» ¯¥°¥µ®¤¿² ± ¨¦¥£® ³°®¢¿
  ¢¥°µ¨© ¨ ¢ ±°¥¤¥ ±®§¤ ¥²±¿, ª ª £®¢®°¿², ¨¢¥°± ¿ § ±¥«¥-
®±²¼. � ª ¡³¤³² ¢»£«¿¤¥²¼ ³° ¢¥¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³
² ª®© ¬®¤¥«¨?

�»¿±¨¬ ± · « , ± ª ª¨¬¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨  ¬
¯°¥¤±²®¨² ° ¡®² ²¼. �«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ¢ °¥§® ²®°¥ ¯°¥¤±² ¢¨¬
¢ ¢¨¤¥

E(r; t) = Re
�
E(t)Es(r) exp(i!0t)

�
; (3.29)

£¤¥ E(t)| ¬¥¤«¥® ¬¥¿¾¹ ¿±¿  ¬¯«¨²³¤ , Es(r) µ ° ª²¥°¨§³¥²
° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯®«¿ ° ¡®·¥© ¬®¤» °¥§® ²®° . � -
«¥¥, ¥±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¢¥ª²®° ¯®«¿°¨§ ¶¨¨  ª²¨¢®©
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±°¥¤» | ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬  µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ² -
ª¨¬ ¦¥ ¯°®±²° ±²¢¥»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬, ª ª ¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥
¯®«¥, ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥

P(r; t) = Re
�
P (t)Es(r) exp(i!0t)

�
: (3.30)

� ª®¥¶, ¢¢¥¤¥¬ ¢¥«¨·¨³, µ ° ª²¥°¨§³¾¹³¾ ¬£®¢¥³¾ ° §-
®±²¼  ±¥«¥®±²¥© ³°®¢¥©, | ¨¢¥°±¨¾

D(t) = N2 �N1; (3.31)

£¤¥ N1 ¨ N2 | ·¨±«®  ²®¬®¢, ¯°¥¡»¢ ¾¹¨µ ¢ ¤ »© ¬®¬¥², ±®-
®²¢¥²±²¢¥®,   ¨¦¥¬ ¨ ¢¥°µ¥¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬ ³°®¢¥. �² ª,
¬» ¤®«¦» ±ª®±²°³¨°®¢ ²¼ ³° ¢¥¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³
¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥«¨·¨ E, P ¨ D.

�»¯¨¸¥¬ ± · «  ³° ¢¥¨¥ ¢®§¡³¦¤¥¨¿ °¥§® ²®° . � «¥-
¢®© · ±²¨ ¡³¤¥² ±²®¿²¼ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®²  ¬¯«¨²³¤» ¯®«¿ _E,   ¢
¯° ¢®© | ·«¥, ¯°®¯®°¶¨® «¼»© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ P , ®²¢¥· ¾¹¨©
§  ¢®§¡³¦¤¥¨¥ ¯®«¿  ²®¬ ¬¨ ±°¥¤», ¨ ·«¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ¯®²¥°¨
½¥°£¨¨ ª®«¥¡ ¨© ¬®¤»:

_E = ��E + �P; (3.32)

£¤¥ � | ¯ ° ¬¥²° ¯®²¥°¼, � | ¥ª®²®° ¿ ¯®±²®¿ ¿.
�²®°®¥ ³° ¢¥¨¥, ¨¬¥¾¹¥¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ _P ,

®¯¨±»¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨  ª²¨¢®© ±°¥¤». � ¯° ¢®© · -
±²¨ ¡³¤¥² ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ °¥« ª± ¶¨®»© ·«¥ (�P ) ¨ ¥¹¥ ®¤¨
·«¥, ¯°®¨±µ®¦¤¥¨¥ ª®²®°®£® ¬®¦® ¯®¿±¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬. �¨¯®«¼»© ¬®¬¥², ª®²®°»© ¯°¨®¡°¥² ¥² ª ¦¤»©  ²®¬  ª-
²¨¢®© ±°¥¤» ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ¯°®¯®°¶¨® -
«¥ ¢¥«¨·¨¥ ¯®«¿ ¨ § ¢¨±¨² ®² ²®£®,   ª ª®¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬
³°®¢¥  µ®¤¨²±¿  ²®¬. �®½²®¬³ ±°¥¤¨© ¢ª« ¤ ¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾
¡³¤¥² ¯°®¯®°¶¨® «¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾  ¬¯«¨²³¤» ¯®«¿ ¨ ° §®±²¨
 ±¥«¥®±²¥©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

_P = �P + cED; (3.33)

£¤¥  ¨ c | ¯®±²®¿»¥.
� ª®¥¶, ²°¥²¼¥ ³° ¢¥¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¨¢¥°±¨¨  -

±¥«¥®±²¥© ¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

_D = �(D0 �D)� kEP; (3.34)

£¤¥ � | ¯ ° ¬¥²° °¥« ª± ¶¨¨  ±¥«¥®±²¥©,   D0 µ ° ª²¥°¨§³¥²
¨²¥±¨¢®±²¼  ª ·ª¨. �«¥ ¢¨¤  EP ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬®¹®±²¨,
ª®²®°³¾ ²° ²¨² ¯®«¥   ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ±°¥¤» (½²  ¬®¹®±²¼ ¬®¦¥²
¡»²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¨«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®©). �±«¨ ½¥°£¨¿ ¯¥°¥¤ -
¥²±¿ ¯®«¾, ¨¢¥°±¨¿ ³¬¥¼¸ ¥²±¿.
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� ¬¥®© ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ¯ ° ¬¥²°®¢

x =

p
kc


E; y =

�
p
kc

�
P; w =

�c

�
D; (3.35)

b =
�


; � =

�


; r =

�cD0

�
(3.36)

³° ¢¥¨¿ (3.32){(3.34) ¯°¨¢®¤¿²±¿ ª ¢¨¤³

_x = �(y � x); _y = �y + xw; _w = �bw + br� xy: (3.37)

�²¨ ±®®²®¸¥¨¿ ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ ¢ ³° ¢¥¨¿ �®°¥¶ , ¥±«¨ ¯®-
«®¦¨²¼ w = r � z. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ « §¥°®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨
¯¥°¥¬¥ ¿ x ®²¢¥· ¥²  ¬¯«¨²³¤¥ ¯®«¿, y | ¯®«¿°¨§ ¶¨¨,   z |
¨¢¥°±¨¨  ±¥«¥®±²¥©. �¥±²® ¯ ° ¬¥²°  £¥®¬¥²°¨¨ b ¨ ·¨±« 
�° ¤²«¿ � § ¨¬ ¾² ®²®¸¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ °¥« ª± ¶¨¨ ¨-
¢¥°±¨¨ ¨ ¯®«¿ ª ª®½´´¨¶¨¥²³ °¥« ª± ¶¨¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �²¥-
±¨¢®±²¼  ª ·ª¨ ¨£° ¥² ²³ °®«¼, ª ª³¾ ¢ £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨-
±²¥¬¥ ¨£° «® ·¨±«® �½«¥¿.

3.4. �¨±±¨¯ ²¨¢»© ®±¶¨««¿²®°
± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾

�»¯®«¨¢ ¢ ³° ¢¥¨¿µ �®°¥¶ 

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy

§ ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¬®¦® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ½²³ ±¨±²¥¬³ ª ª ¥«¨¥©»© ¤¨±±¨¯ ²¨¢»© ®±¶¨««¿²®°
± ¨¥°¶¨®»¬ ¢®§¡³¦¤¥¨¥¬ (�¥©¬ °ª, � ¤ , 1987). �¢¥¤¥¬
¢¬¥±²® z ®¢³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ u:

z =
u+ x2

2�
: (3.38)

�®¤±² ®¢ª  ½²®£® ¢»° ¦¥¨¥ ¢ ²°¥²¼¥ ³° ¢¥¨¥ ±¨±²¥¬» �®°¥¶ 
¨ ³¬®¦¥¨¥ ¥£®   2� ¤ ¥²

_u+ 2x _x = �bu� bx2 + 2�yx: (3.39)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ _x, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯¥°¢®¬³ ³° ¢¥-
¨¾ �®°¥¶ ,  µ®¤¨¬

_u = �bu+ (2� � b)x2: (3.40)

� «¥¥, ¯®¤±² ¢¨¬ ¢® ¢²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ �®°¥¶  ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ z
(3.38) ¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ y, ¢»²¥ª ¾¹¥¥ ¨§ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿, y =
= _x=� + x. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥¬

�x+ (� + 1) _x� �(r� 1)x+
x3

2
+
xu

2
= 0: (3.41)
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�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (3.40) ¨ (3.41) ½ª¢¨¢ «¥²  ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶ ,
® ²¥¯¥°¼ ¥¥ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® u = const. �®£¤  (3.41) ¥±²¼ ³° ¢-

¥¨¥ ¥«¨¥©®£® ®±¶¨««¿²®°  �x+ _x = �@U
@x

, £¤¥  = (�+1) |

¯ ° ¬¥²° ¤¨±±¨¯ ¶¨¨,   ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ § ¢¨±¨² ®² ¯ ° -
¬¥²°®¢ r, � ¨ u ¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

U(x) =

�
u=2� �(r� 1)

�
x2

2
+
x4

8
: (3.42)

� ®¡« ±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢, ®²¢¥· ¾¹¥© ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¥, �(r� 1) >
> 0, ² ª ·²® ¯°¨ ¬ «»µ u ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ª¢ ¤° ²¨·®¬ ·«¥¥
®²°¨¶ ²¥«¥, ¨ ¯®²¥¶¨ « ¨¬¥¥² ¤¢  ±¨¬¬¥²°¨·® ° ±¯®«®¦¥»µ
¬¨¨¬³¬ . �°¨ ¡®«¼¸¨µ u ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ª¢ ¤° ²¨·®¬ ·«¥¥
±² ®¢¨²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬, ¨ ¬¨¨¬³¬ ®¤¨ (°¨±. 3.6). �¤ ª®

�¨±. 3.6. �®²¥¶¨ «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ¥«¨¥©®£® ®±¶¨««¿²®° , ª ª®²®°®¬³ ¢ ¯°¥¤-
¯®«®¦¥¨¨ u = const ±¢®¤¨²±¿ ±¨±²¥¬  �®°¥¶  ¯°¨ � = 10 ¨ b = 8=3

¢  ¸¥© ±¨±²¥¬¥ u ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¢ ®¡»·®¬ ±¬»±«¥
±«®¢ ,   ¯¥°¥¬¥®©, ¯®¤·¨¿¾¹¥©±¿ ³° ¢¥¨¾ (3.40). �  ®²-
±«¥¦¨¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥«¨·¨» x2, ® ¥ ¬£®¢¥®,  
± ¨¥°¶¨¥© ¨ ±£« ¦¨¢ ¨¥¬, ª®²®°»¥ ª®«¨·¥±²¢¥® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿
¯ ° ¬¥²°®¬ b. �¨ ¬¨ª³ ±¨±²¥¬» ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ®·¥¢¨¤®,
ª ª ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ®¤®© ¨§ ¯®²¥¶¨ «¼»µ ¿¬ ± ¯¥°¥¡°®±®¬ ¢°¥¬¿
®² ¢°¥¬¥¨ ¢ ¤°³£³¾ ¿¬³ ¡« £®¤ °¿ ¨§¬¥¥¨¾ ¢¥«¨·¨» u ¨, ±®-
®²¢¥²±²¢¥®, ´®°¬» ¯®²¥¶¨ « .

� ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ±¨±²¥¬» �®°¥¶  ±² ¢¨² ¥¥ ¢ ª®²¥ª±²
²° ¤¨¶¨®»µ ¬®¤¥«¥© ²¥®°¨¨ ª®«¥¡ ¨© ¨ ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨¢«¥·¼
®¯»² ¨ ¨²³¨¶¨¾,  ª®¯«¥»¥ ¯°¨ ° ¡®²¥ ± ½²¨¬¨ ¬®¤¥«¿¬¨.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 4

�������� ������� �������

� ª ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨, ±¨±²¥¬  ²°¥µ ¥«¨-
¥©»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy (4.1)

®¯¨±»¢ ¥² ¤¨ ¬¨ª³ ¥±ª®«¼ª¨µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ | ª®¢¥ª-
¶¨¾ ¢ ±«®¥, ª®¢¥ª¶¨¾ ¢ ª®«¼¶¥¢®© ²°³¡ª¥, ®¤®¬®¤®¢»© « §¥°. �¥
 §»¢ ¾² ¬®¤¥«¼¾ �®°¥¶  ¯® ¨¬¥¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿, ®¡ °³¦¨¢-
¸¥£® ¢ ·¨±«¥»µ ° ±·¥² µ ¢®§¬®¦®±²¼ µ ®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿,
  ² ª¦¥ £«³¡®ª® ¨ ¯°®¨¶ ²¥«¼® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ¢¸¥£®  ¡«¾¤ -
¥¬»© °¥¦¨¬ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ª®«¥¡ ¨© (Lorenz, 1963). �  ¿
«¥ª¶¨¿ ±¯¥¶¨ «¼® ¯®±¢¿¹¥  ®¡±³¦¤¥¨¾ ¤¨ ¬¨ª¨ ¬®¤¥«¨ �®-
°¥¶ .

4.1. �¥§³«¼² ²» ·¨±«¥®£® °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨© �®°¥¶ 

�±«¨ ¢§¿²¼ ¢»¡° »¥ �®°¥¶¥¬ ¢ ¨±µ®¤®© ° ¡®²¥ § ·¥¨¿
¯ ° ¬¥²°®¢ � = 10, b = 8=3, r = 28 ¨ ¯°®¢¥±²¨ ·¨±«¥®¥ °¥-
¸¥¨¥ ³° ¢¥¨© (4.1)   ª®¬¯¼¾²¥°¥, ²® ®¡ °³¦¨¢ ¥²±¿, ·²® ¢
±¨±²¥¬¥ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ µ ®²¨·¥±ª¨©  ¢²®ª®«¥¡ ²¥«¼»© °¥¦¨¬.
�  °¨±. 4.1 ¯°¨¢®¤¿²±¿ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ
x, y, z ®² ¢°¥¬¥¨. �®ª § ³¾   ¢¥°µ¥© ¤¨ £° ¬¬¥ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ x(t) ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼  £«¿¤®, ¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ¬®¤¥«¼
¢®¤¿®£® ª®«¥± . �¬¥®, ³· ±²ª¨ ¯°®¶¥±± , ®²¢¥· ¾¹¨¥ ®±¶¨««¿-
¶¨¿¬ ¢ ®¡« ±²¨ x > 0, ®²¢¥· ¾² ¢° ¹¥¨¾ ª®«¥±  ¢ ®¤³ ±²®°®³,
  ³· ±²ª¨ x < 0 | ¢ ¤°³£³¾. �¨¤®, ·²®  ¯° ¢«¥¨¥ ¢° ¹¥-
¨¿ ¢°¥¬¿ ®² ¢°¥¬¥¨ ¬¥¿¥²±¿   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥, ¯°¨·¥¬ ·¨-
±«® ®¡®°®²®¢ (®±¶¨««¿¶¨©) ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ®² ° §  ª
° §³ ¬¥¿¥²±¿ µ ®²¨·¥±ª¨.

�  °¨±. 4.2 ¯®ª §  ´ §®¢»© ¯®°²°¥² ±¨±²¥¬» �®°¥¶ . � ª
¬®¦® ¢¨¤¥²¼, ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¢»°¨±®¢»¢ ¥² ¢ ¯°®±²° ±²¢¥
±®±²®¿¨© (x; y; z) ¥ª¨© ®¡º¥ª² ±«®¦®© ±²°³ª²³°», ª®²®°»© ¯®-
µ®¦   ¬®²®ª ¨²®ª, ¯°¨·¥¬ ¥ ¯¥°¥¯³² »µ,    ªª³° ²® ³«®-
¦¥»µ ®¤  ¢¤®«¼ ¤°³£®©. �²® ®¡° §®¢ ¨¥  §»¢ ¾² ±²° »¬
 ²²° ª²®°®¬ ¨«¨, ¢ ª®²¥ª±²¥ ¤ ®© ª®ª°¥²®© ±¨±²¥¬»,  ²-
²° ª²®°®¬ �®°¥¶ .

� ª ¬®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ¯°¨ ³ª § »µ Àª« ±±¨·¥±ª¨µÁ § ·¥-
¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ �, b, r ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ³±² ®¢¨¢¸¨©±¿ °¥¦¨¬ (¯®
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ª° ©¥© ¬¥°¥, ¢ ±¬»±«¥ ³±°¥¤¥»µ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨-
±²¨ª ¨ ¢ ±¬»±«¥ ±² ¶¨® °®±²¨ ¢¥¸¥£® ¢¨¤   ²²° ª²®° ) ¢®§¨-
ª ¥² ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶  ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¢»¡®°   · «¼»µ ³±«®¢¨©.

�¨±. 4.1. � ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ x, y, z ®² ¢°¥¬¥¨, ¯®«³-
·¥»¥ ·¨±«¥»¬ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥¬ ³° ¢¥¨© �®°¥¶  ¯°¨ � = 10, b = 8=3,
r = 28

� ±¢®¥© ° ¡®²¥ �®°¥¶ ¢±ª°»¢ ¥² ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ¯°¨°®¤³  -
¡«¾¤ ¥¬®£® µ ®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ § ¬¥· ²¥«¼® ¯°®-

�¨±. 4.2. � §®¢»© ¯®°²°¥²
 ²²° ª²®°  �®°¥¶  ¤«¿
Àª« ±±¨·¥±ª®£®Á  ¡®°  ¯ -
° ¬¥²°®¢: � = 10, b = 8=3,
r = 28

±²®£® ¨ ½´´¥ª²®£® ¯°¨¥¬ . � ±±¬®-
²°¨¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯¥°¥¬¥®© z ®² ¢°¥-
¬¥¨ ¨ § ³¬¥°³¥¬ ¥¥ ¬ ª±¨¬³¬» ¢
¯®°¿¤ª¥ ±«¥¤®¢ ¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨. � -
«¥¥, ®¡° ¡®² ¥¬ °¥§³«¼² ²» ·¨±«¥®£®
°¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨©, ¯®±²°®¨¢ £° ´¨ª
§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥«¨·¨» ®·¥°¥¤®£® ¬ ª-
±¨¬³¬  ®² ¯°¥¤»¤³¹¥£®, zk+1 = f(zk)
(°¨±. 4.3 ). �®¢±¥¬ ¥ ®·¥¢¨¤®, ·²®
½²  ¯°®¶¥¤³°  ¯°¨¢¥¤¥² ª ª ª®¬³-²® ° -
§³¬®¬³ °¥§³«¼² ²³, ® ½²® ² ª! �ª -
§»¢ ¥²±¿, ·²® ²®·ª¨ µ®°®¸® «®¦ ²±¿
  ®¯°¥¤¥«¥³¾ ª°¨¢³¾ ± ®±²°®© ¢¥°-
¸¨®©. �® ²®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ § ¬¥¨²¼
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¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¨±µ®¤»µ ³° ¢¥¨© �®°¥¶  £®° §¤® ¡®-
«¥¥ ¯°®±²®© § ¤ ·¥© |   «¨§®¬ ¤¨ ¬¨ª¨ ®¤®¬¥°®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ zk+1 = f(zk)!

�²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ®·¥¼ ¯®µ®¦¥   ®²®¡° ¦¥¨¥ À²¥²Á, ª®²®°®¥,
ª ª ®¡º¿±¿«®±¼ ¢ «¥ª¶¨¨ 2 ¤¥¬®±²°¨°³¥² µ ®²¨·¥±ª³¾ ¤¨ ¬¨ª³
¨ ¤«¿ ª®²®°®£® ¬®¦¥±²¢® ¢®§¬®¦»µ ²° ¥ª²®°¨© ¤®¯³±ª ¥² ª®-
¤¨°®¢ ¨¥ ¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢.

�¨±. 4.3. �²®¡° ¦¥¨¥, ¯®«³·¥®¥ ·¨±«¥® ¤«¿ ±¨±²¥¬» �®°¥¶  ( ), ¨ ¯®ª -
§ ®¥ ¤«¿ ±° ¢¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¥ À²¥²Á (¡)

�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ² ª¨¬¨ ¦¥ ±¢®©±²¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¥² ¨ ®²®¡° -
¦¥¨¥ zk+1 = f(zk). �²® ¢¥±ª¨© ¤®¢®¤ ¢ ¯®«¼§³ ¤¨ ¬¨·¥±ª®©
¯°¨°®¤» µ ®± ,  ¡«¾¤ ¥¬®£® ¢ ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ . �£®¢®°¨¬±¿, ®¤-
 ª®, ·²® ®²±¾¤  ¥¹¥ ¤®¢®«¼® ¤ «¥ª® ¤® ±²°®£®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®
¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ¯®±ª®«¼ª³ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬®© ¨ ®¤®-
¬¥°»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¡®«¥¥ ²®ª , ·¥¬ ½²® ¬®¦¥² ¯®ª § ²¼±¿  
¯¥°¢»© ¢§£«¿¤ 1).

1) � ¤¨ £° ¬¬¥ °¨±. 4.3 ¬®¦® ¯°¨©²¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ° ±±³¦¤¥¨©. �±«®¢¨¥
¯®¿¢«¥¨¿ ½ª±²°¥¬³¬  ¯¥°¥¬¥®© z(t) ®²¢¥· ¥² ° ¢¥±²¢³ ³«¾ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤-
®©, ª®²®° ¿, ±®£« ±® ²°¥²¼¥¬³ ³° ¢¥¨¾ (4.1), ° ¢  xy � bz. �° ¢¥¨¥
xy � bz = 0 ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¥ª®²®°³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ H (£¨-
¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤). �»¤¥«¨¬   ½²®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡« ±²¼ H� ² ª³¾,
·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ³±«®¢¨¥  «¨·¨¿ ¨¬¥® ¬ ª±¨¬³¬ : �z < 0.
�®²®ª ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®°¨© ±¨±²¥¬» �®°¥¶  § ¤ ¥²   ½²®© · ±²¨ ¯®¢¥°µ®±²¨
®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥. �»¯³±²¨¢ ²° ¥ª²®°¨¾ ¨§ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ A ®¡« ±²¨
H�, ¤®¦¤¥¬±¿ ¥¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± H� | ½²® ¨ ¡³¤¥² ®¡° § ²®·ª¨ A.
�®¢®°¿ ´®°¬ «¼®, ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥ ¤¢³¬¥°®¥ ¨ ª ®¤®¬¥°®¬³ ®²¾¤¼
¥ ±¢®¤¨²±¿. �¤ ª® ¬®¤¥«¼ �®°¥¶  µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ®·¥¼ ¢»±®ª®© ±²¥¯¥¼¾
±¦ ²¨¿ ½«¥¬¥²  ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  §  ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¯¥°¥±¥·¥-
¨¿¬¨. �®£« ±® ´®°¬³«¥ (4.4) (±¬. ¨¦¥), �V=�V0 �= exp [�(�+ b+ 1)Txap].
�²±¾¤  ¯°¨ � = 10, b = 8=3, Txap �= 0;7 ¯®«³· ¥¬ ®¶¥ª³ �V=�V0 �= 10�4.
�®½²®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® µ®°®¸®  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ®¤®¬¥°»¬,
·²® ¢¨§³ «¼® ¨  ¡«¾¤ ¥²±¿   °¨±. 4.3. �®«¥¥ ²¹ ²¥«¼»©   «¨§ ¯®ª §»¢ ¥²,
®¤ ª®, ·²® ²®·ª¨   £° ´¨ª¥ ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¥ «®¦ ²±¿   ®¯°¥¤¥«¥³¾
ª°¨¢³¾,   ¨¬¥¾² ¥ª®²®°»© ° §¡°®±, ±¢¿§ »© ± ¯°¨±³¹¥©  ²²° ª²®°³ �®°¥¶ 
´° ª² «¼®© ¯®¯¥°¥·®© ±²°³ª²³°®©.
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4.2. � «¨²¨·¥±ª®¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ³° ¢¥¨© �®°¥¶ 

�²®¡» ¤®±²¨£³²¼ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ¯®«®£® ¯®¨¬ ¨¿ ®±®¡¥-
®±²¥© ±¨±²¥¬» �®°¥¶ , ®¡° ²¨¬±¿ ª ° ±±¬®²°¥¨¾ ²¥µ  ±¯¥ª²®¢
¤¨ ¬¨ª¨, ª®²®°»¥ ¬®¦® ¢»¿¢¨²¼ ¯®±°¥¤±²¢®¬   «¨²¨·¥±ª®£®
¨±±«¥¤®¢ ¨¿.

�¨¬¬¥²°¨¿. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ®²¬¥²¨¬ ±¨¬¬¥²°¨¾ ³° ¢¥¨© �®-
°¥¶  | ¨µ ¢¨¤ ¥ ¨§¬¥¨²±¿, ¥±«¨ ®¤®¢°¥¬¥® ±¬¥¨²¼ § ª
x ¨ y. �²® § ·¨², ·²® «¾¡®¥ ®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥ «¨¡® ®¡« ¤ ¥² ²®© ¦¥ ±¨¬¬¥²°¨¥©, ². ¥. ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ± ¬® ¢
±¥¡¿ ¯°¨ § ¬¥¥ ¯¥°¥¬¥»µ x ! �x, y ! �y, «¨¡® ¨¬¥¥² ² ª®¥
¦¥ ®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¯ °²¥° . �§ °¨±. 4.2
¬®¦® ³±¬®²°¥²¼, ·²®  ²²° ª²®° �®°¥¶  ®¡« ¤ ¥² ³ª § ®© ±¨¬-
¬¥²°¨¥©.

�£° ¨·¥®±²¼ ®¡« ±²¨, £¤¥ ¬®¦¥² ° ±¯®« £ ²¼±¿  ²²° ª²®°.
� ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¨±²¥¬» �®°¥¶  ¬®¦® ³ª § ²¼ ² ª³¾
®£° ¨·¥³¾ § ¬ª³²³¾ ®¡« ±²¼, ¢ ª®²®°³¾ ´ §®¢»¥ ²° ¥ª²®°¨¨
¬®£³² ²®«¼ª® ¢µ®¤¨²¼ ¨ ¨ª®£¤  ¥¥ ¥ ¯®ª¨¤ ¾². �«¿ ³¯°®¹¥¨¿
¢»ª« ¤®ª  ¬ ¡³¤¥² ³¤®¡® §¤¥±¼ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ´®°¬³ ³° ¢¥¨©
(3.37). �¬®¦¨¬ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥   x=�, ¢²®°®¥   y, ²°¥²¼¥  
w ¨ ±«®¦¨¬:

+

8<:
_x = �(y � x)
_y = �y + xw

_w = �bw + br � xy

������
� x=�

� y

�w:

�¥§³«¼² ² ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

d

dt

�
x2=� + y2 + w2

2

�
= xy � x2 � y2 + xyw � bw2�

�xyw + brw = �
�
x� 1

2
y

�2
� 3

4
y2 � b

�
w � 1

2
r

�2
+

1

4
br2: (4.2)

� ±±¬®²°¨¬ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (x; y; w) ®¡« ±²¼ E, § -
¤ ³¾ ¥° ¢¥±²¢®¬ ��x� (1=2)y

�2� (3=4)y2� b
�
w� (1=2)r

�2
+

+ (1=4)br2 � 0. �  ®£° ¨·¥  ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ½««¨¯±®¨¤  ± ¶¥-
²°®¬, ±¬¥¹¥»¬ ®²®±¨²¥«¼®  · «  ª®®°¤¨ ². �¥ ½²®© ®¡« -
±²¨ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (4.2) ®²°¨¶ ²¥«¼ . �°®¬¥ ²®£®, ®¯°¥-
¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ½««¨¯±®¨¤®¢ ³° ¢¥¨¥¬ x2=�+ y2+w2 = const,
£¤¥ ¯°¨±³²±²¢³¥² ª®¬¡¨ ¶¨¿, ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¯®¤ § ª®¬ ¯°®¨§-
¢®¤®© ¢ «¥¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (4.2). �»¡¥°¥¬ § ·¥¨¥ ª®-
±² ²» ² ª¨¬ ¡®«¼¸¨¬, ·²®¡» ¯®«³·¨«±¿ ½««¨¯±®¨¤ S, ¶¥«¨ª®¬
§ ª«¾· ¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ®¡« ±²¼ E. �®£¤    ¯®¢¥°µ®±²¨ S ¨¬¥¥¬

¢±¾¤³
d

dt
(x2=� + y2 + w2) < 0, ². ¥. ¢¥«¨·¨  (x2=� + y2 + w2)
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³¡»¢ ¥² ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨. �²® § ·¨², ·²® ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ¯¥-
°¥±¥ª ¾¹¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¼ S, ¢¥¤³² ²®«¼ª® ¢³²°¼ ®£° ¨·¥®© ¥¾
®¡« ±²¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª ª¨¬ ¡» ¨ ¡»«  ²²° ª²®° ³° ¢¥¨©
�®°¥¶ , ® ®¡¿§  ° ±¯®« £ ²¼±¿ ¢³²°¨ S.

�¨±±¨¯ ²¨¢®±²¼ ±¨±²¥¬» �®°¥¶ .� ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥
¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, § ¢¨±¨¬®±²¼ ²°¥µ ª®¬¯®¥²
ª®²®°®£® ®² ª®®°¤¨ ² x, y, z ¤ ¥²±¿ ¯° ¢»¬¨ · ±²¿¬¨ ²°¥µ ³° ¢-
¥¨© �®°¥¶ :

L(x; y; z) = f�(y � x); rx� y � xz; �bz + xyg: (4.3)

� ±¨«³ ³° ¢¥¨© (4.1) ®® ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯®«¿ ±ª®°®±²¥© ¢ ´ §®-
¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥: ¬£®¢¥ ¿ ±ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥¨¿ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥©
²®·ª¨ ¢ ¬®¬¥², ª®£¤  ®  ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» (x; y; z), ¤ ¥²±¿ ¢¥ª-
²®°®¬ L. �»·¨±«¨¬ ¤¨¢¥°£¥¶¨¾ ½²®£® ¯®«¿:

divL = rL =
@Lx

@x
+
@Ly

@y
+
@Lz

@z
= �� � 1� b: (4.4)

�±«¨ ¯ ° ¬¥²°» � ¨ b ¯®«®¦¨²¥«¼», ª ª ½²® ¢±¥£¤  ¯°¥¤¯®« £ -
¥²±¿, ²® ¤¨¢¥°£¥¶¨¿ ¯®±²®¿  ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼ .

�¬»±« ½²®£® °¥§³«¼² ²  ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � ±±¬®²°¨¬  -
± ¬¡«¼ ®¤¨ ª®¢»µ ±¨±²¥¬, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢-
¥¨¿¬¨ �®°¥¶ , ¨ ¯³±²¼ ®¨ ®²«¨· ¾²±¿ ²®«¼ª®  · «¼»¬¨
³±«®¢¨¿¬¨. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥, ·²® ¢  · «¼»© ¬®¬¥² ®¡« ª® ²®-
·¥ª, ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ±®±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬  ± ¬¡«¿ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®-
±²° ±²¢¥, § ¨¬ ¥² ¥ª®²®°»© ®¡º¥¬ �V . �®£¤  ¢ ¯°®¶¥±±¥ ½¢®-
«¾¶¨¨ ±¨±²¥¬  ± ¬¡«¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ®¡º¥¬ ®¡« ª  ¡³¤¥² ³¬¥¼-
¸ ²¼±¿ ¯® § ª®³ �V = �V0 exp (Dt), £¤¥ D = ��� b� 1. � ²¥·¥-
¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ¢±¥ ®¨ ¤®«¦» ±ª®¶¥²°¨°®¢ ²¼±¿   ¥ª®²®°®¬
¬®¦¥±²¢¥ ³«¥¢®£® ®¡º¥¬  |  ²²° ª²®°¥. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ° ±±³-
¦¤¥¨¿¬¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯³ª² ,  ²²° ª²®° ®¡¿§  ° ±¯®« £ ²¼±¿ ¢
®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . (�®·®±²¨ ° ¤¨ § -
¬¥²¨¬, ·²® ¯°®¢¥¤¥»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¥ ¨±ª«¾· ¾² ¢®§¬®¦®±²¨
±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢ ³¯®¬¿³²®© ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ¥±ª®«¼ª¨µ
 ²²° ª²®°®¢.)

�¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨. � ©¤¥¬ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ±¨±²¥¬»
³° ¢¥¨© �®°¥¶ . �²® ±®±²®¿¨¿, ¥ ¬¥¿¾¹¨¥±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨,
². ¥. ¯°®¨§¢®¤»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¯® ¢°¥¬¥¨  ¤®
¯°¨° ¢¿²¼ ³«¾. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯° ¢»¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨© ²®¦¥
¤®«¦» ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼. �²® ¤ ¥² ²°¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥-
¨¿ ¤«¿ ²°¥µ ¥¨§¢¥±²»µ:

�(y � x) = 0; rx� y � xz = 0; �bz + xy = 0: (4.5)

�§ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥¬ y = x, ²®£¤  ¢²®°®¥ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿
¢ ¢¨¤¥ x(r � 1 � z) = 0 ¨ ¢¨¤®, ·²® ¥±²¼ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨ x = 0
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¨ z = r � 1. �§ ²°¥²¼¥£® ³° ¢¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ¤«¿ ¯¥°¢®£® ±«³· ¿
z = 0,   ¤«¿ ¢²®°®£® x = �pbz = �pr � 1, ² ª ·²® ½²® °¥¸¥¨¥
±³¹¥±²¢³¥² «¨¸¼ ¯°¨ r � 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ r < 1 ¨¬¥¥²±¿
®¤® ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿, ° ±¯®«®¦¥®¥ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ²,  
¯°¨ r � 1 | ²°¨ ±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿:

x = 0; y = 0; z = 0; (4.6)

x =
p
r � 1; y =

p
r � 1; z = r � 1; (4.7)

x = �pr � 1; y = �pr � 1; z = r � 1; (4.8)

ª®²®°»¥ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, O, O1

¨ O2.
� ²®·ª¨ §°¥¨¿ ´¨§¨·¥±ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨, ¢ § ¤ ·¥ ® ª®¢¥ª-

¶¨¨ ¯¥°¢ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®²¢¥· ¥² ±®±²®¿¨¾ ° ¢®¢¥±¨¿ ¨
®²±³²±²¢¨¾ ª®¢¥ª¶¨®»µ ¯®²®ª®¢. �®¤¿®¥ ª®«¥±® ¥¯®¤¢¨¦®,
« §¥° ¥ £¥¥°¨°³¥². �²®°®¥ ¨ ²°¥²¼¥ °¥¸¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾²  -
«¨·¨¾ ª®¢¥ª¶¨®®£® ¯®²®ª  | ¢° ¹¥¨¾ ¦¨¤ª®±²¨, ±®®²¢¥²-
±²¢¥®, ¯°®²¨¢ ¨«¨ ¯® · ±®¢®© ±²°¥«ª¥. �®¤¿®¥ ª®«¥±® ¢° ¹ -
¥²±¿ ¢ ®¤³ ¨«¨ ¤°³£³¾ ±²®°®³ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¼¾. � §¥° £¥-
¥°¨°³¥² ±¨£ « ¯®±²®¿®©, ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² ¢°¥¬¥¨ ¨²¥±¨¢-
®±²¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢²®° ¿ ¨ ²°¥²¼¿ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ³° ¢¥-
¨© �®°¥¶  ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¯°¨¬¥°®¬ ¯ °» ±¨¬¬¥²°¨·»µ ¯ °²-
¥°®¢ | ®¨ ¯¥°¥µ®¤¿² ¤°³£ ¢ ¤°³£  ¯°¨ ®¤®¢°¥¬¥®¬ ¨§¬¥¥¨¨
§ ª®¢ x ¨ y.

� «¨§ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª   ³±²®©·¨¢®±²¼. � ±±¬®²°¨¬ ²¥-
¯¥°¼ ¢®¯°®± ® ²®¬, ¯°¨ ª ª¨µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢  ©¤¥»¥
¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¿¢«¿¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ¨«¨ ¥³±²®©·¨¢»¬¨.
�³±²¼ (x0; y0; z0)| ¨²¥°¥±³¾¹ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª . �³¤¥¬ ¨±-
ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨© �®°¥¶  (4.1) ¢ ¢¨¤¥

x(t) = x0 + ex(t); y(t) = y0 + ey(t); z(t) = z0 + ez(t); (4.9)

£¤¥ ¤®¡ ¢ª¨, ®²¬¥·¥»¥ ²¨«¼¤®©, ±·¨² ¾²±¿ ¬ «»¬¨. �°¥¥¡°¥-
£ ¿ ª¢ ¤° ² ¬¨ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¬¨ ¬ «»µ ¤®¡ ¢®ª, ¨§ ³° ¢¥¨©
�®°¥¶  ¯®«³· ¥¬:

_ex = �(ey � ex);
_ey = rex� ey � x0ez � exz0;
_ez = �bez + x0ey + exy0; (4.10)

£¤¥ ·«¥» ³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  ¨±·¥§ ¾² ¡« £®¤ °¿ ³±«®¢¨¾, ·²®
(x0; y0; z0) ¥±²¼ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª . � ª ®¡»·® ¢ «¨¥©®¬   -
«¨§¥   ³±²®©·¨¢®±²¼, ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢®§¬³¹¥¨¿
®² ¢°¥¬¥¨ ½ª±¯®¥¶¨ «¼ ¿, ex; ey; ez � exp (�t). �®£¤  ³° ¢¥¨¿
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¯°¨¨¬ ¾² ¢¨¤ § ¤ ·¨   ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» 3� 3:

�ex = �(ey � ex)
�ey = rex� ey � x0ez � exz0;
�ez = �bez + x0ey + exy0 ¨«¨ �

 exeyez
!
=

 �� � 0
r � z0 �1 �x0
y0 x0 �b

!
:

(4.11)

�±«®¢¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥²°¨¢¨ «¼®£® °¥¸¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ° -
¢¥±²¢® ³«¾ ¤¥²¥°¬¨ ² ����� �+ � �� 0

�r + z0 �+ 1 x0�y0 �x0 �+ b

����� = 0 (4.12)

¨«¨

(�+ �)
�
(�+ 1)(�+ b) + x20

�
+ �

�
(�+ b)(z0 � r) + x0y0

�
= 0:
(4.13)

�«¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ O, ° ±¯®«®¦¥®© ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ²,
¨¬¥¥¬

(�+ �)(�+ 1)(�+ b)� �r(�+ b) = 0

¨«¨

(�+ b)
�
�2 + (� + 1)�+ �(1� r)

�
= 0; (4.14)

®²ª³¤   µ®¤¨¬ ²°¨ ª®°¿:

�1 = �b; �2;3 = �1

2
(� + 1)�

r
1

4
(� + 1)2 + �(r� 1): (4.15)

�¥°¢®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«® ¢±¥£¤  ®²°¨¶ ²¥«¼®. �²®°®¥ ¨ ²°¥-
²¼¥, ®¡  ¿¢«¿¾²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨ «¨¸¼ ¯°¨ r < 1; ¥±«¨ ¦¥ r > 1,
®¤® ¨§ ¨µ ±² ®¢¨²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ²®·ª  O
³±²®©·¨¢  ¯°¨ r < 1 ¨ ¥³±²®©·¨¢  ¯°¨ r > 1. � ²®·ª¨ §°¥¨¿
ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª, ¯°¨ r < 1 ½²® ³±²®©·¨¢»©
³§¥«,   ¯°¨ r > 1 | ±¥¤«®-³§¥«. � ª ³ª §»¢ «®±¼ ¯°¨ ®¡±³¦¤¥¨¨
±¬»±«  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢ ³° ¢¥¨¨ �®°¥¶ , r ¥±²¼ ®²®¸¥¨¥ ·¨±« 
�½«¥¿ ª ¥£® ª°¨²¨·¥±ª®¬³ § ·¥¨¾. �» ¯®ª § «¨, ·²® ±² ¶¨®-
 °®¥ ±®±²®¿¨¥, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ®²±³²±²¢¨¾ ª®¢¥ª¶¨®»µ ²®ª®¢,
±² ®¢¨²±¿ ¥³±²®©·¨¢»¬ ¯°¨ ¯°¥¢»¸¥¨¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® § ·¥-
¨¿ r = 1. �¥¬ ± ¬»¬ ¬» ¢®±¯°®¨§¢¥«¨ °¥§³«¼² ² �½«¥¿!

�¡° ²¨¬±¿ ²¥¯¥°¼ ª ²®·ª ¬ O1 ¨ O2, ª®²®°»¥ ±³¹¥±²¢³¾², ª ª
¡»«® ¯®ª § ®, ¯°¨ r > 1. �®¤±² ¢«¿¿ ¢ (4.13)

x0 = y0 = �
p
b(r� 1); z0 = r � 1; (4.16)

¯®±«¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯®«³· ¥¬ ª³¡¨·¥±ª®¥ ³° ¢-
¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® �:

�3 + (� + b+ 1)�2 + b(� + r)�+ 2�b(r� 1) = 0: (4.17)
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�±±«¥¤®¢ ¨¥ ³° ¢¥¨¿ (4.17) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯°¨ r «¨¸¼
¥¬®£® ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ 1, ¢±¥ ²°¨ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±«  � ®²°¨¶ -
²¥«¼». �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ O1 ¨ O2 ¿¢«¿¾²±¿
³±²®©·¨¢»¬¨ ³§« ¬¨. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ r ± ¥ª®²®°®£® ¬®¬¥² 
®¨ ±² ®¢¿²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ´®ª³± ¬¨ | ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ ·¨-
±«® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®¥,   ¤¢  ¤°³£¨µ ª®¬¯«¥ª±®-
±®¯°¿¦¥»¥ ± ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© · ±²¼¾. �°¨ ¤ «¼-
¥©¸¥¬ ³¢¥«¨·¥¨¨ r ¤¥©±²¢¨²¥«¼ ¿ · ±²¼ ¬¥¿¥² § ª, ¨ ½²®
¬®¬¥² ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±®±²®¿¨¿¬¨ O1 ¨ O2 (¢ ±¨«³ ±¨¬-
¬¥²°¨¨ ½²® ¯°®¨±µ®¤¨² ®¤®¢°¥¬¥®).

� ©¤¥¬ ¯®°®£ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¤«¿ ¨±±«¥¤³¥¬®© ¥¯®¤¢¨¦-
®© ²®·ª¨, ª®²®°®¬³ ®²¢¥· ¥² ®¡° ¹¥¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© · ±²¨
ª®°¿ ¢ ®«¼. �®¤±² ¢¨¬ ¢ ´®°¬³«³ (4.17) � = i!:

�i!3 � (� + b+ 1)!2 + ib(� + r)! + 2�b(r� 1) = 0; (4.18)

¨ ®²¤¥«¨¬ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ¨ ¬¨¬»¥ · ±²¨:

�(� + b+ 1)!2 + 2�b(r� 1) = 0;��!2 + b(� + r)
�
! = 0:

(4.19)

�§ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥¬ !2 = 2�b(r � 1)=(� + b + 1).
�®¤±² ®¢ª  ½²®£® ¢»° ¦¥¨¿ ¢® ¢²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤ ¥²��2�b(r � 1)=(� + b + 1) + b(� + r)

�
= 0. �»° ¦ ¿ ®²±¾¤  r,

 µ®¤¨¬ ¯®°®£ ³±²®©·¨¢®±²¨:

rcr =
�(� + b+ 3)

� � b� 1
: (4.20)

4.3. �¨´³°ª ¶¨¨ ¢ ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ 

�¡±³¤¨¬, ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ ¤¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬» �®°¥¶ , ¥±«¨
¯®¤¤¥°¦¨¢ ²¼ ¯®±²®¿»¬¨ ¯ ° ¬¥²°» � = 10 ¨ b = 8=3 ¨ ³¢¥«¨-
·¨¢ ²¼,  ·¨ ¿ ®² ³«¿, ¯ ° ¬¥²° r. � ²®·ª¨ §°¥¨¿ ´¨§¨·¥±ª®©
¨²¥°¯°¥² ¶¨¨, ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ³¢¥«¨·¥¨¾ ±²¥¯¥¨ ¯®¤®£°¥¢ ,
¨«¨ ·¨±«  �½«¥¿, ¢ § ¤ · µ ª®¢¥ª¶¨¨, ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯ ¤ ¾¹¥£®
±¢¥°µ³ ¯®²®ª  ¢ ¬®¤¥«¨ ¢®¤¿®£® ª®«¥± , ¨²¥±¨¢®±²¨  ª ·ª¨
¢ « §¥°¥.

� ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¯°¨ r < 1 ±¨±²¥¬  �®°¥¶  ¨¬¥¥² ³±²®©·¨¢³¾
¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², ²®·ª³ O. �²® ¥¤¨±²¢¥-
»©  ²²° ª²®° ±¨±²¥¬».

�°¨ r > 1 ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ O ±² ®¢¨²±¿ ¥³±²®©·¨-
¢»¬ | ®¤® ¨§ ²°¥µ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼-
»¬, ²®£¤  ª ª ¤¢  ¤°³£¨µ ®±² ¾²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨. �±«¨ ¢¢¥-
±²¨ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥, ²® ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿ ²®·ª  ¡³¤¥² ³µ®¤¨²¼ ®²
±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢¤®«¼ ¥ª®²®°®© ±¯¥¶¨ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨,
ª®²®°³¾  §»¢ ¾² ¥³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨±®© ¨«¨ ¥³±²®©·¨-
¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬. �²® ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ®¤®¬¥°®¥
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(¥ª®²®° ¿ ª°¨¢ ¿ «¨¨¿), ¯®±ª®«¼ª³ ²®«¼ª® ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ ·¨-
±«® ®²¢¥²±²¢¥® §  ¥³±²®©·¨¢®±²¼. �§ ±¢®©±²¢  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¿±®,
·²® ¨¬¥¥²±¿ ¤¢¥ ¢¥²¢¨ ¥³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨±», �1 ¨ �2, ¨¤³-
¹¨¥ ®² ±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ O ¢ ° §»¥ ±²®°®» (°¨±. 4.4 ).

�¨±. 4.4. �¨´³°ª ¶¨¨ ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶  ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ »µ � = 10 ¨ b = 8=3,
¨¬¥¾¹¨¥ ¬¥±²® ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  r. �¡®§ ·¥¨¿: O | ¥¯®¤¢¨¦ ¿
²®·ª  ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², �1 ¨ �2 | ¤¢¥ ¢¥²¢¨ ¥¥ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° -
§¨¿ (±¥¯ ° ²°¨±»), O1 ¨ O2 | ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨, L1 ¨ L2 | ¥³±²®©·¨¢»¥
§ ¬ª³²»¥ ®°¡¨²». �¨±³®ª (¢) ®²¢¥· ¥²  «¨·¨¾ ¯¥²«¨ ±¥¯ ° ²°¨±»

�®·ª  O ¨¬¥¥² ² ª¦¥ ³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥. �® ¤¢³¬¥°®¥,
¯®±ª®«¼ª³ ¤¢  ±®¡±²¢¥»µ ·¨±«  ®²°¨¶ ²¥«¼» ¨ ®²¢¥· ¾² § ²³-
µ ¨¾ ¢®§¬³¹¥¨©. �±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©
¥ª®²®°³¾ ª°¨¢³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼, ¯°¨ ±² °²¥ ± ª®²®°®© ²° ¥ª²®°¨¨
¨¤³² ¢ ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ O.

�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ r ·¥°¥§ 1 ²®·ª  O ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼  ²²° ª²®°®¬,
¨  ²²° ª²®° ¬¨ ±² ®¢¿²±¿ ¢®¢¼ ¢®§¨ª¸¨¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨
O1 ¨ O2 (±¬. (4.7), (4.8)). �®£« ±® ±®®²®¸¥¨¾ (4.20), ®¨
®±² ¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ¤® ¤®¢®«¼® ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨© r. � § -
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¤ · µ ª®¢¥ª¶¨¨ ½²¨ ¤¢   ²²° ª²®°  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±®±²®¿¨¿¬ ±
° ¢®¬¥°»¬ ¢° ¹¥¨¥¬ ¦¨¤ª®±²¨, ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯°®²¨¢ ¨«¨ ¯®
· ±®¢®© ±²°¥«ª¥. � ¬¥²¨¬, ·²® ±ª®°®±²¼ ¢®§° ±² ¥² ± ³¢¥«¨·¥¨¥¬
¯ ° ¬¥²°  r: x = �pb(r� 1).

�°¨±³²±²¢¨¥ ¤¢³µ  ²²° ª²®°®¢ ®§ · ¥²  «¨·¨¥ ¡¨±² ¡¨«¼-
®±²¨ | ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  · «¼»µ ³±«®¢¨© ±¨±²¥¬  ¯°¨µ®¤¨²
¢ ª®¶¥ ª®¶®¢ ¢ ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ ¢®§¬®¦»µ ³±²®©·¨¢»µ °¥¦¨¬®¢.
(� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤   ²²° ª²®°®¢ ¡®«¥¥ ®¤®£®, £®¢®°¿²
® ¬³«¼²¨±² ¡¨«¼®±²¨. �²® ®¤® ¨§ µ ° ª²¥°»µ ¨ ° ±¯°®±²° -
¥»µ ±¢®©±²¢ ¥«¨¥©»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.)

�  °¨±. 4.4¡ ¯®ª § ®, ª ª ¢»£«¿¤¿² ±¥¯ ° ²°¨±» �1 ¨ �2 ¢
²®© ®¡« ±²¨ § ·¥¨© r, £¤¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ O1 ¨ O2 ¿¢«¿-
¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ´®ª³± ¬¨. � §®¢»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯°¨¡«¨¦ ¾²±¿
ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ¯® ±¯¨° «¨, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ²³µ ¾¹¨¬
®±¶¨««¿¶¨¿¬. �¥¬ ¡®«¼¸¥ ¯ ° ¬¥²° r, ²¥¬ ¡®«¼¸¥  · «¼»©
° §¬ µ ½²¨µ ®±¶¨««¿¶¨©. �°¨ ¥ª®²®°®¬ § ·¥¨¨ r = 13;927
®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ±¥¯ ° ²°¨± , ±®¢¥°¸¨¢ ®¤¨ ®¡®°®², ¢®§¢° ¹ -
¥²±¿ ¢ ²®·ª³ O ¢¤®«¼ ®±¨ z (°¨±. 4.4¢). �¡ ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ £®¢®°¿²
ª ª ® ¯¥²«¥ ±¥¯ ° ²°¨±». �²® ¬®¬¥² ¥«®ª «¼®© ¡¨´³°ª ¶¨¨,
ª®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯¥°¥±²°®©ª  ±²°³ª²³°» ¯®²®ª  ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®-
°¨©, ª®²®° ¿ ¥ ±¢®¤¨²±¿ ª «®ª «¼»¬ ¨§¬¥¥¨¿¬ ¢ ®ª°¥±²®±²¨
ª ª®©-²® ®¤®© ²®·ª¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ .

�¥°¥µ®¤ ¯ ° ¬¥²°  r ·¥°¥§ ³ª § ®¥ § ·¥¨¥ ¨ª ª ¥ ®²° -
¦ ¥²±¿   ±¢®©±²¢ µ ±² ¶¨® °»µ °¥¦¨¬®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ  ²²° ª-
²®° ¬ O1 ¨ O2, §  ²¥¬ ¨±ª«¾·¥¨¥¬, ·²® ¯®±«¥ ¥£® ±¥¯ ° ²°¨± 
�1 ¢¥¤¥² ¢ ²®·ª³ O2,   ±¥¯ ° ²°¨±  �2 | ¢ ²®·ª³ O1. (�²® § ·¨²,
·²® ¯°¨ ³±² ®¢«¥¨¨ °¥¦¨¬  ª®¢¥ª¶¨¨,  ·¨ ¿ ®² ±¨²³ ¶¨¨
¢° ¹¥¨¿ ± ¬ «®© ±ª®°®±²¼¾,  ¯° ¢«¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¦¨¤ª®±²¨ ¢
¨²®£¥ ¬¥¿¥²±¿   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥.) �¤ ª® ¢ £«®¡ «¼®© ±²°³ª-
²³°¥ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¯°®¨±µ®¤¿² ±³¹¥±²¢¥»¥ ¨§¬¥¥¨¿.
�®-¯¥°¢»µ, ¨§ ª ¦¤®© ¯¥²«¨ ±¥¯ ° ²°¨±» °®¦¤ ¥²±¿ § ¬ª³² ¿
²° ¥ª²®°¨¿ | ¥³±²®©·¨¢»© ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª« (¸²°¨µ®¢»¥ ª°¨-
¢»¥ L1 ¨ L2   °¨±. 4.4¢). �®-¢²®°»µ, ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®¥
¬®¦¥±²¢® 
1 | ±«®¦® ³±²°®¥®¥ ¬®¦¥±²¢® ²° ¥ª²®°¨©, ¤®-
¯³±ª ¾¹¨µ ª®¤¨°®¢ ¨¥ ¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¢ ®¡¥ ±²®-
°®» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢. �²® ¬®¦¥±²¢® 
1,
®¤ ª®, ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬, ®¡° §³¿, ª ª ¨®£¤  £®¢®-
°¿², À±²° »© °¥¯¥««¥°Á. �«¥¤³¾¹ ¿ ±³¹¥±²¢¥ ¿ ¥«®ª «¼ ¿
¡¨´³°ª ¶¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¨ r � 24;06. �±«¨ ¤® ½²®£® ¬®¬¥²  ±¥-
¯ ° ²°¨±» �1 ¨ �2 ¢¥«¨ ¢ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ O2 ¨ O1, ²® ¯®±«¥
¡¨´³°ª ¶¨¨ ®¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¯°¨¡«¨¦ ¾²±¿ ª ¥³±²®©·¨¢»¬
®°¡¨² ¬ (°¨±. 4.4¤). � ½²®£® ¬®¬¥²    ¬¥±²¥ ¬®¦¥±²¢  
1 ¢®§-
¨ª ¥² ³¦¥ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ±«®¦®© ±²°³ª²³°». �²® ¨
¥±²¼ ±²° »©  ²²° ª²®° �®°¥¶ , ®²¢¥· ¾¹¨© µ ®²¨·¥±ª®¬³ °¥-
¦¨¬³ ª®«¥¡ ¨©. �²¬¥²¨¬, ®¤ ª®, ·²® ±®±²®¿¨¿ O1 ¨ O2 ¢±¥
¥¹¥ ®±² ¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨, ¤® ¤®±²¨¦¥¨¿ § ·¥¨¿ r = 24;74
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(±¬. (4.20)). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¨²¥°¢ «¥ r ®² 24;06 ¤® 24;74 ¢
±¨±²¥¬¥ ±®±³¹¥±²¢³¾² ²°¨  ²²° ª²®°  | ¤¢¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨
O1 ¨ O2 ¨  ²²° ª²®° �®°¥¶ . � ª®¥¶,  ·¨ ¿ ± r = 24;74, ¥-
¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ²¥°¿¾² ³±²®©·¨¢®±²¼ ¨  ²²° ª²®° �®°¥¶  ®±² -
¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ (°¨±. 4.4¥).

�§«®¦¥ ¿ ª °²¨ , ª®²®° ¿ ®¯¨° ¥²±¿   °¥§³«¼² ²» �¨«¼-
¨ª®¢  (1980) ¨ � ¯«   ¨ �®°ª¥ (1979), ¥ ¨±·¥°¯»¢ ¥² ¢±¥£®
¬®£®®¡° §¨¿ ´¥®¬¥®¢, ¢®§¬®¦»µ ¢ ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ . �ª §»-
¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ ®·¥¼ ¡®«¼¸¨µ r ±¨±²¥¬  ¤¥¬®±²°¨°³¥² ¯°®±²®©
°¥£³«¿°»© °¥¦¨¬  ¢²®ª®«¥¡ ¨©, ª®²®°®¬³ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ¯ ° ¬¥-
²°  r ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . � ®¯°¥¤¥«¥»µ ®¡« ±²¿µ ¯® ¯ -
° ¬¥²°³ r °¥ «¨§³¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ª µ ®²¨·¥±ª¨¬
°¥¦¨¬ ¬ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼. �®½²®¬³ ±¨±²¥¬  �®°¥¶  ¥¹¥
¥®¤®ª° ²® ¡³¤¥² ¯°¨¢«¥ª ²¼±¿ ¢  ¸¥¬ ª³°±¥ «¥ª¶¨© ¢ ª ·¥-
±²¢¥ ¨««¾±²° ¶¨¨ ° §«¨·»µ  ±¯¥ª²®¢ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨.

�¥£® ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶  ¡»²¼ ¥ ¬®¦¥², ² ª ½²® ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ
 ¢²®ª®«¥¡ ¨©. � ª¨¬ ª®«¥¡ ¨¿¬ ¤®«¦¥ ¡»« ¡» ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼  ²-
²° ª²®° ¢ ¢¨¤¥ ²®° . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ² ª®©  ²²° ª²®° ±³¹¥±²¢³¥².
� §®¢»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ ¬®£³² ¯¥°¥±¥ª ²¼ ¯®¢¥°µ®±²¼ ²®° , ®¨ ¬®£³²
²®«¼ª® ¯°¨¡«¨¦ ²¼±¿ ª ¥¬³. � ±±¬®²°¨¬  ± ¬¡«¼ ±¨±²¥¬, ¨§®¡° ¦ ¾-
¹¨¥ ²®·ª¨ ª®²®°»µ § ¯®«¿¾² ¢³²°¥®±²¼ ²®° . �¾¡®© ½«¥¬¥² ®¡º-
¥¬  ¤®«¦¥ ³¬¥¼¸ ²¼±¿ ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶  ¤¨¢¥°£¥¶¨¿
¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¯®±²®¿  ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼ . � ¤°³£®© ±²®°®», ®¡º¥¬
¢³²°¥®±²¨ ²®°  ¤®«¦¥ ®±² ¢ ²¼±¿ ¯®±²®¿»¬. �²¨ ¤¢  ¢»¢®¤  ¥-
±®¢¬¥±²¨¬» | ¬» ¯°¨¸«¨ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¥¤¯®-
«®¦¥¨¥ ®  «¨·¨¨  ²²° ª²®°  ¢ ¢¨¤¥ ²®°  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢¥°»¬.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 5

���� � ������������ �������

���������� ������: ����������������

��������� � ������������ �����������

�®¬¨¬® ¨±ª³±±²¢¥»µ ¬®¤¥«¥©, ±ª®±²°³¨°®¢ »µ ¤«¿ ¨«-
«¾±²° ¶¨¨ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ±¢®©±²¢ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¢  ¸¥¬
ª³°±¥ ®¡±³¦¤ « ±¼ ¯®ª  ²®«¼ª® ®¤  ´¨§¨·¥±ª¨ ¬®²¨¢¨°®¢  ¿
±¨±²¥¬  | ¬®¤¥«¼ �®°¥¶ . � ½²®© «¥ª¶¨¨ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥»
¤ «¼¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°» °¥ «¨±²¨·»µ ¬®¤¥«¥© ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.

� ·¨ ¿ ± �¼¾²® , ²° ¤¨¶¨®»© ¤«¿ ´¨§¨ª¨ ±¯®±®¡ ®¯¨± -
¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ±®±²®¨² ¢ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¤¨´´¥°¥¶¨-
 «¼»µ ³° ¢¥¨©. �¤ ª® ¢® ¬®£¨µ ±«³· ¿µ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±²®«¼
¦¥ ¥±²¥±²¢¥»¬ ¨ ³¤®¡»¬ ° ¡®² ²¼ ± ®²®¡° ¦¥¨¿¬¨ | ° §-
®±²»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬¨ ¤¨ ¬¨ª³ ¢ ¤¨±ª°¥²®¬
¢°¥¬¥¨. �  ¸¥¬ ¨§«®¦¥¨¨ ¡³¤³² ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ¨ ²®², ¨ ¤°³-
£®© ¯®¤µ®¤». �  ®²¤¥«¼»¬¨ ¨±ª«¾·¥¨¿¬¨, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬ ¬®-
¬¥²®¬ ¯°¨ ¢»¡®°¥ ¬ ²¥°¨ «  ¢ ½²®© «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥²  «¨·¨¥ ´¨-
§¨·¥±ª®© ¬®²¨¢ ¶¨¨ ¤«¿ ¢¢¥¤¥¨¿ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ²®© ¨«¨ ¨®©
±¨±²¥¬».

� ³° ¢¥¨¿µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ®¡»·® ¯°¨±³²±²¢³¾² ¯ -
° ¬¥²°» | ¢¥«¨·¨», ª®²®°»¥ ±·¨² ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ¢® ¢°¥-
¬¥¨, ® ®² § ¤ ¨¿ ª®²®°»µ ¬®¦¥² § ¢¨±¥²¼ µ ° ª²¥° °¥ «¨§³-
¾¹¥£®±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ °¥¦¨¬ . �°¥¤±² ¢¼²¥ ±¥¡¥, ·²® ±¨±²¥¬  § -
ª«¾·¥  ¢ ¿¹¨ª,   ª®²®°®¬ ¨¬¥¥²±¿ ¥±ª®«¼ª® °³·¥ª  ±²°®©ª¨.
�±²  ¢«¨¢ ¿ °³·ª¨ ¢ ° §«¨·»¥ ¯®«®¦¥¨¿,  ¡«¾¤ ¥¬   ¢»-
µ®¤¥ ±¨±²¥¬» ° §³¾ ¯® µ ° ª²¥°³ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥-
°¥¬¥®© ®² ¢°¥¬¥¨ | ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾, ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾, µ -
®²¨·¥±ª³¾. �®£¤  ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤¢ , ®·¥¼ ¶¥®¥
 £«¿¤®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ¯®¢¥¤¥¨¨ ±¨±²¥¬» ¤ ¥² ª °²  ¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ | ¤¨ £° ¬¬    ¯«®±ª®±²¨, £¤¥ ¯® ®±¿¬ ª®-
®°¤¨ ² ®²«®¦¥» ¤¢  ¯ ° ¬¥²° ,   ®¡« ±²¨ ° §«¨·»µ °¥¦¨¬®¢
¤¨ ¬¨ª¨ ¯®ª § » ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¶¢¥²®¬ (¸²°¨µ®¢ª®©, ±¥°»¬¨
²® ¬¨) «¨¡® ®¡®§ ·¥» £° ¨¶» ½²¨µ ®¡« ±²¥©.

�°®±²¥©¸¨© ¯® ±¢®¥© ¨¤¥¥ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ª °²» ¤¨ ¬¨-
·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥², ·²® ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥
¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ½«¥¬¥²³ £° ´¨·¥±ª®£®
¨§®¡° ¦¥¨¿ (¯¨ª±¥«¾), °¥¸ ¥²±¿ ·¨±«¥® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥
³° ¢¥¨¥ ¨«¨ ¨²¥°¨°³¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥, § ¤ ¾¹¥¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾
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±¨±²¥¬³, ¨ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   «¨§ µ ° ª²¥°  °¥¦¨¬ , ¢®§¨ª ¾¹¥£®
¯®±«¥ § ¢¥°¸¥¨¿ ¯¥°¥µ®¤®£® ¯°®¶¥±± . �«¿ ¤¨ £®±²¨ª¨ °¥¦¨-
¬®¢ ¬®¦¥² ¯°¨¢«¥ª ²¼±¿ ¢»·¨±«¥¨¥ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª -
§ ²¥«¿ (±¬. «¥ª¶¨¨ 10, 11): ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¢¥«¨·¨  «¿¯³®¢-
±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ¯°¨±³²±²¢¨¨ µ ®± .

�§-§  ²®£® ·²® ¥«¨¥©»¬ ±¨±²¥¬ ¬ · ±²® ¯°¨±³¹  ¬³«¼²¨-
±² ¡¨«¼®±²¼, ª °²³ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,  ¤®
¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ¥ ª ª ®¤¨ «¨±²,   ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ «¨±²®¢, ¯¥°¥-
ª°»¢ ¾¹¨µ±¿ ¢ ²¥µ ®¡« ±²¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢, £¤¥ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¡®-
«¥¥ ®¤®£®  ²²° ª²®° . �  ¯° ª²¨ª¥ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ª °²» ¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢  · «¼»¥ ³±«®¢¨¿ ¢ ª ¦¤®© ®·¥°¥¤®© ²®·ª¥
¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ «¨¡® § ¤ ¾²±¿ ´¨ª±¨°®¢ »¬¨, «¨¡®
 ±«¥¤³¾² ±®±²®¿¨¥, °¥ «¨§®¢ ¢¸¥¥±¿ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²®·ª¥. �°¨
½²®¬ ¢ ®¡« ±²¿µ ¬³«¼²¨±² ¡¨«¼®±²¨ ª °²  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥¯®«®©,
¨¡®   ¥© ¥ ¯°¥¤±² ¢«¥» ²¥ °¥¦¨¬», ¤«¿ ª®²®°»µ  · «¼»¥
³±«®¢¨¿ ¥ ¯®¯ «¨ ¢ ¡ ±±¥© ¯°¨²¿¦¥¨¿  ²²° ª²®° . �²®¡» ¨§³-
·¨²¼ ¢±¥ «¨±²» ª °²», ²°¥¡³¥²±¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ª°®¯®²«¨¢ ¿ ° -
¡®² , ± ¨±¯»² ¨¥¬ ° §«¨·»µ  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥
¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢. � ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¯°®-
¶¥¤³°»  ±«¥¤®¢ ¨¿ ¢¨¤ ª °²» ¬®¦¥² § ¢¨±¥²¼ ®²  ¯° ¢«¥¨¿
±ª ¨°®¢ ¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢.

�¥±¬®²°¿   ½²¨ ®£®¢®°ª¨ ¨ ®±«®¦¥¨¿, ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ
°¥¦¨¬®¢, ¤ ¦¥ ¥¯®« ¿, ®ª §»¢ ¥²±¿ ·°¥§¢»· ©® ¯®«¥§»¬ ° -
¡®·¨¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¨ ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ, ¨ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ
¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ. �«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ±¨±²¥¬, ®¡±³¦¤ ¥¬»µ ¢ ½²®© «¥ª-
¶¨¨, ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª °²».

5.1. �®¤¥«¨ ± ¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥¬¥¥¬

�²®¡° ¦¥¨¥ �®. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¯°®±²³¾ ´¨§¨·¥-
±ª³¾ ±¨±²¥¬³ (°¨±. 5.1). �³±²¼ ¢¤®«¼ ®±¨ x ¬®¦¥² ¤¢¨£ ²¼±¿ · -
±²¨¶  ¬ ±±» m, ¯°¨·¥¬ ¥¥ ¤¢¨¦¥¨¾ ¯°¥¯¿²±²¢³¥² ±¨«  ²°¥¨¿,

�¨±. 5.1. �¥µ ¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ¤¨ ¬¨ª  ª®²®°®© ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥¬
�®

¯°®¯®°¶¨® «¼ ¿ ±ª®°®±²¨, f = �kv. �³±²¼ ¤ «¥¥   · ±²¨¶³
¤¥©±²¢³¾² ± ¯¥°¨®¤®¬ T ¨¬¯³«¼±»¥ ²®«·ª¨, ¨²¥±¨¢®±²¼ ª®²®-
°»µ § ¢¨±¨² ®² ª®®°¤¨ ²» · ±²¨¶» ¢ ¬®¬¥² ²®«·ª , ². ¥. ¯¥°¥-
¤ ¢ ¥¬»© ¨¬¯³«¼± ¤ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© P (x).
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�±«¨ ¯¥°¥¤ n-¬ ²®«·ª®¬ ª®®°¤¨ ²  · ±²¨¶» ¡»«  xn,   ±ª®-
°®±²¼ vn, ²® ±° §³ ¯®±«¥ ²®«·ª  ±ª®°®±²¼ ±®±² ¢¨² vn + P (xn)=m
¨ ¤ «¥¥ ¡³¤¥² ³¬¥¼¸ ²¼±¿ ¯® ½ª±¯®¥¶¨ «¼®¬³ § ª®³, v(t) =
=
�
vn + P (xn)=m

�
exp (�kt=m). � ¬®¬¥²³ ±«¥¤³¾¹¥£® ²®«·ª 

¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼

vn+1 =

�
vn +

P (xn)
m

�
exp

�
�kT
m

�
;

xn+1 = xn +

TZ
0

v(t) dt =

= xn +
�
mvn + P (xn)

��
1� exp

�
�kt
m

��
k�1:

(5.1)

�¢¥¤¥¬ ¢¬¥±²® v ®¢³¾ ¯¥°¥¬¥³¾

y = x �mk�1
�
exp

�
kT

m

�
� 1

�
v:

�®£¤  ¨§ (5.1) ¯®«³· ¥¬

xn+1 = f(xn)� byn; yn+1 = xn; (5.2)

£¤¥

b = exp

�
�kT
m

�
¨ f(x) = x(1 + b) + P (x)(1� b)k�1: (5.3)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯°®±²° ±²¢¥®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢®§¤¥©±²¢³-
¾¹¥©   · ±²¨¶³ ¨¬¯³«¼±®© ±¨«» ² ª®¢®, ·²® f(x) = 1 � ax2.
�®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ (5.2) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

xn+1 = 1� ax2 � byn; yn+1 = xn: (5.4)

�£®  §»¢ ¾² ®²®¡° ¦¥¨¥¬ �® (H�enon map). �¨¸¥«¼ �®,
´° ¶³§±ª¨©  ±²°®´¨§¨ª, ¯°¥¤«®¦¨« ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ 1976 £.
ª ª  ¡±²° ª²»© ¯°¨¬¥° ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ®¡« ¤ ¾¹¥©
±²° »¬  ²²° ª²®°®¬. �¥©· ± ®·¥¢¨¤®, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ �®
¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ °¿¤  ¯°®±²»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ
±¨±²¥¬, ®¤³ ¨§ ª®²®°»µ ¬» ° ±±¬®²°¥«¨. � ¤°³£¨¬ ®²®±¿²±¿
¤¨±±¨¯ ²¨¢»© ®±¶¨««¿²®° ¨ °®² ²®° ¯®¤ ¨¬¯³«¼±»¬ ¯¥°¨®¤¨-
·¥±ª¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ (Heagy, 1992). �²¬¥²¨¬, ·²®, ± ´¨§¨·¥±ª®©
²®·ª¨ §°¥¨¿, °¥ «¨±²¨·»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ § ·¥¨¿
¯ ° ¬¥²°  b.

�»·¨±«¨¬ ¿ª®¡¨  ®²®¡° ¦¥¨¿ �®:

J =

�������
@xn+1
@xn

@xn+1
@xn

@xn+1
@xn

@xn+1
@xn

�������
=
����2a �b
1 0

��� = b: (5.5)
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�±«¨ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ®¡« ª® ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª, § ¨¬ ¾-
¹¥¥ ¯«®¹ ¤¼ S, ²®   ª ¦¤®¬ ¯®±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ¨²¥° ¶¨© ½² 

¯«®¹ ¤¼ ¡³¤¥² ³¬®¦ ²¼±¿  
´ ª²®° jbj, ² ª ·²® ¯°¨ jbj < 1
®²®¡° ¦¥¨¥ �® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
±®¡®© ¤¨±±¨¯ ²¨¢³¾ ±¨±²¥¬³.
� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ b! 0 ®® ±¢®-
¤¨²±¿ ª «®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° -
¦¥¨¾ (2.3),   ¯°¨ b ! 1 | ½²®
®²®¡° ¦¥¨¥, ±®µ° ¿¾¹¥¥ ¯«®-
¹ ¤¼, ². ¥. ª®±¥°¢ ²¨¢ ¿ ±¨-
±²¥¬ .

�¨±. 5.2. �²° »©  ²²° ª²®° ®²®¡° -
¦¥¨¿ �® (5.4) ¯°¨ a = 1;4, b = �0;3

�  °¨±. 5.2 ¯®ª § ®, ª ª ¢»-
£«¿¤¨² ±²° »©  ²²° ª²®° ¯°¨
§ ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ a = 1;4,
b = �0;3, ¢»¡° »µ ¢ ¨±µ®¤®©
° ¡®²¥ �®.

�  °¨±. 5.3 ¯°¨¢¥¤¥  ª °² 
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®²®¡° -

¦¥¨¿ �®   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (a; b). �¨¦¿¿ · ±²¼ ¤¨ -
£° ¬¬» ®²¢¥· ¥² ³±² ®¢«¥¨¾ ±² ¶¨® °®£® ±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥-
±¨¿. � °®±²®¬ ¯ ° ¬¥²°  a °¥ «¨§³¾²±¿ °¥¦¨¬» ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ

�¨±. 5.3. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿
�® (5.4). �¥« ¿ ®¡« ±²¼ ¢ ¢¥°µ¥© · ±²¨ ¤¨ £° ¬¬» ®²¢¥· ¥² ° ±µ®¤¨¬®±²¨
¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¿

ª®«¥¡ ¨©, ± · «  ¯¥°¨®¤  2, § ²¥¬ 4, 8, |  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �¨´³°ª ¶¨®»¥
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«¨¨¨   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ £° ¨¶ ¬¨ ±®®²-
¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¡« ±²¥©. �¨  ª ¯«¨¢ ¾²±¿ ª ¯°¥¤¥«³ | ª°¨²¨-
·¥±ª®© «¨¨¨, ¿¢«¿¾¹¥©±¿ £° ¨¶¥© µ ®± .

�²®¡° ¦¥¨¥ �ª¥¤» | ¬®¤¥«¼ ¢®§¡³¦¤ ¥¬®£® « §¥°®¬ ª®«¼¶¥-
¢®£® °¥§® ²®°  ± ¥«¨¥©®© ±°¥¤®©. � 1980 £. ¿¯®±ª¨¥ ¨±±«¥-
¤®¢ ²¥«¨ �ª¥¤ , � ¨¤® ¨ �ª¨¬®²® ¯°¥¤«®¦¨«¨ ¬¥µ ¨§¬ ¢®§¨ª-
®¢¥¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¥«¨¥©®© ®¯²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ |
ª®«¼¶¥¢®¬ °¥§® ²®°¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬ ±°¥¤³ ± ´ §®¢®© ¥«¨¥©®-
±²¼¾ (Ikeda, Daido, Akimoto, 1980). �¥§® ²®° ¢®§¡³¦¤ ¥²±¿ «³·®¬
« §¥°  ·¥°¥§ ¯®«³¯°®§° ·®¥ §¥°ª «® (°¨±. 5.4). �¥²°¨¢¨ «¼»¥

�¨±. 5.4. �®«¼¶¥¢®© °¥§® ²®°, ¢®§¡³¦¤ ¥¬»© ¢¥¸¨¬ ¨±²®·¨ª®¬ ª®£¥°¥²-
®£® ¨§«³·¥¨¿, | ´¨§¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ª®²®°®© ¯°¥¤«®¦¥® ®²®-
¡° ¦¥¨¥ �ª¥¤» (5.6)

ª®«¥¡ ²¥«¼»¥ °¥¦¨¬» ¬®£³² °¥ «¨§®¢ ²¼±¿ ¡« £®¤ °¿ ¨²¥°´¥-
°¥¶¨¨ ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª®£® ±¨£ «    ¢µ®¤¥ ¨ ¬®¤³«¨°®¢ ®£®
¯® ´ §¥ ±¨£ « , ¯°®¸¥¤¸¥£® ·¥°¥§ ¥«¨¥©³¾ ±°¥¤³.

�±«¨ ¯°¥¥¡°¥·¼ ¢°¥¬¥¥¬ °¥« ª± ¶¨¨ ®²ª«¨ª  ±°¥¤»   ¨§¬¥-
¥¨¥ ¨²¥±¨¢®±²¨ ±¢¥² , ²® § ·¥¨¿ ª®¬¯«¥ª±®©  ¬¯«¨²³¤»
¯®«¿ E   ¢µ®¤¥ ¢ ¥«¨¥©³¾ ±°¥¤³ ¯°¨ n-¬ ¨ (n+ 1)-¬ ¯°®µ®¤¥
¯® ª®«¼¶¥¢®¬³ °¥§® ²®°³ ±¢¿§ » ±«¥¤³¾¹¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬:

En+1 = A +BEn exp (ijEnj2 + i'): (5.6)

�¤¥±¼ A | ¯ ° ¬¥²° ¨²¥±¨¢®±²¨ ±¢¥²  ®² « §¥° , B | ¯ ° -
¬¥²° ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ¯®«¿ ¢ °¥§® ²®°¥. �¥«¨·¨ , ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢
¯®ª § ²¥«¥ ½ª±¯®¥²», ±®®²¢¥²±²¢³¥²  ¡¥£³ ´ §» ¯°¨ ®¡µ®¤¥ °¥-
§® ²®° : ¯ ° ¬¥²° ' µ ° ª²¥°¨§³¥² ®²±²°®©ª³ · ±²®²» ¨§«³·¥¨¿
« §¥°  ®² ±®¡±²¢¥®© ¬®¤» °¥§® ²®° ,   ¤®¡ ¢ª  jEj2 ®¡³±«®¢«¥ 
¥«¨¥©»¬ ±¤¢¨£®¬ ´ §» ¨§-§  § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬-
«¥¨¿ ®²  ¬¯«¨²³¤» ¯®«¿.

�»·¨±«¥¨¥ ¿ª®¡¨   ®²®¡° ¦¥¨¿ �ª¥¤» ¯°¨¢®¤¨² ª °¥§³«¼-
² ²³ J = B2, ² ª ·²® ¯°¨ B < 1 ½²  ±¨±²¥¬  ¤¨±±¨¯ ²¨¢ ¿. � 
°¨±. 5.5 ¯®ª § » ¯®°²°¥²» µ ®²¨·¥±ª¨µ  ²²° ª²®°®¢, °¥ «¨§³¾-
¹¨µ±¿ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �ª¥¤» ¯°¨ ° §«¨·»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥-
²°  A.

�  °¨±. 5.6 ¯°¥¤±² ¢«¥  ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®²®¡° -
¦¥¨¿ �ª¥¤»   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (A; B). �±«¨ ³¢¥«¨·¨¢ ²¼
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¯ ° ¬¥²° ¨²¥±¨¢®±²¨ ¨§«³·¥¨¿ A ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ ³°®¢¥
¯ ° ¬¥²°  ¯®²¥°¼ ¢ °¥§® ²®°¥ B, ²® ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ¯°®¨±µ®-
¤¨², ª ª ¯° ¢¨«®, ·¥°¥§ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �¤-

�¨±. 5.5. �²° »© µ ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �ª¥¤» (5.6) ¯°¨
B = 0;2, ' = 0, ¥±ª®«¼ª¨µ ° §«¨·»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°  ¨²¥±¨¢®±²¨
¯ ¤ ¾¹¥£® ¨§«³·¥¨¿

 ª® £«®¡ «¼ ¿ ±²°³ª²³°  £° ¨¶» µ ®± , ª ª ¢¨¤® ¨§ °¨±³ª ,
³±²°®¥  ±«®¦»¬ ¨ ¥²°¨¢¨ «¼»¬ ®¡° §®¬. � · ±²®±²¨, ¨¬¥-
¾²±¿ ³§ª¨¥ ¯®«®±» °¥£³«¿°®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¯°®±²¨° ¾¹¨¥±¿ ¤ «¥ª®
¢ ®¡« ±²¼, § ¿²³¾ µ ®±®¬.

�¨±. 5.6. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿
�ª¥¤» (5.6) ¯°¨ ' = 0

�±®¢»¬ À±²°®¨²¥«¼»¬ ¡«®ª®¬Á ª °²¨» ±«³¦¨² µ ° ª²¥°-
 ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ ®¡« ±²¥©, ¯®ª §  ¿ ®²¤¥«¼®   °¨±. 5.7.
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�° ¶³§±ª¨© ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ �°¨±²¨  �¨°   §¢ « ¥¥ crossroad
area | ®¡« ±²¼ À¯¥°¥ª°¥±²ª Á. � ½²®© ®¡« ±²¨ ° ±¯®« £ ¥²±¿
²®·ª  ±¡®°ª¨, ª ª®²®°®© ¯®¤µ®¤¿², ®¡° §³¿ µ ° ª²¥°®¥ ®±²°¨¥,
¤¢¥ «¨¨¨ ±ª« ¤®ª. �ª« ¤ª  §¤¥±¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© £¥®¬¥²°¨-

�¨±. 5.7. �µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¥«¨¥©®©
±¨±²¥¬», ®²¢¥· ¾¹¥© ®¡« ±²¨ crossroad | À¯¥°¥ª°¥±²®ªÁ

·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª ¡¨´³°ª ¶¨¨, ®²¢¥· ¾¹¨µ ±«¨¿¨¾ ³±²®©·¨¢®©
¨ ¥³±²®©·¨¢®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¨«¨ ³±²®©·¨¢®© ¨ ¥³±²®©·¨-
¢®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ®°¡¨²» ®¤¨ ª®¢®£® ¯¥°¨®¤ . �²³ ¡¨´³°ª ¶¨¾
 §»¢ ¾² ±¥¤«®-³§«®¢®© ¨«¨ ª ± ²¥«¼®© ¡¨´³°ª ¶¨¥© (¢²®°®©
²¥°¬¨ ¯°¥¤¯®·²¨²¥«¥, ª®£¤  £®¢®°¿² ®¡ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥-
¨¿µ,   ¯¥°¢»© | ® ±¨±²¥¬ µ ± ¡®«¼¸¥© ° §¬¥°®±²¼¾ ´ §®¢®£®
¯°®±²° ±²¢ ). �¨¨¨ ±ª« ¤®ª ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ª° ¿ ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ «¨±²®¢ ª °²». �°¨ ®¡µ®¤¥ ¢®ª°³£ ²®·ª¨ ±¡®°ª¨
±¨±²¥¬  ±®¢¥°¸ ¥² ¯¥°¥±ª®ª ± ®¤®£® «¨±²    ¤°³£®©, ª®£¤  ¬»
¯¥°¥±¥ª ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥³¾ «¨¨¾ ±ª« ¤ª¨. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  -
¯° ¢«¥¨¿ ®¡µ®¤ , ±ª ·®ª ¯°®¨±µ®¤¨²   ° §»µ «¨¨¿µ, ² ª ·²®
¨¬¥¥² ¬¥±²® £¨±²¥°¥§¨± (°¨±. 5.8). �¥¦¤³ «¨¨¿¬¨ ±ª« ¤®ª  µ®-
¤¨²±¿ ®¡« ±²¼ ¡¨±² ¡¨«¼®±²¨, £¤¥ ¯°¨ ®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ ¯ ° ¬¥²° µ

�¨±. 5.8. �««¾±²° ¶¨¿ £¨±²¥°¥§¨± ,  ¡«¾¤ ¥¬®£® ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ ±¡®°ª¨

¢ ±¨±²¥¬¥ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¬®¦¥² °¥ «¨§®-
¢ ²¼±¿ ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ  ²²° ª²®°®¢. � ª ¦¤»¬ ¨§ ¨µ  ±±®¶¨¨°³-
¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»© «¨±² ª °²» ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢,   ª®²®-
°®¬ ¨¬¥¥²±¿ ±¢®¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ ®¡« ±²¥©, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¬¥² ¬®°´®-
§ ¬ ½²®£®  ²²° ª²®° . � · ±²®±²¨,   ª ¦¤®¬ «¨±²¥ ¯°¥¤±² ¢«¥»
«¨¨¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , ®¡« ±²¨ µ ®± ,   ² ª¦¥ ¢²®-
°¨·»¥ ±¡®°ª¨ ¨ ¢²®°¨·»¥ À¯¥°¥ª°¥±²ª¨Á, ®°£ ¨§®¢ »¥ ®ª®«®
½²¨µ ±¡®°®ª.
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�²®¡° ¦¥¨¥ � ±« ¢±ª®£®. � ±±¬®²°¨¬ ª ª³¾-«¨¡® ±¨±²¥¬³, ¢
ª®²®°®© ¬®£³² °¥ «¨§®¢ ²¼±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿, ². ¥. ¢
´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �³±²¼   ½²³
±¨±²¥¬³ ¤¥©±²¢³¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¨¬¯³«¼±»¥ ²®«·ª¨ (°¨±. 5.9).
�®£¤  ®·¥°¥¤®© ²®«·®ª ¢»¢®¤¨² ±¨±²¥¬³ ¨§ ³±² ®¢¨¢¸¥£®±¿ °¥-

�¨±. 5.9. � ¢»¢®¤³ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£®

¦¨¬ ,  ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ¨© ¯®±²¥¯¥® ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ª ¯°¥¤¥«¼-
®¬³ ¶¨ª«³. �±«¨ · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© § ¢¨±¨² ®²  ¬¯«¨²³¤», ²®
½²®² ¯°®¶¥±± °¥« ª± ¶¨¨ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿  ª®¯«¥¨¥¬ ¤®¡ ¢ª¨ ª
´ §¥. �¥ «¨±²¨·»¥ ³° ¢¥¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³ ±¨±²¥¬»
¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¤³ ²®«·ª ¬¨, § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥

_r = �r; _' = ! + �r; (5.7)

£¤¥ r | ®²ª«®¥¨¥  ¬¯«¨²³¤» ®² ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« ,  | ª®-
½´´¨¶¨¥² § ²³µ ¨¿ ¢®§¬³¹¥¨¿  ¬¯«¨²³¤», µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨©
±ª®°®±²¼ °¥« ª± ¶¨¨ ª ¯°¥¤¥«¼®¬³ ¶¨ª«³, '| ´ § , ! | · ±²®² 
ª®«¥¡ ¨©   ¯°¥¤¥«¼®¬ ¶¨ª«¥, ¯®¯° ¢ª  ª ª®²®°®© ³·¨²»¢ ¥²±¿
¢ ¯¥°¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® r.

�³±²¼ ¯¥°¥¤ ®·¥°¥¤»¬ n-¬ ²®«·ª®¬ ®²ª«®¥¨¥ ¯®  ¬¯«¨²³¤¥
®² ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¡»«® rn,   ´ §  ° ¢¿« ±¼ 'n. � °¥§³«¼² ²¥
²®«·ª  ¢®§¨ª¥² ¤®¡ ¢ª  ª  ¬¯«¨²³¤¥, ª®²®° ¿ ®¡¿§   ¡»²¼ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ´ §» ¢ ¬®¬¥² ²®«·ª , 'n. �°®±²¥©¸¥¥
¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ½²® ¯°®±²® ±¨³±, ² ª ·²® ±° §³
¯®±«¥ ²®«·ª  ¨¬¥¥¬

rn(+0) = rn + A sin'n; (5.8)

£¤¥ A| ¯ ° ¬¥²°, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨© ¨²¥±¨¢®±²¼ ²®«·ª®¢. �-
²¥£°¨°³¿ ³° ¢¥¨¿ (5.7) ±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ rn(+0), 'n  
¨²¥°¢ «¥ ¢°¥¬¥¨ T (¯¥°¨®¤ ±«¥¤®¢ ¨¿ ²®«·ª®¢), ¨¬¥¥¬

rn+1 = (rn + A sin'n) exp (�T );

'n+1 = 'n + !T + �

TZ
0

(rn +A sin'n) exp (�t)dt =

= 'n + !T + �(rnA sin'n)
1� exp (�T )


:

(5.9)
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�¢®¤¿ ®¡®§ ·¥¨¿

� =
exp (T )� 1


�r; � = !T;

k = A
1� exp (�T )


; d = exp (�T );

(5.10)

¯°¨µ®¤¨¬ ª ¤¢³¬¥°®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¬³ ¨§¬¥¥¨¥
¯ °» ¯¥°¥¬¥»µ ('n; �n) §  ¯¥°¨®¤ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
»¬¨ ²®«·ª ¬¨:

'n+1 = 'n +�+ k sin'n + d�n;

�n+1 = d�n + k sin'n:
(5.11)

�°¨ § ¯¨±¨ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¬» ³·«¨, ·²® ¯¥°¥¬¥ ¿ ' ¯°¥¤-
±² ¢«¿¥² ±®¡®© ´ §³, ¨ ¥¥ § ·¥¨¿, ®²«¨·»¥   2�m, ±«¥¤³¥²
±·¨² ²¼ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨.

�ª®¡¨  ®²®¡° ¦¥¨¿ (5.11) ° ¢¥ d. � ª ¢¨¤® ¨§ (5.10),
¢ ª®²¥ª±²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨ ½²®² ¯ ° ¬¥²° ¬¥¼¸¥ ¥¤¨-
¨¶», ². ¥. ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®¥. �£®  §»¢ ¾² ¤¨±±¨¯ -
²¨¢»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ � ±« ¢±ª®£®. �®±¥°¢ ²¨¢®¥ ®²®¡° ¦¥-
¨¥ � ±« ¢±ª®£® ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ d = 1.

�  °¨±. 5.10 ¯°¨¢¥¤¥® ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ¯®°²°¥²®¢  ²²° ª-
²®°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£®, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬, ª¢ -
§¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¬ °¥¦¨¬ ¬.

�¨±. 5.10. �®°²°¥²»  ²²° ª²®°®¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£® ¯°¨
d = 0;3 ¨ �=2� = 0;22   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (x = '=2�, y = �=2�):  , ¢ |
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥; ¡, £, ¤, ¥ | ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥;¦, § | µ ®²¨·¥±ª¨¥

�  °¨±. 5.11 ¯®ª §   ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®²®¡° -
¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£®   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (�; k). �¥°¨®¤¨·¥-
±ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ®¡« ±²¿µ, ¨¬¥¾¹¨µ ¢¨¤ µ ° ª²¥°-
»µ ¿§»ª®¢ (¿§»ª¨ �°®«¼¤ ). �¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ¢³²°¨
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¿§»ª®¢ �°®«¼¤  ¨²¥°¯°¥²¨°³¾²±¿ ª ª ±¨µ°®¨§ ¶¨¿  ¢²®ª®«¥-
¡ ²¥«¼®© ±¨±²¥¬» ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬. � «¨·¨¥ ¡®«¼-
¸®£® ·¨±«  ¿§»ª®¢ £®¢®°¨² ® ²®¬, ·²® ±¨µ°®¨§ ¶¨¿ ¬®¦¥² °¥ -
«¨§®¢ ²¼±¿   ° §«¨·»µ £ °¬®¨ª µ ¨ ±³¡£ °¬®¨ª µ ¢¥¸¥©

�¨±. 5.11. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿
� ±« ¢±ª®£® (5.11) ¯°¨ d = 0;3. �¨´° ¬¨ ³ª § » § ·¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¢³²°¨
¥ª®²®°»µ ¿§»ª®¢ �°®«¼¤ . �¥«»¬ ¶¢¥²®¬ ®¡®§ ·¥» ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ (¢
¨¦¥© · ±²¨ °¨±³ª ) ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¥ (¢ ¢¥°µ¥© · ±²¨) °¥¦¨¬»

±¨«». �  ± ¬®¬ ¤¥«¥   °¨±³ª¥ ¢¨¤» ²®«¼ª® ± ¬»¥ ¸¨°®ª¨¥
¿§»ª¨, ¯®«®¥ ¦¥ ·¨±«® ¿§»ª®¢ ¡¥±ª®¥·® | ¨§ ª ¦¤®© ° ¶¨®-
 «¼®© ²®·ª¨ r   ®±¨ k = 0 ¨±µ®¤¨² ®±²°¨¥¬ ±¢®© ¿§»ª. �®ª 
¯ ° ¬¥²° k ¥¢¥«¨ª, ¬¥¦¤³ ¿§»ª ¬¨ ®±² ¥²±¿ ¢±¥ ¦¥ ¬¥±²® ¤«¿
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. � ®¡« ±²¨ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨© ¯ -
° ¬¥²°  k ¢³²°¨ ¿§»ª®¢ �°®«¼¤  ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ±«®¦³¾ ª °-
²¨³, ¢ª«¾· ¾¹³¾ À¯¥°¥ª°¥±²ª¨Á, ²®·ª¨ ±¡®°ª¨, «¨¨¨ ±ª« ¤®ª
¨ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ , ¯®¤®¡³¾ ²®©, ª®²®°³¾ ¬» ®¡±³¦¤ «¨ ¤«¿
®²®¡° ¦¥¨¿ �ª¥¤». �°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¢³²°¨ ¿§»ª  �°®«¼¤  ¢ ®¡-
¹¥¬  ¯° ¢«¥¨¨ ³¢¥«¨·¥¨¿ k ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¢®§¨ª®¢¥¨¥
µ ®±  ·¥°¥§ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ .

5.2. �±ª³±±²¢¥® ±ª®±²°³¨°®¢ »¥
¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿

�¨±²¥¬  �¥±±«¥° . �²²® �¥±±«¥°, ¥¬¥¶ª¨© ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼, ¥-
¯° ª²¨ª³¾¹¨© ¬¥¤¨ª, ¨²¥°¥±®¢ «±¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨
¢ ¯°¨«®¦¥¨¨ ª µ¨¬¨¨ ¨ ¡¨®«®£¨¨. � ¤ ¢¸¨±¼ ¶¥«¼¾ ±ª®±²°³¨-
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°®¢ ²¼ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ¯°®±²³¾ ¬®¤¥«¼ ± µ ®²¨·¥±ª¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬,
® ¯°¥¤«®¦¨« ¢ 1976 £.  ¢²®®¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ
³° ¢¥¨© (R�ossler, 1976), ª®²®° ¿ ±«³¦¨² ±
²¥µ ¯®° ®¤¨¬ ¨§ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¥-
«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨. �¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤

_x = �y � z; _y = x+ ay; _z = b+ (x� r)z;
(5.12)

£¤¥ x, y, z | ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥, a, b,
r | ¯ ° ¬¥²°».

�¨±. 5.12. �²²° ª²®°
�¥±±«¥°  ¯°¨ a = 0;2,
b = 0;2, r = 5;7

�  °¨±. 5.12 ¯®ª §  ±²° »©  ²²° ª²®°
±¨±²¥¬» �¥±±«¥°  ¯°¨ a = b = 0;2, r = 5;7.
�£®  §»¢ ¾² «¥²®·»¬  ²²° ª²®°®¬ �¥±-
±«¥°  (R�ossler band), ¨ ® ³±²°®¥ ±³¹¥±²¢¥-
® ¯°®¹¥, ·¥¬  ²²° ª²®° ¢ ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ .

�¨±. 5.13. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ±¨±²¥¬» �¥±±«¥°    ¯«®±ª®±²¨ ¯ -
° ¬¥²°®¢ a, r ¯°¨ b = 0;2 ± ¯®ª § »¬¨ ¯® ¯¥°¨´¥°¨¨ °¨±³ª  ´ §®¢»¬¨ ¯®°-
²°¥² ¬¨  ²²° ª²®°®¢ ¢ ° §«¨·»µ ®¡« ±²¿µ
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�  °¨±. 5.13 ¢ ¶¥²°¥ ¯°¨¢¥¤¥  ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢
  ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (a; r) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ b = 0;2. �® ¯¥-
°¨´¥°¨¨ °¨±³ª  ¯®ª § » ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®° , ®²¢¥· -
¾¹¨¥ ¥ª®²®°»¬ µ ° ª²¥°»¬ ²®·ª ¬ ¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢.
� ¬¥· ²¥«¼®, ·²® ¤«¿ ½²®©  ¢²®®¬®© ±¨±²¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-
»µ ³° ¢¥¨© ®±®¢»¥ ½«¥¬¥²»   ª °²¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨-
¬®¢ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥, ª ª¨¥ ¡»«¨ ®²¬¥·¥» ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨©. �²® ®¡« -
±²¨ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨, ° §£° ¨·¥»¥ «¨¨¿¬¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥-
¨¿ ¯¥°¨®¤ , À¯¥°¥ª°¥±²ª¨Á ± µ ° ª²¥°»¬ ° ±¯®«®¦¥¨¥¬ «¨¨©
±ª« ¤®ª ¨ ²®·¥ª ±¡®°ª¨, ±«®¦ ¿ ±²°³ª²³°  £° ¨¶» µ ®±  ± ¯°¨-
±³²±²¢¨¥¬ ³§ª¨µ ®¡« ±²¥© °¥£³«¿°®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¯°®±²¨° ¾¹¨µ±¿
¢¤®«¼ «¨¨© ±ª« ¤®ª ¤ «¥ª® ¢ ®¡« ±²¼ µ ®± .

�¨±²¥¬» �¯°®²² . �®±«¥ �¥±±«¥°  ¨¤¥¿ ª®±²°³¨°®¢ ¨¿ ¯°®-
±²»µ ½² «®»µ ±¨±²¥¬ ± µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª®© ¡»«  ®±®¢ -

�®¤¥«¼ �° ¢¥¨¿ �®ª § ²¥«¨
�¿¯³®¢ 

A _x = y, _y = �x+ yz, _z = 1� y2 0;014, 0, �0;014

B _x = yz, _y = x� y, _z = 1� xy 0; 210, 0, �1;210

C _x = yz, _y = x� y, _z = 1� x2 0;163, 0, �1;163

D _x = �y, _y = x+ z, _z = xz + 3y2 0;103, 0, �1;320

E _x = yz, _y = x2 � y, _z = 1� 4x 0;078, 0, �1;078

F _x = y + z, _y = �x+ y=2, _z = x2 � z 0;117, 0, �0;617

G _x = 2x=5 + z, _y = xz � y, _z = �x+ y 0;034, 0, �0;634

H _x = �y + z2, _y = x+ y=2, _z = x� z 0;117, 0, �0;617

I _x = �y=5, _y = x+ z, _z = x+ y2 � z 0;012, 0, �1;012

J _x = 2z, _y = �2y + z, _z = �x+ y+ y2 0;076, 0, �2;076

K _x = xy � z, _y = x� y, _z = x+ 0;3z 0;038, 0, �0;890

L _x = y + 3;9z, _y = 0;9x2 � y, _z = 1� x 0;061, 0, �1;061

M _x = �z, _y = �x2 � y, _z = 1;7(1 + x) + y2 0;044, 0, �1;044

N _x = �2y, _y = x+ z2, _z = 1+ y � 2x 0;076, 0, �2;076

O _x = y, _y = x� z, _z = x+ xz + 2;7y 0;049, 0, �0;319

P _x = 2;7y + z, _y = �x+ y2, _z = x+ y 0;087, 0, �0;481

Q _x = �z, _y = x� y, _z = 3;1 + y2 + 0;5z 0;109, 0, �0;609

R _x = 0;9� y, _y = 0;4 + z, _z = xy � z 0;062, 0, �1;062

S _x = �x� 4y, _y = x+ z2, _z = 1 + x 0;188, 0, �1;188

²¥«¼® ¯°®° ¡®²   �¦³«¨¥®¬ �¯°®²²®¬,  ¬¥°¨ª ±ª¨¬ ¨±±«¥-
¤®¢ ²¥«¥¬ ¨§ ³¨¢¥°±¨²¥²  ¸² ²  �¨±ª®±¨. � ¯®¬®¹¼¾ ª®¬-
¯¼¾²¥°  ® ¯°®¨§¢¥« ¯°¿¬®© ¯¥°¥¡®° ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ±¨±²¥¬ ²°¥µ
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¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ¯° ¢»¥ · ±²¨ ª®-
²®°»µ ¯°¥¤±² ¢«¿«¨±¼ ¯®«¨®¬ ¬¨ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ (Sprott, 1994).
� ©¤¥»¥ �¯°®²²®¬ ±¨±²¥¬» ± µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª®© ¯°¥¤±² -
¢«¥» ¢ ² ¡«¨¶¥   ±. 78, £¤¥ ¯°¨¢¥¤¥» ² ª¦¥ § ·¥¨¿ ¯®ª § ²¥-
«¥© �¿¯³®¢  ¤«¿ ½²¨µ ±¨±²¥¬. �¤  ¨§ ¬®¤¥«¥© A ®¡« ¤ ¥² ±¢®©-
±²¢®¬ ±®µ° ¥¨¿ ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  ¨ ¤¥¬®±²°¨°³¥² µ ®²¨·¥±ª³¾
¤¨ ¬¨ª³, µ ° ª²¥°³¾ ¤«¿ ª®±¥°¢ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬. �±² «¼»¥
¬®¤¥«¨ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»¥, ¨ µ ®±  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ±  «¨·¨¥¬ ±²° -
®£®  ²²° ª²®° . �«¿ ±¨±²¥¬ B ¨ C  ²²° ª²®° ¯®¤®¡¥ ¯® ¢¨¤³
 ²²° ª²®°³ �®°¥¶ , ¤«¿ ®±² «¼»µ ±¨±²¥¬ (D{S) |  ²²° ª²®°³
�¥±±«¥° . � ¢¥¤®¬® ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ±¨±²¥¬», ¯®«³· ¥¬»¥ ¯¥°¥±² -
®¢ª ¬¨ ¯¥°¥¬¥»µ x, y, z, ¢ ² ¡«¨¶³ ¥ ¢ª«¾·¥». �¯°®²² ®²¬¥-
· ¥², ·²® ¥ª®²®°»¥ ¨§  ©¤¥»µ ±¨±²¥¬ ¬®£³² ¢±¥ ¦¥ ®ª § ²¼±¿
½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ². ¥. ±¢®¤¨²¼±¿ ®¤  ª ¤°³£®© ¥²°¨¢¨ «¼®© § -
¬¥®© ¯¥°¥¬¥»µ. �®ª  ¥¨§¢¥±²®, ®¤ ª®, ª ª ³±² ®¢¨²¼  -
«¨·¨¥ ² ª®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ¨ ¢®¯°®± ®±² ¥²±¿
®²ª°»²»¬.

5.3. �¥«¨¥©»¥ ®±¶¨««¿²®°»
¯®¤ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬

�¥«¨¥©»© ¤¨±±¨¯ ²¨¢»© ®±¶¨««¿²®° | ½²® ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿
±¨±²¥¬ , ¬£®¢¥®¥ ±®±²®¿¨¥ ª®²®°®© § ¤ ¥²±¿ ¤¢³¬¿ ¢¥«¨·¨-
 ¬¨, ®¡®¡¹¥®© ª®®°¤¨ ²®© x ¨ ±ª®°®±²¼¾ _x. �®ª°¥²»¥
´¨§¨·¥±ª¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢ ¬¥µ ¨ª¥ (¬ ¿²¨ª, ¸ -
°¨ª   ¯°³¦¨¥, · ±²¨¶  ¢ ¯®²¥¶¨ «¼®© ¿¬¥),  ª³±²¨ª¥ (ª®«¥¡ -
¨¿ ¯³§»°¼ª®¢ ¢ ¦¨¤ª®±²¨), ½«¥ª²°®¨ª¥ (ª®«¥¡ ²¥«¼»© ª®²³°
¨«¨ °¥§® ²®°, ±®¤¥°¦ ¹¨© ¥«¨¥©»¥ ½«¥¬¥²»). �°¨  «¨·¨¨
¢¥¸¥£® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¢ ³° ¢¥¨¿µ ¯®¿¢«¿¾²±¿
·«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¿¢³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢°¥¬¥¨, ¨ ¥«¨¥©-
»© ®±¶¨««¿²®° ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¥ ¢²®®¬³¾ ±¨±²¥¬³, ª®²®° ¿
¬®¦¥² ¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼ ±«®¦³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ¨ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³. � -
§®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ² ª®© ±¨±²¥¬» ²°¥µ¬¥°®, ¯®±ª®«¼ª³ § ¤ ¨¥
¯¥°¥¬¥®© x ¨ ±ª®°®±²¨ _x ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯®±«¥¤³¾¹¥¥
¤¢¨¦¥¨¥ «¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ³ª § ®, ª ª ª®¬³ ¬®¬¥²³
¢°¥¬¥¨ ¨«¨ ª ª ª®© ´ §¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ®¨ ®²®±¿²±¿.

�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¥«¨¥© ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢®§¢° ¹ ¾-
¹¥© ±¨«» ¤«¿ ®±¶¨««¿²®°  ¨¬¥¥² ¢¨¤ f(x),   ±¨«  ²°¥¨¿ ¯°®¯®°-
¶¨® «¼  _x, ²® ¯°¨µ®¤¨¬ ª ³° ¢¥¨¾

�x +  _x+ f(x) = a sin!t; (5.13)

£¤¥  | ¯ ° ¬¥²° ¤¨±±¨¯ ¶¨¨, a ¨ ! § ¤ ¾² · ±²®²³ ¨  ¬¯«¨²³¤³
¢®§¤¥©±²¢¨¿.

�°³£®© ¢ °¨ ² | ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¢®§¡³¦¤¥¨¥, ª®£¤  ¬»
¨¬¥¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ª®½´´¨¶¨¥²  ¢ ³° ¢¥¨¨ ®²
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¢°¥¬¥¨:

�x+  _x+ (1 + a sin!t)f(x) = 0: (5.14)

�°¨¬¥° ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¬ ¿²¨ª ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¬¥¿¾¹¥©±¿
¤«¨®© ¨²¨ ¨ ¥«¨¥©»© LCR-ª®²³°, ¢ ª®²®°®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª¨¬ ®¡° §®¬ ¨§¬¥¿¾² ¢® ¢°¥¬¥¨ ¥¬ª®±²¼ ¨«¨ ¨¤³ª²¨¢®±²¼.

� ª ¯°¨ ±¨«®¢®¬, ² ª ¨ ¯°¨ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¢®§¡³¦¤¥¨¨
¥«¨¥©®£® ¤¨±±¨¯ ²¨¢®£® ®±¶¨««¿²®° ,   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥-

²°®¢ ®¡»·® ¯°¥¤±² ¢«¥» ®¡« ±²¨ ° §-
«¨·»µ ¯® µ ° ª²¥°³ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¨
µ ®²¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ¡¨´³°ª ¶¨¨ ³¤¢®-
¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , ±ª« ¤ª¨, ±¡®°ª¨ ¨ À¯¥°¥-
ª°¥±²ª¨Á.

�¨±. 5.14. �¥µ ¨·¥±ª ¿ ±¨-
±²¥¬ , ®¯¨±»¢ ¥¬ ¿ ³° ¢¥-
¨¥¬ �³´´¨£  ± ¢¥¸¨¬
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬

� ±±¬®²°¨¬ ¯®¤°®¡¥¥ ±¨±²¥¬³ ²¨¯ 
(5.13) ± ª³¡¨·¥±ª®© ¥«¨¥©®© ´³ª-
¶¨¥© f(x) = x3. �¥  §»¢ ¾² ®±¶¨«-
«¿²®°®¬ �³´´¨£  ¨«¨ ®±¶¨««¿²®°®¬
�¥¤» (Ueda, 1980). �°¨¬¥°®¬ ¬®¦¥²
±«³¦¨²¼ ¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ³±²°®©±²¢®, ¯®-
ª § ®¥   °¨±. 5.14. � °¨ª § ª°¥¯«¥
  ³±² ®¢«¥®© ¢¥°²¨ª «¼® ³¯°³£®©
¯« ±²¨ª¥, ¯°¨·¥¬ ª®½´´¨¶¨¥² ³¯°³-
£®±²¨ ¯®¤®¡°  ² ª, ·²® ¯°¨¬ «»µ ³£« µ

®²ª«®¥¨¿ ¢®§¢° ¹ ¾¹ ¿ ±¨«  ³¯°³£®±²¨ ¢ ²®·®±²¨ ª®¬¯¥±¨-
°³¥² ®²ª«®¿¾¹¨© ¬®¬¥² ±¨«» ²¿¦¥±²¨. �±¶¨««¿²®° �¥¤» ¬®-
¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢  ² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®© ±µ¥¬» | ª®«¥¡ -
²¥«¼®£® ª®²³°  ± ¥«¨¥©®© ¨¤³ª²¨¢®±²¼¾. � ¬¥®© � = t,
X = x ³° ¢¥¨¥ (5.13) ±¢®¤¨²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³
¢¨¤³:

�x+ _x+ x3 = A sin 
� : (5.15)

�¤¥±¼ ¯°¨±³²±²¢³¥² ²®«¼ª® ¤¢  ¯ ° ¬¥²° , A = a�3, 
 = !=,
µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢¥®,  ¬¯«¨²³¤³ ¨ · ±²®²³ ¢®§¤¥©-
±²¢¨¿. �°¨ ¬ «®©  ¬¯«¨²³¤¥ A · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ±
· ±²®²®© ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿,   ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ½²®£® ¯ ° ¬¥²° 
¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¡®«¥¥ ±«®¦®¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥, ¢ª«¾· ¿
¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³.

�®±ª®«¼ª³ ´³ª¶¨¿ f(x) ¥·¥² ¿, ±¨±²¥¬  (5.16) ®¡« ¤ ¥² ±¨¬-
¬¥²°¨¥© ¨ ¨¢ °¨ ²  ®²®±¨²¥«¼® ®¤®¢°¥¬¥®© § ¬¥» x!
! � x, � ! � + �=
. �®½²®¬³ ¢±¥£¤  °¥ «¨§³¥²±¿ ®¤  ¨§ ¤¢³µ
¢®§¬®¦®±²¥©:

(1)  ²²° ª²®° ®¡« ¤ ¥² ±¨¬¬¥²°¨¥© ®²®±¨²¥«¼® ³ª § ®© § -
¬¥»;

(2)  ²²° ª²®° ¥ ®¡« ¤ ¥² ±¨¬¬¥²°¨¥©, ® ¨¬¥¥² ±¨¬¬¥²°¨·-
®£® ¯ °²¥° , ². ¥. ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¢ ±¨-
±²¥¬¥ ¡³¤³² ¢®§¨ª ²¼ ¤¢  ° §»µ ³±² ®¢¨¢¸¨µ±¿ °¥¦¨¬ , ¯¥°¥-
µ®¤¿¹¨¥ ®¤¨ ¢ ¤°³£®© ¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ±¨¬¬¥²°¨¨.
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�  °¨±. 5.15 ¯®ª §   ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®±¶¨««¿-
²®°  �¥¤»   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (A; 
). �® ¯¥°¨´¥°¨¨ °¨-
±³ª  ¯°¨¢®¤¿²±¿ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°  ¢ ¯°®¥ª¶¨¨  
¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¥¬¥»µ (x; _x), ¤ ¾¹¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®¡ ½¢®«¾¶¨¨

�¨±. 5.15. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (A; 
) ¤«¿
®±¶¨««¿²®°  �¥¤» (5.16). �® ¯¥°¨´¥°¨¨ °¨±³ª  ¯®ª §  ¢¨¤ ´ §®¢®£® ¯®°²°¥² 
 ²²° ª²®°  ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±ª®±²¼ (x; _x). �¢  ´ §®¢»µ ¯®°²°¥²  ¢ ¯° ¢®¬
¨¦¥¬ ³£«³ °¨±³ª  ®²¢¥· ¾² ¤¢³¬ ¢§ ¨¬® ±¨¬¬¥²°¨·»¬  ²²° ª²®° ¬, ±®-
±³¹¥±²¢³¾¹¨¬ ¢ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ²®·ª¥ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢

 ²²° ª²®°  ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥²°®¢. �°¨ ¬ «»µ  ¬¯«¨²³¤ µ
¥¤¨±²¢¥»¬  ²²° ª²®°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ § ¬ª³² ¿ ª°¨¢ ¿ | ±¨¬-
¬¥²°¨·»© ¶¨ª«, ¯°¨·¥¬ ¯¥°¨®¤ ª®«¥¡ ¨© ° ¢¥ ¯¥°¨®¤³ ¢¥¸-
¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨  ¬¯«¨²³¤» ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼
¡¨´³°ª ¶¨¾ ¯®²¥°¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±¨¬¬¥-
²°¨·»© ¶¨ª« ±² ®¢¨²±¿ ¥³±²®©·¨¢»¬ ¨ ¢®§¨ª ¥² ¤¢  ¶¨ª« -
 ²²° ª²®° . � «¥¥,   ¡ §¥ ª ¦¤®£® ¨§  ±¨¬¬¥²°¨·»µ ¶¨ª«®¢  -
¡«¾¤ ¥²±¿ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , § ¢¥°¸ ¾¹¨©±¿
¯¥°¥µ®¤®¬ ª µ ®±³. �®ª   ¬¯«¨²³¤  ¥ ®·¥¼ ¢¥«¨ª , ±®±³¹¥±²¢³¾²
¤¢   ±¨¬¬¥²°¨·»µ µ ®²¨·¥±ª¨µ  ²²° ª²®° . �°¨ ¡®«¼¸®©  ¬-
¯«¨²³¤¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ®¨ ±«¨¢ ¾²±¿ ¢ ®¤¨ ±¨¬¬¥²°¨·»© µ ®²¨-
·¥±ª¨©  ²²° ª²®°.

� ·¨ ¿ ± ° ¡®²» �¨±¥¿, ¯®¯³«¿°»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ±¨±²¥¬» ±
µ ®²¨·¥±ª¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥ª²°® ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ¥«¨-



82 �¥ª¶¨¿ 5. � ®± ¢ °¥ «¨±²¨·»µ ¬®¤¥«¿µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬

¥©®£® ®±¶¨««¿²®°  ¯®¤ ¢¥¸¨¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬
(Linsay, 1981; �±² µ®¢ ¨ ¤°., 1988). �²® ª®«¥¡ ²¥«¼»© ª®²³°,
LRC-¶¥¯¼, ¢ ª®²®°³¾ ¢ª«¾·¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»© ¤¨®¤ (°¨±. 5.16).

�¨±. 5.16. �µ¥¬  ½«¥ª-
²°®®£® ¥«¨¥©®£®
®±¶¨««¿²®° 

�±«¨ ¡» ¬» § µ®²¥«¨ ®¯¨± ²¼ ¤¨ ¬¨ª³
¥«¨¥©®£® ª®²³°  ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨´´¥°¥-
¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿, ²® ®® ®ª § «®±¼ ¡»
±«®¦¥¥, ·¥¬ (5.13), ¯®±ª®«¼ª³ ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª®¢»© ¤¨®¤ ±®·¥² ¥² ±¢®©±²¢  ¥«¨¥©-
®© ¥¬ª®±²¨ ¨ ¥«¨¥©®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.
�¤¥±¼, ®¤ ª®, ¬» µ®²¨¬ ¯®¤·¥°ª³²¼ ²®«¼-
ª® ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»©  ±¯¥ª². �  °¨±. 5.17
¯°¨¢®¤¨²±¿ ¯®«³·¥ ¿ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥
(�.�. �¥§°³·ª® ¨ �.�. �¥«¥§¥¢) ª °² 
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° -

¬¥²°®¢ À· ±²®²  
{ ¬¯«¨²³¤  V Á ¢¥¸¥£® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¢®§-
¤¥©±²¢¨¿. �  ¥© ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ «¨¨¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥-
°¨®¤ ,  ª ¯«¨¢ ¾¹¨¥±¿ ª £° ¨¶¥ µ ®± . �¨´° ¬¨ ®²¬¥·¥»

�¨±. 5.17. �®«³·¥ ¿ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®-
±²¨ · ±²®² { ¬¯«¨²³¤  ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°®®£® ¥«¨¥©®£® ®±¶¨««¿²®° 

¯¥°¨®¤»  ¡«¾¤ ¥¬»µ ª®«¥¡ ¨© ¢ ¥¤¨¨¶ µ ¯¥°¨®¤  ¢¥¸¥£®
¢®§¤¥©±²¢¨¿.

�  °¨±. 5.18 ¯®ª § ®, ª ª ½¢®«¾¶¨®¨°³¥² ¢¨¤ ´ §®¢»µ ¯®°-
²°¥²®¢  ²²° ª²®°    ¯«®±ª®±²¨ À ¯°¿¦¥¨¥ U{²®ª IÁ,   ² ª¦¥
±¯¥ª²°» ª®«¥¡ ¨© ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿
¯¥°¨®¤ .

�²®¨² ®²¬¥²¨²¼ ¡®«¼¸®¥ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢® ° ¤¨®²¥µ¨·¥±ª¨µ ¨
½«¥ª²°®»µ ³±²°®©±²¢ ª ª ®¡º¥ª²®¢ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®£® ¨±±«¥¤®-
¢ ¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨. � ±° ¢¥¨¨ ± ¬¥µ ¨·¥±ª¨¬¨, £¨¤°®-
¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ¨ ¤°³£¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ®¨ ¯°®±²» ¢ °¥ «¨§ ¶¨¨,
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�¨±. 5.18. �®«³·¥»¥ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²» ½«¥ª²°®®£® ®±¶¨«-
«¿²®°  ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ (±«¥¢ ) ¨ ±¯¥ª²°» ª®«¥¡ ¨© ¢
ª®²³°¥ (±¯° ¢ )

¤®¯³±ª ¾² ¯°®±²®¥ ¨ ³¤®¡®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯ ° ¬¥²° ¬¨, ¨±¯®«¼§®-
¢ ¨¥ ° ±¯°®±²° ¥®© ±² ¤ °²®©  ¯¯ ° ²³°» ¤«¿  ¡«¾¤¥¨¿
¨ ®¡° ¡®²ª¨ £¥¥°¨°³¥¬»µ ±¨£ «®¢.
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5.4. �¢²®®¬»¥ ±¨±²¥¬» | ½«¥ª²°®»¥ £¥¥° ²®°»

�¥¥° ²®° �¨¿¸ª®{�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨· . �®-¢¨¤¨¬®¬³, ¨±-
²®°¨·¥±ª¨ ¯¥°¢»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¯°®±²®© ½«¥ª²°®®© ±µ¥¬», ¢ ª®²®-
°®© ¶¥«¥ ¯° ¢«¥® ¡»« °¥ «¨§®¢  °¥¦¨¬ µ ®²¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®-
«¥¡ ¨©, ¡»« £¥¥° ²®°, ¯°¥¤«®¦¥»© ±®²°³¤¨ª ¬¨ �±²¨²³² 
¯°¨ª« ¤®© ´¨§¨ª¨ �ª ¤¥¬¨¨  ³ª ¢ �¨¦¥¬ �®¢£®°®¤¥
�.�.�¨¿¸ª®, �. �.�¨ª®¢±ª¨¬ ¨ �.�.� ¡¨®¢¨·¥¬ (�¨ª®¢±ª¨©,
� ¡¨®¢¨·, 1978; �¨¿¸ª®, �¨ª®¢±ª¨©, � ¡¨®¢¨·, 1979).

�²® ¥±«®¦ ¿ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿ ²° ¤¨¶¨®®© ½«¥ª²°®®© ±¨-
±²¥¬», ¨±¯®«¼§³¾¹¥©±¿ ¤«¿ £¥¥° ¶¨¨  ¢²®ª®«¥¡ ¨©, ¢ ª®²®°®© ¢
ª®«¥¡ ²¥«¼»© ª®²³° ¢ª«¾·¥ ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¥«¨¥©»© ½«¥-
¬¥² | ²³¥«¼»© ¤¨®¤ (°¨±. 5.19 ). �³¥«¼»© ¤¨®¤ ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢³µ¯®«¾±¨ª, ¤«¿ ª®²®°®£® § ¢¨±¨¬®±²¼ ²®ª  ®²  -
¯°¿¦¥¨¿ | ¢®«¼²- ¬¯¥° ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¨¬¥¥² N -®¡° §»©
¢¨¤ ¨ ±®¤¥°¦¨² ¯ ¤ ¾¹¨© ³· ±²®ª (°¨±. 5.19¢). �®ª  ²®ª I ¨
 ¯°¿¦¥¨¥ V ¬ «», ²³¥«¼»© ¤¨®¤ ¥ ®ª §»¢ ¥² ±³¹¥±²¢¥-
®£® ¢«¨¿¨¿   ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ª®²³°¥. �°¨ ½²®¬ § ¤¥©±²¢®¢  ³· -
±²®ª (I)   µ ° ª²¥°¨±²¨ª¥ ²³¥«¼®£® ¤¨®¤ ,   ¨§-§  ¯°¨±³²±²¢¨¿
½«¥ª²°®®© « ¬¯» ¨ ¶¥¯¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨  ¬¯«¨²³¤   ° ±² ¥²

�¨±. 5.19. � ¤¨®²¥µ¨·¥±ª¨©  ¢²®£¥¥° ²®° µ ®²¨·¥±ª¨µ ª®«¥¡ ¨© �¨¿¸ª®{
�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨·  ( ), ¥£® ½ª¢¨¢ «¥² ¿ ±µ¥¬  (¡) ¨ ¢®«¼²- ¬¯¥° ¿ µ -
° ª²¥°¨±²¨ª  ²³¥«¼®£® ¤¨®¤  (¢)

¢® ¢°¥¬¥¨. �®£¤  ²®ª I ¤®±²¨£ ¥² § ·¥¨¿ Im, ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®-
·²¨ ¬£®¢¥®¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥ ²³¥«¼®£® ¤¨®¤    ³· ±²®ª (II);
¡»±²°®²  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ±¢¿§   ± ¬ «®±²¼¾ ±®¡±²¢¥®© ¥¬ª®±²¨
¤¨®¤  c. � «¥¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¡»±²°® § ²³µ ¾², ²®ª ·¥°¥§ ²³¥«¼»©
¤¨®¤ ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¨ ¢ ¥ª®²®°»© ¬®¬¥² ¯°®¨±µ®¤¨² ¥£® ®¡° ²-
®¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥   ³· ±²®ª (I). � °¥§³«¼² ²¥ ¤¢³µ ¯¥°¥ª«¾·¥¨©
²³¥«¼»© ¤¨®¤ ¢ § ·¨²¥«¼®© ¬¥°¥ ¯®£«®¹ ¥² ¯®±²³¯¨¢¸³¾ ¢
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LCR-ª®²³° ½¥°£¨¾, ¨ ª®«¥¡ ¨¿ ±®¢   ·¨ ¾²  ° ±² ²¼ ± ¬ -
«®©  ¬¯«¨²³¤». �°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ³±«®¢¨¿µ  ¡«¾¤ ¥¬ ¿ ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¶³£®¢  ° ±² ¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨© ®ª §»¢ ¥²±¿ µ ®²¨-
·¥±ª®©. �°¨¶¨¯¨ «¼ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ®¡³-
±«®¢«¥  ²¥¬, ·²® ¢ ®¡« ±²¨ ¬ «»µ  ¬¯«¨²³¤ ¤¨ ¬¨ª  ¿¢«¿¥²±¿
¥³±²®©·¨¢®© ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¢®§¬³¹¥¨¾  · «¼»µ ³±«®¢¨©.

�  °¨±. 5.19¡ ¯°¨¢¥¤¥  ½ª¢¨¢ «¥² ¿ ±µ¥¬  £¥¥° ²®°  �¨¿-
¸ª®{�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨· ,   ®±®¢ ¨¨ ª®²®°®© ¬®¦® ¢»¯¨-
± ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨. �§ ¯°¨¢¥¤¥®£® ®¯¨± ¨¿ ¬¥µ ¨§¬ 
´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® ¥«¨¥©®±²¼ µ ° ª²¥°¨-
±²¨ª¨ ½«¥ª²°®®© « ¬¯» ¥ ¨¬¥¥² ¯°¨¶¨¯¨ «¼®£® § ·¥¨¿.

�¨±. 5.20. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¨ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°®¢ ¤«¿
 ¢²®£¥¥° ²®°  �¨¿¸ª®{�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨·    ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (h; g)
¯°¨ " = 0;2 ¨ ¥«¨¥©®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¥ ²³¥«¼®£® ¤¨®¤  (5.19). �¡« ±²¨
µ ®±  ¯®ª § » ¡¥«»¬

�°¨±³²±²¢¨¥ ½«¥ª²°®®© « ¬¯» ³·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ª«¾·¥¨¥¬ ¢ ½ª¢¨-
¢ «¥²³¾ ±µ¥¬³ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ (�R), ¡« £®¤ °¿
·¥¬³ ¬ «»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ª®²³°¥ ®ª §»¢ ¾²±¿  ° ±² ¾¹¨¬¨.
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�³¥«¼»© ¤¨®¤ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯ ° ««¥«¼® ±®¥¤¨¥-
»µ ¬ «®© ¥¬ª®±²¨ c ¨ ¥«¨¥©®£® °¥§¨±²®°  ± µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©
I = Imf(V=Vm). � ¯¨±»¢ ¿ ³° ¢¥¨¿ �¨°µ£®´ , ¨¬¥¥¬:

L
dI

dt
= U � V + RI; C

dU

dt
= �I; c

dV

dt
+ Imf

�
V

Vm

�
= I:

(5.16)

�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¡¥§° §¬¥°»¥ ¯¥°¥¬¥»¥:

x =
I

Im
; y = UIm

r
C

L
; y =

V

Vm
; � =

tp
LC

; (5.17)

²®£¤  ³° ¢¥¨¿ ¯°¨¨¬ ¾² ¢¨¤

_x = 2hx+ y � gz; _y = �x; " _z = x� f(z); (5.18)

£¤¥ 2h = R

r
C

L
, g =

Vm
Im

r
C

L
, " =

gc

C
� 1 1).

�  °¨±. 5.20 ¯®ª §   ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¨ ¯®°²°¥²»
 ²²° ª²®°®¢, ª®²®°»¥ °¥ «¨§³¾±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ (5.18) ¯°¨ " = 0;2 ¤«¿
¥«¨¥©®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, § ¤ ®© ª³¡¨·¥±ª®© ¯ ° ¡®«®©

f(z) = 8;592z � 22z2 + 14;408z3: (5.19)

�¥¥° ²®° ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ �¨¹¥ª®{�±² µ®¢ .
�°³£³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ²° ¤¨¶¨®®© ½«¥ª²°®®©  ¢²®ª®«¥¡ ²¥«¼-
®© ±¨±²¥¬» ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© £¥¥° ²®° ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨-
¥©®±²¼¾, ¯°¥¤«®¦¥»© ¨ ¨±±«¥¤®¢ »© ¢ � ° ²®¢±ª®¬ ³¨-
¢¥°±¨²¥²¥ ¢ £°³¯¯¥ �. �.�¨¹¥ª® (�¨¹¥ª®, �±² µ®¢ ¨ ¤°., 1983).
� ±µ¥¬³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ LRC-ª®²³°, ³±¨«¨²¥«¼ ¨ ¶¥¯¼ ®¡° ²®©
±¢¿§¨, ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¨¥°¶¨®»© ¡«®ª,   ¢µ®¤
ª®²®°®£® ¯®±²³¯ ¥² ·¥°¥§ ª¢ ¤° ²¨·»© ¤¥²¥ª²®° ²®² ¦¥ ±¨£ « x,

�¨±. 5.21. �µ¥¬  £¥¥° ²®°  ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ �¨¹¥ª®{�±² µ®¢ 

·²® ¨   ¢µ®¤ ®±®¢®£® ³±¨«¨²¥«¿ (°¨±. 5.21). � ¢»µ®¤  ¨¥°-
¶¨®®£® ½«¥¬¥²  ±¨£ « z ¯®¤ ¥²±¿   ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¢µ®¤

1) �® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ²°¥²¼¥ ³° ¢¥¨¥ ±®¤¥°¦¨² ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° ¯°¨
¯°®¨§¢®¤®©, ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿   «¨²¨·¥±ª®£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨,
·²® ¨ ¡»«® ±¤¥« ® ¢ ° ¡®²¥ �¨¿¸ª®, �¨ª®¢±ª®£® ¨ � ¡¨®¢¨· .
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®±®¢®£® ³±¨«¨²¥«¿ ¨ ³¯° ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨®© ¥£® ª®½´´¨¶¨¥² 
¯¥°¥¤ ·¨. � ¯°®±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ±®¡±²¢¥®© ¥«¨¥©®-
±²¼¾ ³±¨«¨²¥«¿ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼, ¤¨ ¬¨ª  ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥-
¬®© ³° ¢¥¨©

_x = mx+ y � xz; _y = �x; _z = �gz + 1(x)x2; (5.20)

£¤¥ 1(x) ®¡®§ · ¥² ±²³¯¥· ²³¾ ´³ª¶¨¾ �½¢¨± ©¤ , 1(x) = 0 ¯°¨
x � 0 ¨ 1 ¯°¨ x > 0. � ° ¬¥²° g ±·¨² ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ¨ µ -
° ª²¥°¨§³¥² ¢°¥¬¿ °¥« ª± ¶¨¨ ¨¥°¶¨®®£® ½«¥¬¥² , ¯ ° ¬¥²°
m ®¯°¥¤¥«¿¥² ª®½´´¨¶¨¥² ¯¥°¥¤ ·¨ ³±¨«¨²¥«¿.

�¨±²¥¬  (5.20) ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ²,
ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ³±²®©·¨¢®© ¯°¨ �2 < m < 0 ¨ ²¥°¿¥² ³±²®©·¨-
¢®±²¼ ¯°¨ m > 0. �®¬¥² m = 0 ®²¢¥· ¥² ¡¨´³°ª ¶¨¨ �¤°®®¢ {
�®¯´  | °®¦¤¥¨¾ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« . �°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¨§¬¥¥-
¨¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ½²®² ¶¨ª« ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¬®¦¥² ¯°¥²¥°¯¥¢ ²¼ ° §-
«¨·»¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨. �  °¨±. 5.22 ¯®ª §   ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ

�¨±. 5.22. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¤«¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© (5.20), ®¯¨±»¢ -
¾¹¥© £¥¥° ²®° ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ �¨¹¥ª®{�±² µ®¢ , ¨ ´ §®¢»¥
¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°  ¢ ¥ª®²®°»µ µ ° ª²¥°»µ ²®·ª µ
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°¥¦¨¬®¢ ±¨±²¥¬», ¯®«³·¥ ¿   ª®¬¯¼¾²¥°¥. �® ¯¥°¨´¥°¨¨ ¯°¨-
¢¥¤¥» ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¥±ª®«¼ª¨¬
¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼»¬ ²®·ª ¬ ¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢. � · ±²®±²¨,
´¨ª±¨°³¿ g ¨ ³¢¥«¨·¨¢ ¿m, ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤  ± ¯¥°¥µ®¤®¬ ª µ ®±³ (¯®°²°¥²» ¢ ¯° ¢®© ¨¦¥©
· ±²¨ °¨±³ª ). � ®¡« ±²¨ µ ®±  ¨¬¥¾²±¿ ®ª  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ
°¥¦¨¬®¢ µ ° ª²¥°®© ´®°¬». �  ª °²¥ ¬®¦® ² ª¦¥ ³±¬®²°¥²¼
±²°³ª²³°³ ²¨¯  À¯¥°¥ª°¥±²ª Á, ª®²®° ¿ ±®¤¥°¦¨² ²®·ª³ ±¡®°ª¨ ¨
«¨¨¨ ±ª« ¤®ª.

�¥¥° ²®° ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ ¡»« °¥ «¨§®¢  ¨ ¤¥-
² «¼® ¨§³·¥ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥. �»«® ³¡¥¤¨²¥«¼® ¯°®¤¥¬®±²°¨°®-
¢ ®, ·²® ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼ ¿ ±¨±²¥¬   ¤¥ª¢ ²® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¬®-
¤¥«¼¾ (5.20). �®¤°®¡®±²¨ ¬®¦®  ©²¨ ¢ ®°¨£¨ «¼»µ ° ¡®² µ
¨ ¬®®£° ´¨¿µ �. �.�¨¹¥ª® ± ±®²°³¤¨ª ¬¨.

�®«¼¶¥¢®© £¥¥° ²®° �¬¨²°¨¥¢ {�¨±«®¢ . � ª®¶¥ 60-µ{ · «¥
70-µ £®¤®¢ ¢ �±²¨²³²¥ ° ¤¨®²¥µ¨ª¨ ¨ ½«¥ª²°®¨ª¨ �� ���� ¯®¤
°³ª®¢®¤±²¢®¬ �.�.�¨±«®¢  ¯°®¢®¤¨«¨±¼ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿,  ¯° ¢«¥-
»¥   ±®§¤ ¨¥ ½´´¥ª²¨¢»µ £¥¥° ²®°®¢ ¸³¬ . �°¥¤«®¦¥ ¿
±µ¥¬  ±®±²®¿«  ¨§ ¤¢³µ « ¬¯ ¡¥£³¹¥© ¢®«» (���). �¤  ���, ¡®-
«¥¥ ¬®¹ ¿, ´³ª¶¨®¨°®¢ «  ª ª ³±¨«¨²¥«¼, ¢²®° ¿ ¨±¯®«¼§®¢ -
« ±¼ ª ª ¥«¨¥©»© ½«¥¬¥², ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨© § ¯ §¤»¢ ¾¹³¾
®¡° ²³¾ ±¢¿§¼ ¯³²¥¬ ¯®¤ ·¨ ¯°¥®¡° §®¢ ®£® ±¨£ «  ± ¢»µ®¤ 
³±¨«¨²¥«¿   ¥£® ¢µ®¤ (�¨±«®¢, � «®£¨, �¿±¨, 1979). �®²¿ ¢ ²®
¢°¥¬¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® µ ®±¥ ¥¹¥ ¥ ¯®«³·¨«¨ ° §¢¨²¨¿ ¨ ¥ ¯®«¼-
§®¢ «¨±¼ ¸¨°®ª®© ¨§¢¥±²®±²¼¾, ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ¶¥«¥ ¯° ¢«¥®
¯®«³·¨«¨ µ ®²¨·¥±ª¨¥  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ¯° ¢¨«¼® ¨²¥°¯°¥²¨°®-
¢ «¨ ¨µ ª ª ¤¨ ¬¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬ ¢ ±¨±²¥¬¥ ± § ¯ §¤»¢ ¾¹¥©
®¡° ²®© ±¢¿§¼¾. �®§¤¥¥, § ¤ ¢¸¨±¼ ¶¥«¼¾ °¥ «¨§®¢ ²¼ ¯°®±²¥©-
¸³¾ ¬®¤¥«¼-  «®£, �. �.�¬¨²°¨¥¢ ¨ �.�.�¨±«®¢ ¯°¥¤«®¦¨«¨ ±¨-
±²¥¬³ ¢ ¢¨¤¥ § ¬ª³²®© ¢ ª®«¼¶® ¶¥¯®·ª¨ ¨§ ¥«¨¥©®£® ³±¨«¨-
²¥«¿, RLC-´¨«¼²°  ¨ ¨¥°¶¨®®£® ½«¥¬¥²  (°¨±. 5.23). � ¯°¥¤-

�¨±. 5.23. �µ¥¬  ª®«¼¶¥¢®£® £¥¥° ²®°  �¬¨²°¨¥¢ {�¨±«®¢ 

¯®«®¦¥¨¨, ·²® ¥«¨¥© ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ³±¨«¨²¥«¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤
F (z) = Mz exp (�z2), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³ ³° ¢-
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¥¨©:

T _x+ x = Mz exp (�z2); _y = x� z; _z = y � z

Q
: (5.21)

�¤¥±¼ x µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¨£ «   ¢»µ®¤¥ ¨¥°¶¨®®£® ½«¥¬¥² ,
  z |   ¢µ®¤¥ ³±¨«¨²¥«¿. � ° ¬¥²°» T ¨ Q ®¯°¥¤¥«¿¾², ±®®²¢¥²-
±²¢¥®, ¢°¥¬¿ °¥« ª± ¶¨¨ ¨¥°¶¨®®£® ½«¥¬¥²  ¨ ¤®¡°®²®±²¼
RLC-´¨«¼²° ,   ¯ ° ¬¥²° M § ¤ ¥² ª®½´´¨¶¨¥² ³±¨«¥¨¿. �¥-
«¨·¨³ Q ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ´¨ª±¨°®¢ ®© ¨ ° ¢®© 10.

�±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ³±¨«¨²¥«¿ ¢»¡°   ±¨¬-
¬¥²°¨·®©, ±¨±²¥¬  ®±² ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®© ®²®±¨²¥«¼® § ¬¥»
(x; y; z) ! (�x; �y; �z). �®½²®¬³  ²²° ª²®° ¬®¦¥² «¨¡® ³¤®¢«¥-
²¢®°¿²¼ ³±«®¢¨¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ¢ ±¥¡¿ ¯°¨ ³ª § ®©
§ ¬¥¥, «¨¡®, ¡³¤³·¨ ¥±¨¬¬¥²°¨·»¬, ¨¬¥²¼ ±¨¬¬¥²°¨·® ° ±-
¯®«®¦¥®£® ¯ °²¥° .

�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ¯ ° ¬¥²°  M ·¥°¥§ ¡¨´³°ª ¶¨®®¥ § ·¥¨¥
M0 = 1 ¢ ±¨±²¥¬¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¡¨´³°ª ¶¨¿ | ¯®²¥°¿ ³±²®©·¨¢®±²¨
²°¨¢¨ «¼®£® ±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ². � °¥§³«¼-
² ²¥ °®¦¤ ¥²±¿ ¯ °  ±¨¬¬¥²°¨·® ° ±¯®«®¦¥»µ ³±²®©·¨¢»µ ±®-
±²®¿¨© ° ¢®¢¥±¨¿ x = Qy = z = �

p
lnM , ª®²®°»¥ ± °®±²®¬ M

�¨±. 5.24. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ±¨±²¥¬» �¬¨²°¨¥¢ {�¨±«®¢  (5.21)  
¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (T; M) ¯°¨ Q = 10 ¨ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°®¢ ¢
¥±ª®«¼ª¨µ ²®·ª µ
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³¤ «¿¾²±¿ ®²  · «  ª®®°¤¨ ². �°¨

M1 = exp

�
(T +Q)(1 + TQ)

2TQ2

�

®¡  ½²¨ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ²¥°¿¾² ³±²®©·¨¢®±²¼ ¨ ±² ®¢¿²±¿
¥³±²®©·¨¢»¬¨ ´®ª³± ¬¨. � ®ª°¥±²®±²¨ ª ¦¤®£® ° ¢®¢¥±¨¿ °®-
¦¤ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �²¨ ¤¢  ¶¨ª«  ¿¢«¿¾²±¿ ¤°³£ ¤«¿ ¤°³£ 
±¨¬¬¥²°¨·»¬¨ ¯ °²¥° ¬¨, ² ª ·²® ¬®¦® ±«¥¤¨²¼ §  ®¤¨¬
¨§ ¨µ. �°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  M ¯°®¨±µ®¤¨²
ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¨ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³, ¯°¨·¥¬
 ²²° ª²®° ¯®µ®¦    ²²° ª²®° �¥±±«¥° . � ²¥¬, ¯°¨ ¤®±² ²®·®
¡®«¼¸¨µ M , ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡º¥¤¨¥¨¥  ²²° ª²®°  ± ±¨¬¬¥²°¨·-
»¬ ¯ °²¥°®¬ ¨ ®¡° §®¢ ¨¥ ¥¤¨®£® ±¨¬¬¥²°¨·®£®  ²²° ª²®° .
� µ ° ª²¥°»µ °¥¦¨¬ µ ¨ ¡¨´³°ª ¶¨¿µ ¢ ±¨±²¥¬¥ ¬®¦® ±³¤¨²¼
¯® ª °²¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¨ ´ §®¢»¬ ¯®°²°¥² ¬, ¯°¥¤±² -
¢«¥»¬   °¨±. 5.24.

�°®¬¥ ±¨±²¥¬» (5.21) �¬¨²°¨¥¢ ¨ �¨±«®¢ ° ±±¬®²°¥«¨ ¶¥«»©
°¿¤ ° §«¨·»µ ¢ °¨ ²®¢ ª®«¼¶¥¢»µ £¥¥° ²®°®¢, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨
± ¢»±®ª®© ° §¬¥°®±²¼¾ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �«¿ ¯®¤°®¡®£®
®§ ª®¬«¥¨¿ ± °¥§³«¼² ² ¬¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ¨
½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¬®¦® °¥ª®¬¥¤®¢ ²¼ ¬®®£° -
´¨¾ ½²¨µ  ¢²®°®¢ (�¬¨²°¨¥¢, �¨±«®¢, 1989).

�µ¥¬  �³ . � 1983 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨© ´¨§¨ª ¨ ±¯¥¶¨ «¨±² ¯®
½«¥ª²°®¨ª¥ ¯°®´¥±±®° �¥® �³  (³¨¢¥°±¨²¥² �¥°ª«¨, ¸² ² � -
«¨´®°¨¿) ¯®±¥²¨« « ¡®° ²®°¨¾ ¿¯®±ª®£® ¯°®´¥±±®°  �.� ¶³¬®-
²®. �±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ¯»² «¨±¼ °¥ «¨§®¢ ²¼ ½«¥ª²°®»©   «®£ ±¨-
±²¥¬» �®°¥¶ . �±² ®¢ª  ¢»£«¿¤¥«  ¢¥±¼¬  ¢³¸¨²¥«¼®, ®,
ª ±®¦ «¥¨¾, ¥ ° ¡®² «  ¨§-§  ®¯°¥¤¥«¥»µ ¥¤®±² ²ª®¢ ¨¬¥¢-
¸¨µ±¿ ½«¥ª²°®»µ ª®¬¯®¥². � ¤ ¢¸¨±¼ ¶¥«¼¾ °¥ «¨§®¢ ²¼
¢±¥ ¦¥ ¯°®±²³¾ ½«¥ª²°®³¾ ±¨±²¥¬³, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹³¾ °¥¦¨¬,
¯®¤®¡»© µ ®±³ �®°¥¶ , ¯°®´¥±±®° �³  ¯°¥¤«®¦¨« ±µ¥¬³, ¯®ª -
§ ³¾   °¨±. 5.25, ª®²®° ¿ ±®¤¥°¦ «  ¥¤¨±²¢¥»© ¥«¨¥©-
»© ½«¥¬¥² ± ª³±®·®-«¨¥©®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© (Chua, Komuro,
Matsumoto, 1986). � ¤ «¼¥©¸¥¬ ½²  ±¨±²¥¬  ¡»«  ¯®¤¢¥°£³² 

�¨±. 5.25. �µ¥¬  �³ , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¨¤³ª²¨¢®±²¼ L, ¤¢¥ ¥¬ª®±²¨ C1 ¨ C2, °¥-
§¨±²®° R ¨ ½«¥¬¥² ± ª³±®·®-«¨¥©®© ¢®«¼²- ¬¯¥°®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© J(U).
�¥§° §¬¥°»¥ ¯¥°¥¬¥»¥, ´¨£³°¨°³¾¹¨¥ ¢ ³° ¢¥¨¿µ, x, y, z, ¯°®¯®°¶¨®-
 «¼», ±®®²¢¥²±²¢¥®,  ¯°¿¦¥¨¾   ¥«¨¥©®¬ ½«¥¬¥²¥,  ¯°¿¦¥¨¾  
¨¤³ª²¨¢®±²¨ ¨ ²®ª³ ·¥°¥§ ¨¤³ª²¨¢®±²¼
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¢±¥±²®°®¥¬³ ²¥®°¥²¨·¥±ª®¬³ ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¬³ ¨±±«¥¤®¢ -
¨¾ ¨ ¿¢«¿¥²±¿   ±¥£®¤¿¸¨© ¤¥¼ ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ µ®°®¸®
¨±±«¥¤®¢ »µ ¬®¤¥«¥© ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨.

� ¯¨±»¢ ¿ ³° ¢¥¨¿ �¨°µ£®´  ¤«¿ ±µ¥¬» �³  ¨ ¯¥°¥µ®¤¿ ª
¡¥§° §¬¥°»¬ ¯¥°¥¬¥»¬, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³
³° ¢¥¨©:

_x = �
�
y � h(x)

�
; _y = x+ y � z; _z = ��y; (5.22)

£¤¥ � ¨ � | ¯ ° ¬¥²°»,   ´³ª¶¨¿ h(x) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°¨-
±²¨ª®© ¥«¨¥©®£® ½«¥¬¥²  ¨ ²° ¤¨¶¨®® § ¤ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

h(x) =

8>>>><
>>>>:

2x+ 3
7

; x � �1;
�x
7
; �1 < x < 1;

2x� 3
7

; x � 1:

(5.23)

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥²°®¢, ±µ¥¬  �³  ¬®¦¥² ¤¥¬®±²°¨-
°®¢ ²¼ ° §«¨·»¥ °¥£³«¿°»¥ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬». �«¥¤³¥²
¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ¨§-§  ª³±®·®-«¨¥©®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¡¨´³°-
ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥²¨¯¨·®© (¯®-
²¥°¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ±° §³ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§¨ª®-
¢¥¨¾  ¢²®ª®«¥¡ ¨© ª®¥·®©  ¬¯«¨²³¤»). � ®±² «¼®¬ ¡¨´³°-
ª ¶¨¨ ¨ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ®ª §»¢ ¾²±¿ ² ª¨¬¨ ¦¥, ª ª ¢® ¬®£¨µ
¤°³£¨µ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ µ. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¨§-§  ²®£®, ·²® ¢
²°¥µ ®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  x < �1, �1 < x < 1 ¨ x > 1
³° ¢¥¨¿ «¨¥©», ¤¨ ¬¨ª  ¤®¯³±ª ¥² ¤ «¥ª® ¨¤³¹¨© ²¥®°¥²¨-
·¥±ª¨©   «¨§.

�« £®¤ °¿ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯°¨±³¹¥© ¢»¡° ®© ¥«¨¥©®© µ -
° ª²¥°¨±²¨ª¥, ±²° »©  ²²° ª²®° ±¨±²¥¬» �³  ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¨¬-
¬¥²°¨·»¬, ¯®¤®¡®  ²²° ª²®°³ �®°¥¶  (°¨±. 5.26 ). � ®¯°¥¤¥-

�¨±. 5.26. �¨¬¬¥²°¨·»©  ²²° ª²®° ¢ ±¨±²¥¬¥ �³  ¯°¨ � = 6;8, � = 10 ( ),
 ²²° ª²®° ²¨¯  �¥±±«¥°  ¯°¨ � = 6;6, � = 10 (¡) ¨ ¥£® ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯ °²¥° (¢)

«¥®© ®¡« ±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢  ¡«¾¤ ¥²±¿ «¥²®·»©  ²²° ª²®°, ¯®-
¤®¡»©  ²²° ª²®°³ �¥±±«¥°  (°¨±. 5.26¡), ® ® ¨¬¥¥², ª ª ¬®¦®
¯°®¢¥°¨²¼, ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¯ °²¥°  (°¨±. 5.26¢).
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�  °¨±. 5.27 ¯®ª §   ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¢ ®¡« ±²¨
¯ ° ¬¥²°®¢, £¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿  ²²° ª²®° ²¨¯  �¥±±«¥°  (Kuznetsov
et al., 1993, 1996). �«¿ ²®£® ·²®¡»   ª °²¥ ¡»«¨ µ®°®¸® ¢¨¤»

�¨±. 5.27. � °²» ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ±¨±²¥¬» �³  ¢ ®¡« ±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢,
£¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿  ²²° ª²®° ²¨¯  �¥±±«¥° , ¨ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²» ¢ µ ° ª²¥°»µ
°¥¦¨¬ µ

µ ° ª²¥°»¥ ±²°³ª²³°»¥ ½«¥¬¥²», ¨±¯®«¼§®¢ » Àª®±»¥Á ª®®°-
¤¨ ²» (�0; �), £¤¥ �0 = � � 0;68�. �²¬¥²¨¬  «¨·¨¥ ®¡« ±²¥©
±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ° §«¨·®£® ¯¥°¨®¤ , µ -
®± , À¯¥°¥ª°¥±²ª®¢Á ± µ ° ª²¥°®© ±²°³ª²³°®©, ¢ª«¾· ¾¹¥© ²®·ª³
±¡®°ª¨ ¨ «¨¨¨ ±ª« ¤®ª.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 6

������� ��������, ������� ������,
������� ����������

�§ «¥ª¶¨¨ 2 ¬» § ¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ¬®¤¥«¼»µ ¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨µ µ ®±. �²® ±¨±²¥¬», § ¤ ¢ ¥-
¬»¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¯°®±²»¬¨ ®¤®-, ¤¢³µ- ¨«¨ ²°¥µ¬¥°»¬¨ ®²®-
¡° ¦¥¨¿¬¨. � ¤°³£®© ±²®°®», ¬®£¨¥ °¥ «¨±²¨·»¥ ±¨±²¥¬»
° §«¨·®© ¯°¨°®¤», ®¯¨±»¢ ¥¬»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥-
¨¿¬¨, ®¡ °³¦¨¢ ¾² µ ®²¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°¨ ·¨±«¥®¬ ¬®-
¤¥«¨°®¢ ¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¨«¨ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥.

�®¦® «¨ ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²®  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ¢ ·¨±«¥»µ ° ±·¥-
² µ ¨ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ±«®¦»¥ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ²¥«¼»¥
°¥¦¨¬» ½²® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨© µ ®±, ´¥®¬¥ ²®© ¦¥ ¯°¨°®¤», ª ª
¨ ¢ ¬®¤¥«¼»µ ±¨±²¥¬ µ? �²® ±¥°¼¥§»© ¨ ²°³¤»© ¢®¯°®±, ¯®-
±ª®«¼ª³ °¥ «¨±²¨·»¥ ±¨±²¥¬», ª ª ¯° ¢¨«®, ¥ ¤®¯³±ª ¾² ±²®«¼
¯°®±²®£® ¨ ¤ «¥ª® ¨¤³¹¥£® ²¥®°¥²¨·¥±ª®£®   «¨§ , ª ª ½«¥¬¥-
² °»¥ ¯°¨¬¥°» ¨§ «¥ª¶¨¨ 2. � ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾  -
¡«¾¤ ¥¬®£® °¥¦¨¬  ®±«®¦¿¥² ¥¨§¡¥¦®¥ ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¨µ ¨
¢³²°¥¨µ ¸³¬®¢ ¨ ´«³ª²³ ¶¨© | ¢ ½²®¬ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ²® ®¡±²®¿-
²¥«¼±²¢®, ·²® «¾¡®© °¥ «¼»© ®¡º¥ª² ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ª ª
¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ²®«¼ª® ¢ ¨§¢¥±²®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨. �°¨ ·¨-
±«¥®¬ °¥¸¥¨¨ ³° ¢¥¨© ¢±¥£¤  ¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®±, ¥ ¿¢«¿¥²±¿
«¨  ¡«¾¤ ¥¬»© Àµ ®±Á °¥§³«¼² ²®¬ ¥ª®°°¥ª²®£® ³·¥²  ®¸¨¡®ª
®ª°³£«¥¨¿ ¨«¨ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª   ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¤¨´´¥°¥¶¨-
 «¼»µ ³° ¢¥¨© ° §®±²»¬¨.

�² ª, ®·¥¢¨¤  ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¯¥°¥¡°®±¨²¼ ¬®±²¨ª ®² ¯°®±²»µ,
®  ¡±²° ª²»µ ¬®¤¥«¼»µ ª®±²°³ª¶¨© ª °¥ «¨±²¨·»¬ ±¨±²¥-
¬ ¬   ³°®¢¥ ³¡¥¤¨²¥«¼®£® ²¥®°¥²¨·¥±ª®£®   «¨§ . � ½²®©
¨ ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¿µ ¡³¤³²  ¬¥·¥» ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¯®¤µ®¤» ª
½²®© ¯°®¡«¥¬¥. �¥«¼§¿ ±ª § ²¼, ·²® ¢ ¨²®£¥ ¢®¯°®± ¯°®¿±¨²±¿ ¤®
ª®¶ , ® ¬» ³¡¥¤¨¬±¿ ¢ °¥ «¨±²¨·®±²¨ ² ª¨µ  ±¯¥ª²®¢ ±«®¦®©
¤¨ ¬¨ª¨, ª ª  «¨·¨¥ ¡¥±ª®¥·®£® ±·¥²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨² ¨ ¯°¨±³²±²¢¨¥ ª®²¨³³¬  ²° ¥ª²®°¨©, ª®¤¨°³¥-
¬»µ ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨ ±¨¬¢®«®¢. �¥°¢»¬ ¸ -
£®¬ ¢  ¢¥¤¥¨¨ ®¡¥¹ ®£® À¬®±²¨ª Á ¡³¤¥² ¯°¥¤«®¦¥ ¿ ¢ ±¢®¥
¢°¥¬¿ �³ ª °¥ ¨ ®·¥¼ ¯®¯³«¿° ¿ ¢ ±®¢°¥¬¥®© ¥«¨¥©®© ¤¨-
 ¬¨ª¥ ¯°®¶¥¤³° , ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¿¥² ¯¥°¥©²¨ ®² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-
»µ ³° ¢¥¨© ª ®¯¨± ¨¾ ¤¨ ¬¨ª¨ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ®²®¡° ¦¥¨©.
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6.1. �¥·¥¨¥ �³ ª °¥ ¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬, ¤¨ ¬¨ª  ª®²®-
°®© ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°»¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨.
�³±²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ½²®  ¢²®®¬ ¿ ±¨±²¥¬  ± ²°¥µ¬¥°»¬
´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. � ±¯®«®¦¨¬ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤¢³-
¬¥°³¾ ¯«®¹ ¤ª³ S ¨ § ¤ ¤¨¬   ¥© ¥ª®²®°³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨-
 ² (X; Y ). �»¡®° ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¢»±®ª®© ±²¥¯¥¨ ¯°®¨§-
¢®«¥, ® ®  ¤®«¦  ° §¬¥¹ ²¼±¿ ² ª, ·²®¡» ¨²¥°¥±³¾¹¨¥  ±
´ §®¢»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¬®£®ª° ²® ¥¥ ¯¥°¥±¥ª «¨ ¨ ª ± ¨¥ ¡»«®
¡» ¨±ª«¾·¥®. �®§¼¬¥¬ ª ª³¾-¨¡³¤¼ ²®·ª³ (X; Y )   ±¥ª³¹¥©
¯®¢¥°µ®±²¨, ¢»¯³±²¨¬ ¨§ ¥¥ ´ §®¢³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ ¨ ¯°®±«¥¤¨¬
§  ½²®© ²° ¥ª²®°¨¥©, ¯®ª  ¥ ¯°®¨§®©¤¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ¥¥ ¯¥°¥±¥·¥-
¨¥ ±  ¸¥© ¯«®¹ ¤ª®© S ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ (X 0; Y 0) ± ¯°®µ®¤®¬ ¢
²®¬ ¦¥  ¯° ¢«¥¨¨. �±«¨ ¨§¬¥¨²¼ ²®·ª³ ±² °² , ¯®«³·¨²±¿ ¤°³-
£ ¿ ²®·ª -®¡° §. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢®§¨ª ¥² ¥ª®²®°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥
±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ±¥¡¿:

X 0 = F1(X; Y ); Y 0 = F2(X; Y ): (6.1)

�²® ¨ ¥±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ¨¿, ¨«¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ -
ª °¥.

�¥¯¥°¼ ¬®¦® ®²¢«¥·¼±¿ ®² ¨±µ®¤»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢-
¥¨© ¨ ±®±°¥¤®²®·¨²¼±¿     «¨§¥ ¤¨ ¬¨ª¨, ¯®°®¦¤ ¥¬®© ®²®-
¡° ¦¥¨¥¬ �³ ª °¥. �²  ¯®¤¬¥  ®¡º¥ª²  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¥ ±®¯°®-
¢®¦¤ ¥²±¿ ª ª¨¬¨-«¨¡®  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿¬¨,   «¨§ ®±² ¥²±¿ ²®·-
»¬. �¥ , ª®²®°³¾ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯°¨ ½²®¬ § ¯« ²¨²¼, | ½²® ¯®-
²¥°¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ® µ ° ª²¥°¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¯°®¬¥¦³²ª¨ ¢°¥¬¥¨
¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿¬¨ ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨, ¢
· ±²®±²¨, ® ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ¨²¥°¢ «®¢ ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨
¯¥°¥±¥·¥¨¿¬¨ ¨ ® ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ µ ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®-
°¨©. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ±®µ° ¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼   «¨§¨°®¢ ²¼ ¬®-
£¨¥ ¯°¨¶¨¯¨ «¼»¥ ¢®¯°®±»,  ¯°¨¬¥°, ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ «¨ ¢ ±¨-
±²¥¬¥ °¥£³«¿°»© ¨«¨ µ ®²¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬.

� ©²¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥ ¤«¿ ª®ª°¥²»µ ¥«¨¥©»µ ±¨-
±²¥¬ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ³¤ ¥²±¿ ®·¥¼ °¥¤ª®, ¢ ²¥µ ¨±ª«¾·¨²¥«¼»µ
±«³· ¿µ, ª®£¤  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ ¤®¯³±ª ¾²   «¨²¨-
·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥. �®¦®, ®¤ ª®, ¯®±²°®¨²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥,
ª ª ·¨±«¥»©  «£®°¨²¬.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨

dx

dt
= f1(x; y; z);

dy

dt
= f2(x; y; z);

dz

dt
= f3(x; y; z); (6.2)

¨ ±¥ª³¹ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼ § ¤   ³° ¢¥¨¥¬

S(x; y; z) = 0: (6.3)
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�³±²¼, ¤ «¥¥, ¬» ¨¬¥¥¬ °¥ «¨§®¢ ³¾ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯¼¾²¥°®© ¯°®-
£° ¬¬» ¯°®¶¥¤³°³ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© (6.2),  ¯°¨¬¥°,
¬¥²®¤®¬ �³£¥{�³²² . � ¤ ¤¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®£® ³±«®¢¨¿
¥ª®²®°³¾ ²®·ª³   ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨ ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ °¥¸¥-
¨¥ ¸ £ §  ¸ £®¬ ° §®±²»¬ ¬¥²®¤®¬, ®²±«¥¦¨¢ ¿ § ª ´³ª-
¶¨¨ S(x; y; z). �®¬¥² ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ²° ¥ª²®°¨¥© ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ-
®±²¨ | ½²® ¬®¬¥² ±¬¥» § ª  S. �» ¬®¦¥¬ ¡¥§ ²°³¤  § -
´¨ª±¨°®¢ ²¼, ¬¥¦¤³ ª ª¨¬¨ ¯® ®¬¥°³ ¸ £ ¬¨ ° §®±²®£® ¬¥-
²®¤  ½²® ±«³·¨²±¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²® ¯°®¨§®¸«® ¬¥¦¤³ n-¬
¨ (n + 1)-¬ ¸ £ ¬¨, ² ª ·²® Sn = S

�
x(n�t); y(n�t); z(n�t)

�
¨

Sn+1 = S
�
x((n+1)�t); y((n+1)�t); z((n+1)�t)

�
¨¬¥¾² ¯°®²¨¢®-

¯®«®¦»© § ª. �±² ®¢¨¬±¿ ¨ ±¯°®±¨¬, ª ª ²¥¯¥°¼ ³²®·¨²¼ ¬®-
¬¥² ¯¥°¥±¥·¥¨¿. �®, ·²®  ¬   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ²°¥¡³¥²±¿, ½²® ¤ ¦¥
¥ ²®·»© ®²¢¥² (¬» ¢¥¤¼ ¢±¥ ° ¢®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ «¨ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ ° §®±²®© ±µ¥¬®©), ® ² ª®© °¥§³«¼² ²,
ª®²®°»© ¡»« ¡» ±®£« ±®¢  ¯® ²®·®±²¨ ± ¨±¯®«¼§³¥¬®©  ¯¯°®ª-
±¨¬ ¶¨¥©. �§¿¹»© ±¯®±®¡ °¥¸¥¨¿ ½²®© ¯°®¡«¥¬» ¡»« ³ª § 
�¨¸¥«¥¬ �® (H�enon, 1982) ¨ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®¯®«¨¬
±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© (6.3) ¥¹¥ ®¤¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬,   ¨¬¥®,

dS

dt
=

@S

@x

dx

dt
+
@S

@y

dy

dt
+
@S

@z

dz

dt
;

¨«¨

dS

dt
=

@S

@x
f1(x; y; z) +

@S

@y
f2(x; y; z) +

@S

@z
f3(x; y; z): (6.4)

� ²¥¯¥°¼ ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¿, ¯°¨¿¢ §  ¥§ ¢¨±¨¬³¾ ¯¥°¥¬¥-
³¾ S. �¢®¤¿ ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ®¡®§ ·¥¨¥

H(x; y; z) =
@S

@x
f1(x; y; z) +

@S

@y
f2(x; y; z) +

@S

@z
f3(x; y; z):

(6.5)

¨¬¥¥¬:

dx

dS
=

f1(x; y; z)

H(x; y; z)
;

dy

dS
=

f2(x; y; z)

H(x; y; z)
;

dz

dS
=

f3(x; y; z)

H(x; y; z)
;

dt

dS
=

1

H(x; y; z)
:

(6.6)

�®§¼¬¥¬ § ·¥¨¿ x, y, z, t ¨ S, ¯®«³·¥»¥   (n + 1)-¬ ¸ £¥,
¨ ±¤¥« ¥¬ ®¤¨ ¸ £ ¯® S, ¢¥«¨·¨  ª®²®°®£® (�Sn+1) (®  ¬®¦¥²
¡»²¼ ª ª ¯®«®¦¨²¥«¼®©, ² ª ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®©). �®±«¥ ½²®£® S
®¡° ²¨²±¿ ¢ ³«¼,   ¯®«³·¥»¥ ¢ °¥§³«¼² ²¥ x, y, z ¨ t ¤ ¤³² ª ª
° § ²®, ·²® ²°¥¡³¥²±¿ | § ·¥¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¨
¢°¥¬¥¨ ¢ ¬®¬¥² ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ²° ¥ª²®°¨¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ S.
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�«£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ �³ ª °¥ ¯® ¬¥²®¤³ �®
³¤®¡® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ²¼ ±° §³ ª ª ·¨±«¥®¥ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨©
(6.6). �°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¿H(x; y; z) ¯®« £ ¥²±¿ ° ¢®© 1 ¤® ²¥µ ¯®°,
¯®ª  ¢»¯®«¿¾²±¿ À±² ¤ °²»¥Á ¸ £¨ ¯® ¢°¥¬¥¨, ¨ ¯¥°¥®¯°¥¤¥-
«¿¥²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (6.5), ª®£¤  ¢®§¨ª ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¯°®-
¨§¢¥±²¨ À¥±² ¤ °²»©Á ¸ £ ¯® S. �®±ª®«¼ª³ ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ¨±-
¯®«¼§³¥²±¿ ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ° §®±²»© ¬¥²®¤, ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¦¥« ¥¬®¥
±®£« ±®¢ ¨¥ ¯® ²®·®±²¨. �®²¿ ®¡º¥¬ ¢»·¨±«¥¨© ¥±ª®«¼ª® ³¢¥-
«¨·¨¢ ¥²±¿ ¨§-§  ²®£®, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ³° ¢¥¨© ±² «® ¡®«¼¸¥  
¥¤¨¨¶³, ½²® ª®¬¯¥±¨°³¥²±¿ ®·¥¢¨¤»¬¨ ¤®±²®¨±²¢ ¬¨ ¬¥²®¤ .

�²¤¥«¼®£® ®¡±³¦¤¥¨¿ ²°¥¡³¥² ¢ ¦»© ¤«¿ ¥«¨¥©®© ¤¨-
 ¬¨ª¨ ª« ±± ±¨±²¥¬, § ¤ ¢ ¥¬»µ ¥ ¢²®®¬»¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨-
 «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨. � ´¨-
§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ½²® ±¨±²¥¬» ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¢¥¸¨¬
¢®§¤¥©±²¢¨¥¬, ¢±¥ ° ¢®, ±¨«®¢»¬ ¨«¨ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬. �«¿ ² -
ª¨µ ±¨±²¥¬ ¯°®¶¥¤³°  ¯®±²°®¥¨¿ ±¥·¥¨¿ �³ ª °¥ ®ª §»¢ ¥²±¿
±®¢±¥¬ ¯°®±²®©.

�³±²¼ ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥« 
¤¢³¬¥°®¥ ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® (x; y) ¨ ®¯¨±»¢ « ±¼ ³° ¢¥¨-
¿¬¨ ¢¨¤  _x = f1(x; y), _y = f2(x; y). � «¨·¨¥ ¢¥¸¥£® ¯¥°¨®¤¨-
·¥±ª®£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ´³ª-
¶¨¨ f1 ¨ f2  ¤® ±·¨² ²¼ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² ¢°¥¬¥¨,
². ¥. f1(x; y; t) = f1(x; y; t + T ) ¨ f2(x; y; t) = f2(x; y; t + T ), ¨
§ ¯¨± ²¼

_x = f1(x; y; t); _y = f2(x; y; t): (6.7)

�¢¥¤¥¬ ®¢³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ z, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³° ¢¥¨¾ _z = 1.
�±®, ·²®  ¢²®®¬ ¿ ±¨±²¥¬  ± ²°¥µ¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° -
±²¢®¬

_x = f1(x; y; z); _y = f2(x; y; z); _z = 1 (6.8)

½ª¢¨¢ «¥²  (6.7). �«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ �³ ª °¥, ¢ ª -
·¥±²¢¥ ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ³¤®¡® ¢§¿²¼ ¯«®±ª®±²¼ z = const
(°¨±. 6.1¡). � ª ·¥±²¢¥ ª®®°¤¨ ²   ±¥ª³¹¥© ¯«®±ª®±²¨ ¬®¦®

�¨±. 6.1. �®±²°®¥¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®±«¥¤®¢ ¨¿ �³ ª °¥:  ) ¤«¿  ¢²®®¬®©
±¨±²¥¬» ± ²°¥µ¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬; ¡) ¤«¿ ±¨±²¥¬» ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬
¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬
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¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥±²¥±²¢¥»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥ x ¨ y. �®-
±ª®«¼ª³ ¯® z ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ±²°³ª-
²³°³, ¬» ¬®¦¥¬ ¥ ° §«¨· ²¼ ²®·ª¨, ®²±²®¿¹¨¥ ¤°³£ ®² ¤°³£   
¶¥«®¥ ·¨±«® ¯¥°¨®¤®¢ T . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ª®£¤  ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿
²®·ª  ¯¥°¥±¥ª ¥² ¢¥°µ¾¾ ¯«®±ª®±²¼   °¨±. 6.1¡, ®  ¬£®¢¥®
¯¥°¥±ª ª¨¢ ¥²   ¨¦¾¾, ±®µ° ¿¿ ²¥ ¦¥ § ·¥¨¿ ª®®°¤¨ ²
x ¨ y. � ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®© ¯¥°¥¬¥®© z ¬®¦® § ¡»²¼, ¨¡® ® 
¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¢°¥¬¥¨ t, ¨ £®¢®°¨²¼ ® ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥
(x; y; t).

�²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥ x0 = F1(x; y), y
0 = F2(x; y) ¨¬¥¥² ¯°®-

±²®© ±¬»±« | ®® ®¯¨±»¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥-
»µ §  ®¤¨ ¯¥°¨®¤ ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. � ¥¬ ¨®£¤  £®¢®°¿²
ª ª ® ±²°®¡®±ª®¯¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨. �°¥¤±² ¢¼²¥ ±¥¡¥, ·²®
¤¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬» ¡®«¼¸³¾ · ±²¼ ¢°¥¬¥¨ ¯°®²¥ª ¥² ¢ ²¥¬®²¥
¨ ¥¤®±²³¯  ¤«¿  ¡«¾¤¥¨¿. �¤ ª® ®¤¨ ° § §  ¯¥°¨®¤ ¢¥¸-
¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿   ª®°®²ª¨© ¬¨£ ¢±¯»µ¨¢ ¥² ¿°ª¨© ±¢¥², ² ª
·²® ¬» ¬®¦¥¬ ®²±«¥¦¨¢ ²¼ ¤¨±ª°¥²³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±®±²®-
¿¨©, ®²¢¥· ¾¹³¾ ¬®¬¥² ¬ ¢±¯»¸¥ª. � ®²«¨·¨¥ ®² ±«³· ¿  ¢²®-
®¬»µ ±¨±²¥¬, ·¨±«¥®¥ ¯®±²°®¥¨¥ ±²°®¡®±ª®¯¨·¥±ª®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ �³ ª °¥ ¥ ¢»§»¢ ¥² ¨ª ª¨µ ¯°®¡«¥¬ | ³¦® ¯°®±²®
¢±¥£¤  ¢»¡¨° ²¼ ¸ £ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ² ª, ·²®¡» ¯¥°¨®¤ ¢®§¤¥©-
±²¢¨¿ ±®¤¥°¦ « ¶¥«®¥ ·¨±«® ¸ £®¢.

�±¥ ¯°®¢¥¤¥®¥ ° ±±¬®²°¥¨¥ ®·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ®¡®¡¹ ¥²±¿
¤«¿ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¡®«¼¸¥© ° §¬¥°®±²¨, ²®«¼ª® ¢¬¥±²®
±¥ª³¹¥© ¤¢³¬¥°®© ¯«®¹ ¤ª¨  ¤® £®¢®°¨²¼ ® ±¥·¥¨¨ N -¬¥°®£®
´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¼¾ ° §¬¥°®±²¨ N � 1.
�® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ �³ ª °¥
° §¬¥°®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ±®±²®¿¨¿, ± ª®²®°»¬¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ° ¡®-
² ²¼, ³¬¥¼¸ ¥²±¿   ¥¤¨¨¶³, ¨®£¤  ®·¥¼ ¯®«¥§®. �²®¡° ¦¥-
¨¥ �³ ª °¥ ¢®®¡¹¥ ®ª § «®±¼ ®·¥¼ ¯°®¤³ª²¨¢®© ²¥®°¥²¨·¥±ª®©
ª®±²°³ª¶¨¥©. �°®¢®¤¿ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ®²®¡° ¦¥¨¿ �³-
 ª °¥, ¬®¦® ¯®«³· ²¼ § ª«¾·¥¨¿ ®·¥¼ ®¡¹¥£® µ ° ª²¥° , ¯°¨-
¬¥¨¬»¥ ¨ ª ±¨±²¥¬ ¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢-
¥¨¿¬¨, ª ª  ¢²®®¬»¬¨, ² ª ¨ ¥ ¢²®®¬»¬¨, ¨ ª °¥ª³°-
°¥²»¬ ®²®¡° ¦¥¨¿¬ | ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ±¨±²¥¬ ¬ ± ¤¨±ª°¥²»¬
¢°¥¬¥¥¬. � ¬¥· ²¥«¼®, ·²® ¯°®¶¥¤³°  ¯®±²°®¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿
�³ ª °¥ ¯¥°¥±² «  ¡»²¼ ³¤¥«®¬ ²¥®°¥²¨ª®¢ ¨ · ±²® ¯°¨¬¥¿¥²±¿
ª ª ®¤¨ ¨§ ¨±²°³¬¥²®¢ ¯°¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨
¤¨ ¬¨ª¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬.

6.2. �®¤ª®¢  �¬¥©« 

�§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥«  ¿±®, ·²® ° ±±¬®²°¥¨¥ ¤¢³¬¥°»µ
®²®¡° ¦¥¨© ¬®¦¥² ¯°®«¨²¼ ±¢¥²   ®±®¡¥®±²¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¸¨-
°®ª®£® ª« ±±  ±¨±²¥¬, ¢ª«¾· ¿ ±¨±²¥¬», ®¯¨±»¢ ¥¬»¥ ¤¨´´¥°¥-
¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ± ²°¥µ¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.
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� ½²®¬ ±«³· ¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ® ª®²®°®¬ ¨¤¥² °¥·¼, ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-
¡®© ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥. �°¨²¥°¨¥¬ ¢®§¬®¦®±²¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢
¤¢³¬¥°®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ µ ®±  ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨-
±³²±²¢¨¥ ±¨²³ ¶¨¨, ¨§¢¥±²®© ª ª ¯®¤ª®¢  �¬¥©« .

� ²®¬ ¦¥ ±²¨«¥ ¯®±²°®¥¨¿ ¨±ª³±±²¢¥»µ ª®±²°³ª¶¨©, ª ª®©
¬» ¯° ª²¨ª®¢ «¨ ¢ «¥ª¶¨¨ 2, ¢¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥¥
¤¢³¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. � ±±¬®²°¨¬ ®¡« ±²¼ ¢ ´®°¬¥ ±² ¤¨® ,
±®±²®¿¹³¾ ¨§ ²°¥µ · ±²¥© | ª¢ ¤° ²  S ¨ ¯°¨±²»ª®¢ »µ ¯®
¡®ª ¬ ¤¢³µ ¯®«®¢¨®ª ª°³£ ,D1 ¨D2. �³±²¼ ¤¥©±²¢¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿
±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¬» ½²³ ®¡« ±²¼ ° ±²¿£¨¢ ¥¬ ¯® £®°¨§®² «¨
¡®«¥¥, ·¥¬ ¢¤¢®¥, ¨ ¥¹¥ ±¨«¼¥¥ ±¦¨¬ ¥¬ ¯® ¢¥°²¨ª «¨, ² ª ·²® ® 
±² ®¢¨²±¿ ¤«¨®© ¨ ³§ª®©. � «¥¥, ¤¥´®°¬¨°³¥¬ ¥¥ ² ª, ·²® ® 
¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³ ¯®¤ª®¢», ¨  ª« ¤»¢ ¥¬   ¨±µ®¤³¾ ®¡« ±²¼,
ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 6.2. �²® ¨ ¥±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« .

�±¥ ²®·ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ®¡« ±²¿¬ D1 ¨ D2, ®²®¡° ¦ ¾²±¿
¢³²°¼ ®¡« ±²¨ D1 ¨ ¢ ª®¶¥ ª®¶®¢ ¯°¨²¿£¨¢ ¾²±¿ ª ³±²®©·¨¢®©
¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥, ° ±¯®«®¦¥®© ¢ ½²®© ®¡« ±²¨. �¥²°¨¢¨ «¼-

�¨±. 6.2. �²®¡° ¦¥¨¥ À¯®¤ª®¢  �¬¥©« Á. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨±µ®¤®© ®¡« ±²¨ ¢
´®°¬¥ ±² ¤¨®  §  ¤¢¥ ¨²¥° ¶¨¨

®© ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ ¬¨ª  ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ®¡« ±²¨ S, ®  ¨
¡³¤¥² ®±®¢»¬ ¯°¥¤¬¥²®¬  ¸¥£® ¨²¥°¥± . �±®, ·²® ¯®±«¥ ¯¥°-
¢®© ¦¥ ¨²¥° ¶¨¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ · ±²¼ ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¢¸¨µ ®¡« -
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±²¨ S, ¯®ª¨¥² ¥¥ (®¨ ¯®¯ ¤³² ¢ D1 ¨«¨ ¢ D2 ¨ ¤ «¥¥ ¯°¨²¿³²±¿
ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥; §  ¨¬¨ ¬» ±«¥¤¨²¼ ¥ ¡³¤¥¬).

�¤¥ ° ±¯®« £ «¨±¼ ¢  · «¼»© ¬®¬¥² ²®·ª¨, ª®²®°»¥ ¯®±«¥
¯¥°¢®© ¨²¥° ¶¨¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª § «¨±¼ ¢³²°¨ S? � ¯°¥¤¥« µ
¤¢³µ ³§ª¨µ ¢¥°²¨ª «¼»µ ¯®«®± V0 ¨ V1, ª®²®°»¥ ¯°¨ £®°¨§®-
² «¼®¬ ° ±²¿¦¥¨¨ ª ª ° § ±° ¢¿¾²±¿ ¯® ¸¨°¨¥ ± ®¡« ±²¼¾ S.

�¨±. 6.3. �«¥¢  | ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ª®²®°»¥ ®±² ³²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ S   ±«¥¤³¾-
¹¥¬ ¸ £¥; ¢ ±¥°¥¤¨¥ | ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ª®²®°»¥ ¯°¨ ¤«¥¦ «¨ ®¡« ±²¨ S  
¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¸ £¥; ±¯° ¢  | ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ½²¨µ ¬®¦¥±²¢ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¬®¦¥±²¢®
²®·¥ª, ¢»¦¨¢¸¨µ   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¤¢³µ ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨©

� ª ª ° ±¯®«®¦ ²±¿ ²®·ª¨, ª®²®°»¥   ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¢°¥¬¥®¬
¸ £¥ ¯°¨ ¤«¥¦ «¨ ®¡« ±²¨ S ¨ ®±² «¨±¼ ¢ ¥©? � ¯°¥¤¥« µ ¤¢³µ
³§ª¨µ £®°¨§®² «¼»µ ¯®«®± H0 ¨ H1, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¤¢³¬ ¯®«®¢¨-
ª ¬ ¯®¤ª®¢». �  ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ½²¨µ ¯®«®±  µ®¤¨²±¿ ¬®¦¥±²¢®
²®·¥ª, ª®²®°»¥ ¯°¥¡»¢ ¾² ¢ S   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¤¢³µ ¨²¥° ¶¨©.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®¤ª®¢» §  ¤¢  ¸ £  ¨²¥° ¶¨©
(±¬. ¨¦¾¾ ª °²¨ª³   °¨±. 6.2). � ª ¬®¦® ±®®¡° §¨²¼, ¨¬¥-
¥²±¿ ·¥²»°¥ ¢¥°²¨ª «¼»µ ¯®«®±ª¨, ¤¢¥ ¨§ ª®²®°»µ ° ±¯®«®¦¥»
¢ ¯®«®±¥ V0 (¨µ ®¡®§ ·¨¬ V00 ¨ V01) ¨ ¤¢¥ ¢ ¯®«®±¥ V1 (¨µ ®¡®§ -
·¨¬ V10 ¨ V11). �®·ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ½²¨¬ ¯®«®±ª ¬, ®±² ³²±¿
¢ ®¡« ±²¨ S ¢ ²¥·¥¨¥ ¤¢³µ ¨²¥° ¶¨©. � «¥¥, ¨¬¥¥²±¿ ·¥²»°¥ £®°¨-

�¨±. 6.4. �«¥¢  | ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ª®²®°»¥ ®±² ³²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ S   ±«¥¤³¾-
¹¨µ ¤¢³µ ¸ £ µ; ¢ ±¥°¥¤¨¥ | ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ª®²®°»¥ ¯°¨ ¤«¥¦ «¨ ®¡« ±²¨
S   ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¤¢³µ ¸ £ µ; ±¯° ¢  | ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ½²¨µ ¬®¦¥±²¢ ®²¢¥· ¥²
¬®¦¥±²¢³ ²®·¥ª, ¢»¦¨¢¸¨µ   ¯°®²¿¦¥¨¨ ·¥²»°¥µ ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨©

§®² «¼»¥ ¯®«®±ª¨, ¤¢¥ ¨§ ª®²®°»µ ° ±¯®«®¦¥» ¢ ¯®«®±¥H0 (½²®
H00 ¨ H10) ¨ ¤¢¥ ¢ ¯®«®±¥ H1 (½²® H01 ¨ H11). �²® ®¡« ±²¨, ¢ ª®²®-
°»¥ ¯®¯ ¤ ¾² ²®·ª¨, ¥ ¯®ª¨¤ ¾¹¨¥ §  ¤¢¥ ¨²¥° ¶¨¨ ®¡« ±²¼ S.
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�¥±² ¤¶ ²¼ ª¢ ¤° ²¨ª®¢, ®¡° §®¢ »µ ¯¥°¥±¥·¥¨¥¬ ¢±¥µ ½²¨µ
¯®«®±®ª, ¥±²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ®±² ¾¹¨µ±¿ ¢ ®¡« ±²¨
S ¢ ²¥·¥¨¥ ·¥²»°¥µ ¨²¥° ¶¨©. �¯¨± ®¥ ¯®±²°®¥¨¥ ¬®¦® ¯°®-
¤®«¦ ²¼ ¨ ¤ «¼¸¥. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨   ¥¤¨¨¶³ ·¨±«  ¨²¥° ¶¨©,
¢³²°¨ ª ¦¤®© ¢¥°²¨ª «¼®© ¯®«®±» ¢»¤¥«¿¥²±¿ ¤¢¥ ¡®«¥¥ ³§ª¨µ,
ª®²®°»¥ ®±² ¢«¿¾²±¿ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ° ±±¬®²°¥¨¿. �® ¦¥ ± -
¬®¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ± £®°¨§®² «¼»¬¨ ¯®«®± ¬¨. � ¦¤ ¿ ±¨±²¥¬ 
¯®«®± ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  ¸ £®¢ ¯®±²°®¥¨¿ ¯®°®¦¤ ¥²
ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®. �¥°¥±¥·¥¨¥ ¤¢³µ ² ª¨µ ¬®¦¥±²¢ | À£®°¨-
§®² «¼®£®Á ¨ À¢¥°²¨ª «¼®£®Á ®¡° §³¥² Àª ²®°®¢³ °¥¸¥²ª³Á |
¬®¦¥±²¢® 
, ½«¥¬¥²» ª®²®°®£® ±³²¼ ²®·ª¨, ®±² ¾¹¨¥±¿ ¢ ®¡« -
±²¨ S ¢±¥£¤ ,   ¯°®²¿¦¥¨¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¨²¥° -
¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢». �²® ¨¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢®  ¸¥©
¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» | ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« .

�§ ¯°®¢¥¤¥®£® ° ±±¬®²°¥¨¿ ¿±®, ·²® ¬®¦¥±²¢® 
 ¥ ¯°¨-
²¿£¨¢ ¾¹¥¥ (°¥¯¥««¥°) ¨ ·²® ®® ®¡« ¤ ¥² ±«®¦®© ¨ ²®ª®© ±²°³ª-
²³°®©. �±·¥°¯»¢ ¾¹¥¥ ®¯¨± ¨¥ ½²®© ±²°³ª²³°» ¢ ° ¬ª µ ±¨¬¢®-
«¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¢¢¥¤¥¨¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ³¬¥-
° ¶¨¨ £®°¨§®² «¼»µ ¨ ¢¥°²¨ª «¼»µ ¯®«®±, ´¨£³°¨°®¢ ¢¸¨µ ¢
¯®±²°®¥¨¨.

�  °¨±. 6.5 ¯®ª § ®, ª ª ª®¤¨°³¾²±¿ ½«¥¬¥²» ¬®¦¥±²¢ 

 | Àª ²®°®¢®© °¥¸¥²ª¨Á. �§®¡° ¦¥ ¿ ±²°³ª²³°  ®²¢¥· ¥²
²°¥²¼¥¬³ ¸ £³ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®¦¥±²¢ : ²®·ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ 26 =
= 64 ª¢ ¤° ²¨ª ¬, ¥ ¯®ª¨¤ ¾² ®¡« ±²¼ S   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¸¥±²¨

�¨±. 6.5. �° ¢¨«® ª®¤¨°®¢ª¨ ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  
 ¤«¿ ²°¥²¼¥£® ¸ £  ¯®±²°®¥-
¨¿ Àª ²®°®¢®© °¥¸¥²ª¨Á. �«¿ ¤¢³µ ½«¥¬¥²®¢ ª®¤» ³ª § » ¿¢®. � «¼¥©¸¨¥
¯®¿±¥¨¿ ±¬. ¢ ²¥ª±²¥

¨²¥° ¶¨©. � ¦¤®¬³ ª¢ ¤° ²¨ª³ ¯°¨¯¨±»¢ ¥²±¿ ¡¨ °»© ª®¤, ±®-
¤¥°¦ ¹¨© ²°¨ ¶¨´°» ¤® ¨ ²°¨ ¶¨´°» ¯®±«¥ ° §¤¥«¨²¥«¼®© ²®·ª¨.
�¥¢ ¿ ¯®«®¢¨  ª®¤  ®²¢¥· ¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶,
ª®²®° ¿ ¢®§¨ª ¥², ¥±«¨ ¤¢¨£ ²¼±¿, ª ª ¯®ª § ® ±²°¥«ª ¬¨, ¯® ¢¥-
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²¢¿¬ ¨§®¡° ¦¥®£® ±«¥¢  ®² ®¡« ±²¨ S ¡¨ °®£® ¤¥°¥¢ ,  ·¨ ¿
®² ¢¥²¢¨, ° ±¯®«®¦¥®©  ¯°®²¨¢ ¨²¥°¥±³¾¹¥£®  ± ½«¥¬¥² .
�° ¢ ¿ ¯®«®¢¨  ª®¤  ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ¢¥²¢¿¬ ¡¨ °-
®£® ¤¥°¥¢ , ¨§®¡° ¦¥®£® ±¢¥°µ³ ®² ®¡« ±²¨ S ¢  ¯° ¢«¥¨¨,
³ª § ®¬ ±²°¥«ª ¬¨. �¡° ²¨²¥ ¢¨¬ ¨¥   ±¯®±®¡ ³¬¥° ¶¨¨
¢¥²¢¥© ¤¥°¥¢¼¥¢, |  ·¨ ¿ ±® ¢²®°®£® ³°®¢¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¯®¢²®-
°¿¾¹¥£®±¿ ¯ ²²¥°  À0110Á.

�®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨ ² ª¨¥ ½«¥¬¥²», ª®¤» ª®²®°»µ ±®¤¥°-
¦ ² ° §®¥ ·¨±«® ¶¨´° ¤® ¨ ¯®±«¥ ° §¤¥«¨²¥«¼®© ²®·ª¨ (°¨±. 6.6).
�¢¥¤¥ ¿ ª®¤¨°®¢ª  ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¢®« ¬¨ ¯®±²°®¥  ² ª, ·²® ®¤-

�¨±. 6.6. �¨ £° ¬¬ , ¨««¾±²°¨°³¾¹ ¿ ®¤¨ ¸ £ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢»   ¿§»ª¥
±¨¬¢®«¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨

®¬³ ¸ £³ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢» ®²¢¥· ¥² ±¤¢¨£ ° §¤¥-
«¨²¥«¼®© ²®·ª¨   ®¤³ ¯®§¨¶¨¾ ¢¯° ¢®.

�±«¨ £®¢®°¨²¼ ®¡ ¨¢ °¨ ²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ 
, ²® ¥£® ½«¥¬¥²»
ª®¤¨°³¾²±¿ ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¢ ®¡¥ ±²®°®» ®² ° §¤¥«¨²¥«¼®© ²®·ª¨
¤¢®¨·»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¿¬ ®²¢¥· ¾² ¶¨ª«» ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢». �±®, ·²® ®¨ ®¡° -
§³¾² ¡¥±ª®¥·®¥ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �®¦¥±²¢® ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¥-
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨¬¥¥² ¬®¹®±²¼ ª®²¨³³¬ .

�®² ´ ª², ·²®   ¬®¦¥±²¢¥ 
 ¯®±²°®¥  ±¨¬¢®«¨·¥±ª ¿ ¤¨-
 ¬¨ª  ²¨¯  ±¤¢¨£  �¥°³««¨, £®¢®°¨² ® ¯°¨±³²±²¢¨¨ µ ®± . �¥©-
±²¢¨²¥«¼®, § ¤ ¢ ½«¥¬¥² ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®±°¥¤±²¢®¬ ±«³· ©-
®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ¯®«³·¥®©, ±ª ¦¥¬, ¯®¤¡° ±»¢ ¨¥¬ ¬®-
¥²», ¬» ®¡ °³¦¨¬, ·²® ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢»
¡³¤¥² ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥  ¨±µ®¤ ¿ ±«³· © ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼.

�«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª³²¼, ·²® ¢±¥ ¢»¢®¤» ® ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¥ ®²®-
¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢» ®¯¨° ¾²±¿ ¯® ±³¹¥±²¢³ ²®«¼ª®   ²®¯®«®£¨·¥-
±ª¨¥ ±®®¡° ¦¥¨¿. �®´¨£³° ¶¨¿ ®¡« ±²¥© ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¤®«¦ 
¢»£«¿¤¥²¼ ²®·® ² ª ¦¥, ª ª   °¨±. 6.2, «¨¸¼ ¡» ±®µ° ¿«®±¼
²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥. � ¯°¨¬¥°,   °¨±. 6.7 ¤¥¬®±²°¨°³-
¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯®¤ª®¢» �¬¥©«  ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �®
¨ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �ª¥¤».
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�°¨±³²±²¢¨¥ ¯®¤ª®¢» ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ±«®¦®© ¯°¨-
°®¤¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ±¨±²¥¬» ¨«¨ ª« ±±  ±¨±²¥¬, ¯®-
±ª®«¼ª³ ®® ¢«¥·¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ µ ®²¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨© ¨ ¡¥±-

�¨±. 6.7. �¨²³ ¶¨¿ ¯®¤ª®¢» ¯°¨ ¤¢³ª° ²®© ¨²¥° ¶¨¨ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �®
xn+1 = 1 � ax2

n
� byn , yn+1 = xn, a = 1;4, b = �0;7 ( ) ¨ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨

�ª¥¤» zn+1 = A+ Bzn exp (ijznj
2), z = x+ iy, A = 1;4, B = 0;7 (¡). �®ª §  

¨±µ®¤ ¿ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ®¡« ±²¼ ¨ °¥§³«¼² ² ¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨
®²®¡° ¦¥¨¿

ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨². �²® ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢¥-
»© °¥§³«¼² ², µ®²¿, ª ±®¦ «¥¨¾, ¥ ¨±·¥°¯»¢ ¾¹¨© ¯°®¡«¥¬³:
µ ®²¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢®, ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ª®²®°®£® ¤¥« ¥²±¿ § -
ª«¾·¥¨¥, ¥ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¥¥, ² ª ·²® µ ®±, ª ª ³±² ®¢¨¢¸¨©±¿
°¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨, ¬®¦¥² ¨ ¥  ¡«¾¤ ²¼±¿. �¡° ²¨¬±¿ ª ®¡±³¦¤¥-
¨¾ ®¤®© ª®ª°¥²®© ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤   «¨·¨¥ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« 
³¤ ¥²±¿ ®¡®±®¢ ²¼   «¨²¨·¥±ª¨.

6.3. �¥®°¥¬  �¨«¼¨ª®¢ 
® ¯¥²«¥ ±¥¯ ° ²°¨±» ±¥¤«®´®ª³± 

� ±±¬®²°¨¬  ¢²®®¬³¾ ±¨±²¥¬³ ± ²°¥µ¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®-
±²° ±²¢®¬, § ¤ ³¾ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨, ¨ ¯°¥¤-
¯®«®¦¨¬, ·²® ®  ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ | ±¥¤«®´®ª³±, ¢ ª®-
²®°³¾ ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ¯®¬¥±²¨¬  · «® ª®®°¤¨ ² (°¨±. 6.8). � §
°¥·¼ ¨¤¥² ® ±¥¤«®´®ª³±¥, ¬ ²°¨¶  «¨¥ °¨§ ¶¨¨ ¨¬¥¥² ®¤® ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«® � ¨ ¤¢  ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥»µ,
ª®²®°»¥ ¬» ®¡®§ ·¨¬ �� i!. �¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² ¬®¦® ¢»¡° ²¼
² ª, ·²®¡» ³° ¢¥¨¿ ¯°¨¿«¨ ±«¥¤³¾¹¥© ¢¨¤:

_x = �x� !y + P (x; y; z);

_y = �y + !x+ Q(x; y; z);

_z = �z + R(x; y; z);

(6.9)

£¤¥ P , Q, R | ¥ª®²®°»¥ ´³ª¶¨¨, ° §«®¦¥¨¥ ª®²®°»µ ¢ °¿¤
�¥©«®°  ¯® ±²¥¯¥¿¬ x, y, z ±®¤¥°¦¨² ·«¥»,  ·¨ ¿ ±® ¢²®°®©
±²¥¯¥¨.
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�³±²¼ � > 0 ¨ � < 0. �®«®¦¨²¥«¼®¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ±®¡±²¢¥-
®¥ ·¨±«® � ®²¢¥²±²¢¥® §  ¥³±²®©·¨¢®±²¼, ¨ ± ¨¬  ±±®¶¨¨°³-
¥²±¿ ¢»µ®¤¿¹ ¿ ¨§ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¢¤®«¼ ®±¨ z ´ §®¢ ¿

�¨±. 6.8. �¥²«¿ ±¥¯ ° ²°¨±»
±¥¤«®´®ª³±  | ®±®¡ ¿ ´ §®-
¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿,  «¨·¨¥ ª®-
²®°®© ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ³±«®¢¨-
¿¬¨ ²¥®°¥¬» �¨«¼¨ª®¢ 

²° ¥ª²®°¨¿ | ±¥¯ ° ²°¨± . �°¥¤¯®«®-
¦¨¬, ·²® ´³ª¶¨¨ P , Q, R ¯®¤®¡° »
² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ±¥¯ ° ²°¨± , ¯®¡»-
¢ ¢ ¢ ¤ «¥ª¨µ ®² ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨
®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¢®§-
¢° ¹ ¥²±¿ ®¡° ²® ¢ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·-
ª³. �®£¤  ®  ¢¥°¥²±¿ ª ¥¯®¤¢¨¦-
®© ²®·ª¥, ¤¨ ¬¨ª³ ¬®¦® ®¯¨±»¢ ²¼
¢ «¨¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ¯°¨·¥¬
¢ª« ¤ ¢®±¿² § ²³µ ¾¹¨¥ °¥¸¥¨¿, § -
²³µ ¾¹¨¥ ®±¶¨««¿¶¨¨ x ¨ y, ±¢¿§ -
»¥ ± ¤¢³¬¿ ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥»-
¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ ·¨±« ¬¨. �° ¥ª²®-
°¨¿ ¯®¤µ®¤¨² ª ±¥¤«®´®ª³±³, ®¯¨±»¢ ¿
¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±ª°³·¨¢ ¾¹³-
¾±¿ ±¯¨° «¼. � ª³¾ ®±®¡³¾ ²° ¥ª²®-
°¨¾  §»¢ ¾² ¯¥²«¥© ±¥¯ ° ²°¨±»
±¥¤«®´®ª³± . �¨«¼¨ª®¢ ¯®ª § «, ·²® ¥±«¨ �=j�j > 1 (±ª®°®±²¼
³µ®¤  ®² ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¯® ¥³±²®©·¨¢®¬³  ¯° ¢«¥¨¾ ¯°¥-
¢ «¨°³¥²  ¤ ±ª®°®±²¼¾ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¯® ³±²®©·¨¢»¬  ¯° ¢«¥-
¨¿¬), ²®  «¨·¨¥ ¯¥²«¨ ±¥¤«®´®ª³±  ¢«¥·¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¯®¤-
ª®¢»,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ µ ®±  (�¨«¼¨ª®¢,
1965, 1970; Arneodo et al., 1982).

�²®¡» ½²® ³¢¨¤¥²¼, ®¡° ²¨¬±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯®±²°®¥¨¾
(°¨±. 6.9). �ª°³¦¨¬ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ ¶¨«¨¤°®¬ ¢»±®²» 2h
¨ ° ¤¨³±  r ± ®¡° §³¾¹¥© ¯ ° ««¥«¼®© ®±¨ z. � §¬¥°» ¶¨«¨¤° 
±·¨² ¥¬ ¬ «»¬¨, ² ª ·²® ¢³²°¨ ¥£® ¤«¿   «¨§  ¯®²®ª  ²° -
¥ª²®°¨© ¬®¦® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ «¨¥©»¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬. �®·ª³, ¢
ª®²®°®© ³µ®¤¿¹ ¿ ±¥¯ ° ²°¨±  ¯°®²»ª ¥² ¢¥°µ¥¥ ®±®¢ ¨¥ ¶¨-
«¨¤° , ®¡®§ ·¨¬ p,   ²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ®  ¯°¨ ¢®§¢° ¹¥¨¨ ¯¥-
°¥±¥ª ¥² ¡®ª®¢³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¶¨«¨¤° , q. �»¤¥«¨¬   ¡®ª®¢®©
¯®¢¥°µ®±²¨ ¶¨«¨¤°  ³§ª³¾ ¯® ¢¥°²¨ª «¨ ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ®¡« ±²¼
D. �®«®¦¥¨¥ ²®·ª¨ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¡³¤¥¬ µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ¤¢³¬¿
¯¥°¥¬¥»¬¨ � ¨ �, 0 < � � ", j�j � �max, £¤¥ � = z,   � ¥±²¼ ³£®«,
®²±·¨²»¢ ¥¬»© ®² ²®·ª¨ q.

�¢¨¦¥¨¥ ¯® ²° ¥ª²®°¨¨, ¢»¯³¹¥®© ¨§ ²®·ª¨ (z; �), ¢³²°¨
¶¨«¨¤°  ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±®®²®¸¥¨¿¬¨:

x = r exp (�t) cos (!t+ �);

y = r exp (�t) sin (!t+ �);

z = � exp (�t):

(6.10)
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�®« £ ¿ z = h,  µ®¤¨¬, ·²® ¬®¬¥² ¢»µ®¤  ²° ¥ª²®°¨¨ ¨§ ¶¨-
«¨¤°  t = ��1 log (h=�). �®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ ¢ ¬®¬¥² ¢»µ®¤ 
¯®«³· ¥¬ ²®£¤  ¨§ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ ³° ¢¥¨©:

x = r

�
�
h

���=�

cos

�
� � ��1 log

�
�
h

��
;

y = r

�
�
h

���=�

sin

�
� � ��1 log

�
�
h

��
:

(6.11)

�³¤¥¬ ¢ °¼¨°®¢ ²¼ � ¨ � ¢ ¯°¥¤¥« µ ®¡« ±²¨ D. �®£¤  ¯®«³·¥-
»¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®© (6.11) ²®·ª¨ x, y   ¢¥°µ¥© ¯®-
¢¥°µ®±²¨ ¶¨«¨¤°  ° ±¯®«®¦ ²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ D1, ¨¬¥¾¹¥© ´®°¬³
±ª°³·¨¢ ¾¹¥©±¿ ª ²®·ª¥ p ±¯¨° «¨ (°¨±. 6.9). � ¬¥²¨¬, ·²® ½² 

�¨±. 6.9. �®±²°®¥¨¥, ¨««¾±²°¨°³¾¹¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» �¨«¼¨ª®¢  ®
¯¥²«¥ ±¥¯ ° ²°¨±» ±¥¤«®´®ª³±  (±¬. ²¥ª±²)

®¡« ±²¼ ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢³²°¨ ª°³£  ¤¨ ¬¥²°®¬ "1 = 2r("=h)j�j=�.
� «¥¥, ¯®²®ª®¬ ²° ¥ª²®°¨© ¢¤®«¼ ¯¥²«¨ ±¥¯ ° ²°¨±» ®¡« ±²¼ D1

®²®¡° §¨²±¿ ¢ ¥ª®²®°³¾ ®¡« ±²¼ D2   ¡®ª®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¶¨-
«¨¤° . �°¨ ½²®¬ ¥¥ ¶¥²° «¼ ¿ ²®·ª  p ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ²®·ª³ q, ² ª
·²® ®¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¥ª®²®°»¬ ®¡° §®¬  ª« ¤»¢ ¥²±¿   ¨±µ®¤³¾
®¡« ±²¼ D. �²®¡° ¦¥¨¥ D1 ¢ D2 ¥±²¥±²¢¥®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼
«¨¥©»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ �0 = Ax + By, �0 = Cx + Dy. �®±«¥¤®-
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¢ ²¥«¼®¥ ¢»¯®«¥¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯°¨¢®¤¨² ª °¥§³«¼² ²³:

�0 = r

�
�

h

���=��
A cos

�
� � ��1 log

�
�

h

��
+

+B sin

�
� � ��1 log

�
�

h

���
;

�0 = r

�
�

h

���=��
C cos

�
� � ��1 log

�
�

h

��
+

+D sin

�
� � ��1 log

�
�

h

���
;

(6.12)

® ª®²®°®¬ ¨®£¤  £®¢®°¿² ª ª ®¡ ®²®¡° ¦¥¨¨ �¨«¼¨ª®¢ .
�«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®, ®¤ ª®, ±³¹¥±²¢¥® ²®«¼ª® «¨¸¼ ¯°¥¤¯®«®-

¦¥¨¥ ® ²®¬, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ D1 ¢ D2 ¥ ®±®¡®¥. �¨ ¬¥²° ®¡« ±²¨
D2 ¬®¦¥² ¨§¬¥¨²¼±¿ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± D1   ¥ª®²®°»© ´ ª²®° k
¨ ±®±² ¢¨² "2 = 2kr("=h)j�j=�.

�¯°®±¨¬ ²¥¯¥°¼, ¬®¦¥¬ «¨ ¬», ³¬¥¼¸ ¿ ", ¤®¡¨²¼±¿ ² ª®©
±¨²³ ¶¨¨, ·²®¡» ¢¥«¨·¨  "2 ¡»«  ±³¹¥±²¢¥® ¡®«¼¸¥ ". �±«¨
¤ , ²®, ª ª ¢¨¤® ¨§ °¨±. 6.10, ¡³¤¥² ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ¯®¤ª®¢ .

�®«®¦¨¬ "2 = N", N � 1, ²®£¤  ¤®«¦® ¡»²¼ "Nhj�j=�=2kr =
= ("=h)j�j=�. �±«¨ ¯®ª § ²¥«¼ ±²¥¯¥¨ j�j=� ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨¶», ²®

�¨±. 6.10. �²®¡° ¦¥¨¥ �¨«¼¨ª®¢  ( ) ¨ ¯®¿±¥¨¥  «¨·¨¿ ¤¢³µ ¨§ ¡¥±ª®¥·-
®£® ±·¥²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®¤ª®¢ (¡, ¢)

£° ´¨ª ´³ª¶¨¨ ("=h)j�j=� ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ " ¡»±²°® ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿
ª ®±¨  ¡±¶¨±±, ² ª ·²® ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¥² ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ¯°¿¬®©
"2 = N" ¯®¬¨¬®  · «  ª®®°¤¨ ² (°¨±. 6.11). � ¯°®²¨¢, ¯°¨
j�j=� < 1 £° ´¨ª ¯°¨ ¬ «»µ " ª°³²® ¯®¤¨¬ ¥²±¿ ¢¢¥°µ ¨ § ¢¥¤®¬®
¯°¥±¥ª ¥² ¯°¿¬³¾ "2 = N". �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»¡®°®¬ ¤®±² ²®·®
¬ «®£® " ¬®¦® ®¡¥±¯¥·¨²¼ ² ª®¥ ¢§ ¨¬®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ®¡« ±²¥©
D2 ¨ D, ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 6.10, ² ª ·²® ±² ®¢¨²±¿ ®·¥¢¨¤»¬
¯°¨±³²±²¢¨¥ ¯®¤ª®¢». �®«¥¥ ²®£®, ¯°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ³¬¥¼¸¥¨¨
" ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥ ®¢»¥ ¨ ®¢»¥ ¯®¤ª®¢» (±¬.
°¨±. 6.10¡,¢). �¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ " ! 0, ¬» ®¡ °³¦¨¢ ¥¬ ¯°¨-
±³²±²¢¨¥ ¡¥±ª®¥·®£® ±·¥²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®¤ª®¢. �±«¨ ¢¢¥±²¨
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¢®§¬³¹¥¨¥ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©, § ±² ¢«¿¾¹¥¥ ±¥¯ ° -
²°¨±³ ¯°¨ ¢®§¢° ¹¥¨¨ À¯°®¬ µ³²¼±¿Á ¬¨¬® ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨,
¨ ¥±«¨ ½²® ¢®§¬³¹¥¨¥ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¢¥«¨ª®, ²® · ±²¼ ¯®¤ª®¢ (ª®-
¥·®¥ ¨µ ·¨±«®) ±®µ° ¨²±¿ ¨ ¯°¨  «¨·¨¨ ¢®§¬³¹¥¨¿.

�«¼²¥° ²¨¢ ¿ ¢¥°±¨¿ ²¥®°¥¬»�¨«¼¨ª®¢  ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨
±·¨² ²¼, ·²® ¢ ³° ¢¥¨¿µ (6.9) � < 0, � > 0, ¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯¥-
²«¿ ±¥¯ ° ²°¨±», ª®²®° ¿ ³µ®¤¨² ®² ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨, ° ±ª°³·¨-
¢ ¿±¼ ¯® ±¯¨° «¨ ª ± ²¥«¼®© ª ¯«®±ª®±²¨ (x; y),   § ²¥¬ ¢®§¢° -
¹ ¥²±¿ ¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£®  ¯° ¢«¥¨¿ | ª®®°¤¨ ²®© ®±¨ z.

�¨±. 6.11. � ¯®¿±¥¨¾ ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°  " ¨ ¥£® ¢«¨¿¨¿   ±®®²®¸¥¨¥
° §¬¥°®¢ ®¡« ±²¥© D ¨ D2

� ½²®¬ ±«³· ¥, ¢»¯®«¿¿ ¢ ³° ¢¥¨¿µ ®¡° ¹¥¨¥ ¢°¥¬¥¨, ². ¥.
¯®¤±² ®¢ª³ t ! �t, ±¢®¤¨¬ § ¤ ·³ ª ¯°¥¤»¤³¹¥©. � °¥§³«¼² ²¥
² ª®© § ¬¥» ¨§¬¥¿¾²±¿ § ª¨ ¯°¨ ·«¥ µ, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¯ ° -
¬¥²°» � ¨ �. �®½²®¬³ ³±«®¢¨¥¬ ¯°¨±³²±²¢¨¿ ¯®¤ª®¢» ¨ ±«®¦®©
¤¨ ¬¨ª¨ ±«³¦¨² ¥° ¢¥±²¢® j�j=� > 1.
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�®§ ª®¬¨¬±¿ ²¥¯¥°¼ ± ¥¹¥ ®¤¨¬ § ¬¥· ²¥«¼»¬ ®¡º¥ª²®¬
¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ | £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©, ª®²®-
° ¿ ¬®¦¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ª ª ¤¨±±¨¯ ²¨¢-
»µ, ² ª ¨ ª®±¥°¢ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬. �®¬®ª«¨¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° 
²¥±® ±¢¿§   ± ¯®¤ª®¢®© �¬¥©« , ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨§  «¨·¨¿ ®¤®©
¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ¯°¨±³²±²¢¨¨ ¤°³£®©. � ¯°¥¤±² ¢«¥¨¾ ®
£®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°¥ ¯°¨¸¥« ¢ ±¢®¥ ¢°¥¬¿ ¥¹¥ �°¨ �³ -
ª °¥, µ®²¿  £«¿¤®¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯®¿¢¨«®±¼ § -
·¨²¥«¼® ¯®§¤¥¥ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, ª¨£³ �.�.�¥©¬ °ª  À�¥²®¤
²®·¥·»µ ®²®¡° ¦¥¨© ¢ ²¥®°¨¨ ª®«¥¡ ¨©Á).

7.1. �±²®©·¨¢®¥ ¨ ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¿
¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¨ ¨µ ¯¥°¥±¥·¥¨¥

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³, § ¤ ³¾ ¥ª®²®°»¬
®²®¡° ¦¥¨¥¬, ¨ ¯³±²¼ ³ ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¥±²¼ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·-
ª  £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ²¨¯ . �®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ±² °²³¿ ¨§ ª®²®°»µ
²° ¥ª²®°¨¿ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥, ¥±²¼ ¨-
¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»,
ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ¥¯®¤¢¨¦®©
²®·ª¨. �°³£®¥  ±±®¶¨¨°³¾¹¥¥±¿ ± ¥© ¨¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢® |
½²® ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥. �±«¨ ¬» ¡³¤¥¬ § ¯³±ª ²¼ ²° ¥ª-
²®°¨¨ ¨§ ®ª°¥±²®±²¨ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¨ ³±²°¥¬¨¬ ° §¬¥° ½²®©
®ª°¥±²®±²¨ ª ³«¾,   ¢°¥¬¿  ¡«¾¤¥¨¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨, ²® ¯®-
±¥¹ ¥¬®¥ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥
¨ ¡³¤¥² ¥³±²®©·¨¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬. �«¼²¥° ²¨¢®¥ ®¯°¥¤¥«¥-
¨¥ ² ª®¢®: ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ¯°¨ ±² °²¥ ¨§ ª®²®°»µ ¤¨ ¬¨ª 
¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ ¯°¨¢®¤¨² ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³.

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤¢³¬¥°®¥, ²® £¨¯¥°¡®«¨-
·¥±ª ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®¡¿§   ¡»²¼ ±¥¤«®¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²
 «¨·¨¾ ³ ¬ ²°¨¶» «¨¥ °¨§®¢ ®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¤¢³µ ¢¥¹¥-
±²¢¥»µ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®¤® ¨§ ª®²®°»µ ¯® ¬®¤³«¾ ¡®«¼¸¥,
  ¤°³£®¥ ¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶». �±²®©·¨¢®¥ ¨ ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° -
§¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¥ª®²®°»¥ ª°¨¢»¥, ¨ ¨µ  §»¢ ¾² ² ª¦¥
³±²®©·¨¢®© ¨ ¥³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨± ¬¨. �² °¸¥¥ ±®¡±²¢¥®¥
·¨±«® ®²¢¥· ¥² ±®¡±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³,  ¯° ¢«¥®¬³ ¢ ²®·ª¥ ±¥¤« 
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A ¯® ª ± ²¥«¼®© ª ¥³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨±¥,   ¢²®°®¥ | ¢¥ª²®°³,
ª ± ²¥«¼®¬³ ª ³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨±¥.

�®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²® ³±²®©·¨¢ ¿ ¨ ¥³±²®©·¨¢ ¿ ±¥¯ ° ²°¨±»
¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ �0, ®²«¨·®© ®² ¨±µ®¤®£® ±¥¤« 
A (°¨±. 7.1). � ª ¿ ²®·ª   §»¢ ¥²±¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ²®·ª®©.
� ª ¬» ±¥©· ± ³¢¨¤¨¬, ¥¥  «¨·¨¥ ±° §³ ¤¥« ¥² ª °²¨³ ¤¨ ¬¨ª¨
±«®¦®© ¨ ¥²°¨¢¨ «¼®©.

�®±ª®«¼ª³ ²®·ª  �0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ³±²®©·¨¢®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾,
²® ±² °²³¾¹ ¿ ¨§ ¥¥ ²° ¥ª²®°¨¿ ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ¯°¨¡«¨¦ -
¥²±¿ ª ±¥¤«³ A. �®·ª -®¡° § �1, ¯®«³·¥ ¿ ¨§ �0 ¤¥©±²¢¨¥¬  -
¸¥£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ®²®±¨²±¿ ª ²®© ¦¥ ¯°¨¡«¨¦ ¾¹¥©±¿ ª ±¥¤«³

�¨±. 7.1. � «¨·¨¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ³±²®©·¨¢®£® ¨ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨© ±¥¤-
«®¢®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¤¢³¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ (±«¥¢ ) ¢«¥·¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥
¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» (±¯° ¢ )

²° ¥ª²®°¨¨ ¨, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¯°¨ ¤«¥¦¨² ³±²®©·¨¢®¬³ ¬®£®-
®¡° §¨¾. �°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ ²®·ª 
�1 §  ®¤¨ ¸ £ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ �0,   ¯°¨ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ¸ £ µ ¯°¨-
¡«¨¦ ¥²±¿ ª ±¥¤«³, ¨¡® �0 ¥±²¼ ²®·ª  ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° -
§¨¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥¬³ ¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¨ ²®·ª  �1. �®±«¥¤¿¿,
² ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¿§   ¡»²¼ ²®·ª®© ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ³±²®©·¨¢®£® ¨
¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨©, ². ¥. £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ²®·ª®©, ª ª
¨ �0. �°®¤®«¦ ¿ ° ±±³¦¤ ²¼   «®£¨·®, ¥²°³¤® § ª«¾·¨²¼,
·²® ³±²®©·¨¢ ¿ ¨ ¥³±²®©·¨¢ ¿ ±¥¯ ° ²°¨±» ®¡¿§ » ¨¬¥²¼ ¡¥±-
ª®¥·® ¬®£® ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿! �®«¥¥ ²®£®, ®¨ ¥ ¨±·¥°¯»-
¢ ¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ®¤®© £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ²° ¥ª²®°¨¨, ¯°®µ®¤¿¹¥©
·¥°¥§ ²®·ª³ �0. �§®£³²»¥ ¨ ¯¥²«¿¾¹¨¥ ª°¨¢»¥ ³±²®©·¨¢®© ¨ ¥-
³±²®©·¨¢®© ±¥¯ ° ²°¨± ¯®°®¦¤ ¾² ±«®¦® ³±²°®¥³¾ ±²°³ª²³°³,
¯®¤®¡³¾ ±¥²¨, £°³¡®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ª®²®°®© ¤ ¥² °¨±. 7.1.

�®ª § ®, ·²® ¢ ®¡« ±²¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª-
²³°» ¯°¨±³²±²¢³¥² ¬®¦¥±²¢® ²° ¥ª²®°¨©, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ª®¤¨°®-
¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¤¢³±²®°®¨¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨ ¤¢³µ
±¨¬¢®«®¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¥²±¿ ¡¥±ª®¥·®¥ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±²¢®
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨² ¨ ª®²¨³³¬ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨©.
�²® ¬®¦® ®¡®±®¢ ²¼, ³±² ®¢¨¢ ±¢¿§¼ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª-
²³°» ± ° ±±¬®²°¥®© ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¯®¤ª®¢®© �¬¥©« .
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7.2. �¢¿§¼ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¨ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« 

� ±±¬®²°¨¬ ±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®ª § ³¾   °¨±. 7.2 ª®´¨£³° -
¶¨¾ ³±²®©·¨¢®£® ¨ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨© ±¥¤«  A, ¯¥°¥±¥ª -
¾¹¨µ±¿ ¢ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ²®·ª¥ �. �»¤¥«¨¬ ¥¡®«¼¸³¾ ®¡« ±²¼

�¨±. 7.2. � ¯®¿±¥¨¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢», ±¢¿§ ®£® ±  «¨·¨¥¬ £®¬®ª«¨-
¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»

D ¢ ´®°¬¥ ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª , ¢ª«¾· ¾¹¥£® ²®·ª³ ±¥¤« , ±® ±²®-
°® ¬¨,  ¯° ¢«¥»¬¨ ¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£® ¨ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®-
£®®¡° §¨¿. �²® ¡³¤¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ± ²®·ª ¬¨ ½²®© ®¡« ±²¨ ¯°¨
¨²¥° ¶¨¿µ ®²®¡° ¦¥¨¿? �±®, ·²® ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¬¥±²® ±¦ ²¨¥
¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¨ ° ±²¿¦¥¨¥ ¢¤®«¼ ¥³±²®©·¨-
¢®£®, ¯°¨·¥¬ ²®·ª  ±¥¤«  ®±² ¥²±¿   ¬¥±²¥. �®±«¥ ¥ª®²®°®£® ·¨-
±«  ¨²¥° ¶¨© k ®¡« ±²¼ F k(D) ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ª ª ¤«¨ ¿ ³§ª ¿
¯®«®± , ¢»²¿³² ¿ ¢¤®«¼ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨¿. �±«¨ ª®«¨-
·¥±²¢® ¨²¥° ¶¨© ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª®, ²® ®¡« ±²¼ F k(D) ®¡¿§ ²¥«¼®
¡³¤¥² ¢ª«¾· ²¼ £®¬®ª«¨¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ �. �¯°®±¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª
¢»£«¿¤¨² ®¡« ±²¼, ª®²®° ¿ §  ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¨²¥° ¶¨© m ¯°¥¢° -
²¨²±¿ ¢ ®¡« ±²¼ D. �  ¢»²¿³²  ¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° -
§¨¿ ¨ ±¦ ²  ¢¤®«¼ ¥³±²®©·¨¢®£®, ®¡° §³¿ ¯®«®±³, ®¡®§ ·¥³¾
ª ª F�m(D). � ®²®¡° ¦¥¨¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¬ ½¢®«¾¶¨¾ §  m + k
¨²¥° ¶¨©, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±¨²³ ¶¨¿ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« . �²® µ®°®¸®
¢¨¤®   °¨±³ª¥ | ®¡° §®¬ ¯®«®±» S = F�m(D) ±«³¦¨² ¯®«®± 
F k(D) = Fm+k(S), ¨§®£³² ¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤ª®¢» ¨ ° ±¯®«®¦¥ ¿
²®¯®«®£¨·¥±ª¨ ²®·® ² ª, ª ª ½²® ¯°¥¤¯®« £ «®±¼ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥©
«¥ª¶¨¨.

�®¦® ®¡®±®¢ ²¼ ¨ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥: ¥±«¨ ¯°¨±³²±²¢³¥²
±¨²³ ¶¨¿ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« , ²® ¨¬¥¥²±¿ ¨ £®¬®ª«¨¨·¥±ª ¿ ±²°³ª-
²³° . �¥°¥¬±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢». � ¬¥²¨¬
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·²® ¢ ®¡« ±²¨ S ¨¬¥¥²±¿ ±¥¤«®¢ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª , ¥³±²®©-
·¨¢»© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°  ¯° ¢«¥ ¯® £®°¨§®² «¨,   ³±²®©·¨-
¢»© | ¯® ¢¥°²¨ª «¨. �  °¨±. 7.3 ¯®ª § ®, ª ª ¢»£«¿¤¿² ³±²®©-

�¨±. 7.3. �±²®©·¨¢®¥ ¨ ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ±¥¤«®¢®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨
®²®¡° ¦¥¨¿ ¯®¤ª®¢» �¬¥©« 

·¨¢®¥ ¨ ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ½²®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨. �¥-
³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±«®¦³¾ ¯¥²«¿¾¹³¾
ª°¨¢³¾, ¨¬¥¾¹³¾ ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ³±²®©·¨-
¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬.

� ±¥·¥¨¨ �³ ª °¥ ¥ª®²®°®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¨«¨   ´ §®-
¢®© ¯«®±ª®±²¨ ¤¢³¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯°¨  «¨·¨¨ ¤¢³µ ±¥¤«®¢»µ ¥-
¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¬®¦¥² ¢±²°¥²¨²¼±¿ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®-
®¡° §¨¥ ®¤®© ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¥³±²®©·¨¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ¤°³£®©.
� ª ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¬®£®®¡° §¨©  §»¢ ¥²±¿ £¥²¥°®ª«¨¨·¥±ª®©.
�°®±²»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯®¤®¡»¥ ¯°®¢¥¤¥»¬ ¢»¸¥ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨

�¨±. 7.4. �¥²¥°®ª«¨¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° , ®¡° §®¢  ¿  «¨·¨¥¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¿
³±²®©·¨¢®£® ¨ ¥³±²®·¨¢®£® ¬®£®®¡° §¨© ¤¢³µ ° §»µ ±¥¤«®¢»µ ²®·¥ª

£®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¯°¨±³²±²¢¨¥ ®¤®© £¥²¥-
°®ª«¨¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢«¥·¥²  «¨·¨¥ ¡¥±ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢  ² ª¨µ ²®-
·¥ª. �°¨ ½²®¬ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«®¦®¥ ®¡° §®¢ ¨¥,
À±¥²¼Á ¨§ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®£®®¡° §¨© ®¡¥¨µ ²®·¥ª. �®  §»¢ ¥²±¿
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£¥²¥°®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®© (°¨±. 7.4). �°¨±³²±²¢¨¥ £¥²¥°®ª«¨¨-
·¥±ª®©, ª ª ¨ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ § ª«¾·¥¨¥
®  «¨·¨¨ ¢ ±¨±²¥¬¥ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ±¬»±«¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿
ª®²¨³³¬  ²° ¥ª²®°¨© ±® ±«³· ©»¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬.

7.3. �°¨²¥°¨© �¥«¼¨ª®¢ 

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³, ¤«¿ ª®²®°®© ¨§¢¥±²¥ ¯°®±²®© ¨ ¨§¿¹-
»© ª°¨²¥°¨© ¯°¨±³²±²¢¨¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» | ª°¨-
²¥°¨© �¥«¼¨ª®¢  (�¥«¼¨ª®¢, 1963). �³±²¼ ¨¬¥¥¬ ¥«¨¥©»©
®±¶¨««¿²®°,  µ®¤¿¹¨©±¿ ¯®¤ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥© ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®© ±¨«», ±ª ¦¥¬, ² ª®£® ¢¨¤ :

�x + x� x2 = � _x+ b cos
t: (7.1)

� ®²±³²±²¢¨¥ ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ¨ ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ( = 0, b = 0)
¯®°²°¥²   ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ (x; _x) ¢»£«¿¤¨², ª ª ¯®ª § ®  
°¨±. 7.5 : ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ²¨¯  ¶¥²° ¯°¨ x = 0 ¨
±¥¤«® ¯°¨ x = 1. �¤®«¼ ¥³±²®©·¨¢®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¨§ ²®·ª¨ ±¥¤« 
¢»µ®¤¨² ±¥¯ ° ²°¨± , ®¡° §³¥² ¯¥²«¾ ¨ ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ±¥¤«® ¯®

�¨±. 7.5. � §®¢»© ¯®°²°¥² ¥¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬» | ®±¶¨««¿²®°  ± ª¢ ¤° -
²¨·®© ¥«¨¥©®±²¼¾ ( ) ¨ ·¥°²¥¦, ¯®¿±¿¾¹¨© ±µ¥¬³   «¨§ , «¥¦ ¹¥£® ¢
®±®¢¥ ª°¨²¥°¨¿ �¥«¼¨ª®¢  (¡)

³±²®©·¨¢®¬³  ¯° ¢«¥¨¾. �°¨  «¨·¨¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¢®§¤¥©-
±²¢¨¿ ¬» ¬®¦¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥¨¿ ±¥·¥¨¿ �³-
 ª °¥ ¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ±²°®¡®±ª®¯¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨
(x; _x)   ±¥¡¿ §  ¯¥°¨®¤ ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �±«¨  ¬¯«¨²³¤ 
³«¥¢ ¿, ²® ¨§®¡° ¦¥ ¿   °¨±. 7.5  ª °²¨  ¢»£«¿¤¨² ²®·®
² ª ¦¥, ® ¨¬¥¥² ¤°³£®© ±¬»±«, ¯®±ª®«¼ª³ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»¥ ²° -
¥ª²®°¨¨ ²¥¯¥°¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¤¨±ª°¥²»¬¨  ¡®° ¬¨ ²®·¥ª, ¯°»-
£ ¾¹¨µ ¢¤®«¼ ´ §®¢»µ ª°¨¢»µ. �°¨ ¢ª«¾·¥¨¨ ¢¥¸¥£® ¢®§-
¤¥©±²¢¨¿ ¨ ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ´®°¬  ±¥¯ ° ²°¨± ¨§¬¥¿¥²±¿, ®¨ ¡®«¥¥
¥ ¯¥°¥µ®¤¿² ¯« ¢® ¤°³£ ¢ ¤°³£ , ª ª ½²® ¡»«® ¢ ¥¢®§¬³¹¥®©
±¨±²¥¬¥. �°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ³±«®¢¨¿µ ®¨ ¬®£³² ¯°¥²¥°¯¥²¼ ¯¥-
°¥±¥·¥¨¥, ·²® ¢¥¤¥² ª ®¡° §®¢ ¨¾ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°».
�²¨ ³±«®¢¨¿ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬ «®© ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ¨ ¬ «®©  ¬¯«¨-
²³¤» ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¨ ³±²  ¢«¨¢ ¥² ª°¨²¥°¨© �¥«¼¨ª®¢ .
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� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¢ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ®¡¹¥© ¯®±² ®¢ª¥. �³±²¼
¤¨ ¬¨ª  ¥¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬» ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨
� ¬¨«¼²® 

_x = Hp; _p = �Hx; (7.2)

£¤¥ Hp = @H=@p, Hx = @H=@x. �  ´³ª¶¨¾ � ¬¨«¼²®  H(p; x)
 ª« ¤»¢ ¥²±¿ ²°¥¡®¢ ¨¥, ·²®¡» ±¨±²¥¬  ¨¬¥«  ±®±²®¿¨¥ ° ¢-
®¢¥±¨¿ ²¨¯  ±¥¤« , ¯°¨·¥¬ ¥³±²®©·¨¢ ¿ ±¥¯ ° ²°¨± , ±®¢¥°¸¨¢
¯¥²«¾, ¢®§¢° ¹ « ±¼ ¡» ¢ ²® ¦¥ ±¥¤«®. �¥¸¥¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥
¢®§¤¥©±²¢¨¥, ¤¨±±¨¯ ¶¨¾, ¯°®·¨¥ ¯®¯° ¢ª¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼
ª ª ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ¨ § ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢¨¤¥

_x = Hp + "f(x; p; t); _p = �Hx + "g(x; p; t); (7.3)

£¤¥ " | ¬ «»© ¯ ° ¬¥²°,   f ¨ g ¿¢«¿¾²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨ ´³ª-
¶¨¿¬¨ ¢°¥¬¥¨ t. �®¤·¥°ª¥¬, ·²® ¢®§¬³¹¥¨¥ (f; g), ¢®®¡¹¥ £®-
¢®°¿, ¬®¦¥² ¢»¢®¤¨²¼ ±¨±²¥¬³ ¨§ ª« ±±  £ ¬¨«¼²®®¢»µ.

�³±²¼ x = X(t), p = P (t) ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ¥¢®§¬³¹¥»µ ³° ¢-
¥¨© (7.2), ®²¢¥· ¾¹¥¥ ¤¢¨¦¥¨¾ ¯® ±¥¯ ° ²°¨±¥ ¨§ ±¥¤«  ¢ ±¥¤«®.
�³¤¥¬ ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ¢®§¬³¹¥®© § ¤ ·¨ ¢ ¢¨¤¥

x(t) = X(t) + "ex(t); p(t) = P (t) + "ep(t): (7.4)

�®¤±² ®¢ª  ¢ (7.3) ¢ ¯¥°¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® " ¤ ¥²

_ex = f(X; P; t); _ep = g(X; P; t); (7.5)

�  ¥¢®§¬³¹¥®© ±¥¯ ° ²°¨±¥ ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ¤¢¨¦¥¨¿ ¨§®-
¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨   ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ ¥±²¼ ( _X; _P ), ½²® ¢¥ª-
²®°, ª ± ²¥«¼»© ª ±¥¯ ° ²°¨±¥. �°²®£® «¼»¬ ª ¥¬³ ¡³¤¥²
¢¥ª²®° (� _P ; _X). �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ½²®£® ¢¥ª²®°    ¢¥ª-
²®° ¢®§¬³¹¥¨¿ (ex; ep) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¬¥°³ ±¬¥¹¥¨¿
¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¯® ®°¬ «¨ ®² ¥¢®§¬³¹¥®© ±¥¯ ° ²°¨±»
(ÀMel'nikov's distanceÁ | À° ±±²®¿¨¥ ¯® �¥«¼¨ª®¢³Á). �¡®§ -
· ¿ ¥£® ±¨¬¢®«®¬ D, ¨¬¥¥¬

D = � _P ex+ _Xep = HX(X; P )ex+Hp(X; P )ep: (7.6)

�»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® ¢°¥¬¥¨:

_D = HXX
_Xex+HXP

_P ex+HX
_ex+HPX

_Xep+HPP
_P ep+HP

_ep:
(7.7)

�®¤±² ¢«¿¿ ±¾¤  ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤»µ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±
(7.2) ¨ (7.5), ®¡ °³¦¨¢ ¥¬, ·²® ¡®«¼¸¨±²¢® ·«¥®¢ ±®ª° ¹ ¥²±¿,
¨ ¯®«³· ¥¬:

_D = HX(X; P )f(X; P; T ) +HP (X; P )g(X; P; t): (7.8)

�» ¬®¦¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ¤¢  °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨© (7.5), ®²¢¥· -
¾¹¨µ ³±²®©·¨¢®¬³ ¨ ¥³±²®©·¨¢®¬³ ¬®£®®¡° §¨¿¬ ¢®§¬³¹¥-
®© ±¨±²¥¬», ª®²®°»¥ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, (exs; eps)
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¨ (exu; epu). � ±±²®¿¨¿ ¯® �¥«¼¨ª®¢³ ®² ¥¢®§¬³¹¥®© ±¥¯ -
° ²°¨±» ¤«¿ ½²¨µ ¤¢³µ °¥¸¥¨©, Ds ¨ Du, ¡³¤³² ¯®¤·¨¿²¼±¿
®¤®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ³° ¢¥¨¾ (7.8), ® ° §»¬ ³±«®¢¨¿¬   ¡¥±-
ª®¥·®±²¨. �±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¯°¨ t !1 ¨ ¥³±²®©·¨¢®¥
¯°¨ t ! �1 ¤®«¦» ±²°¥¬¨²¼±¿ ª ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¥¯®¤¢¨¦®©
²®·ª¥, ² ª ·²® exu(�1) = exs(1), epu(�1) = eps(1) ¨, ±®®²¢¥²-
±²¢¥®, Du(�1) = Ds(1). �²¥£°¨°³¿ (7.8), ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®
¢§¿²®£® ¬®¬¥²  ¢°¥¬¥¨ t = � ¬®¦® § ¯¨± ²¼:

Du(�) = Du(�1)+

+

�Z
�1

�
HX(X; P )f(X; P; t) +HP (X; P )g(X; P; t)

�
dt;

Ds(�) = Ds(�1)�

�
1Z
�

�
HX(X; P )f(X; P; t) +HP (X; P )g(X; P; t)

�
dt;

(7.9)

�»·¨² ¿ ¤°³£ ¨§ ¤°³£  ½²¨ ¤¢  ° ¢¥±²¢ , ¯®«³· ¥¬ ° ±±²®¿¨¥
¯® �¥«¼¨ª®¢³ ¬¥¦¤³ ³±²®©·¨¢®© ¨ ¥³±²®©·¨¢®© ¢®§¬³¹¥»¬¨
±¥¯ ° ²°¨± ¬¨:

� = Du(�)�Ds(�) =

=

1Z
�1

�
HX(X; P )f(X; P; t) +HP (X; P )g(X; P; t)

�
dt: (7.10)

� ¯®¬¨¬, ·²® X(t), P (t) ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ¥¢®§¬³¹¥»µ ³° ¢-
¥¨© (7.2), ®²¢¥· ¾¹¥¥ ¤¢¨¦¥¨¾ ¯® ¯¥²«¥ ±¥¯ ° ²°¨±» ¨§ ±¥¤« 
¢ ±¥¤«®. �¤¢¨£®¬  · «  ®²±·¥²  ¢°¥¬¥¨   ¯°®¨§¢®«¼³¾ ª®-
±² ²³ � ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ±¥¬¥©±²¢® ² ª¨µ
°¥¸¥¨©. �°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ½²¨µ °¥¸¥¨© ¢¨¤  X(t+ �), P (t + �)
¢ ´®°¬³«³ (7.10) ¯®«³· ¥¬ ´³ª¶¨¾ �(�). �±«¨ ´³ª¶¨¿ �(�)
§ ª®¯¥°¥¬¥ ¿; ²® ½²® ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ®  «¨·¨¨ ²° ±-
¢¥°± «¼®£® ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ³±²®©·¨¢®£® ¨ ¥³±²®©·¨¢®£® ¬®£®-
®¡° §¨© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¢ ¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬¥ ¨ ±«³¦¨²
¯°¨§ ª®¬ ¯°¨±³²±²¢¨¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»;   ² ª¦¥
±¢¿§ ®© ± ¥© ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ (¡¥±ª®¥·®¥ ±·¥²®¥ ¬®-
¦¥±²¢® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨²; ª®²¨³³¬ ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ²° -
¥ª²®°¨©). � ½²®¬ ¨ ±®±²®¨² ª°¨²¥°¨© �¥«¼¨ª®¢ .

�°®¤¥¬®±²°¨°³¥¬, ª ª ° ¡®² ¥² ½²®² ª°¨²¥°¨© ¯°¨¬¥¨²¥«¼®
ª ¥«¨¥©®¬³ ®±¶¨««¿²®°³ (7.1), ³° ¢¥¨¥ ª®²®°®£® ¬®¦® ¯¥-
°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±¨±²¥¬» ¤¢³µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª :

_x = p; _p = �x+ x2 �  _x+ � cos 
t: (7.11)
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�²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®°¬¥ (7.3), £¤¥ ±«¥¤³¥² ¯®«®¦¨²¼

H(x; p) =
p2

2
+
x2

2
� x3

3
; f(x; p; t) = 0; g(x; p; t) = �p+ � cos
t:

(7.12)

�¥¸¥¨¥ ¥¢®§¬³¹¥®© § ¤ ·¨, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ¤¢¨¦¥¨¾ ¯® ±¥-
¯ ° ²°¨±¥, ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢®§¬®¦»¬ ¯®«³·¨²¼ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ·¥°¥§
½«¥¬¥² °»¥ ´³ª¶¨¨. �»¯¨¸¥¬ ¨²¥£° « ½¥°£¨¨

_X2

2
+
X2

2
� X3

3
= C: (7.13)

¨ ¢»¡¥°¥¬ § ·¥¨¥ ª®±² ²» C = 1=6, ² ª, ·²®¡» ° ¢¥±²¢®

(7.13) ³¤®¢«¥²¢®°¿«®±¼ ¢ ²®·ª¥ ±¥¤«  _X = 0, X = 1. �®£¤  ¨§
(7.13)  µ®¤¨¬:

_X = � 1p
3

p
2X3 � 3X2 + 1 = � 1p

3
(X � 1)

p
2X + 1: (7.14)

�±¯®«¼§³¿ ±² ¤ °²»© ¬¥²®¤ ° §¤¥«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ, ¯®«³· ¥¬

t = �
Z p

3 dX

(X � 1)
p
2X + 1

= � ln

p
3 +
p
2X + 1p

3� p2X + 1
� �; (7.15)

£¤¥ � | ª®±² ²  ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿. �»° ¦ ¿ ®²±¾¤  X , ¨¬¥¥¬

X =
exp

�
2(t+ �)

�� 4 exp (t+ �) + 1

exp
�
2(t+ �)

�
+ 2 exp (t+ �) + 1

=
ch (t + �)� 2

ch (t + �) + 1
(7.16)

¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®,

P = _X =
3 sh (t+ �)

(ch (t+ �) + 1)2
: (7.17)

� ³·¥²®¬ (7.16) ¨ (7.17), ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¬¥«¼¨ª®¢±ª®£® ° ±±²®¿-
¨¿ ¬¥¦¤³ ¢®§¬³¹¥»¬¨ ±¥¯ ° ²°¨± ¬¨ (7.10) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

�(�) = �
1Z

�1

P 2 dt+ �

1Z
�1

P cos 
t dt (7.18)

�¨£³°¨°³¾¹¨¥ §¤¥±¼ ¨²¥£° «» ¢»·¨±«¿¾²±¿   «¨²¨·¥±ª¨:

1Z
�1

P 2 dt =

1Z
�1

9 sh2 t

(ch t + 1)4
dt =

6

5
; (7.19)
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1Z
�1

P cos
t dt =

1Z
�1

3 sh (t+ �)

(ch (t+ �) + 1)2
cos 
t dt =

6�
2

sh �

sin
�:

(7.20)
� ª¨¬ ®¡° §®¬,

�(�) = �6

5
 + �

6�
2

sh �

sin
�: (7.21)

�²  ´³ª¶¨¿ ±² ®¢¨²±¿ § ª®¯¥°¥¬¥®©, ¥±«¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¯¥-
°¥¤ ±¨³±®¬ ¡®«¼¸¥ (6=5), ². ¥. ¯°¨

�


>

�

5

sh�


�2
2
: (7.22)

�®£« ±® ª°¨²¥°¨¾ �¥«¼¨ª®¢ , ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ½²®£® ³±«®¢¨¿
¢®§¨ª ¥² £®¬®ª«¨¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¨ ±«®¦ ¿ ¤¨ ¬¨ª  ¢¡«¨§¨
±¥¯ ° ²°¨±». �²® ³±«®¢¨¥ ¢»£«¿¤¨² ¢¯®«¥ ° §³¬® ± ´¨§¨·¥±ª®©
²®·ª¨ §°¥¨¿. �¬¯«¨²³¤  ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾-
¹ ¿ ¯¥°¥µ®¤ ª ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¥ (¯ ° ¬¥²° �), ¤®«¦  ¡»²¼ ²¥¬

�¨±. 7.6. �¡« ±²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¤«¿ ®±¶¨««¿²®°  ±
ª¢ ¤° ²¨·®© ¥«¨¥©®±²¼¾   ¯«®±ª®±²¨ · ±²®²  ¢®§¤¥©±²¢¨¿{®²®¸¥¨¥  ¬-
¯«¨²³¤» ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ª ¯ ° ¬¥²°³ ¤¨±±¨¯ ¶¨¨

¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ¤¨±±¨¯ ¶¨¿ (¯ ° ¬¥²° ). � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯° -
¢®© · ±²¨ (7.22) ®² 
 ¨¬¥¥² ¬¨¨¬³¬, ². ¥. ±³¹¥±²¢³¥² ®¯²¨¬ «¼-
 ¿, À°¥§® ± ¿Á · ±²®² , ¯°¨ ª®²®°®©  ¬¯«¨²³¤  ¢®§¤¥©±²¢¨¿,
®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹ ¿ ¯¥°¥µ®¤ ª ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¥, ¬¨¨¬ «¼ . � ©-
¤¿ ·¨±«¥® ¬¨¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (7.22), § ª«¾· ¥¬,
·²® ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² �
 = 1;9150, �= = 0;5688. �  °¨±. 7.6
¯®ª § ® ° ±¯®«®¦¥¨¥ ®¡« ±²¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨   ¯«®±ª®±²¨
¯ ° ¬¥²°®¢ (�
; �=).

� «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¤°³£®© ¯°¨¬¥° |
®±¶¨««¿²®° ± ª³¡¨·¥±ª®© ¥«¨¥©®±²¼¾

_x = p; _p = x� x3 �  _x+ � cos 
t: (7.23)
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� ¨¬¥¥² ²® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢®, ·²® ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨ ¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©-
±²¢¨¿ ¤¨ ¬¨ª  ®±² ¥²±¿ ´¨¨²®©, ²®£¤  ª ª ¢ ¯¥°¢®© ¬®¤¥«¨
¢®§¬®¦¥ ³µ®¤ ²° ¥ª²®°¨©   ¡¥±ª®¥·®±²¼.

�¥¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬¥ ®²¢¥· ¥² £ ¬¨«¼²®¨  H(x; p) =
= p2=2 + x2=2� x4=4 ¨ ´ §®¢»© ¯®°²°¥², ¯®ª § »©   °¨±. 7.7.

�¨±. 7.7. � §®¢»© ¯®°²°¥² ¥¢®§¬³¹¥®© ±¨±²¥¬» | ®±¶¨««¿²®°  ± ª³¡¨·¥-
±ª®© ¥«¨¥©®±²¼¾ ( ) ¨ ®¡« ±²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ £®¬®ª«¨¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»
  ¯«®±ª®±²¨ · ±²®²  ¢®§¤¥©±²¢¨¿{®²®¸¥¨¥  ¬¯«¨²³¤» ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ª ¯ ° ¬¥-
²°³ ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ (¡)

�¥¤«®¢ ¿ ²®·ª  ° ±¯®«®¦¥  ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², ¤¢¨¦¥¨¥ ¯® ¯¥-
²«¥ ±¥¯ ° ²°¨±» ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢»° ¦¥¨¿¬¨

X =
p
2 ch�1 (t + �); P = �

p
2 sh (t + �) ch�2 (t+ �); (7.24)

ª®²®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨© (7.2). �»·¨±«¥¨¥ ¨-
²¥£° «®¢ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¤«¿ ¬¥«¼¨ª®¢±ª®£® ° ±±²®¿¨¿ (7.10) ¤ ¥²

1Z
�1

P 2 dt =

1Z
�1

2 sh2 t

ch4 t
dt =

4

3
; (7.25)

1Z
�1

P cos 
t dt = �
1Z

�1

p
2 sh (t + �)

ch2 (t+ �)
cos
t dt =

�


ch (�
=2)
sin 
�:

(7.26)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, �(�) = �(4=3) � �
�p

2�
= ch(�
=2)
�
sin 
�.

�±«®¢¨¥ ²®£®, ·²® ½²  ´³ª¶¨¿ § ª®¯¥°¥¬¥ ¿, ¢»£«¿¤¨² ² ª:
�= > (2

p
2=3)[ch (�
=2)=�
] ¨ ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ £° ´¨·¥±ª¨  

°¨±. 7.7. �¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ �=, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¥¥ ¢»¯®«¥-
¨¥ ª°¨²¥°¨¿ �¥«¼¨ª®¢ , ±®±² ¢«¿¥² 0;7113 ¨ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨
¢»¡®°¥ · ±²®²» ¢®§¤¥©±²¢¨¿ �
 = 2;3994.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 8

������� �������������, ������������ ����,

������������ � �������������

�«¿ ¨§³·¥¨¿ µ ®±  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥»¬ ¯°¨¢«¥·¼
¯®¤µ®¤, ¯®¤° §³¬¥¢ ¾¹¨© ¢¢¥¤¥¨¥ ¨   «¨§ ³±°¥¤¥»µ µ ° ª-
²¥°¨±²¨ª ¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿. �¬¥±²® ²®£®, ·²®¡» ° ¡®² ²¼
± ®¤®© ®²¤¥«¼® ¢§¿²®© ±¨±²¥¬®©, ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼  ± ¬¡«¼,
±®±²®¿¹¨© ¨§ ¡®«¼¸®£® ª®«¨·¥±²¢  ¨¤¥²¨·»µ ª®¯¨© ½²®© ±¨-

�¨±. 8.1. �¢®«¾¶¨¿  ¡®°  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª, ° ±¯®« £ ¢¸¨µ±¿ ¢  · «¼»©
¬®¬¥² ¢ ³§« µ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¥²ª¨   ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ (x; _x) ¤«¿  ± ¬¡«¿
±¨±²¥¬ � -¤¥°-�®«¿ (8.1) ¯°¨ � = 2
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±²¥¬» ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨  ± ¬¡«¿ ¬®£³² ®²-
«¨· ²¼±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ²®«¼ª® «¨¸¼  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨. � ´ -
§®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  ± ¬¡«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ®¡« ª®¬ ¨§®¡° ¦ -
¾¹¨µ ²®·¥ª. � ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ª ¦¤ ¿ ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿ ²®·ª 
¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª ª ¯°¥¤¯¨± ® ¤¨ ¬¨-
·¥±ª¨¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ±¨±²¥¬». �®®²¢¥²±²¢¥®, ´®°¬  ®¡« ª  ¨
° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª ¢ ¥¬ ¡³¤³² ¨§¬¥-
¿²¼±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨.

�  °¨±. 8.1 ¨ 8.2 ¯°¨¢¥¤¥» ¤¢  ¯°¨¬¥°  ½¢®«¾¶¨¨  ± ¬¡«¥©.
�¥°¢»© ¯°¨¬¥° (°¨±. 8.1) ®²®±¨²±¿ ª ³° ¢¥¨¾ � -¤¥°-�®«¿

�x� (�� x2) _x+ x = 0: (8.1)

�²® ¯°®±² ¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ± ¤¢³¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®-
±²° ±²¢®¬, ¨¬¥¾¹ ¿ ¯°¨ � > 0 ¢ ª ·¥±²¢¥ ¥¤¨±²¢¥®£®  ²-
²° ª²®°  ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª« ¨ ¤¥¬®±²°¨°³¾¹ ¿ °¥¦¨¬ ¯¥°¨®¤¨-

�¨±. 8.2. �¢®«¾¶¨¿  ¡®°  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª, ° ±¯®« £ ¢¸¨µ±¿ ¢  · «¼»©
¬®¬¥² ¢ ³§« µ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¥²ª¨   ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ (x; y), ¤«¿  ± ¬¡«¿,
±®±² ¢«¥®£® ¨§ ®²®¡° ¦¥¨© �® xn+1 = 1�ax2

n
�bxn, yn+1 = xn ¯°¨ a = 1;4,

b = �0;3

·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨©. �§ °¨±³ª  ¬®¦® ¢¨¤¥²¼, ª ª ¨§®¡° ¦ ¾-
¹¨¥ ²®·ª¨   ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ (x; _x), ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢  · «¼-
»© ¬®¬¥² ¢ ³§« µ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¥²ª¨, ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨
À®±¥¤ ¾²Á   ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �²®°®© ¯°¨¬¥° (°¨±. 8.2) | ®²®-
¡° ¦¥¨¥ �®, ®¡±³¦¤ ¢¸¥¥±¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 5. �  ¤¨ £° ¬¬ µ, ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾¹¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ²®·¥ª   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
»µ ¸ £ µ ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨, ¬®¦® ¢¨¤¥²¼, ª ª ¯®±²¥¯¥®
¯°®°¨±®¢»¢ ¥²±¿ µ ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° |  ²²° ª²®° �®.
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� §«¨·»¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨¥ ¨²¥°¥± ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥-
°¨±²¨ª¨ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ³±°¥¤¥¨¿ ¯®  ± ¬¡«¾
¨   «¨§¨°®¢ ²¼,  ¯°¨¬¥°, ±°¥¤¨¥ § ·¥¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥-
°¥¬¥»µ, ¨µ ±²¥¯¥¥© ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨©, ¢¥°®¿²®±²¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿
¯¥°¥¬¥»µ ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ ¨²¥°¢ « µ ¨ ². ¤. �±¥ ½²¨ ¢¥«¨·¨»
¡³¤³² ½¢®«¾¶¨®¨°®¢ ²¼ ¢® ¢°¥¬¥¨, ¨ ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼, ·²®  ±¨¬-
¯²®²¨·¥±ª¨ ®¨ ¡³¤³² ±²°¥¬¨²¼±¿ ª ª ª¨¬-²® ¯°¥¤¥«¼»¬ § ·¥-

�¨±. 8.3. �¢®«¾¶¨¿ ±°¥¤¥£® ¯®  ± ¬¡«¾ ®² ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢ ¯¥°¥¬¥»µ x ¨ y
¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶  _x = �(y�x), _y = rx�y�xz, _z = xy�bz ¯°¨ r = 28, b = 8=3,
� = 10. �± ¬¡«¼ ®¡° §®¢  1500 ±¨±²¥¬ ¬¨,  · «¼»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ª®²®°»µ
§ ¤ » ¢¡«¨§¨ ®¤®£® ¨§ ¥³±²®©·¨¢»µ ´®ª³±®¢ ±® ±«³· ©»¬ ° §¡°®±®¬ ¢³²°¨
¸ °  ° ¤¨³±  0;05

¨¿¬, ®²®±¿¹¨¬±¿ ª ³±² ®¢¨¢¸¥¬³±¿ ¢ ±² ²¨±²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥
°¥¦¨¬³ ¤¨ ¬¨ª¨ ±¨±²¥¬» (°¨±. 8.3). �  ¿ «¥ª¶¨¿ ¯®±¢¿¹¥ 
®¡±³¦¤¥¨¾ ²¥®°¥²¨·¥±ª®£®  ¯¯ ° ² , ¯°¥¤ § ·¥®£® ¤«¿ ° -
¡®²» ±  ± ¬¡«¿¬¨ ¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

8.1. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥° 

� ±±¬®²°¨¬  ± ¬¡«¼, ±®±² ¢«¥»© ¨§ ±¨±²¥¬, ´ §®¢®¥ ¯°®-
±²° ±²¢® ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ N , ¨ ¯°¨ ½²®¬
¤¨ ¬¨ª  ¯°®¨±µ®¤¨² ¢ ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° -
±²¢ . �¬¥¿ ¢ ¢¨¤³, ·²® ·¨±«® ±¨±²¥¬ ¢  ± ¬¡«¥ ®·¥¼ ¢¥«¨ª®,
¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ®¡« ª® ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ
²®·¥ª ¬®¦® ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ´³ª¶¨¥© ¯«®²®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿
¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ �(x; t), ª®²®°³¾ ±·¨² ¥¬ ®°¬¨°®¢ ®©
  ¥¤¨¨¶³:

R
�(x; t) dV � 1. �¬»±« ½²®© ´³ª¶¨¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,

·²® �(x; t) dV ¥±²¼ ®²®±¨²¥«¼®¥ ·¨±«® ±¨±²¥¬, ±®±²®¿¨¥ ª®²®-
°»µ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ½«¥¬¥² °®¬³ ®¡º¥¬³ dV = dx1 dx2: : :dxN , ±®-
¤¥°¦ ¹¥¬³ ²®·ª³ x. �®¦® ±ª § ²¼ ² ª¦¥, ·²® �(x; t) dV ¥±²¼
¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ±®±²®¿¨¥ ¢»¡° ®£® ±«³· ©»¬ ®¡° §®¬
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·«¥   ± ¬¡«¿ ¢ ¬®¬¥² t ®ª ¦¥²±¿ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬ ½«¥¬¥²³
®¡º¥¬  dV .

�±¥¢®§¬®¦»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨¥ ¨²¥°¥± ¢ ° ¬-
ª µ ² ª®£® ±¯®±®¡  ®¯¨± ¨¿, ¯®«³· ¾²±¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ³±°¥¤¥¨¿
° §«¨·»µ ´³ª¶¨© f(x) ¯®  ± ¬¡«¾ ¨ ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¯«®²-
®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®®²®¸¥¨¥¬

hfi =
Z

f(x)�(x; t) dV: (8.2)

� ¯°¨¬¥°, ¯°¨ f(x) = xi ¯®«³· ¥¬ ±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ¤¨ ¬¨·¥-

±ª®© ¯¥°¥¬¥®© xi, ¯°¨ f(x) =

�
1; x 2 D
0; x =2 D | ¢¥°®¿²®±²¼ ®¡-

 °³¦¥¨¿ ±¨±²¥¬» ¢ ¬®¬¥² t ¢ ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  D.
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»¡° »©  ¬¨  ± ¬¡«¼ ±¨±²¥¬ ¢  · «¼-

»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ Àµ®°®¸¥©Á ´³ª¶¨¥© ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¿ | ¥¯°¥°»¢®© ¨ ±¯ ¤ ¾¹¥© ¤®±² ²®·® ¡»±²°® ¯°¨
jxj ! 1. � ª¨¬ ¡³¤¥² µ ° ª²¥° ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥-

�¨±. 8.4. �¢®«¾¶¨¿  ± ¬¡«¿ ¢ ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤   ²²° ª²®°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ³±²®©·¨-
¢ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª . � ª ·¥±²¢¥ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®© ±¨±²¥¬» ¢»¡° ® ®²®¡° ¦¥-
¨¥ �® ¯°¨ a = 0;2, b = 0;15

¬¥ µ? � ª ¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ¤ ¦¥ ¢ ± ¬»µ ¯°®±²»µ ±¨²³ ¶¨¿µ
¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ ¯°¥¤¥«¥ t ! 1 ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®ª §»¢ ¾²±¿ ±¨-
£³«¿°»¬¨ ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ®¡®¡¹¥»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨, ² ª¨¬¨
ª ª ¤¥«¼² -´³ª¶¨¿ �¨° ª .
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�³±²¼,  ¯°¨¬¥°, ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»©  ²²° ª²®° ¢ ¢¨¤¥ ³±-
²®©·¨¢®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨. �®±ª®«¼ª³ ª ¦¤ ¿ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿
 ± ¬¡«¾ ±¨±²¥¬  ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª ½²®© ²®·ª¥,
¢±¥ ®¡« ª® ¡³¤¥² ³¬¥¼¸ ²¼±¿ ¢ ®¡º¥¬¥ ¨ ±²¿£¨¢ ²¼±¿ ª ¥©
(°¨±. 8.4). �°¨ t ! 1 ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«®¬
¤¥«¼² -´³ª¶¨¾. �±«¨  ²²° ª²®°®¬ ±«³¦¨² ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«, ²®
¯® ¨±²¥·¥¨¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® ¢°¥¬¥¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡³¤¥²
±®±°¥¤®²®·¥®   ½²®¬ ¯°¥¤¥«¼®¬ ¶¨ª«¥, ¯°¨·¥¬ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°¥-
¡»¢ ¨¿ ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥ ¢ ²¥µ ²®·ª µ ¶¨ª« , £¤¥ ±ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥¨¿
¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¬ « , ¨ ¬¥¼¸¥ ² ¬, £¤¥ ±ª®°®±²¼ ¢¥«¨ª 
(°¨±. 8.5). �«¿ ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ±

�¨±. 8.5. �¢ °¨ ²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ � -¤¥°-�®«¿ ¯°¨ � = 2.
�®°¬ «¼® ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼   ¶¨ª«¥ ¨
° ¢  ³«¾ ¢ ®±² «¼»µ ²®·ª µ ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨ x, y = _x. �  °¨±³ª¥ ®²«®-
¦¥ ¿ ¯® ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ ¢¥«¨·¨  ®²¢¥· ¥²  ¬¯«¨²³¤®¬³ ¬®¦¨²¥«¾ ¯°¨
¤¥«¼² -´³ª¶¨¨

¥¹¥ ¡®«¥¥ ±«®¦® ¨ ²®ª® ³±²°®¥»¬¨ ±¨£³«¿°»¬¨ ° ±¯°¥¤¥-
«¥¨¿¬¨ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

�¡®¡¹¥¨¥, ®µ¢ ²»¢ ¾¹¥¥ ª ª £« ¤ª¨¥, ² ª ¨ ±¨£³«¿°»¥
° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨¢«¥·¥¨¥¬ ±¯¥¶¨ «¼®© ¬ ²¥¬ ²¨-
·¥±ª®© ª®±²°³ª¶¨¨, ¬¥°». �¥°³ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ´³ª-
¶¨¾, ª®²®° ¿ ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢³ ´ §®¢®£® ¯°®-
±²° ±²¢  (¥ «¾¡®¬³, ® ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¬³ ª ¤®±² ²®·® ®¡¸¨°-
®¬³ ª« ±±³ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢) ¥ª®²®°®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥
·¨±«®. �®¿²¨¥ ¬¥°» ¸¨°¥, ·¥¬ ¯®¿²¨¥ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿:
«¾¡®© ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®²¢¥· ¥² ¥ª®²®° ¿ ¬¥° , ® ¥ ¢±¿-
ª®© ¬¥°¥ ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ À° §³¬ ¿Á ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥-
¨¿. �²¥°¯°¥² ¶¨¿ ¢¥°®¿²®±²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¯®±°¥¤±²¢®¬
²¥®°¨¨ ¬¥°» ¯®§¢®«¨«® ¢ ±¢®¥ ¢°¥¬¿ �.�.�®«¬®£®°®¢³ ° §° ¡®-
² ²¼ »¥ ®¡¹¥¯°¨§ ³¾  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª³¾ ®±®¢³ ²¥®°¨¨ ¢¥°®-
¿²®±²¥©.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬  ± ¬¡«¼ ¨¤¥²¨·»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬,
®²«¨· ¾¹¨µ±¿  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨, ¨ ¯³±²¼D|ª ª ¿-¨¡³¤¼
®£° ¨·¥ ¿ ®¡« ±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �²®© ®¡« ±²¨ ¯°¨-
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¯¨¸¥¬ ¬¥°³ �(D), ° ¢³¾ ®²®±¨²¥«¼®¬³ ·¨±«³ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©
 ± ¬¡«¿, ±®±²®¿¨¿ ª®²®°»µ ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¡« ±²¨ D. �¡º¥¤¨-
¥¨¥ ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ®¡« ±²¥© D1, : : :, Dn ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¬¥°³,
° ¢³¾ ±³¬¬¥ ¬¥° ½²¨µ ®¡« ±²¥©:

�(D1 [D2 [ : : :[Dn) = �(D1) + �(D2) + : : :+ �(Dn): (8.3)

� ±¨«³ ¤¨ ¬¨ª¨ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ±¨±²¥¬, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ  -
± ¬¡«¼, ¯°¨¯¨±  ¿ ° §«¨·»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬ ´ §®¢®£® ¯°®±²-
° ±²¢  ¬¥°  ¡³¤¥², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¨§¬¥¿²¼±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨. �°¥¤-
¯®«®¦¨¬, ®¤ ª®, ·²®  · «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ
²®·¥ª ±¯¥¶¨ «¼® ¯®¤®¡° ® ² ª, ·²® ¬¥°  «¾¡®£® ¨§¬¥°¨¬®£® ¯®¤-
¬®¦¥±²¢ , ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª®²®°®£® ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ´¨ª±¨-
°®¢ ®, ®±² ¥²±¿ ¢±¥ ¢°¥¬¿ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬¥° 
 §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°®© ¤«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ´¨-
£³°¨°³¾¹¥© ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ½«¥¬¥²   ± ¬¡«¿. �±-
°¥¤¥¨¥ ¯®  ± ¬¡«¾ ²° ª²³¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ª ª ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ¯®
¨¢ °¨ ²®© ¬¥°¥ � ¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

hfi =
Z

f(x) d�: (8.4)

�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤ ®© ¬¥°¥ ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥-
¤¥«¥¨¿ �(x), ²® ¢ ¨²¥£° «¥ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯®¤±² ®¢ª³
d� = �(x) dV .

�±«¨ ¤¨ ¬¨ª  ¯°®²¥ª ¥² ¢ ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£®
¯°®±²° ±²¢ , ª ª ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨, ²® ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  ®¡¿-
§ ²¥«¼® ±³¹¥±²¢³¥² (²¥®°¥¬  �.�.�°»«®¢  ¨ �.�.�®£®«¾¡®¢ ).
�®«¥¥ ²®£®, ¨¢ °¨ ²»µ ¬¥°, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬®£®.
�³±²¼,  ¯°¨¬¥°, ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥±ª®«¼ª® ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª,
¢±¥ ° ¢®, ³±²®©·¨¢»µ ¨«¨ ¥³±²®©·¨¢»µ. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥, § -
¤ ®¥ ¯®¬¥¹¥»¬¨ ¢ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¤¥«¼² -´³ª¶¨¿¬¨,
¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®¬ ±®®²®¸¥¨¨ ¨µ ¢¥±®¢ ¯®°®¦¤ ¥² ¨¢ °¨ ²-
³¾ ¬¥°³. � «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¬¥°», ±®±°¥-
¤®²®·¥»¥   ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨² µ, ¥±«¨ ² ª®¢»¥ ¨¬¥¾²±¿.

�°¥¤¨ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¨¢ °¨ ²»µ ¬¥° ®±®¢®© ¨²¥°¥±
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ®¡»·® ²®«¼ª® ®¤ , ² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ¥±²¥±²¢¥ ¿
¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥° , ª®²®°³¾  §»¢ ¾² ² ª¦¥ ¬¥°®© �°»«®¢ {
�®£®«¾¡®¢ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» § ¯³±ª ¥¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨-
±²¥¬³ ¨§  · «¼®© ²®·ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥© ¡ ±±¥©³ ¯°¨²¿¦¥¨¿
¨²¥°¥±³¾¹¥£®  ±  ²²° ª²®° . �°¨¯¨¸¥¬ «¾¡®© ®¡« ±²¨ D ¬¥°³
�(D), ° ¢³¾ ®²®±¨²¥«¼®© ¤®«¥ ¢°¥¬¥¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¨§®¡° -
¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¯°¨ ¢°¥¬¥¨  ¡«¾¤¥¨¿, ±²°¥¬¿-
¹¥¬±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨. �±«¨ ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬¥° 
¯®«³· ¥²±¿ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¯®·²¨ ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»¡®°¥  · «¼®©
²®·ª¨ (². ¥. ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¥¤¨¨¶ ), ²® ½²® ¨ ¥±²¼ ¥±²¥±²¢¥-
 ¿ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°     ¸¥¬  ²²° ª²®°¥. �²® ² ª ¿ ¬¥° ,
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³±°¥¤¥¨¥ ¯® ª®²®°®© ¤ ¥² ²¥ ¦¥ °¥§³«¼² ²», ª ª ¨ ³±°¥¤¥¨¥ ¯®
¢¥°®¿²®±²®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ �(x; t) ¢ ¯°¥¤¥«¥ t! 1:

lim
t!1

Z
f(x)�(x; t) dV =

Z
f(x) d�: (8.5)

� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ®²®±¿¹¨¥±¿ ª ®¡¹¨¬ ±¢®©-
±²¢ ¬ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¨±µ®¤¿², ª ª ¯° ¢¨«®, ¨§ ¯°¥¤¯®-
«®¦¥¨¿ ®  «¨·¨¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥®© ¥±²¥±²¢¥®© ¨¢ -
°¨ ²®© ¬¥°». �²®² ´³¤ ¬¥² ¡¥§³¯°¥·® ®¡®±®¢  ¤«¿ ±¨-
±²¥¬ ± £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨¬¨  ²²° ª²®° ¬¨ (±¬. ¯°¨¬¥°» ¢ «¥ª¶¨¨ 2:
 ²²° ª²®° �«»ª¨  ¨  ²²° ª²®° �¬¥©« {�¨«¼¿¬± ) ¨, ¢ ®¯°¥¤¥-
«¥®© ±²¥¯¥¨, ¤«¿ ² ª  §»¢ ¥¬»µ ª¢ §¨£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ  ²-
²° ª²®°®¢, ª ª®²®°»¬ ®²®±¨²±¿  ²²° ª²®° �®°¥¶ . �¤ ª® ¤«¿
¡®«¼¸¨±²¢  °¥ «¨±²¨·»µ ±¨±²¥¬ (±¬. «¥ª¶¨¾ 5) ¯°¨µ®¤¨²±¿
¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ±¨²³ ¶¨¥©, ª®£¤   ¡«¾¤ ¥¬ ¿ µ ®²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª 
 ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ± ² ª  §»¢ ¥¬»¬ ª¢ §¨ ²²° ª²®°®¬ | ±«®¦®
³±²°®¥»¬ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ²° ¥ª²®°¨©, ª®²®°®¥ ¯®-
¬¨¬® ¥³±²®©·¨¢»µ ²° ¥ª²®°¨© ±®¤¥°¦¨² ² ª¦¥ ¬®¦¥±²¢® ³±²®©-
·¨¢»µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨², µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨µ±¿ ¡®«¼¸¨¬¨ ¯¥°¨-
®¤ ¬¨ ¨ ®·¥¼ ³§ª¨¬¨ ®¡« ±²¿¬¨ ¯°¨²¿¦¥¨¿. � ² ª®© ±¨²³ ¶¨¨
¥¿±®, ª ª ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥±²¥±²¢¥³¾ ¨¢ °¨ ²³¾
¬¥°³, ¯®±ª®«¼ª³ °¥·¼ ¨¤¥² ¯® ±³²¨ ¤¥«  ¥ ®¡ ®¤®¬  ²²° ª²®°¥,  
® ¬®¦¥±²¢¥ ±®±³¹¥±²¢³¾¹¨µ  ²²° ª²®°®¢. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ¢ ·¨-
±«¥»µ ° ±·¥² µ ¨§-§  ®£° ¨·¥®© ²®·®±²¨ ¢»·¨±«¥¨© ¨ ¢
½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ¨§-§  ¥¨§¡¥¦»µ ¸³¬®¢ ¯°¨±³²±²¢¨¥ ³±²®©·¨¢»µ
¤®«£®¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨² ®¡»·® ¨ª ª ¥ ¯°®¿¢«¿¥²±¿,   ¯®-
«³· ¥¬»¥ °¥§³«¼² ²» ° §³¬»¬ ®¡° §®¬ ±®£« ±³¾²±¿ ± ¯°¥¤¯®«®-
¦¥¨¥¬ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥®© ¨¢ °¨ ²®©
¬¥°» ¨ ¢»²¥ª ¾¹¨¬¨ ¨§ ½²®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ±«¥¤±²¢¨¿¬¨. �®
½²®© ¯°¨·¨¥ ®¡¹¥¯°¨¿²®© ¯° ª²¨ª®© ±² «® ¯°¨¢«¥ª ²¼ ¡ §¨°³-
¾¹¨¥±¿   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥
°¥§³«¼² ²» ª ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®¬³ ª°³£³ § ¤ ·, ¥¦¥«¨ ½²® ¬®¦® ±·¨-
² ²¼ ±²°®£® ®¡®±®¢ »¬. � ¢¥°®¥, ² ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¢®®¡¹¥ µ -
° ª²¥°  ¤«¿ ´¨§¨ª¨ ¨ ¤°³£¨µ ¤¨±¶¨¯«¨, ª®²®°»¥ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿
¬ ²¥¬ ²¨ª  ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¨ª« ¤»¬¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¨§ ±ª § ®£®
±«¥¤³¥², ¢®-¯¥°¢»µ, ·²® ¯°®¡«¥¬  ° §° ¡®²ª¨ ±²°®£®£® ¯®¤µ®¤  ª
®¯¨± ¨¾ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¥£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ®±² ¥²±¿
 ª²³ «¼®© ¨, ¢®-¢²®°»µ, ·²® ¯°¨   «¨§¥ ¨ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ±«®¦-
®© ¤¨ ¬¨ª¨ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¤®«¦¥ ¯°®¿¢«¿²¼
®¯°¥¤¥«¥³¾ ®±²®°®¦®±²¼, ª®£¤  ±±»« ¥²±¿   ² ª  §»¢ ¥¬»¥
±²°®£¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ °¥§³«¼² ²».

8.2. �°£®¤¨·®±²¼ ¨ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¥

�¢®©±²¢® ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¯®§¢®«¿¾¹¥¥ ¢¢¥±²¨ ®¤®-
§ ·® ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¨¢ °¨ ²³¾ ¬¥°³,  §»¢ ¥²±¿ ½°£®¤¨·®-
±²¼¾. �±²®°¨·¥±ª¨ ª®¶¥¯¶¨¿ ½°£®¤¨·®±²¨ ¢®±µ®¤¨² ª �¾¤¢¨£³
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�®«¼¶¬ ³, ª®²®°»© ¢¢¥« ¥¥ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¯°®¡«¥¬» ®¡®±®-
¢ ¨¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨. �°£®¤¨·®±²¼
®§ · ¥² ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ³±°¥¤¥¨¿ ¯® ¢°¥¬¥¨ ³±°¥¤¥¨¾ ¯®
 ± ¬¡«¾, ®²¢¥· ¾¹¥¬³ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°¥ �: ¤«¿ «¾¡®© ²¨¯¨·-
®© ²° ¥ª²®°¨¨ x(t) (¨±ª«¾·¥¨¥ ¬®£³² ±®±² ¢«¿²¼ ²° ¥ª²®°¨¨,
¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¬®¦¥±²¢³ ³«¥¢®© ¬¥°») ¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¥-
¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨ f(x) ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ±®®²®¸¥¨¥

lim
T!1

1

T

TZ
0

f
�
f(x(t)

�
dt =

Z
f
�
x(t)

�
d�: (8.6)

� ª®²¥ª±²¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨, ½°£®-
¤¨·®±²¼ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ®¡° ¹ ²¼±¿ ± ° ¢®¢¥±»¬¨
 ± ¬¡«¿¬¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ¯®±²®¿»¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ³±°¥¤¥»¥ µ -
° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±¨±²¥¬, ® ¥ ¯®§¢®«¿¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯°®¶¥±± °¥-
« ª± ¶¨¨ ±¨±²¥¬» ª ° ¢®¢¥±®¬³ ±®±²®¿¨¾. � ¬® ¯® ±¥¡¥ ±¢®©-
±²¢® ½°£®¤¨·®±²¨ ¥«¼§¿ ±·¨² ²¼ ¤®±² ²®·»¬ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡»
¬®¦® ¡»«® £®¢®°¨²¼ ® µ ®±¥.

� ª ·¥±²¢¥ ¯°®±²®£® ¯°¨¬¥°  ½°£®¤¨·¥±ª®©, ® ¥µ ®²¨·¥±ª®©
¤¨ ¬¨ª¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ± ¤¢³¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° -
±²¢®¬. �³±²¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥ x ¨ y ®¯°¥¤¥«¥» ¯® ¬®-
¤³«¾ 1 ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¿¬

_x = !; _y = 1; (8.7)

£¤¥ ! | ¨°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®. �¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  § ¤ ¥²±¿
° ¢®¬¥°»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¢ ¥¤¨¨·®¬ ª¢ ¤° ²¥ �(x; y) � 1.
� ±¨«³ ³±«®¢¨© ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¯® ®¡¥¨¬ ¯¥°¥¬¥»¬ ¯°®²¨¢®¯®-
«®¦»¥ ±²®°®» ª¢ ¤° ²  ¬®¦® ±·¨² ²¼ ®²®¦¤¥±²¢«¥»¬¨ (±ª«¥-
¥»¬¨) ¨ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª ª ¤¢³¬¥°-
»© ²®°. � ³·¥²®¬ ½²®£® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢  ¯°®¨§¢®«¼³¾ ´³ª¶¨¾,
®² ª®²®°®© ¬» ±®¡¨° ¥¬±¿  µ®¤¨²¼ ±°¥¤¨¥, ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼
¢ ¢¨¤¥

f(x; y) =
1X

k=�1

1X
l=�1

ckl exp 2�i(kx+ ly): (8.8)

�¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ¢»·¨±«¥¨¥¬ ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ±°¥¤¥¥ ¯®  -
± ¬¡«¾ (¯® ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°¥)



f(x; y)

�
=

1Z
0

1Z
0

f(x; y)d dx dy = c00 (8.9)
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¨ ±°¥¤¥¥ ¯® ¢°¥¬¥¨

f
�
x(t); y(t)

�
= lim

T!1

1

T

TZ
0

f(x0 + !t; y0 + t) dt =

=
1X

k=�1

1X
l=�1

ckl lim
T!1

1

t

TZ
0

exp
�
2�i(k!+ l)t

�
dt =

=
1X

k=�1

1X
l=�1

ckl�kl = c00 (8.10)

±®¢¯ ¤ ¾², ². ¥. ½°£®¤¨·®±²¼ ¨¬¥¥² ¬¥±²®. � ¤°³£®© ±²®°®», ¤¨-
 ¬¨ª³, ®¯°¥¤¥«¥³¾ ³° ¢¥¨¿¬¨ (8.7), ¨ª ª ¥«¼§¿  §¢ ²¼
µ ®²¨·¥±ª®©. �¡« ª® ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª ¤«¿  ± ¬¡«¿ ² ª¨µ ±¨-
±²¥¬ ¢ µ®¤¥ ¢°¥¬¥®© ½¢®«¾¶¨¨ ®±² ¥²±¿ «®ª «¨§®¢ »¬

�¨±. 8.6. �°£®¤¨·®±²¼ ¡¥§ µ ®± :  ) ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ®¡« ª  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª,
¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥£®  ± ¬¡«¼ ±¨±²¥¬ ¢¨¤  (8.7); ¡) ¨¤¨¢¨¤³ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿,
®²¢¥· ¾¹ ¿ ¨²¥°¢ «³ ¢°¥¬¥¨ ®² ³«¿ ¤® t

(°¨±. 8.6), ¨ ¤¨ ¬¨ª    ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¢°¥-
¬¥¨ ¯°¥¤±ª §³¥¬  ± ²®© ¦¥ ²®·®±²¼¾, ± ª ª®© ¨§¢¥±²®  · «¼-
®¥ ±®±²®¿¨¥.

�²® ¦¥ ®§ · ¥² µ ®± ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ®¡ ¨¢ -
°¨ ²®© ¬¥°¥? �§ ¯°¨¬¥°®¢, ®¡±³¦¤ ¢¸¨µ±¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 2, ¬»
¢¨¤¥«¨, ·²® µ ®± ¤®«¦¥  ±±®¶¨¨°®¢ ²¼±¿ ± ¥¯°¥¤±ª §³¥¬®±²¼¾
  ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥ µ ¯°¨  «¨·¨¨ ¤ ¦¥ ¬ «®© ®¸¨¡ª¨ ¢ § ¤ ¨¨
 · «¼»µ ³±«®¢¨©.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¥ª®²®°³¾ ±¨±²¥¬³ ± µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨-
ª®©, ¤«¿ ª®²®°®© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ¢°¥¬¿ T § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª
FT (x). �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²®  ¸  ±¨±²¥¬  ¤®¯³±ª ¥² ®¤®-
§ ·®¥ ¯®±²°®¥¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢¯¥°¥¤ ¨  § ¤ ¢® ¢°¥¬¥¨. �³±²¼
¬» ¨¬¥¥¬  ± ¬¡«¼ ² ª¨µ ±¨±²¥¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¨¢ °¨ ²-
®© ¬¥°¥ �. � ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°³¾ ®¡« ±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ 
D0 ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¬¥°» �(D0). �¥«¨·¨  �(D0) ¯®ª §»¢ ¥², ª -
ª³¾ ¤®«¾ ±°¥¤¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©  ± ¬¡«¿ ±®±² ¢«¿¾² ±¨±²¥¬», ±®-
±²®¿¨¥ ª®²®°»µ ¯°¨ ¤«¥¦¨² D0. �±«¨ ¤¨ ¬¨ª  µ ®²¨·¥±ª ¿,
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²® ´ §®¢»¥ ²®·ª¨, ®ª § ¢¸¨¥±¿ ¢ ¤ »© ¬®¬¥² t = 0 ¢ ®¡« -
±²¨ D0, ·¥°¥§ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ ¢°¥¬¿ T ° §¡°¥¤³²±¿ ¯® ¢±¥©
¤®±²³¯®© ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¨ ° ±¯°¥¤¥«¿²±¿ ¢ ±®®²-
¢¥²±²¢¨¨ ± ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°®©. �®§¼¬¥¬ ¥ª®²®°³¾ ¤°³£³¾ ¯°®-
¨§¢®«¼³¾ ®¡« ±²¼ D1. �¥°®¿²®±²¼ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¨§
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£®  ¬¨ ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª ¢ ®¡« ±²¨ D1 ¢ ¬®¬¥² T
¤®«¦  ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼® ¬¥°®© ½²®© ®¡« ±²¨ ¨ ±®±² -
¢«¿²¼ �(D1), ². ¥.

lim
T!1

�(FT (D0) \D1)

�(D0)
= �(D1): (8.11)

�¤¥±¼ FT (D0) ®¡®§ · ¥² ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª-®¡° §®¢, ¢ ª®²®°»¥ ¯¥-
°¥µ®¤¿² ²®·ª¨ ®¡« ±²¨ D0 §  ¢°¥¬¿ T .

�¢®©±²¢®, ¢»° ¦ ¥¬®¥ ³±«®¢¨¥¬ (8.11),  §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¸¨-
¢ ¨¥¬. �²®¡» «³·¸¥ ¯®·³¢±²¢®¢ ²¼ ±¬»±« ½²®£® ±®®²®¸¥¨¿,
¯°¥¤±² ¢¼²¥ ±¥¡¥ ±² ª  ¢®¤», ¢ ª®²®°»© ¯®¬¥±²¨«¨ ª ¯«¾ ·¥°¨«
(°¨±. 8.7). � ¯«¿ | ½²® ®¡« ±²¼ D0,   ¥¥ ¬¥°  �(D0) ¥±²¼ ®²®-

�¨±. 8.7. � ¯®¿±¥¨¾ ±¢®©±²¢  ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿. � ¯«¿ ·¥°¨« ¢ ±² ª ¥ ¢®¤»|
®¡« ±²¼ D0, ¥¥ ¬¥°  �(D0) ¥±²¼ ®²®¸¥¨¥ ®¡º¥¬  ª ¯«¨ ª ®¡º¥¬³ ¦¨¤ª®±²¨ ¢
±² ª ¥. �®±«¥ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ¢§¿² ¿   ¯°®¡³ ª ¯«¿ (®¡« ±²¼ D1) ±®¤¥°¦¨²
¤®«¾ ·¥°¨«, ° ¢³¾ ®²®¸¥¨¾ ®¡º¥¬  ®¡« ±²¨ D0 ª ®¡º¥¬³ ±² ª  , ¥§ -
¢¨±¨¬® ®² ¯¥°¢® · «¼®© ´®°¬» ¨ ¬¥±²®¯®«®¦¥¨¿ ª ¯«¨ ·¥°¨«,   ² ª¦¥ ®²
´®°¬» ¨ ¬¥±²®¯®«®¦¥¨¿ ª ¯«¨, ®²¡¨° ¥¬®©   ¯°®¡³

¸¥¨¥ ®¡º¥¬  ª ¯«¨ ª ®¡º¥¬³ ±² ª  . �¥¯¥°¼ ¯¥°¥¬¥¸ ¥¬ ¢®¤³
¢ ±² ª ¥ «®¦ª®© (·²® ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¤¨ ¬¨ª³ ¢ ²¥·¥¨¥ ¢°¥¬¥¨
T ),   § ²¥¬ ¢®§¼¬¥¬   ¯°®¡³ ª ¯¥«¼ª³ ¦¨¤ª®±²¨. �²  ª ¯¥«¼ª 
¥±²¼ ®¡« ±²¼ D1. �±«®¢¨¥ µ®°®¸¥£® ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ (¢ ± ¬®¬ ®¡»·-
®¬, ¡»²®¢®¬ ±¬»±«¥) ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¨§ ª ª®© ¡» · ±²¨ ®¡º-
¥¬  ±² ª   ¬» ¨ ¢§¿«¨ ª ¯«¾ D1, ®²®±¨²¥«¼ ¿ ¤®«¿ ·¥°¨« ¢
¥© �(FT (D0)\D1)=�(D1) ¤®«¦  ° ¢¿²¼±¿ ®²®¸¥¨¾ ®¡º¥¬ 
®¡« ±²¨ D0 ª ®¡º¥¬³ ±² ª  , ². ¥. �(D0). �²® ³±«®¢¨¥ ¥ ¤®«¦®
§ ¢¨±¥²¼ ®² ¯¥°¢® · «¼®© ´®°¬» ¨ ¬¥±²®¯®«®¦¥¨¿ ª ¯«¨ ·¥°-
¨«,   ² ª¦¥ ®² ´®°¬» ¨ ¬¥±²®¯®«®¦¥¨¿ ª ¯«¨, ®²¡¨° ¥¬®©  
¯°®¡³.

� «¥ª¶¨¨ 2 ®¡±³¦¤ «¨±¼ ¨««¾±²° ¶¨¨, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨¥ ¯°¨-
±³²±²¢¨¥ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¯¥ª °¿ ¨ ª®²  �°®«¼¤ 
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(±¬. ² ª¦¥ °¨±. 8.8). �¢®©±²¢® ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ±·¨² ¥²±¿ ¯°¨¶¨-
¯¨ «¼»¬ ¤«¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨ ¢ ¯« ¥ ®¡º¿±¥¨¿ °¥« ª-
± ¶¨¨ ±¨±²¥¬ ª ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬³ ° ¢®¢¥±¨¾. �¥°¥¬¥¸¨¢ -
¨¥ · ±²® ¨²¥°¯°¥²¨°³¾² ª ª ±¢®©±²¢® ° ±¶¥¯«¥¨¿ ª®°°¥«¿¶¨©
¢ ¯°®¶¥±±¥ ¤¨ ¬¨ª¨. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ (¥¯°¥°»¢»¥) ´³ª¶¨¨

�¨±. 8.8. �¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¥: ½¢®«¾¶¨¿ ®¡« ª  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª, ¯°¥¤±² ¢«¿¾-
¹¥£®  ± ¬¡«¼ ±¨±²¥¬ ¢¨¤  yn+1 = xn + yn, xn+1 = 2xn + yn (mod1) (®²®¡° -
¦¥¨¥ ª®²  �°®«¼¤ ). �° ¢¨²¥ ½²³ ¤¨ £° ¬¬³ ± °¨±. 8.6

¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ, f(x) ¨ '(x). � ±¨±²¥¬¥ ± ¯¥°¥¬¥¸¨-
¢ ¨¥¬, ª ª ¬®¦® ¯®ª § ²¼,

lim
T!1



f(FT

x)'(x)
�
=


f(x)

�

'(x)

�
; (8.12)

£¤¥ ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ®¡®§ · ¾² ³±°¥¤¥¨¥ ¯®  ± ¬¡«¾, ². ¥. ¯®
¨¢ °¨ ²®© ¬¥°¥,



f(x)

�
=
R
f(x) d�.

�¹¥ ®¤ , ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ¨§®¹°¥ ¿ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± (8.11)
´®°¬³«¨°®¢ª  ±¢®©±²¢  ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ° ±±¬ -
²°¨¢ ²¼ ¤¨ ¬¨ª³ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨. � ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ ¤¨-
 ¬¨ª  ²®¦¥ µ ®²¨·¥±ª ¿, ¯®½²®¬³ ²®·ª¨ ¬®¦¥±²¢  F�T (D1) ¯°¨
¡®«¼¸¨µ T ² ª¦¥ ° ±¯°¥¤¥«¿²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¨¢ °¨ ²®©
¬¥°®©. �¥°®¿²®±²¼ ¯®¯ ¤ ¨¿ ¢ ®¡« ±²¼ D0 ¤®«¦  ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿
²®«¼ª® ¬¥°®© ½²®© ®¡« ±²¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿
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±®®²®¸¥¨¥

lim
T!1

�(F�T (D1) \D0)

�(D1)
= �(D0); (8.13)

£¤¥ F�T (D1)\D0 ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ®¡« ±²¨ D0, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿
¯°®®¡° § ¬¨ ²®·¥ª ®¡« ±²¨ D1.

�«¿ ±¨±²¥¬, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ®¤®§ ·®¥ ®¯¨± ¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢¯¥-
°¥¤ ¨  § ¤ ¢® ¢°¥¬¥¨, ®¡  ³±«®¢¨¿ (8.11) ¨ (8.13) ½ª¢¨¢ «¥²».
�«¿ ±¨±²¥¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»µ ¥®¡° ²¨¬»¬¨ ®²®¡° ¦¥¨¿¬¨,  ¤¥ª¢ ²-
»¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥
(8.13). (�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¯°®®¡° §®¢
F�T (D1) ¥ ²°¥¡³¥² ¢®§¬®¦®±²¨ ®²±«¥¦¨¢ ¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨  § ¤
¢® ¢°¥¬¥¨, ª ª ¬®£«® ¡» ¯®ª § ²¼±¿. �²® ¯°®±²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª,
±² °²³¿ ¨§ ª®²®°»µ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯®¯ ¤¥² §  ¢°¥¬¿ T ¢ ®¡« ±²¨ D1.)

�°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢¯¥°¥¤ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢ ¥®¡° ²¨¬®¬ ±«³-
· ¥ ®¡° § ®¡« ±²¨ D0 ¬®¦¥² · ±²¨·®  ª« ¤»¢ ²¼±¿   ±¥¡¿ (±°. °¨±. 8.9 
¨ ¡), ² ª ·²® ¬¥°  ¬®¦¥±²¢  FT (D0) \ D1 ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ®²«¨·®©

�¨±. 8.9. � ¯®¿±¥¨¾ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¨¿ (8.11) ¢ ±«³· ¥ ®¡° ²¨¬®©
¤¨ ¬¨ª¨ ( ) ¨ ¥£® ¥ ¤¥ª¢ ²®±²¨ ¤«¿ ¥®¡° ²¨¬®© ¤¨ ¬¨ª¨ (¡)

®² �(D1)�(D0). �¯°¥¤¥«¥¨¥ (8.13) «¨¸¥® ½²®£® ¥¤®±² ²ª , µ®²¿ ®®
¥±ª®«¼ª® ²°³¤¥¥ ¤«¿ ¢®±¯°¨¿²¨¿ ¨§-§  ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ±
¯°®®¡° § ¬¨.

8.3. �¤®¬¥°»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿: ¨¢ °¨ ²»¥
° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ³° ¢¥¨¥ �°®¡¥¨³± {�¥°°® 

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ®¡±³¤¨¬ ¨¢ °¨ ²»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, ¯°¥¤±² ¢«¥»µ ®¤®¬¥°»¬¨ ®²®¡° ¦¥-
¨¿¬¨

xn+1 = f(xn): (8.14)
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� ±±¬®²°¨¬  ± ¬¡«¼, ¯®±²°®¥»© ¨§ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ±¨-
±²¥¬, § ¤ »µ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ (8.14), ¨ ¯³±²¼ �n(x) § ¤ ¥² ¯«®²-
®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢ ¬®¬¥² ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ n. �»¢¥¤¥¬
³° ¢¥¨¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¥ ½¢®«¾¶¨¾ ´³ª¶¨¨ �n(x) ®² ¸ £  ª ¸ £³
¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨.

�±«¨ ¨±µ®¤®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡»«® ±ª®¶¥²°¨°®¢ ® ¢ ®¤®©
²®·ª¥ �0(x) = �(x� �), ²®   ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢°¥¬¥®¬ ¸ £¥ �1(x) =
= �

�
x�f(�)�. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥  · «¼³¾ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

¬®¦® § ¯¨± ²¼ ª ª ¨²¥£° « �0(x) =
R
�(x� �)�0(�) d�. �®®²¢¥²-

±²¢¥®, ¢ ±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼±¿
¨²¥£° «®¬ �1(x) =

R
�
�
x � f(�)

�
�0(�) d�. �£® ¢»·¨±«¥¨¥ ± ¨±-

¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±² ¤ °²»µ ¯° ¢¨« ®¡° ¹¥¨¿ ± ¤¥«¼² -´³ª¶¨¥©

¤ ¥² �1(x) =
rP

k=1

jf 0(�k)j�1�0(�k), £¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬
ª®°¿¬ �(x) ³° ¢¥¨¿ x = f(�), ². ¥. ¯® ¢±¥¬ ²®·ª ¬-¯°®®¡° § ¬,
ª®²®°»¥ §  ®¤¨ ¸ £ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦ ¾²±¿ ¢ ²®·ª³ x. �² ª,
½¢®«¾¶¨¿ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿  ± ¬¡«¿ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° -
¦¥¨© ®¯¨±»¢ ¥²±¿ °¥ª³°°¥²»¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

�n+1(x) =
rX

k=1

��f 0��k(x)����1�n��k(x)�; (8.15)

ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �°®¡¥¨³± {�¥°°® . �¢ °¨-
 ²»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ´®°¬ «¼® ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¥ ·²® ¨®¥
ª ª ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ½²®£® ´³ª¶¨® «¼®£® ³° ¢¥¨¿.

� ¯°®±²»µ ±«³· ¿µ ¢¨¤ ¨¢ °¨ ²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦®
 ©²¨ ¿¢®. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ À§³¡ ¯¨«»Á ³° ¢¥¨¥
x = f(�) ¨¬¥¥² ¤¢  ª®°¿: �1 = x=2 ¨ �2 = (1+x)=2,   ¯°®¨§¢®¤ ¿
¯®±²®¿  ¨ ° ¢  ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ 2. �®½²®¬³ ³° ¢¥¨¥
(8.15) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

�n+1(x) =
�n(x=2) + �n

�
(1 + x)=2

�
2

: (8.16)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ «¥¢³¾ ¨ ¯° ¢³¾ · ±²¼ �(x) � 1, 0 � x < 1, ¢¨-
¤¨¬, ·²® ®¤®°®¤®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬ ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¥¬. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²®, § ¤ ¢ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®£®
³±«®¢¨¿ ¯°®¨§¢®«¼³¾ £« ¤ª³¾ ´³ª¶¨¾ �(x), ¯°¨ n ! 1 ¡³¤¥¬
¨¬¥²¼ ®¤®°®¤®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ². ¥. ¨¬¥® ®®  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ±
¥±²¥±²¢¥®© ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°®©. �® ¦¥ ± ¬®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿
®²®¡° ¦¥¨© ²¥² ¨ ª®±®© ²¥².

� ±±¬®²°¨¬ ¬¥¥¥ ²°¨¢¨ «¼»© ¯°¨¬¥°, «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° -
¦¥¨¥ f(x) = 1 � �x2, � = 2. �° ¢¥¨¥ x = 1 � 2�2 ¨¬¥¥²

¤¢  ª®°¿: �1 =
p

(1� x)=2 ¨ �2 = �p(1� x)=2, ¨ ¯°¨ ½²®¬
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jf 0(�)j = 4j�j. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³° ¢¥¨¥ (8.15) ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

�n+1(x) =
�n(

p
(1� x)=2) + �n(�

p
(1� x)=2)

2
p
2
p
1� x

: (8.17)

�²®¡»  ©²¨ ¨¢ °¨ ²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¢±¯®¬¨¬, ·²® § ¬¥®©
¯¥°¥¬¥®© x = � cos 2�y «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿
ª ®²®¡° ¦¥¨¾ À§³¡ ¯¨«»Á («¥ª¶¨¿ 2). �®½²®¬³ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥®© y
¨¢ °¨ ²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¤®°®¤®¥. �«¿ ¯¥°¥¬¥®© x ½²®¬³
±®®²¢¥²±²¢³¥² ² ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥:

�(x) =

1Z
0

�(x+ cos 2�y) dy =
1

�
p
1� x2

: (8.18)

(�¡¥¤¨²¥±¼, ·²® ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ½²®£® ¢»° ¦¥¨¿ ¢ «¥¢³¾ ¨ ¯° -
¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ �°®¡¥¨³± {�¥°°®  (8.17) ®® ¯°¥¢° ¹ -
¥²±¿ ¢ ²®¦¤¥±²¢®.)

�¨±. 8.10. �¢ °¨ ²»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
xn+1 = 1��x2

n
, ¯®«³·¥»¥ ·¨±«¥® ¯°¨ ° §«¨·»µ § ·¥¨¿µ ³¯° ¢«¿¾¹¥£®

¯ ° ¬¥²°  �
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� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯ ° ¬¥²° � ¥ ° ¢¥ 2, ¯®«³·¨²¼
¨¢ °¨ ²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢
¿¢®©   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬¥ ¥ ³¤ ¥²±¿, ®¤ ª® ¥£® ¬®¦®  ©²¨
·¨±«¥®. � §®¡¼¥¬ ®²°¥§®ª [�1; 1], £¤¥ ¯°®¨±µ®¤¿² ¨²¥° ¶¨¨,  
N ¨²¥°¢ «®¢ ° ¢®© ¤«¨» �x = 2=N . � ¤ ¢¸¨±¼ ±«³· ©»¬
 · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬, ¡³¤¥¬ ¯°®¢®¤¨²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ¨²¥° -
¶¨¨ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨ ¯®¤±·¨²»¢ ²¼ ·¨±«® ¯®¯ ¤ -
¨© ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢ ª ¦¤»© ¨²¥°¢ « Mi. �°¨ ¤®±² ²®·®
¡®«¼¸®¬ ·¨±«¥ ¨²¥° ¶¨© M ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ �(xi) �= (Mi=M)�x�1.
�  °¨±. 8.10 ¯®ª § » °¥§³«¼² ²» ° ±·¥²  ¨¢ °¨ ²»µ ° ±¯°¥-
¤¥«¥¨© ¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°  �, ª®²®°»¬ ®²¢¥· ¾²
µ ®²¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ¤¨ ¬¨ª¨. � · ±²®±²¨, ¯°¨ � = 2 ·¨±«¥-
»© ° ±·¥² ¤ ¥² µ®°®¸¥¥ ±®¢¯ ¤¥¨¥ ±   «¨²¨·¥±ª¨¬ ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (8.18). �°¨ � = 2 ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¤¥°¦¨² ±¨£³-
«¿°®±²¨ ±²¥¯¥¨ ¬¨³± ®¤  ¢²®° ¿ ²®«¼ª®   ª° ¿µ ¨²¥°¢ « ,
¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯°¨ � < 2 ®¨ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¨ ¢® ¢³²°¥¨µ ²®·-
ª µ. �°¨·¨  ¯®¿¢«¥¨¿ ±¨£³«¿°®±²¥© ¯®¿±¿¥²±¿   °¨±. 8.11:
 ¡®° ²° ¥ª²®°¨©, ®²¢¥· ¾¹¨µ ° §«¨·»¬ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»¬ ±¨-

�¨±. 8.11. �¡º¿±¥¨¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ±¨£³«¿°®±²¨ ¢ ¨¢ °¨ ²®¬ ° ±¯°¥¤¥-
«¥¨¨, ¯®°®¦¤ ¥¬®¬ ®¤®¬¥°»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ± ½ª±²°¥¬³¬®¬

±²¥¬ ¬, ¯®¯ ¤ ¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¼ ½ª±²°¥¬³¬ , ´®°¬¨°³¥² ª ³±²¨ª³.
�¨£³«¿°®±²¨ ¢®§¨ª ¾² ¢ ²®·ª µ, ¢ ª®²®°»¥ §  ®¤³ ¨«¨ ¡®«¥¥
¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬ .

8.4. �¨±²¥¬» ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬,
³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿
¨ ¯®°²°¥²» ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢

� ±±¬®²°¨¬  ± ¬¡«¼, ±®±² ¢«¥»© ¨§ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¨¤¥-
²¨·»µ  ¢²®®¬»µ ±¨±²¥¬ c N -¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬,
§ ¤ »µ ³° ¢¥¨¥¬

dx

dt
= F(x): (8.19)

�»¢¥¤¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �(x; t), ª®²®°®¥
¤«¿ ±¨±²¥¬» ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ¨£° ¥² ²³ ¦¥ °®«¼, ª ª
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³° ¢¥¨¥ �°®¡¥¨³± {�¥°°®  ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨©. �±«¨ ¢  · «¼-
»© ¬®¬¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ �(x � x0), ². ¥. ±ª®¶¥-
²°¨°®¢ ® ¢ ®¤®© ²®·ª¥ x0, ²® ½¢®«¾¶¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¡³¤¥² ±®®²-
¢¥²±²¢®¢ ²¼ ¯°®±²® ¤¢¨¦¥¨¾ ¤¥«¼² -¯¨ª  ¯® ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨.
� ¬®¬¥² t ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ �

�
x �X(t; x0)

�
, £¤¥ X(t; x0) ¥±²¼ °¥¸¥-

�¨±. 8.12. (±¬. ° §¢¥°³²³¾ ¯®¤¯¨±¼   ±. 133)
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¨¥ ³° ¢¥¨¿ (8.19) ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ Xjt=0 = x0. �±«¨
´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢  · «¼»© ¬®¬¥² ¥±²¼ �(x; 0), ²® ¥¥
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¤¥«¼² -´³ª¶¨©
ª ª ¨²¥£° «

�(x; 0) =

Z
�(x� x0)�(x0; 0) dV0; (8.20)

£¤¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬³ ¯°®±²° ±²¢³  · «¼»µ ±®-
±²®¿¨©. �®®²¢¥²±²¢¥®, ¢ ¬®¬¥² t ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡³¤¥² ¯°¥¤±² -
¢«¿²¼ ±®¡®© «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾

�(x; t) =

Z
�
�
x�X(t; x0)

�
�(x0; 0) dV0: (8.21)

�¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ±®®²®¸¥¨¿ (8.21) ¯® ¢°¥¬¥¨ ¤ ¥²

@�

@t
= �

Z
�(x0; 0) dV0

�
( _Xr)�

�
x�X(t; x0)

�	
=

= �r
Z

�(x0; 0)F(X)�
�
x�X(t; x0)

�
dV0 =

= �r
�
F(x)

Z
�
�
x�X(t; x0)

�
�(x0; 0) dV0

�
= �r�F(x)��;

(8.22)

¨«¨

@�(x; t)

@t
+r�F(x)�(x; t)� = 0: (8.23)

�²® ¨ ¥±²¼ ¨±ª®¬®¥ ³° ¢¥¨¥. �®² ´ ª², ·²® ®® ¨¬¥¥² ¢¨¤
§ ª®  ±®µ° ¥¨¿ (¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯® ¢°¥¬¥¨ ° ¢  ¤¨¢¥°£¥¶¨¨
¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿), ¢»° ¦ ¥² ¯®±²®¿±²¢® ·¨±«  ±¨±²¥¬

�¨±. 8.12. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°®¢, ¢»¯®«¥»¥ ¢ ²¥µ¨ª¥ ª®¤¨°®¢ ¨¿
¯«®²®±²¨ ²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥² , ·²® ¤ ¥² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ¥±²¥-
±²¢¥®© ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°»:
 ) ¥«¨¥©»© ®±¶¨««¿²®° �x+ x+ x3 = A sin 
t, A = 230, 
 = 2;9;
¡) ±¨±²¥¬  �®°¥¶  _x = �(y� x), _y = rx� y� xz, _z = xy� bz, r = 28, b = 8=3,
� = 10;
¢) ±¨±²¥¬  �¥±±«¥°  _x = �y � z, _y = y + az, _z = b � rz + xz, a = 0;2, b = 0;2,
r = 4;6;
£) £¥¥° ²®° �¨¿¸ª®{�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨·  _x = 2�x + y � gz, _y = �x, _z =
= 

�
x� f(z)

�
, g = 0;95, � = 0;115,  = 0;2, f(z) = 8;592z � 22z2 + 14;408z3;

¤) £¥¥° ²®° �¨¹¥ª®{�±² µ®¢  _x = mx+ y � xz, _y = �x, _z = �gz + 1(x)x2,
m = 1;42, g = 0;2, 1(x) = 0 ¯°¨ x � 0 ¨ 1 ¯°¨ x > 0;
¥) £¨¯¥°µ ®± �¥±±«¥°  _x = �y � z, _y = x + ay + w, _z = b + xz, _w = cw � dz,
a = 0;25, b = 3, c = 0;05, d = 0;5
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¢  ± ¬¡«¥. �«¿ ª®±¥°¢ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ ½²® ³° ¢¥¨¥ ¨§¢¥±²®
ª ª ³° ¢¥¨¥ �¨³¢¨««¿. �¡®¡¹¥¨¥¬ ±®®²®¸¥¨¿ (8.23)   ±¨-
±²¥¬», ¯®¤¢¥°¦¥»¥ ¤¥©±²¢¨¾ ¸³¬  (´«³ª²³ ¶¨©), ±«³¦¨² ³° ¢-
¥¨¥ �®ªª¥° {�« ª , ®® ®²«¨· ¥²±¿ ¯°¨±³²±²¢¨¥¬ ¢²®°»µ ¯°®-
¨§¢®¤»µ ¯® ´ §®¢»¬ ª®®°¤¨ ² ¬, ª®²®°»¥ ®²¢¥· ¾² §  ®¡³±«®-
¢«¥³¾ ¸³¬®¬ ¤¨´´³§¨¾ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

�¤¨ ¨§ ° ±¯°®±²° ¥»µ ±¯®±®¡®¢  £«¿¤®£® ¯°¥¤±² ¢«¥-
¨¿ ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢ ¯°¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨
° ¤¨®²¥µ¨·¥±ª¨µ ¨ ½«¥ª²°®»µ ±¨±²¥¬ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®  
¢µ®¤ x ¨ y ®±¶¨««®£° ´  ¯®¤ ¥²±¿  ¯°¿¦¥¨¥, ¯°®¯®°¶¨® «¼®¥
¢¥«¨·¨¥ ¤¢³µ ° §«¨·»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¨±±«¥¤³¥-
¬®© ±¨±²¥¬». �  ½ª° ¥ ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ¯°¨ ½²®¬ ¯°®¥ª¶¨¾ ´ §®-
¢®£® ¯®°²°¥²   ²²° ª²®°    ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¤¢³¬¥°³¾ ¯«®±ª®±²¼.
� ¦¤»©, ª²®  ¡«¾¤ « ² ª®£® °®¤  ¯®°²°¥²», ¬®£ § ¬¥²¨²¼ ®¤®
®²«¨·¨¥ ®² ¯®°²°¥²®¢, °¨±³¥¬»µ   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¨ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ
²° ¥ª²®°¨¾    ²²° ª²®°¥. �® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®   ½ª° ¥ ®±-
¶¨««®£° ´  ¿°·¥ ¢»±¢¥·¨¢ ¾²±¿ ®¤¨ ®¡« ±²¨ (²¥, ª®²®°»¬ ®²¢¥-
· ¥² ¡®«¼¸¥¥ ¢°¥¬¿ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¢ ¨µ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ |
¯ ¤ ¾¹¥£®   ½ª°  ½«¥ª²°®®£® «³· ) ¨ ±« ¡¥¥ | ¤°³£¨¥. �§-§ 
¨¥°¶¨®®±²¨  ¸¥£® §°¨²¥«¼®£® ¢®±¯°¨¿²¨¿ ²®, ·²®  ¡«¾¤ -
¥²±¿   ½ª° ¥ ®±¶¨««®£° ´ , ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³¦¥ ¥ ´ §®¢³¾
²° ¥ª²®°¨¾ ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±ª®±²¼ ½ª°  ,   ±ª®°¥¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥
¯°®¥ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¥±²¥±²¢¥®© ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°».

�¯°®·¥¬,   «®£¨·»¥ ¯® µ ° ª²¥°³ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²» ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ¨   ª®¬¯¼¾²¥°¥, ¥±«¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²¥µ¨ª³ ¨§®¡° ¦¥-
¨¿ ²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥² . �³±²¼ ¨¬¥¥¬ ¯°®£° ¬¬³, ¨²¥£°¨°³¾-
¹³¾ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¨ ¢»·¨±«¿¾¹³¾ ¸ £ §  ¸ £®¬ ´ -
§®¢³¾ ²° ¥ª²®°¨¾. �  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¢»¢®¤¨¬   ½ª°  ²®·ª³ ± ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨, ® ¯°¨±¢ ¨¢ ¥¬»© ¤ ®¬³ ¯¨ª-
±¥«¾ ±¥°»© ²® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  «¨·¥±²¢³¾¹¥£® ¢
¯°¥¤»¤³¹¨© ¬®¬¥²: ·¨±«®, ª®¤¨°³¾¹¥¥ ¿°ª®±²¼, ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿
ª ¦¤»© ° §   ¥¤¨¨¶³ ¯°¨ ¯®¯ ¤ ¨¨ ®¢®© ²®·ª¨ ¢ ¤ »© ¯¨ª-
±¥«¼. �  °¨±. 8.12 ¯®ª § » ¯°¨¬¥°» ¯®°²°¥²®¢  ²²° ª²®°®¢, ¢»-
¯®«¥»¥ ¢ ½²®© ²¥µ¨ª¥. �²¨ ¤¨ £° ¬¬» ¤ ¾² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®
° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ¥±²¥±²¢¥®© ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°» ¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ
±¨±²¥¬ (¥«¨¥©»© ®±¶¨««¿²®°, ±¨±²¥¬  �®°¥¶ , ±¨±²¥¬  �¥±-
±«¥° , £¥¥° ²®°» �¨¿¸ª®{�¨ª®¢±ª®£®{� ¡¨®¢¨·  ¨ �¨¹¥ª®{
�±² µ®¢ , ·¥²»°¥µ¬¥° ¿ ±¨±²¥¬ , ¯°¥¤«®¦¥ ¿ �¥±±«¥°®¬ ¢ ª -
·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  £¨¯¥°µ ®±  | ¤¨ ¬¨·¥±ª®£® °¥¦¨¬  ± ¤¢³¬¿ ¯®-
«®¦¨²¥«¼»¬¨ «¿¯³®¢±ª¨¬¨ ¯®ª § ²¥«¿¬¨).



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 9

������������ � ��������������.
����������� ����������

� «¨·¨¥ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ²¥±® ±¢¿§ ® ± ¥³±²®©·¨¢®-
±²¼¾, ¯°¨±³¹¥© ´ §®¢»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ±¨±²¥¬». � ª ·¥±²¢¥ ¨««¾-
±²° ¶¨¨ ° ±±¬®²°¨¬ °¨±. 9.1, £¤¥ ¯®ª §   ¡®° ¡®«¼¸®£® ·¨±«   -
«®¦¥»µ ¤°³£   ¤°³£  ¢°¥¬¥»µ § ¢¨±¨¬®±²¥© ®¤®© ¨§ ¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¤«¿ ¬®¤¥«¨ �®°¥¶ . �±¥ ®¨ ¯®«³·¥» °¥-

�¨±. 9.1. �««¾±²° ¶¨¿ ·³¢±²¢¨²¥«¼®© § ¢¨±¨¬®±²¨ °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ �®-
°¥¶  ®²  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¢ µ ®²¨·¥±ª®¬ °¥¦¨¬¥. � ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢:
r = 28, � = 10, b = 8=3. � · «¼»¥ ³±«®¢¨¿: x0 = 10;485 + �, y0 = 10;485 + �,
z0 = 27 + �, £¤¥ �, �, � | ±«³· ©»¥ ¤®¡ ¢ª¨ ¯®°¿¤ª  0;01

¸¥¨¥¬ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¥© µ -
®²¨·¥±ª³¾ ¤¨ ¬¨ª³, ¯°¨ ±«¥£ª  ®²«¨· ¾¹¨µ±¿  · «¼»µ ³±«®-
¢¨¿µ. �¨¤®, ·²® ° §»¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥®²«¨·¨¬»  
 · «¼®¬ ³· ±²ª¥, ® ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ³µ®¤¿² ¤°³£ ®² ¤°³£  ¨
ª °²¨  À§ ¬ §»¢ ¥²±¿Á. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ µ ®±®¬ ¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¼¾
¬®¦® ®²±«¥¤¨²¼ ¨ ¤«¿ ¤°³£¨µ ¬®¤¥«¼»µ ±¨±²¥¬, ¢±²°¥· ¢¸¨µ±¿
¢  ¸¥¬ ª³°±¥. �¬¥® ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ±®§¤ ¥² ¢®§-
¬®¦®±²¼ ±®¥¤¨¨²¼ ª § «®±¼ ¡» ¥±®¥¤¨¨¬®¥ | ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾
¯°¨°®¤³ ±¨±²¥¬», ². ¥. ¯°¥¤±ª §³¥¬®±²¼, ¨ µ ®±, ². ¥. ¥¯°¥¤±ª -
§³¥¬®±²¼. �°¥¤¬¥²®¬ ½²®© ¨ ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥² ®¡±³¦¤¥¨¥
¢®¯°®±  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¨, ® ° §«¨·»µ ²° ª²®¢-
ª µ ½²¨µ ¢ ¦¥©¸¨µ  ²°¨¡³²®¢ ¤¨ ¬¨ª¨.

� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ °¥·¼ ®¡  ¢²®®¬»µ ±¨±²¥¬ µ,
®¯¨±»¢ ¥¬»µ ®¡»ª®¢¥»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬³° ¢¥¨¥¬ ¢¨¤ 

dx

dt
= F(x); (9.1)
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¨ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±®±²®¿¨¥ § ¤ ¥²±¿ § ¢¨±¿¹¨¬ ®² ¢°¥¬¥¨
N -¬¥°»¬ ¢¥ª²®°®¬ x(t). �¤¥±¼ F(x) ¥±²¼ ¢¥ª²®° ¿ ´³ª¶¨¿,
®²®¡° ¦ ¾¹ ¿ N -¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¢ ±¥¡¿. �¢®¤¨¬»¥ ¯®¿²¨¿,
®¤ ª®, ®¡®¡¹ ¾²±¿ ¨   ¤°³£¨¥ ª« ±±» ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, ¢
²®¬ ·¨±«¥   °¥ª³°°¥²»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿.

� ª ¬» ±¥©· ± ³¢¨¤¨¬, ¯®¿²¨¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥-
®, ¥³±²®©·¨¢®±²¨, ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ¯®-° §®¬³ | ¯® � £° ¦³,
�³ ±±®³, �¿¯³®¢³,  ª¶¥²¨°³¿ ¢¨¬ ¨¥   ° §»µ  ±¯¥ª² µ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨ ¨«¨ ¬®¦¥±²¢  ¡«¨§-
«¥¦ ¹¨µ ²° ¥ª²®°¨©.

9.1. �±²®©·¨¢®±²¼ ¯® � £° ¦³

�®·ª  x0,   ² ª¦¥ ¨±µ®¤¿¹ ¿ ¨§ ¥¥ ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ x(t)
 §»¢ ¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ¯® � £° ¦³, ¥±«¨ ±®±²®¿¨¥ x(t) ¢±¥-
£¤ , ¯°¨ ¢±¥µ t > 0, ®±² ¥²±¿ ¢ ¥ª®²®°®© ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨
´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ·¥ £®¢®°¿, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®±² ² 
R, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ t > 0 ¨¬¥¥¬ kx(t)k < R. (� ¯¨±¼ kx(t)k ¡³¤¥² ¢
 ¸¥¬ ¨§«®¦¥¨¨ ®¡®§ · ²¼, ª ª ¯° ¢¨«®, ®¡»·³¾ ¥¢ª«¨¤®¢³

®°¬³: kx(t)k =
q
x21 + x22 + : : :+ x2N , £¤¥ x1, x2, : : :, xN | ª®¬-

¯®¥²» ¢¥ª²®°  x.)
�®£¤  ¢ «¥ª¶¨¨ 4 ¬» ¯®ª § «¨, ·²®  ²²° ª²®° �®°¥¶  ° ±¯®-

« £ ¥²±¿ ¢ ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¬» ¤®-
ª § «¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ³±²®©·¨¢®±²¼ ¬®¦¥±²¢  ²° ¥ª²®°¨© ±¨±²¥¬»
�®°¥¶  ¯® � £° ¦³.

9.2. �±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �³ ±±®³ ¨ ¢®§¢° ²» �³ ª °¥

�®·ª  ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  y  §»¢ ¥²±¿ !-¯°¥¤¥«¼®© ²®·-
ª®© ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨ x(t), ¥±«¨ ¬®¦® ³ª § ²¼ ² ª³¾ ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¬¥²®¢ ¢°¥¬¥¨ tk ! 1, ·²® lim

k!1
x(tk) = y. � -

«®£¨·®, ²®·ª  z  §»¢ ¥²±¿ �-¯°¥¤¥«¼®© ²®·ª®©, ¥±«¨ ¬®¦®
³ª § ²¼ ² ª³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¬¥²®¢ ¢°¥¬¥¨ tk ! �1,
·²® lim

k!1
x(tk) = z. �®¦¥±²¢® ¢±¥µ !-¯°¥¤¥«¼»µ ²®·¥ª  §»¢ -

¥²±¿ !-¯°¥¤¥«¼»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¤ ®© ²° ¥ª²®°¨¨ 
x,   ¬®¦¥-
±²¢® ¢±¥µ �-¯°¥¤¥«¼»µ ²®·¥ª | �-¯°¥¤¥«¼»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ Ax.
�° ¥ª²®°¨¿ x(t)  §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢®© ¯® �³ ±±®³, ¥±«¨ ª ¦-
¤ ¿ ¥¥ ²®·ª  ¿¢«¿¥²±¿ �-¯°¥¤¥«¼®© ¨ !-¯°¥¤¥«¼®©, ². ¥. x(t) 2
2 
x \ Ax.

�²®¡» ³¿±¨²¼ § ·¥¨¥ ¢¢¥¤¥®£® ¯®¿²¨¿, § ¬¥²¨¬, ·²® «¾-
¡®© ³±² ®¢¨¢¸¨©±¿ °¥¦¨¬ ª®«¥¡ ¨© ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢-
»µ ±¨±²¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨, ³±²®©·¨¢»¬¨ ¯® �³ ±-
±®³. �²® ®²®±¨²±¿ ¨ ª ¤¨ ¬¨·¥±ª®¬³ µ ®±³, ±¢¿§ ®¬³ ± ±³¹¥-
±²¢®¢ ¨¥¬ ±²° ®£®  ²²° ª²®°  | °¥¦¨¬³, ª®²®°»© ¬®¦® ±·¨-
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² ²¼ ³±² ®¢¨¢¸¨¬±¿ ¢ ±¬»±«¥ ¯®±²®¿±²¢  ¢® ¢°¥¬¥¨ ¥£® ³±°¥¤-
¥»µ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª.

� ¤°³£®© ±²®°®», ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¥¢¥°® | ¥ ¢±¿-
ª ¿ ³±²®©·¨¢ ¿ ¯® �³ ±±®³ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² °¥¦¨¬ ¤¨ -
¬¨ª¨, ª®²®°»© ± ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¬®¦¥² ±·¨² ²¼±¿ ³±² -
®¢¨¢¸¨¬±¿. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ± ¬® ¯® ±¥¡¥ ±¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨
¯® �³ ±±®³ ¥¹¥ ¨·¥£® ¥ £®¢®°¨² ® ²®¬, ª ª ¢¥¤³² ±¥¡¿ ±®±¥¤¨¥
²° ¥ª²®°¨¨ | ¯°¨²¿£¨¢ ¾²±¿ «¨ ®¨ ª ¨±µ®¤®© ²° ¥ª²®°¨¨ ¨«¨
³µ®¤¿² ®² ¥¥. �¤ ª® § ¢¥¤®¬® ±¯° ¢¥¤«¨¢®, ·²® ²° ¥ª²®°¨¨, ®²¢¥-
· ¾¹¨¥ ¯°®¶¥±± ¬ ³±² ®¢«¥¨¿ (¯¥°¥µ®¤»¬ ¯°®¶¥±± ¬), ³±²®©-
·¨¢»¬¨ ¯® �³ ±±®³ ¥ ¿¢«¿¾²±¿.

�¡±³¤¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢.
�°®±²¥©¸¨© ¯°¨¬¥° | ½²® ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿. �¬³ ®²¢¥-

· ¥² ´ §®¢ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨, ¨ ® , ®·¥-
¢¨¤®, ³±²®©·¨¢  ¯® �³ ±±®³.

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ®²«¨· ¿ ®² ¥¯®¤¢¨¦®©
²®·ª¨, ²® ³±²®©·¨¢®© ¯® �³ ±±®³ ®  ¡³¤¥² ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨
®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ ¢®§¢° ¹ ²¼±¿ ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «³¾ ®ª°¥±²-
®±²¼ ª ¦¤®© ±¢®¥© ²®·ª¨ ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ° §. �®§¢° ² ²° ¥ª-
²®°¨¨ ¢ "-®ª°¥±²®±²¼ ¯°®¨§¢®«¼® ¢»¡° ®©   ¥©  · «¼®©
²®·ª¨  §»¢ ¾² ¢®§¢° ²®¬ �³ ª °¥.

� ±±¬®²°¨¬ § ¬ª³²³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ | ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �®§-
¢° ²» �³ ª °¥ ¡³¤³² ´¨ª±¨°®¢ ²¼±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨, ±® ±ª®«¼ ³£®¤-
® ¢»±®ª®© ²®·®±²¼¾ (°¨±. 9.2 ). �°¥¬¿ ¢®§¢° ²  T ¥±²¼ ¯°®±²®
¯¥°¨®¤ ¶¨ª«  ¨ ®® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ", ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ª®£¤ 
" ±² ®¢¨²±¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»¬.

�¡° ²¨¬±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯® ±²¥¯¥¨ ±«®¦®±²¨ ¯°¨¬¥°³ ¨
¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® § ¤ ®£® " ¬®¦® ³ª § ²¼ ¯¥°¨®¤
¢®§¢° ²  T ("), ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ ±² °²    ¤ ®©
²° ¥ª²®°¨¨, ¯°¨·¥¬ ¯°¨ " ! 0 ½²®² ¯¥°¨®¤ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®-
¥·®±²¨ (°¨±. 9.2¡). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢®§¢° ²» ± ¤ ®© ±²¥¯¥-
¼¾ ²®·®±²¼¾ ±«¥¤³¾² ¤°³£ §  ¤°³£®¬ °¥£³«¿°®, ± ¯° ¢¨«¼®©
¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾, ® ¯¥°¨®¤ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿, ¥±«¨ ¬» µ®²¨¬ ³¢¥«¨-
·¨²¼ ²®·®±²¼ ±° ¢¥¨¿ ±®±²®¿¨©. � ª¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿  §»¢ ¾²
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨. � · ±²®±²¨, ª ¨¬ ®²®±¨²±¿ ±³¯¥°¯®-
§¨¶¨¿ ¤¢³µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ª®«¥¡ ¨© ± ¥±®¨§¬¥°¨¬»¬¨ ( µ®-
¤¿¹¨¬¨±¿ ¢ ¨°° ¶¨® «¼®¬ ®²®¸¥¨¨) · ±²®² ¬¨. � ´ §®¢®¬
¯°®±²° ±²¢¥ ½²®¬³ ²¨¯³ ¤¨ ¬¨ª¨ ®²¢¥· ¥² ²° ¥ª²®°¨¿, ¯«®²®
¯®ª°»¢ ¾¹ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼ ²®° . �°¨  «¨·¨¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±« 
¥±®¨§¬¥°¨¬»µ · ±²®² £®¢®°¿² ® ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬ µ,
 ±±®¶¨¨°³¾¹¨µ±¿ ± ²®° ¬¨ ° §¬¥°®±²¨ 3, 4 ¨ ². ¤.

� ª®¥¶, ¤¨ ¬¨·¥±ª¨© µ ®± | ½²® ² ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¢®§-
¢° ²» �³ ª °¥ ¢ "-®ª°¥±²®±²¼ ±² °²®¢®© ²®·ª¨ ¥ ¯°®¿¢«¿¾²
°¥£³«¿°®±²¨, ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨
¢®§¢° ² ¬¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ª ¦¤»© ° § ¤°³£¨¬ ¨ ¢®§¨ª ¥² ¥ª®²®-
°®¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢°¥¬¥ ¢®§¢° ²  (°¨±. 9.2¢).
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�§ ±ª § ®£® ¿±®, ·²® ¨§³·¥¨¥ ±² ²¨±²¨ª¨ ¢®§¢° ²®¢ �³ -
ª °¥ | ¬®¹®¥ ±°¥¤±²¢®   «¨§  ¨ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ
°¥¦¨¬®¢. �®-¢¨¤¨¬®¬³, ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ½²®£® ¯®¤-

�¨±. 9.2. �®§¢° ²» �³ ª °¥ ¤«¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£®, ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¨ µ ®²¨-
·¥±ª®£® °¥¦¨¬  ¤¨ ¬¨ª¨

µ®¤  ¥¹¥ ¥ ¯®«®±²¼¾ ¨±·¥°¯ » ¢ ±®¢°¥¬¥®© ¥«¨¥©®© ¤¨-
 ¬¨ª¥.

9.3. �±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �¿¯³®¢³

�¢®¤¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® � £° ¦³ ¨ �³ ±±®³, ¬»
£®¢®°¨«¨ ® ±¢®©±²¢ µ ®¤®©, ®²¤¥«¼® ¢§¿²®© ²° ¥ª²®°¨¨. �®¿-
²¨¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® �¿¯³®¢³ µ ° ª²¥°¨§³¥² ²° ¥ª²®°¨¾ ± ²®·ª¨
§°¥¨¿ ¯®¢¥¤¥¨¿ ±®±¥¤¨µ ²° ¥ª²®°¨©, ° ±¯®« £ ¾¹¨µ±¿ ¢ ¥¥
®ª°¥±²®±²¨.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  (9.1) ¯°¨ ±² °²¥ ¨§
 · «¼®© ²®·ª¨ x0 ¯®°®¦¤ ¥² ²° ¥ª²®°¨¾ x(t). � ±±¬®²°¨¬ ¤°³-
£³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ ²®© ¦¥ ±¨±²¥¬» y(t), ±² °²®¢ ¿ ²®·ª  ª®²®°®©
y0 ¡«¨§ª  ª x0. �±«¨ ®¡¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ®±² ¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨ ¢ «¾-
¡®© ¯®±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨, ²® ²° ¥ª²®°¨¿ x(t)  §»¢ ¥²±¿
³±²®©·¨¢®© ¯® �¿¯³®¢³. �®¢®°¿ ¡®«¥¥ ´®°¬ «¼®, ²° ¥ª²®°¨¿
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x(t) ³±²®©·¨¢ , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£®, ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®£® ¯®«®¦¨²¥«¼-
®£® ·¨±«  " ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � > 0, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ ±² °² 
¨§ �-®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ x0, ². ¥. ¯°¨ kx0 � y0k < �, ¨¬¥¥¬ ¤«¿
¢±¥µ t > 0 kx(t)� y(t)k < ".

�®«¥¥ ±¨«¼®¥ ±¢®©±²¢® |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª ¿ ³±²®©·¨¢®±²¼. �° -
¥ª²®°¨¿ x(t)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢ , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£®, ±ª®«¼
³£®¤® ¬ «®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � > 0, ·²® ¯°¨ kx0�y0k < �
¨¬¥¥¬ ¤«¿ ¢±¥µ t > 0 lim

t!1
kx(t)� y(t)k = 0.

� £«¿¤ ¿ ª ·¥±²¢¥ ¿ ¨««¾±²° ¶¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® � £° -
¦³, �³ ±±®³ ¨ �¿¯³®¢³ ¯°¨¢®¤¨²±¿   °¨±. 9.3. �®£¤  £®¢®°¿²

�¨±. 9.3. � ·¥±²¢¥ ¿ ¨««¾±²° ¶¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® � £° ¦³ (²° ¥ª²®°¨¿
®±² ¥²±¿ ¢ § ¬ª³²®© ®¡« ±²¨), ¯® �³ ±±®³ (²° ¥ª²®°¨¿ ¬®£®ª° ²® ¢®§¢° -
¹ ¥²±¿ ¢ "-®ª°¥±²®±²¼ ±² °²®¢®© ²®·ª¨) ¨ ¯® �¿¯³®¢³ (¤¢¥ ¡«¨§ª¨¥   ±² °²¥
²° ¥ª²®°¨¨ ®±² ¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨ ¢±¥£¤ )

¯°®±²® ®¡ ³±²®©·¨¢®© ²° ¥ª²®°¨¨, ²® À¯® ³¬®«· ¨¾Á ¢±¥£¤  ¨¬¥-
¥²±¿ ¢ ¢¨¤³ ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �¿¯³®¢³.

�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ § ¬¥· ²¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ : ¥±«¨ ¥¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ³±²®©·¨¢  ¯® �³ ±±®³ ¨ �¿¯³®¢³;
²® ®  ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿. �²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¼ ±³¹¥±²¢¥®
± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ²®¬, ·²® ¢®§¬®¦® ¨ ·²® ¥¢®§-
¬®¦® ¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ.

�°¨¢¥¤¥¬  ¡°®±®ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢ . �±«¨ ²° ¥ª²®°¨¿ x(t) ³±²®©-
·¨¢  ¯® �³ ±±®³, ²® ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ «¾¡®© ¥¥
²®·ª¨ x0(t0) ®²»¹³²±¿ ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ²®·ª¨ x(t1) ¨ x(t1+�), ¯°¨-
·¥¬ ¢°¥¬¥®© ±¤¢¨£ � ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¡°  ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸¨¬.
� ±¨«³ ³±²®©·¨¢®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ x(t) ¯® �¿¯³®¢³, ²®·ª¨ x(t1+ t)
¨ x(t1 + � + t) ¤®«¦» ®±² ¢ ²¼±¿ ¡«¨§ª¨¬¨ ª x0(t0 + t) ¨, ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¤°³£ ª ¤°³£³. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ²° ¥ª²®°¨¿ x(t)
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿.

� «¨§ ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨   ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯® «¨¥©®¬³ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¾ ¨ ²¥®°¥¬  �¿¯³®¢ . �³±²¼ x(t) ¥±²¼ ¥ª®²®° ¿ ´ §®¢ ¿
²° ¥ª²®°¨¿, ¯®°®¦¤ ¥¬ ¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© (9.1),   y(t) =
= x(t) + ex(t) | ¡«¨§ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, °¥ «¨§³¾¹ ¿±¿ ¯°¨ ¥¬®£®
¨§¬¥¥®¬  · «¼®¬ ³±«®¢¨¨. �®¤±² ¢¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ y(t) ¢
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³° ¢¥¨¥ (9.1) ¨ ° §«®¦¨¬ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¯® ¢®§-
¬³¹¥¨¾ ex. �¬¥¥¬:

dx

dt
+
dex
dt

= F(x) +A
�
x(t)

�ex+ : : : ; (9.2)

£¤¥ A
�
x(t)

�
¥±²¼ ¬ ²°¨¶ , ±®±² ¢«¥ ¿ ¨§ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ

®² ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°®© ´³ª¶¨¨ F(x) ¯® ª®¬¯®¥² ¬ ¢¥ª²®°  x:

A =

0
BBBBBBBB@

@F1
@x1

@F1
@x2

: : :
@F1
@xN

@F2
@x1

@F2
@x2

: : :
@F2
@xN

...
...

. . .
...

@FN
@x1

@FN
@x2

: : :
@FN
@xN

1
CCCCCCCCA
: (9.3)

�°¥¥¡°¥£ ¿ ·«¥ ¬¨ ¢²®°®£® ¨ ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ³·¨²»-
¢ ¿, ·²® x(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ dx=dt = F(x),  µ®¤¨¬,
·²® ½¢®«¾¶¨¿ ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥¨¿ ex(t) ¢ «¨¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨
®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬

dex
dt

= Aex: (9.4)

�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ·¥°¥§ ¯®±°¥¤±²¢® ¯¥°¥¬¥®© x, ®¯¨±»¢ ¾¹¥©
¤¢¨¦¥¨¥ ¯® ¥¢®§¬³¹¥®© ²° ¥ª²®°¨¨, ¬ ²°¨¶  A § ¢¨±¨² ®²
¢°¥¬¥¨: A � A

�
x(t)

�
� A(t).

� ¡³¤¥¬ ¯®ª  ®¡ ¨±µ®¤®© § ¤ ·¥ ¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¢®©±-
²¢  °¥¸¥¨© «¨¥©®£® ³° ¢¥¨¿ (9.4). �²® ª ª ° § ²  ¬ ²¥¬ ²¨-
·¥±ª®© ¯°®¡«¥¬ , ¯°¨¬¥¨²¥«¼® ª ª®²®°®© ¡»«  ±´®°¬³«¨°®¢  
§ ¬¥¨² ¿ ²¥®°¥¬  �¿¯³®¢ . �±®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®-
±²¨ ½²®© ²¥®°¥¬» ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤®«¦  ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ² ª ¿
ª®±² ²  M , ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ ¬ ²°¨¶» Aij ¨ ¤«¿ ¯°®¨§-

¢®«¼®£® T ¢¥«¨·¨ 
1

T

TZ
0

jAij(t)j dt ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² M .

�¥®°¥¬  ³²¢¥°¦¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥.
1) �«¿ «¾¡®£® °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ (9.4) ex(t) ±³¹¥±²¢³¥² «¿¯³-

®¢±ª¨© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ | ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨-
±«®, ®²«¨·®¥ ®² �1, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª ª ¢¥°µ¨© ¯°¥¤¥«,

�
ex(t) = lim

T!1

1

T
ln kex(T )k: (9.5)
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2) �°¨ ³¬®¦¥¨¨ °¥¸¥¨¿   ª®±² ²³ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª -
§ ²¥«¼ ¥ ¬¥¿¥²±¿, ². ¥.

�Cex(t) = �
ex(t): (9.6)

3) �¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¤¢³µ °¥¸¥-
¨©, ex1(t) ¨ ex2(t), ¬¥¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥ ¡®«¼¸¥¬³ ¨§ ¯®ª § ²¥«¥©
½²¨µ ¤¢³µ °¥¸¥¨©, ². ¥.

�C1ex1+C2ex2
6 max (�

ex1
; �

ex2
): (9.7)

4) �¬¥¥²±¿N (¯® ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ ) «¨¥©®
¥§ ¢¨±¨¬»µ °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ (9.4) exi(t) (´³¤ ¬¥² «¼ ¿
±¨±²¥¬  °¥¸¥¨©), ª®²®°»¬ ®²¢¥· ¥² N «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©,
³¬¥°³¥¬»µ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ³¡»¢ ¨¿: �1 > �2 > : : : > �N . � ¨¡®«¼-
¸¥¥ ¨§ ½²¨µ ·¨±¥«, �1,  §»¢ ¾² ±² °¸¨¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § -
²¥«¥¬.

�¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ². ¥.  ¡®° ·¨±¥« f�1;
�2; : : :; �Ng, ±«¥¤³¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ «¨¥©®©
±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© (9.4),   ¥ ª ª®£®-²® ®¤®£® °¥¸¥¨¿ ex(t), ¯®-
±ª®«¼ª³ ® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ´³¤ ¬¥² «¼®© ±¨±²¥¬»

�exi(t)	.
�«¿ «¾¡®£® °¥¸¥¨¿ ex(t) «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¡³¤¥² ®¡¿§ -
²¥«¼® ®¤® ¨§ ·¨±¥« f�1; �2; : : :; �Ng.

�¥°¥¬±¿ ²¥¯¥°¼ ª ¨±µ®¤®© § ¤ ·¥, ². ¥. ª ¥«¨¥©®© ±¨-
±²¥¬¥ ³° ¢¥¨© (9.1). �«¿ ª ¦¤®© ²° ¥ª²®°¨¨ x(t) ³° ¢¥¨¥
¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ (9.4) ¤ ±² ®¯°¥¤¥«¥»© ±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª -
§ ²¥«¥©. �°¨±³²±²¢¨¥ ¢ ½²®¬ ±¯¥ª²°¥ ¯®ª § ²¥«¿ � ®§ · ¥², ·²®
±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ¨±µ®¤®© ²° ¥ª²®°¨¨, ª®²®°®¥ ½¢®-
«¾¶¨®¨°³¥² ¢® ¢°¥¬¥¨, £°³¡® £®¢®°¿, ª ª exp (�t) (¯®ª   ¬¯«¨-
²³¤  ¬ «  ¨ ®¯° ¢¤ ® ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ «¨¥©®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿).
�«¥¤®¢ ²¥«¼®,  «¨·¨¥ ¢ ±¯¥ª²°¥ µ®²¿ ¡» ®¤®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£®
«¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®§ · ¥² ¥³±²®©·¨¢®±²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥-
¬®© ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨. �±«¨ ¢±¥ ¯®ª § ²¥«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼», ²®
½²® £®¢®°¨² ®¡  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ³±²®©·¨¢®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨. �±«¨
±² °¸¨© ¯®ª § ²¥«¼ ³«¥¢®©, ²® ½²® ¬®¦¥² ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢®¢ ²¼ ®
¥¤®±² ²®·®±²¨ «¨¥©®£®   «¨§  ¤«¿ § ª«¾·¥¨¿ ®¡ ³±²®©·¨-
¢®±²¨ ¨«¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯® �¿¯³®¢³.

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°®¢, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ¯°®±²®©   «¨§, ° ±±¬®-
²°¨¬ § ¤ ·³ ® ¢»·¨±«¥¨¨ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ¤«¿ ¥¯®-
¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ¨ ¤«¿ § ¬ª³²®© ²° ¥ª²®°¨¨ | ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« .

� ±«³· ¥ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ x(t) � x0 = const, ¨ ¬ ²°¨¶  A
¢ ³° ¢¥¨¨ (9.4) ¯®±²®¿ . �®§¬³¹¥¨¥ ex(t) ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢
¢¨¤¥ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ½²®© ¬ ²°¨¶» ª ª

ex(t) = NX
s=1

Csexs exp (�st); (9.8)



142 �¥ª¶¨¿9. �±²®©·¨¢®±²¼ ¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¼

£¤¥ exs ¨ �s | ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ®¯°¥-
¤¥«¿¥¬»¥ ¨§ ³° ¢¥¨¿ Aexs = �sexs. �¥¹¥±²¢¥®¬³ ±®¡±²¢¥-
®¬³ ·¨±«³ ®²¢¥· ¥² «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ � = �s,   ª®¬¯«¥ª±-
®¬³ � = Re�s, ² ª ·²® ª ¦¤ ¿ ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥ ¿ ¯ ° 
±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ¤ ¥² ¤¢  ®¤¨ ª®¢»µ ¯®ª § ²¥«¿.

�±«¨ ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®-
ª § ²¥«¼, ²® ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ¥³±²®©·¨¢ . �±«¨ ¦¥ ¢±¥ ¯®ª -
§ ²¥«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼», ²® ½²® ®§ · ¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª³¾ ³±²®©·¨-
¢®±²¼.

� ±«³· ¥ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  § ¢¨±¨¬®±²¼ ±®±²®¿¨¿ ®² ¢°¥¬¥¨
¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿, x(t) = x(t+ T ). � ª¦¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ¡³¤¥² ¨ § -
¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢°¥¬¥¨ ¬ ²°¨¶» A. � ±¨«³ «¨¥©®±²¨ ³° ¢¥-
¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ (9.4), ¢¥ª²®°» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨
t = nT ¨ t = (n + 1)T ±¢¿§ » ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¥ª®²®°®© ¬ ²°¨¶»
UT , ª®²®°³¾  §»¢ ¾² ¬ ²°¨¶¥© ¬®®¤°®¬¨¨:

ex�(n+ 1)T
�
= UT ex(nT ): (9.9)

� ²°¨¶³UT ¬®¦®  ©²¨ ·¨±«¥®. �±«¨ § ¤ ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼-
®£® ³±«®¢¨¿ ¤«¿ x ²®·ª³   ¶¨ª«¥,   ¤«¿ ex|¢¥ª²®° [0; 0; : : :; 1; : : :; 0; 0],
£¤¥ ¥¤¨¨¶  ±²®¨²   i-© ¯®§¨¶¨¨, ¨ ¯°®¢¥±²¨ ±®¢¬¥±²®¥ °¥¸¥¨¥ ³° ¢-
¥¨© (9.1) ¨ (9.4)   ¨²¥°¢ «¥ ¢ ®¤¨ ¯¥°¨®¤ T , ²® ¯®«³·¥»© ¢ °¥-
§³«¼² ²¥ ¢¥ª²®° ex(T ) ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±®¡®© i-© ±²®«¡¥¶ ¬ ²°¨¶»UT .

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³   ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § -
·¥¨¿ ¤«¿ ¬ ²°¨¶» ¬®®¤°®¬¨¨:

UT exs = �sexs: (9.10)

�®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  �s ¬®£³² ¡»²¼ ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ¨«¨ ª®¬-
¯«¥ª±»¬¨ ¨ ¨µ  §»¢ ¾² ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¬¨ ¶¨ª« . �°¥¤¯®-
« £ ¿ ¤«¿ ¯°®±²®²», ·²® ¬ ²°¨¶  ¥¢»°®¦¤¥ ¿, ¬®¦® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ ¢ ¢¨¤¥ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ±®¡-
±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢:

ex(nT ) = NX
s=1

Csexs�ns : (9.11)

�±«¨ ¢®§¬³¹¥¨¥  ¯° ¢«¥® ¢¤®«¼ ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®° , ¨¬¥-
¾¹¥£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²®   ª ¦¤®¬ ®·¥°¥¤®¬
¯¥°¨®¤¥ ¶¨ª«  ®® ¯°®±²® ³¬®¦ ¥²±¿   �s, ² ª ·²®  ¬¯«¨²³¤ 
 ° ±² ¥² ¯® § ª®³

kex(nT )k �= j�jn: (9.12)

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ±«³· © ª®¬¯«¥ª±®£® ±®¡±²¢¥®£® ·¨±«  � =
= � exp (i#), ¢ ´®°¬³«¥ (9.11) ±«¥¤³¥² ³·¥±²¼ ¢ª« ¤ ¤¢³µ ª®¬¯«¥ª±-
®-±®¯°¿¦¥»µ ·«¥®¢, ² ª ·²® ¢®§¬³¹¥¨¥ ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ª ª

kex(nT )k = jC�n + C���nj = jC�n cos (n#+ argC)j: (9.13)
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�»·¨±«¿¿ ¢¥°µ¨© ¯°¥¤¥« lim
T!1

(1=T ) ln kex(t)k, ¬®¦® ¥ ®¡° ¹ ²¼

¢¨¬ ¨¥   ¬®¦¨²¥«¼ cos (n#+ argC). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ®¡®¨µ
±«³· ¿µ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¤ ¥²±¿ ±®®²-
®¸¥¨¥¬

� =
1

T
ln j�j: (9.14)

� «¨·¨¥ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° , ¯°¥¢»¸ ¾¹¥£® ¯® ¬®¤³«¾ ¥¤¨¨¶³,
®§ · ¥² ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¨
¥³±²®©·¨¢®±²¼ ¶¨ª« . �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ³ «¾¡®© ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®© ²° ¥ª²®°¨¨, ³±²®©·¨¢®© ¨«¨ ¥³±²®©·¨¢®©, ®¡¿§ ²¥«¼® ¨¬¥-
¥²±¿ ³«¥¢®© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼, ±¢¿§ »© ± ¢®§¬³¹¥¨¥¬
²¨¯  ±¤¢¨£  ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥
¢ ±°¥¤¥¬ ¥  ° ±² ¥² ¨ ¥ § ²³µ ¥² ¢® ¢°¥¬¥¨: ¢®§¬³¹¥®¥
°¥¸¥¨¥ ®²¢¥· ¥² ¤¢¨¦¥¨¾ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¯® ²®© ¦¥ ²° -
¥ª²®°¨¨ ¨ ¨¬¥¥², ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ² ª®© ¦¥ ¢°¥¬¥®© ¯¥°¨®¤, ·²®
¨ ¥¢®§¬³¹¥®¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±²®©·¨¢»© ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«
¨¬¥¥² ³«¥¢®© ±² °¸¨© ¯®ª § ²¥«¼, ²®£¤  ª ª ®±² «¼»¥ ¯®ª § -
²¥«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼».

�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨© ±¬»±« «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª -
§ ²¥«¥©. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥  ± ¬¡«¼ ±¨±²¥¬, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ
®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ (9.1), ¨ ¢±¥ ®¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ±«¥£ª 
®²«¨· ¾¹¨¬¨±¿  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨, ² ª ·²® ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®-
±²° ±²¢¥ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¥¬ ¸ °®®¡° §®¥ ®¡« ª® ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®-
·¥ª ¬ «®£® ° ¤¨³±  " ± ¶¥²°®¬   ²° ¥ª²®°¨¨ x(t). � ²¥·¥¨¥¬
¢°¥¬¥¨, ¯® ¬¥°¥ ²®£® ª ª ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ®¡« ª  ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ±¢®¥©
´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨, ®® ¡³¤¥² ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿. �® ²¥µ ¯®° ¯®ª 
° §¬¥°» ®¡« ª  ¥¹¥ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¬ «»¬¨, ®® ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤
N -¬¥°®£® ½««¨¯±®¨¤  (°¨±. 9.4). �³±²¼ ¥£® ° §¬¥°» ¯®N £« ¢»¬

�¨±. 9.4. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©: ª ¦-
¤»© ¨§ ¯®ª § ²¥«¥© µ ° ª²¥°¨§³¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¬ ±¸² ¡  ¢¤®«¼ ®¤®© ¨§ £« ¢»µ
®±¥© ½««¨¯±®¨¤ , ¢ ª®²®°»© §  ¡®«¼¸®¥ ¢°¥¬¿ T ¯¥°¥µ®¤¨² ¡¥±ª®¥·® ¬ «»©
¸ °¨ª ± ¶¥²°®¬   ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²° ¥ª²®°¨¨
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¯®«³®±¿¬ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ¡³¤³² fl1; l2; : : :; lNg = f" exp (�1t);
" exp (�2t); : : :; " exp (�N t)g. � ¯°¥¤¥«¥ ¬ «»µ " ¨ ¡®«¼¸¨µ t ´¨-
£³°¨°³¾¹¨¥ §¤¥±¼ ¢¥«¨·¨» f�1; �2; : : :; �Ng ª ª ° § ¨ ®¯°¥¤¥-
«¿¾² ±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©. � -
ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤»© ¯®ª § ²¥«¼ ®²¢¥· ¥² §  ° ±¸¨°¥¨¥ ¨«¨ ±¦ -
²¨¥ ½««¨¯±®¨¤  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª ¢¤®«¼ ®¤®© ¨§ ¥£® £« ¢»µ
®±¥©.

�®«¥¥ ´®°¬ «¼ ¿,  «£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ «¿¯³®¢-
±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ (Greene, Kim, 1987). � ±-
±¬®²°¨¬ ¢®¢¼ ®¯°¥¤¥«¥³¾ ´ §®¢³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ x(t) ¨ ½¢®«¾-
¶¨¾ ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥¨¿ ex(t) ¢¤®«¼ ½²®© ²° ¥ª²®°¨¨. �¯°¥¤¥«¥¨¥
«¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ (9.5) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬:

� = lim
T!1

1

2T
ln kex(T )k2 = lim

T!1

1

2T
ln
�ex+(T ); ex(T )�; (9.15)

£¤¥ ª°¥±²¨ª ®¡®§ · ¥² ²° ±¯®¨°®¢ »© ¢¥ª²®°,   ª°³£«»¥ ±ª®¡-
ª¨ | ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥:

ex =

0
BB@
ex1ex2
...exN

1
CCA ; ex+ = (ex1 ex2 : : :exN);

(ex+; ex) = ex21 + ex22 + : : :+ ex2N = kexk2:
(9.16)

� ±¨«³ «¨¥©®±²¨ ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ (9.4), ¢¥ª²®°» ¢®§-
¬³¹¥¨¿ ¢  · «¼»© (t = 0) ¨ ª®¥·»© (t = T ) ¬®¬¥²» ¢°¥-
¬¥¨ ±¢¿§ » ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¥ª®²®°®© ¬ ²°¨¶» UT | ¬ ²°¨¶»
½¢®«¾¶¨¨:

ex(T ) =UT ex(0): (9.17)

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯° ¢¨« ¬¨ «¨¥©®©  «£¥¡°» ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®ex+(T ) = ex+(0)U+
T
. �®½²®¬³ ¬®¦® § ¯¨± ²¼

1

T
ln kex(t)k = 1

2T
ln
�ex+(0)U+

T
UT ex(0)�: (9.18)

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³   ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § -
·¥¨¿ ¤«¿ ¬ ²°¨¶» VT = U+

TUT :

VTu = �su: (9.19)

�²  ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  N � N ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ N ¸²³ª ±®¡±²¢¥»µ
¢¥ª²®°®¢ us ¨ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© �s (±°¥¤¨ ª®²®°»µ ¬®£³² ¡»²¼
¨ ¢»°®¦¤¥»¥). �±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¢¥ª²®°  ¢®§¬³¹¥¨¿ § ¤  ®¤¨
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¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬ ²°¨¶» VT , ²® ¢  ±¨¬¯²®²¨ª¥ ¯® T
¯®«³· ¥¬ ª ª ° § ®¤¨ ¨§ N ¯®ª § ²¥«¥© �¿¯³®¢ :

1

T
ln kex(t)k = 1

2T
ln
�ex+(0)Vex(0)� =

=
1

2T
ln
�ex+(0)ex(0)�s� ���!

T!1
�s = lim

T!1

ln �s
2T

: (9.20)

�®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» V = U+U  §»¢ ¾²±¿ ±¨£³-
«¿°»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¬ ²°¨¶» U. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¢¥¤¥®¥ ° ±-
±³¦¤¥¨¥ ±¢¿§»¢ ¥² ±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ±® ±¯¥ª²°®¬
±¨£³«¿°»µ ·¨±¥« ¬ ²°¨¶» ½¢®«¾¶¨¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨© ¨±±«¥-
¤³¥¬®© ²° ¥ª²®°¨¨. �§¢¥±²®, ·²® ±¨£³«¿°»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶»
N � N ±®±² ¢«¿¾²  ¡®° ¨§ N ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ
·¨±¥«, ² ª ·²® ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ¢ (9.20) ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ ±®¡±²¢¥-
»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯®«³· ¥²±¿ ª ª ° § ¯®«»© ±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®-
ª § ²¥«¥©.

�²¥°¯°¥² ¶¨¿ ±¨£³«¿°»µ ·¨±¥« ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ®¨ ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾² ±®¡®© ´ ª²®°» ¯¥°¥±·¥²  ¬ ±¸² ¡  ¢¤®«¼ £« ¢»µ ®±¥©
½««¨¯±®¨¤ , ¢ ª®²®°»© ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¸ ° ± ¶¥²°®¬ ¢  · «¥ ª®-
®°¤¨ ² ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬ ²°¨¶». �²®  µ®¤¨²±¿
¢ ®·¥¢¨¤®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²° ª²®¢ª®© «¿¯³®¢-
±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ¢  · «¥ ¤ ®£® ° §¤¥« .

�¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨  ²²° ª²®°®¢. �® ±¨µ ¯®°, £®¢®°¿ ® ±¯¥ª-
²°¥ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ¬» ¨¬¥«¨ ¢ ¢¨¤³ ®¡¹³¾ § ¤ ·³ ®¡
³±²®©·¨¢®±²¨ ¥ª®²®°®© ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨. � ¤ ¤¨¬±¿ ²¥¯¥°¼
¡®«¥¥ ª®ª°¥²»¬ ¢®¯°®±®¬ ® ¤¨ ¬¨ª¥ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®© ±¨±²¥¬»
¢ ³±² ®¢¨¢¸¥¬±¿ °¥¦¨¬¥, ². ¥. ¤¨ ¬¨ª®©    ²²° ª²®°¥.

�±«¨  ²²° ª²®° ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ ¨«¨
¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«, ²® ® ±®±²®¨² ¨§ ®¤®© ²° ¥ª²®°¨¨, ¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© ±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬
¢»±²³¯ ¥² ª ª  ²°¨¡³² ½²®£®  ²²° ª²®° . �¤ ª®  ²²° ª²®° ¬®¦¥²
¨¬¥²¼ ¡®«¥¥ ±«®¦³¾ ¯°¨°®¤³ ¨ ¢ª«¾· ²¼ ¬®¦¥±²¢® ²° ¥ª²®°¨©,
ª ª,  ¯°¨¬¥°, ²®° ¨«¨ ±²° »©  ²²° ª²®°. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢®§-
¨ª ¥² ¢®¯°®±, ¬®¦® «¨ £®¢®°¨²¼ ® «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¿µ  ²-
²° ª²®° , ¯®±ª®«¼ª³ ° §»¥ ²° ¥ª²®°¨¨   ¥¬ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §-
»¥ «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨. �·¨² ¥²±¿, ®¤ ª®, ·²® ²¨¯¨· ¿,
¢§¿² ¿  ³£ ¤ ²° ¥ª²®°¨¿    ²²° ª²®°¥ ± ¥¤¨¨·®© ¢¥°®¿²®-
±²¼¾ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¥ª®²®°»© ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»© ±¯¥ª²° «¿¯³®¢-
±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ª®²®°»© ¬®¦® ®²¥±²¨ ª  ²²° ª²®°³ ¢ ¶¥«®¬.
� ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ®±®¢³ ¤«¿ ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¤ ¥² ² ª  §»¢ ¥-
¬ ¿ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢ ¿ ½°£®¤¨·¥±ª ¿ ²¥®°¥¬  �.�. �±¥«¥¤¥¶ ,
±¯° ¢¥¤«¨¢ ¿ ¯°¨ ®·¥¼ ®¡¹¨µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ; ®±®¢®¥ ¨±µ®¤-
®¥ ³±«®¢¨¥ ±®±²®¨² «¨¸¼ ¢ ²®¬, ·²®    ²²° ª²®°¥ ¤®«¦  ¡»²¼
®¯°¥¤¥«¥  ¥±²¥±²¢¥ ¿ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  (�±¥«¥¤¥¶, 1968).
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�¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©  ²²° ª²®°  ®¡¿§  ³¤®¢«¥²¢®-
°¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ²°¥¡®¢ ¨¿¬.

�®-¯¥°¢»µ, ±³¬¬  ¢±¥µ N ¯®ª § ²¥«¥© ¤®«¦  ¡»²¼ ®²°¨¶ -
²¥«¼ :

NX
s=1

�s < 0: (9.21)

�²® ³±«®¢¨¥ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®±²¨, ¡« £®¤ °¿ ª®²®°®¬³  ²²° ª²®° ¿¢«¿-
¥²±¿ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ³«¥¢®© ¬¥°» ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®-
±²° ±²¢¥,   ª®²®°®¬ ª®¶¥²°¨°³¥²±¿ ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ®¡« ª®
¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª.

�®-¢²®°»µ, ³  ²²° ª²®° , ®²«¨·®£® ®² ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨,
®¡¿§ ²¥«¼® ¤®«¦¥ ¨¬¥²¼±¿ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ³«¥¢®© ¯®ª § ²¥«¼.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ²° ¥ª²®°¨¨    ²²° ª²®°¥, ±² °-
²³¾¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¨§ ²®·¥ª x0 ¨ y0 = x(�t), £¤¥ ¢°¥¬¥®©
±¤¢¨£�t ±·¨² ¥²±¿ ¬ «»¬. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾,  ²²° ª²®° ¥ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®©, ¯®½²®¬³ y0 ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± x0. �¡¥ ¨§®-
¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·ª¨ ±«¥¤³¾² ¯® ®¤®© ²° ¥ª²®°¨¨, ². ¥. ®²«¨· ¾²±¿

²®«¼ª® ¢°¥¬¥»¬ ±¤¢¨£®¬, ² ª ·²® y(t)�x(t) �=
dx

dt
�t = F(x)�t.

�®°¬  ½²®© ° §®±²¨ ®£° ¨·¥ : kF(x)�tk < M�t, ² ª ·²® «¿-
¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¤«¿ ¢®§¬³¹¥¨¿ ²¨¯  ±¤¢¨£  ¢¤®«¼ ¯® ²° -
¥ª²®°¨¨ ³«¥¢®©: lim

T!1
(1=T ) lnky� xk = 0.

�¡±³¤¨¬, ª ª¨¬¨ ¬®£³² ¡»²¼ § ª¨ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©
 ²²° ª²®°®¢ ¯°¨ ° §«¨·®© ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ 
±¨±²¥¬». �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯®ª § ²¥«¨ ³¯®°¿¤®·¥» ¢ ¯®°¿¤ª¥
³¡»¢ ¨¿, ¨ ®¡®§ · ²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¯®ª § ²¥«¼ § ª®¬ ¯«¾±,
®²°¨¶ ²¥«¼»© | § ª®¬ ¬¨³±,   ³«¥¢®© | ³«¥¬. �²²° ª²®°³
¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ° §¬¥°®±²¨ N ¡³¤¥² ®²¢¥· ²¼ ²®£¤  ®¯°¥-
¤¥«¥»©  ¡®° ¨§ N § ª®¢, ® ª®²®°®¬ £®¢®°¿² ª ª ® ±¨£ ²³°¥
±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©.

�°¨ N = 1 ¢®§¬®¦¥ ²®«¼ª® ®¤¨ ¢ °¨ ² ±¨£ ²³°», h�i, ·²®
±®®²¢¥²±²¢³¥²  ²²° ª²®°³ ¢ ¢¨¤¥ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ | ±®±²®¿¨¾
° ¢®¢¥±¨¿.

�«¿ N = 2 ¢®§¬®¦» ¤¢  ²¨¯  ±¨£ ²³°»:
h�; �i | ³±²®©·¨¢ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª ,
h0; �i | ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«.

�®¦¥² «¨ ±¨£ ²³°  ±®¤¥°¦ ²¼ § ª ¯«¾±? �¥², ¢ °¨ ² h+; 0i
¨±ª«¾· ¥²±¿ ²°¥¡®¢ ¨¥¬ ¤¨±±¨¯ ²¨¢®±²¨ (±³¬¬  «¿¯³®¢±ª¨µ
¯®ª § ²¥«¥© ¥ ¯®«³· « ±¼ ¡» ®²°¨¶ ²¥«¼®©),   ¢ °¨ ² h+; �i|
³±«®¢¨¥¬ ®¡¿§ ²¥«¼®£®  «¨·¨¿ ³«¥¢®£® ¯®ª § ²¥«¿  ²²° ª²®° ,
¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®©. �¥¯®¤¢¨¦ ¿ ¦¥ ²®·ª  ±
² ª®© ±¨£ ²³°®© ¥³±²®©·¨¢  ¨ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼  ²²° ª²®°®¬.
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�®§¬®¦®±²¼ °¥ «¨§ ¶¨¨  ²²° ª²®°  ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ «¿¯³-
®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¢®§¨ª ¥²,  ·¨ ¿ ± ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£®
¯°®±²° ±²¢  N = 3. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤®¯³±²¨¬»¥ ¢ °¨ ²» ² ª®¢»:

h�; �; �i | ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹ ¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª ,
h0; �; �i | ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«,
h0; 0; �i | ¤¢³¬¥°»© ²®°,
h+; 0; �i | ±²° »©  ²²° ª²®°.
�«¿ ¡®«¼¸¨µ ° §¬¥°®±²¥© ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ª®«¨·¥±²¢®

¢®§¬®¦®±²¥© ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨N = 4 ¯®¬¨¬® ±²° -
®£®  ²²° ª²®°  ± ®¤¨¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥-
«¥¬ h+; 0; �; �i ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¬¥±²® ±¨²³ ¶¨¿, ¨¬¥³¥¬ ¿ £¨¯¥°-
µ ®±®¬: h+; +; 0; �i, ª®£¤  ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¯®ª § ²¥«¥© ¤¢ .

� ¬¥· ²¥«¼®, ª ª¨¬ ¯°®±²»¬ ¯³²¥¬ ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ´³¤ -
¬¥² «¼®¬³ ¢»¢®¤³ | ¯°¨¶¨¯¨ «¼ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ °¥ «¨§ -
¶¨¨  ²²° ª²®°  ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬;
  § ·¨², ¨ µ ®± ; ¢®§¨ª ¥²;  ·¨ ¿ ± ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£®
¯°®±²° ±²¢  N = 3. (� ½²®¬ ¬¥±²¥ ±²®¨² ¥¹¥ ° § ¯®¤·¥°ª³²¼,
·²® ¯°®¢¥¤¥®¥ §¤¥±¼ ° ±±¬®²°¥¨¥ ®²®±¨²±¿ ª ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬
±¨±²¥¬ ¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»¬  ¢²®®¬»¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢-
¥¨¿¬¨. �¬¥® ¤«¿ ½²¨µ ±¨±²¥¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ° ±±¬®²°¥ ¿
ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ¯® ±¨£ ²³°¥ ±¯¥ª²°®¢ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©.)



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 10

����������� ���������� ��� �����������.
������ ��������� ������
����������� �����������

� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ± · «  ®¡±³¤¨¬ ®¡®¡¹¥¨¥ «¿¯³®¢±ª¨µ
¯®ª § ²¥«¥© ¤«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»µ °¥ª³°°¥²-
»¬¨ ®²®¡° ¦¥¨¿¬¨, ¨ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥°»   «¨²¨·¥±ª®£® ¢»·¨-
±«¥¨¿ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ¢ ¥±ª®«¼ª¨µ ¯°®±²»µ ¬®¤¥«¿µ.

�«¿ ±ª®«¼ª®-¨¡³¤¼ °¥ «¨±²¨·»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ «¿-
¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ¬®¦® ° ±±·¨² ²¼ ²®«¼ª® ·¨±«¥®, ¨ ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥  «£®°¨²¬» ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥» ¢® ¢²®°®© ¯®«®¢¨¥
«¥ª¶¨¨.

� ª ¨§¢¥±²®, ª°¨²¥°¨¥¬ µ ®±  ¿¢«¿¥²±¿  «¨·¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼-
®£® ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿, ¯®½²®¬³ ¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¥
®±®¡¥® ¢ ¦®, ¨ ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿  «£®°¨²¬ ° ±·¥²  ±° ¢¨²¥«¼®
¯°®±². �®«¥¥ ±«®¦®© ¨ ³²®·¥®© ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¶¥¤³°  ¢»·¨-
±«¥¨¿ ¥±ª®«¼ª¨µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ª®²®° ¿ ² ª¦¥ ¡³¤¥²
¨§«®¦¥ .

10.1. �¡®¡¹¥¨¥ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©
  °¥ª³°°¥²»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³, § ¤ ³¾ °¥ª³°°¥²»¬
®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¢¨¤ 

xn+1 = f(xn); (10.1)

£¤¥ x| N -¬¥°»© ¢¥ª²®°, n| ¨¤¥ª±, ®¡®§ · ¾¹¨© ¤¨±ª°¥²®¥
¢°¥¬¿.

�³±²¼ xn ¨ yn = xn + exn | ¤¢¥ ¡«¨§ª¨¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ¯®°®¦¤ -
¥¬»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© (10.1) ¯°¨ ¥¬®£® ° §«¨· ¾¹¨µ±¿
 · «¼»µ ³±«®¢¨¿µ. �®¤±² ¢¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ y ¢ ®²®¡° ¦¥¨¥
(10.1) ¨ ° §«®¦¨¬ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¯® ex. �¬¥¥¬:

xn+1 + exn+1 = f(xn) + a(xn)exn + : : : ; (10.2)

£¤¥ a ¥±²¼ ¬ ²°¨¶  · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ®² ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°®©
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´³ª¶¨¨ f(x) ¯® ª®¬¯®¥² ¬ ¢¥ª²®°  x:

a =

0BBBBBBBB@

@f1
@x1

@f1
@x2

: : :
@f1
@xN

@f2
@x1

@f2
@x2

: : :
@f2
@xN

...
...

. . .
...

@fN
@x1

@fN
@x2

: : :
@fN
@xN

1CCCCCCCCA
: (10.3)

�°¥¥¡°¥£ ¿ ·«¥ ¬¨ ¢²®°®£® ¨ ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ³·¨²»-
¢ ¿, ·²® xn ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ (10.1),  µ®¤¨¬, ·²® ½¢®-
«¾¶¨¿ ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢ «¨¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿
³° ¢¥¨¥¬ exn+1 = a(xn)exn: (10.4)

�¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ²° ¥ª²®°¨¨ xn ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

� = lim
n!1

1

n
ln kexnk; (10.5)

£¤¥ ·¥°²  ®§ · ¥² ¢¥°µ¨© ¯°¥¤¥«.
� · ±²®¬ ±«³· ¥ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨©

xn+1 = f(xn) (10.6)

³° ¢¥¨¥ (10.4) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤exn+1 = f 0(xn)exn: (10.7)

�®½²®¬³ exn =

�
nQ
i=0

f 0(xi)

�
� ex0, ¨ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ (10.5) ±«¥¤³¥²,

·²® «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¥±²¼

� = lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

ln jf 0(xi)j: (10.8)

�¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ² ª¦¥ ·¥°¥§ ¬ ²°¨¶³
½¢®«¾¶¨¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨© ¨ ¥¥ ±¨£³«¿°»¥ ·¨±« . �§ ³° ¢-
¥¨¿ (10.4) ¢¨¤®, ·²® ¬ ²°¨¶  ½¢®«¾¶¨¨ §  M ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨©
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

uM = a(xM�1)a(xM�2) : : :a(x0): (10.9)

�®®²¢¥²±²¢¥®, ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ¬ ²°¨¶  ¥±²¼

u+M = a+(x0)a
+(x1) : : :a

+(xM�1): (10.10)
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� «¥¥, ¯®   «®£¨¨ ± (9.18) ¬®¦® § ¯¨± ²¼

1

n
ln kexnk = 1

2n
ln (ex+

0
u+nunex0); (10.11)

¯®±«¥ ·¥£® «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ·¥°¥§ ±¯¥ª²° ±®¡-
±²¢¥»µ ·¨±¥« ¬ ²°¨¶» vn = u+n un,   ¨¬¥®,

vnhs = �shs; (10.12)

�s = lim
n!1

ln�s
2n

: (10.13)

� ²°¨¶  v ¨¬¥¥² ° §¬¥° N � N , ² ª ·²® ±¯¥ª²° ±®¤¥°¦¨² N
«¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿, ° ±-
±¬®²°¥ ¿ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨, ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥: «¿¯³®¢±ª¨¥
¯®ª § ²¥«¨ µ ° ª²¥°¨§³¾² ¨§¬¥¥¨¥ ¬ ±¸² ¡  ¢¤®«¼ £« ¢»µ
®±¥© ½««¨¯±®¨¤ , ¢ ª®²®°»© ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ½¢®«¾¶¨¨
¸ ° ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ° ¤¨³±  ± ¶¥²°®¬   ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®©
²° ¥ª²®°¨¨, ¯°¨ ³±°¥¤¥¨¨ §  ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ¢°¥¬¥®©
¨²¥°¢ «.

� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©, ±¯¥ª²° «¿¯³-
®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©  ²²° ª²®°  ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼ ª ª ®¯°¥¤¥«¥-
»© ¤«¿ ²¨¯¨·®© ²° ¥ª²®°¨¨    ²²° ª²®°¥. �¥µ ®£° ¨·¥¨©
  ±¨£ ²³°³ ±¯¥ª²° , ª ª¨¥ ¨¬¥«¨ ¬¥±²® ¤«¿  ¢²®®¬»µ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©, ³ ®²®¡° ¦¥¨© ¥². �³«¥¢®© ¯®ª § ²¥«¼
¬®¦¥² ¥ ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼. �¢®©±²¢® ¤¨±±¨¯ ²¨¢®±²¨ ² ª¦¥ ¥ ®¡¿-
§ ® ¢»¯®«¿²¼±¿, ¥±«¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¥®¡° ²¨¬®¥. �¡° ²¨¢¸¨±¼ ª
¯°¨¬¥° ¬ ¨§ «¥ª¶¨¨ 2, ¤«¿ ª®²®°»µ «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ¢»-
·¨±«¿¾²±¿   «¨²¨·¥±ª¨, ¬» ®¡ °³¦¨¬ ¢ °¨ ²» µ ®²¨·¥±ª¨µ
°¥¦¨¬®¢ ± ±¨£ ²³°®© ±¯¥ª²°  h+i ¢ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨¿µ ¨
h+; �i ¢ ¤¢³¬¥°»µ.

10.2. �°¨¬¥°»   «¨²¨·¥±ª®£® ° ±·¥² 
«¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©

�¥°¢»© ¯°¨¬¥° | ®²®¡° ¦¥¨¥ À§³¡ ¯¨«»Á (±¬. °¨±. 2.2). �°®-
¨§¢®¤ ¿ f 0(x) ¢¥§¤¥, £¤¥ ®  ®¯°¥¤¥«¥ , ° ¢  2, ² ª ·²® ¨§ (10.8)
¯®«³· ¥¬ � = ln 2 = 0;6931.

�²®°®© ¯°¨¬¥°| «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°¨ § ·¥¨¨ ¯ -
° ¬¥²°  � = 2: xn+1 = 1� 2x2n (±¬. °¨±. 2.3). �° ¢¥¨¥ ¢ ¢ °¨ -
¶¨¿µ ¨¬¥¥² ¢¨¤ exn+1 = �4xnexn: (10.14)

�°®¨§¢®¤ ¿ f 0(x) = �4x ¥¯®±²®¿ , ² ª ·²® ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿
«¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ³¦® ¨§®¡°¥±²¨ ª ª®©-²® ²°¾ª. �¢¥¤¥¬
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¢¬¥±²® ex ®¢³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ � = ex=p1� x2. �®¤±² ¢«¿¿ ¢»° ¦¥-
¨¥ ex ·¥°¥§ � ¢ ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (10.14), ¯®«³· ¥¬

�n+1

q
1� x2n+1 = �4xn�n

p
1� x2n;

¨«¨, ¯®±«¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ xn+1 = 1 � 2x2n, ±®ª° ¹¥¨¿   ®¡¹¨©
¬®¦¨²¥«¼ ¨ ¢§¿²¨¿  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨»

j�n+1j = 2j�nj:
�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

ln j�nj = ln j�0j+ n ln 2

¨

ln jexnj = ln jex0j+ n ln 2 + ln

s
1� x2n
1� x2

0

:

�®±«¥¤¨© ·«¥ ¢ ½²®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ®£° ¨·¥ ±¢¥°µ³ ¨ ¯®½²®¬³ ¥
¢«¨¿¥²   ¢¥«¨·¨³ ¢¥°µ¥£® ¯°¥¤¥«  ¢ (10.5). � ª¨¬ ®¡° §®¬  -
µ®¤¨¬ � = lim

n!1
(1=n) ln jexnj = ln 2. �®² ¦¥ °¥§³«¼² ² ¬®¦® ¡»«®

¡» ¯®«³·¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ § ¬¥» �« ¬ {´® �¥©¬  , ®¡±³¦¤ ¢-
¸¥©±¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 2.

�«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ Àª®±®© ²¥²Á (±¬. °¨±. 2.4 ¨ ´®°¬³«³ (2.9))
¯°®¨§¢®¤ ¿ ¬®¦¥² ¯°¨¨¬ ²¼ ¤¢  § ·¥¨¿: f 0(x) = 1=� ¯°¨
0 6 x < � ¨ f 0(x) = 1=(1� �) ¯°¨ � < x 6 1. �®®²®¸¥¨¥ (10.5)
¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

� = lim
n!1

�
n1
n

ln

�
1

�

�
+
n2
n

ln

�
1

1� �

��
; (10.15)

£¤¥ n1 ¨ n2 | ·¨±«  ¯®¯ ¤ ¨© ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨   «¥¢»© ¨
¯° ¢»© ±ª«® £° ´¨ª  §  n ¨²¥° ¶¨©. � ¯°¥¤¥«¥ n ! 1 ®²®¸¥-
¨¿ n1=n ¨ n2=n ®²¢¥· ¾² ¢¥°®¿²®±²¿¬ ¯°¥¡»¢ ¨¿   «¥¢®¬ ¨
¯° ¢®¬ ±ª«®¥ ¨ ° ¢», ±®®²¢¥²±²¢¥®, � ¨ 1� �. �®½²®¬³ ¯®«³-
· ¥¬ � = � ln (1=�)+(1��) ln �1=(1� �)

�
. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ � = 0;7

¨¬¥¥¬ � = 0;6109. �°¨ � = 1=2 (±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥²) ¯®«³· ¥¬,
ª ª ¨ ±«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ ²¼, � = ln 2.

� «¼¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°» ®²®±¿²±¿ ª ¤¢³¬¥°»¬ ®²®¡° ¦¥¨¿¬.
�«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ Àª®² �°®«¼¤ Á (±¬. °¨±. 2.6) ¬ ²°¨¶  ½¢®«¾-

¶¨¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨© §  ®¤¨¸ £ ¯®±²®¿ , u =
�
1 1
1 2

�
,   §  n

¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© n-¾ ±²¥¯¥¼ ¤ ®© ¬ ²°¨¶»,
². ¥. un = un. � «¥¥, § ¬¥· ¥¬, ·²® u = u+, ² ª ·²® ¨¬¥¥¬ vn =
= (u+u)n = u2n. �®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» vn ¡³¤³² �1 = �2n

1

¨ �2 = �2n2 , £¤¥ �1 = (3+
p
5)=2 ¨ �2 = (3�p

5)=2 | ±®¡±²¢¥»¥
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·¨±«  ¬ ²°¨¶» u. �§ (10.11) ¯®«³· ¥¬ «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨:
�1 = ln

�
(3 +

p
5)=2

�
= 0;9624 ¨ �2 = ln

�
(3�p

5)=2
�
= �0;9624.

�®² ´ ª², ·²® �1 + �2 = 0, ®²° ¦ ¥² ª®±¥°¢ ²¨¢³¾ ¯°¨°®¤³
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ®²®¡° ¦¥¨¿.

� ª ·¥±²¢¥ § ª«¾·¨²¥«¼®£® ¯°¨¬¥° ,  ©¤¥¬ «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®-
ª § ²¥«¨ ±²° ®£®  ²²° ª²®°  ¤«¿ ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥-
ª °¿:(

x0 =
x
�

y0 = �y
¤«¿ x 6 �;

(
x0 =

x� �
1� �

y0 = 1 + �(y � 1)
¤«¿ x > �;

(10.16)

¢ ª®²®°®¬ �+ � = 1, � + � < 1 (±¬. °¨±. 2.8). � ²°¨¶  ½¢®«¾¶¨¨
¢®§¬³¹¥¨© §  ®¤¨ ¸ £ ¨¬¥¥² ¢¨¤

u(x) =

�
l1(x) 0
0 l2(x)

�
;

l1(x) =

8><>:
1
�
; x 6 �;

1
1� �

; x > �;
l2(x) =

�
�; x < �;

�; x > �;

(10.17)

¥¥ ½«¥¬¥²» § ¢¨±¿² ®² ²®£®, ª ª®¥ § ·¥¨¥   ½²®¬ ¸ £¥ ¨¬¥¥²
¯¥°¥¬¥ ¿ x. �»·¨±«¨¬ ¤ «¥¥ ¬ ²°¨¶³ vn =

�
u+(x0)u+(x1): : :

: : :u+(xn�1)u(xn�1): : :u(x1)u(x0)
�
. �·¨²»¢ ¿, ·²® ¢±¥ ´¨£³°¨°³-

¾¹¨¥ ¢ ½²®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ±®¬®¦¨²¥«¨ | ¤¨ £® «¼»¥ ¬ ²°¨¶»,

 µ®¤¨¬ vn =
�
�1 0
0 �2

�
, £¤¥ �1 =

nQ
i=0

l1(xi) ¨ �2 =
nQ
i=0

l2(xi) |

±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» vn. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

ln�1 =
n�1X
i=0

l1(xi) =
n1
n

ln

�
1

�

�
+
n2
n

ln

�
1

1� �

�
; (10.18)

ln �2 =
n�1X
i=0

l2(xi) =
n1
n

ln �+
n2
n

ln �: (10.19)

� ¯°¥¤¥«¥ n!1 ®²®¸¥¨¿ n1=n ¨ n2=n ®²¢¥· ¾² ¢¥°®¿²®±²¿¬
¯°¥¡»¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ±«¥¢  ¨«¨ ±¯° ¢  ®² ¢¥°²¨ª «¼-
®© «¨¨¨ ° §°¥§    °¨±. 2.8 ¨ ±²°¥¬¿²±¿, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ª � ¨
1� �. �®½²®¬³ ¨§ ´®°¬³«» (10.11) ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬

�1 = � ln

�
1

�

�
+ (1� �) ln

�
1

1� �

�
; �2 = � ln� + (1� �) ln �:

(10.20)
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� ¯°¨¬¥°, ¯°¨ � = 0;3, � = 0;4, � = 0;2 ¯®«³· ¥¬ �1 = 0;6108
¨ �2 = �1;4015. �¨£ ²³°  ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©
h+; �i.

10.3. �«£®°¨²¬ ¢»·¨±«¥¨¿
±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿

�°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°», ¢ ª®²®°»µ ¤«¿ °¥¦¨¬®¢ ±«®¦®©
¤¨ ¬¨ª¨ ³¤ ¥²±¿   «¨²¨·¥±ª¨  ©²¨ «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨,
¿¢«¿¾²±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼»¬¨. � ª ¯° ¢¨«®, ¤«¿ ¨µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿
¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯°¨¡¥£ ²¼ ª ·¨±«¥»¬ ¬¥²®¤ ¬. � ±±¬®²°¨¬ ± -
· «  ¢»·¨±«¥¨¥ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿, ·²® ®±®¡¥®
¢ ¦® ¤«¿ ¤¨ £®±²¨ª¨ °¥¦¨¬®¢ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ | ¯°¨±³²-
±²¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ±² °¸¥£® ¯®ª § ²¥«¿ ¿¢«¿¥²±¿ ª°¨²¥°¨¥¬
µ ®± .

�µ¥¬  ¢»·¨±«¥¨© ®±®¢»¢ ¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®   ®¯°¥¤¥-
«¥¨¨ (9.5) ¨«¨ (10.13) ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£®, § ¤   «¨ ±¨-
±²¥¬  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ³° ¢¥¨¥¬ ¨«¨ °¥ª³°°¥²»¬ ®²®¡° -
¦¥¨¥¬.

�¬¥¥²±¿ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨:
(1) ¢§¿²¼ ¤¢¥ ª®¯¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ± ¡«¨§ª¨¬¨  -

· «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¨ ®²±«¥¤¨²¼ µ ° ª²¥° ½¢®«¾¶¨¨ ° ±±²®¿¨¿
¬¥¦¤³ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ¢® ¢°¥¬¥¨;

(2) °¥¸ ²¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨ª¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ¤¢¨-
¦¥¨¥ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢¤®«¼ ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨, ±®¢¬¥±²®
± ³° ¢¥¨¿¬¨ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ, ª®²®°»¥ ®¯¨±»¢ ¾² ½¢®«¾¶¨¾ ¡¥±ª®-
¥·® ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥¨¿ ½²®© ²° ¥ª²®°¨¨.

�¥°¢»© ±¯®±®¡ ¬®¦® ¯°¥¤¯®·¥±²¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯® ª ª¨¬-
«¨¡® ¯°¨·¨ ¬ ¢»§»¢ ¥² § ²°³¤¥¨¥ ¢»¢®¤ ¨«¨ ·¨±«¥®¥ °¥¸¥-
¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ. �°¨ ½²®¬ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ° ±·¥²®¢ ³¦®
±«¥¤¨²¼, ·²®¡» ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ®±² -
¢ «®±¼ ¬ «»¬ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± µ ° ª²¥°»¬¨ ¬ ±¸² ¡ ¬¨ ¥®¤®-
°®¤®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.
�²®°®© ±¯®±®¡ ±¢®¡®¤¥ ®² ³ª § ®£® ®±«®¦¥¨¿, ® ¯®±² ®¢ª 
§ ¤ ·¨ ²°¥¡³¥² ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®£®   «¨§  (¢»¢®¤  ³° ¢¥¨© ¢ ¢ -
°¨ ¶¨¿µ) ¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ¨²®£¥ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ £°®¬®§¤ª®©. �±¥
¦¥ ¢²®°®¬³ ±¯®±®¡³ ¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ ±«¥¤³¥² ®²¤ ²¼ ¯°¥¤¯®-
·²¥¨¥.

�¬¥¥²±¿ ¥¹¥ ²°¥²¨© ¯®¤µ®¤, ª®²®°»© ®±®¢    ®¡° ¡®²ª¥ § -
¯¨±¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢°¥¬¥®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ®¤®© ¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨µ
¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ. �²®² ¯®¤µ®¤ ¡³¤¥² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¢ ®¤-
®© ¨§ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ «¥ª¶¨©. �£® ¬®¦® °¥ª®¬¥¤®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¢
²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤  °¥·¼ ¨¤¥² ¥ ® ·¨±«¥®¬ °¥¸¥¨¨ ¤¨ ¬¨·¥-
±ª¨µ ³° ¢¥¨©,  ,  ¯°¨¬¥°, ® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¨§¢«¥·¼ ¨´®°¬ -
¶¨¾ ® ¤¨ ¬¨ª¥ ±¨±²¥¬» ¨§ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ¤ »µ.
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�°®¶¥¤³°  ¢»·¨±«¥¨¿ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿  -
·¨ ¥²±¿ ± ²®£®, ·²® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ·¨±«¥®¥ °¥¸¥¨¥ ¤¨ ¬¨·¥-
±ª¨µ ³° ¢¥¨©   ¨²¥°¢ «¥ ¢°¥¬¥¨, ¤®±² ²®·®¬, ·²®¡» ¨¬¥²¼
³¢¥°¥®±²¼ ¢ ¢»µ®¤¥ ²° ¥ª²®°¨¨    ²²° ª²®°. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®-
«³· ¥¬ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  x0, ª®²®°³¾ ¯°¨-
¨¬ ¥¬ §  ¨±µ®¤³¾. � «¼¥©¸ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¥©±²¢¨©
¨««¾±²°¨°³¥²±¿   °¨±. 10.1 ¨ ¨§¢¥±²  ª ª  «£®°¨²¬ �¥¥²-
²¨  (Benettin et al., 1976).

� ±±¬®²°¨¬ ²° ¥ª²®°¨¾, ¨±µ®¤¿¹³¾ ¨§ ²®·ª¨ x0, ¨ ¢®§¬³-
¹¥³¾ ²° ¥ª²®°¨¾, ±² °²³¾¹³¾ ¨§ ²®·ª¨ x0 + ex00, kex00k = ".
� ¤ ¤¨¬±¿ ¥ª®²®°»¬ ¨²¥°¢ «®¬ ¢°¥¬¥¨ T ¨, °¥¸ ¿ ·¨±«¥®

�¨±. 10.1. � ®¶¥ª¥ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ± ¯®¬®¹¼¾  «£®°¨²¬ 
�¥¥²²¨  (±¬. ²¥ª±²)

³° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨,  ©¤¥¬ ¢¥ª²®° ±®±²®¿¨¿ ¨ ¥£® ¢®§¬³¹¥¨¥
¢ ¬®¬¥² T : x(T ) = x1, ex(T ) = ex1. �²®¸¥¨¥ kex1k=" µ ° ª²¥-
°¨§³¥² ¨§¬¥¥¨¥ ®°¬» ¢¥ª²®°  ¢®§¬³¹¥¨¿ §  ¢°¥¬¿ T . �¥¯¥°¼
¯¥°¥®¯°¥¤¥«¨¬ ½²®² ¢¥ª²®° ² ª, ·²®¡» ¥£®  ¯° ¢«¥¨¥ ®±² «®±¼
²¥¬ ¦¥,   ®°¬  ±² «  ° ¢  ¨±µ®¤®¬³ § ·¥¨¾ ",   ¨¬¥®,ex01 = "ex1=kex1k 1). � «¥¥, ¯°®¤®«¦¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ ·¨±«¥®£® °¥¸¥-
¨¿ ³° ¢¥¨© ±  · «¼®© ²®·ª®© x1 ¨ ¤«¿ ¢®§¬³¹¥®© ²° ¥ª²®-
°¨¨ ±  · «¼®© ²®·ª®© x1+ ex01. �®«³·¨¢ ¢¥ª²®° ±®±²®¿¨¿ ¨ ¢®§-
¬³¹¥¨¿ ¢ ¬®¬¥² 2T : x(2T ) = x2, ex(2T ) = ex2, ¢»·¨±«¨¬ ®²®-
¸¥¨¥ kex2k=", ¯¥°¥®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥ª²®° ¢®§¬³¹¥¨¿ ex02 = "ex2=kex2k
¨ ². ¤. �±«¨  · «¼ ¿ ²®·ª  x0 ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª «¥¦ -
¹ ¿   ²¨¯¨·®© ²° ¥ª²®°¨¨ ¢  ²²° ª²®°¥, ¨  · «¼®¥ ¢®§¬³¹¥-
¨¥ ex00 § ¤ ®  ³£ ¤, ²® ½¢®«¾¶¨¿  ¬¯«¨²³¤» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¡³¤¥²
®¯°¥¤¥«¿²¼±¿, ®·¥¢¨¤®, ±² °¸¨¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬. � ª-
²®° ¨§¬¥¥¨¿  ¬¯«¨²³¤» ¢®§¬³¹¥¨¿ §  M ¸ £®¢ ¢»° ¦ ¥²±¿

ª ª P =
MQ
k=1

�kexkk="�. �®½²®¬³ ±² °¸¨© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼

1) �°¨  «¨·¨¨ µ ®±   ¬¯«¨²³¤  ¢®§¬³¹¥¨¿ ¡»±²°®  ° ±² ¥². �¥°¥®¯°¥-
¤¥«¥¨¥  ¬¯«¨²³¤» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¥ ¤ ²¼ ¥© ³¢¥«¨-
·¨²¼±¿ ¤® ³°®¢¿, ±° ¢¨¬®£® ± µ ° ª²¥°»¬ ¬ ±¸² ¡®¬ ¥®¤®°®¤®±²¨ ´ §®-
¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¨«¨ ¤«¿ ¨§¡¥¦ ¨¿ ¯¥°¥¯®«¥¨¿ ·¨±«®¢»µ °¥£¨±²°®¢ ª®¬-
¯¼¾²¥° .
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®¶¥¨¢ ¥²±¿ ª ª

� �= 1

MT
lnP =

1

MT

MX
k=1

ln
kexkk
"

; (10.21)

¯°¨ ½²®¬ ·¨±«® ¸ £®¢ M ¤®«¦® ¡»²¼ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨¬. �«¿
¯®«³·¥¨¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨ ¤®±²®¢¥°®© ®¶¥ª¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª -
§ ²¥«¿,   ² ª¦¥ ®¶¥ª¨ ¯®£°¥¸®±²¨ ¦¥« ²¥«¼® ¯®¢²®°¨²¼ ¯°®¶¥-
¤³°³ ¥±ª®«¼ª® ° § ± ° §»¬¨  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¤«¿ ¢¥ª²®° 
±®±²®¿¨¿ ¨ ¢¥ª²®°  ¢®§¬³¹¥¨¿, ¯®¤¢¥°£ ¿ °¥§³«¼² ²» ±² ¤ °²-
»¬ ¯°®¶¥¤³° ¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ®¡° ¡®²ª¨ (®¶¥ª  ±°¥¤¥£®, ±°¥¤-
¥ª¢ ¤° ²¨·®£® ®²ª«®¥¨¿, ¤®¢¥°¨²¥«¼®£® ¨²¥°¢ « ).

�°¨ °¥ «¨§ ¶¨¨  «£®°¨²¬    ®±®¢¥ ±®¢¬¥±²®£® °¥¸¥¨¿ ¨±-
µ®¤»µ ³° ¢¥¨© ±¨±²¥¬» ¨ ³° ¢¥¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ ¥² ¦¥±²ª¨µ
®£° ¨·¥¨©   ¢»¡®° ¯ ° ¬¥²°®¢ " ¨ T . �¥«¨·¨  T ¥ ¤®«¦ 
¡»²¼ ±«¨¸ª®¬ ¡®«¼¸®©, ·²®¡» ¥ ¤®¯³±²¨²¼ ¯¥°¥¯®«¥¨¿ ·¨±«®-
¢»µ °¥£¨±²°®¢ ª®¬¯¼¾²¥° ,   " ¬®¦® ¯°®±²® ¯®«®¦¨²¼ ° ¢»¬ 1.

10.4. �°²®£® «¨§ ¶¨¿ �° ¬ {�¬¨¤² 
¨ ¢»·¨±«¥¨¥ ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©

�²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ¥±ª®«¼ª® «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ¥®¡-
µ®¤¨¬® ®²±«¥¦¨¢ ²¼ ½¢®«¾¶¨¾ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ·¨±«  ¢¥ª²®°®¢
¢®§¬³¹¥¨¿ ¢¤®«¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨. �±«¨
¥ ¯°¥¤¯°¨¨¬ ²¼ ±¯¥¶¨ «¼»µ ¬¥°, ²® ¢ ª ¦¤®¬ ¢¥ª²®°¥ ¡³¤¥²
¯°¥¤±² ¢«¥  ±®±² ¢«¿¾¹ ¿ ± ¬ ª±¨¬ «¼»¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª -
§ ²¥«¥¬, ª®²®° ¿ ¡³¤¥² ¤®¬¨¨°®¢ ²¼   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥ µ, ¨
®¶¥¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ¥ ³¤ ±²±¿. �®¯»²ª  ° ±±·¨² ²¼
¯®«³¾ ¬ ²°¨¶³ ½¢®«¾¶¨¨ ¨ ¥¥ ±¨£³«¿°»¥ ·¨±«  ² ª¦¥ ®¡»·®
¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ³±¯¥µ³. �® ²®© ¦¥ ± ¬®© ¯°¨·¨¥, ¨§-§  ¤®¬¨¨-
°®¢ ¨¿ ¢®§¬³¹¥¨¿ ± ¬ ª±¨¬ «¼»¬ «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬,
§ ¤ ·  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯«®µ® ®¡³±«®¢«¥®©.

� ¡®²®±¯®±®¡»© ¬¥²®¤ ®¶¥ª¨ ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥-
«¥© ¬®¦® ±ª®±²°³¨°®¢ ²¼ ª ª ®¡®¡¹¥¨¥  «£®°¨²¬  �¥¥²²¨ ,
¯°¨·¥¬ ¯¥°¥®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¤®«¦® ±®±²®¿²¼ ¥
²®«¼ª® ¢ ¨§¬¥¥¨¨ ®°¬», ® ±®¯°®¢®¦¤ ²¼±¿ ¨µ ®°²®£® «¨§ -
¶¨¥© (Benettin et al., 1980).

� «¨¥©®©  «£¥¡°¥ ¨§¢¥±²  ®°²®£® «¨§ ¶¨¿ �° ¬ {�¬¨¤² ,
¯°®±² ¿ ¯°®¶¥¤³°  ¯®±²°®¥¨¿ ®°²®®°¬¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬», ¨±-
µ®¤¿ ¨§  ¡®°  ¢¥ª²®°®¢

a1; a2; a3; : : : ; aN ; (10.22)

ª®²®°»¥, ª ª ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ¥ ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¬¨.
�³±²¼ ®°¬  ¢¥ª²®°  ¨ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢

®¯°¥¤¥«¥» ±² ¤ °²»¬ ®¡° §®¬: ¤«¿ a = (x; y; : : :; z) ¨ b =

= (u; v; : : :; w) ¨¬¥¥¬ kak =
p
x2 + y2 + : : :+ z2 ¨ (a; b) =
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= xu+ yv + : : :+ zw. �®¢»©  ¡®° a01, a
0
2, a

0
3, : : :, a

0
N ±²°®¨²±¿ ¯®

±«¥¤³¾¹¥© ±µ¥¬¥:

a01 =
a1
ka1k ;

a02 = a2 � (a2; a
0
1)a

0
1; a02 =

a02
ka02k

;

a0
3
= a3 � (a3; a

0
1
)a0

1
� (a3; a

0
2
)a0

2
; a0

3
=

a03
ka03k

;

a04 = a4 � (a4; a01)a
0
1 � (a4; a02)a

0
2 � (a4; a03)a

0
3; a04 =

a04
ka04k

;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
(10.23)

� ª ¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼, ¯®«³·¥ ¿ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ ®°²®®°¬¨-
°®¢  ¿:

(a0i ; a
0
j ) = �ij : (10.24)

�¥°¥¬±¿ ª ¯°®¡«¥¬¥ ° ±·¥²  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©. �°®¶¥-
¤³° , ¯®§¢®«¿¾¹ ¿ ¯®«³·¨²¼ § ¤ ®¥ ·¨±«® K ¯®ª § ²¥«¥©,  ¨-
¡®«¼¸¨µ ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¨§  ¡®° , § ³¬¥°®¢ ®£® ¢ ¯®°¿¤ª¥ ³¡»-
¢ ¨¿, ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®§¼¬¥¬ §  ¨±µ®¤³¾ ¥ª®²®°³¾
²®·ª³    ²²° ª²®°¥ x0 ¨ ¡³¤¥¬ ®²±«¥¦¨¢ ²¼ ¢¬¥±²¥ ± ¨±µ®¤¿¹¥©
¨§ ¥¥ ²° ¥ª²®°¨¥© ½¢®«¾¶¨¾ K ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨¿. �³±²¼,
 ¯°¨¬¥°, K = 3, ²®£¤  ¥®¡µ®¤¨¬® °¥¸ ²¼ ·¨±«¥® ¨±µ®¤»¥
³° ¢¥¨¿ ±¨±²¥¬», ¤®¯®«¥»¥ ²°¥¬¿ ª®¬¯«¥ª² ¬¨ ³° ¢¥¨©
¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ. � ª ·¥±²¢¥  · «¼»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨¿ § ¤ ¥¬
 ¡®° ¢¥ª²®°®¢ ex00, ey00, ez00, ª®²®°»¥ ®°²®£® «¼» ¤°³£ ¤°³£³ ¨
®°¬¨°®¢ »   ¥¤¨¨¶³. �¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ T ²° ¥ª²®°¨¿
¯°¨¤¥² ¢ ²®·ª³ x1,   ¢¥ª²®°» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¡³¤³² ex1, ey1, ez1. �¥°¥-
®°¬¨°³¥¬ ¨µ ¨ ®°²®£® «¨§³¥¬ ¯® �° ¬³{�¬¨¤²³:

ex0
1
=

ex1
kex1k ;ey01 = ey1 � (ey1; ex01)ex01; ey01 = ey01

key01k ;ez0
1
= ez1 � (ez1; ex01)ex01 � (ez1; ey01)ey01; ez01 = ez01

kez01k :
(10.25)

� «¥¥, ¯°®¤®«¦ ¥¬ ±·¥², ®²¯° ¢«¿¿±¼ ®² ²®·ª¨ x1 ¨ ¢¥ª²®°®¢ ¢®§-
¬³¹¥¨¿ ex01, ey01, ez01. �¥°¥§ ®·¥°¥¤®© ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ T ¯®-
«³· ¥¬ ®¢»©  ¡®° ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨¿ ex2, ey2, ez2, ª®²®°»©
¢®¢¼ ¯®¤¢¥°£ ¥²±¿ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¨ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª¥ ¯® ¯° ¢¨«³
(10.25). �¯¨±  ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¥©±²¢¨© ¯®¢²®°¿¥²±¿ ¤®-
±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ° § M , ¯°¨ ½²®¬ ¯® µ®¤³ ¢»·¨±«¥¨© ¯®¤-
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±·¨²»¢ ¾²±¿ ±³¬¬»

S1 =
MX
i=1

ln kexik; S2 =
MX
i=1

ln key0ik; S3 =
MX
i=1

ln kez0ik; (10.26)

¢ ª®²®°»µ ´¨£³°¨°³¾² ¢¥ª²®°» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¤® ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª¨,
® ¯®±«¥ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨. �¶¥ª  ¯¥°¢»µ ²°¥µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®-
ª § ²¥«¥© ¯®«³· ¥²±¿ ª ª

�i =
Si
MT

; i = 1; 2; 3: (10.27)

10.5. �°¨¬¥°»·¨±«¥®£® ° ±·¥² «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©

�²®¡° ¦¥¨¥ �®. �²®¡° ¦¥¨¥

xn+1 = 1� ax2n � byn; yn+1 = xn (10.28)

¯°¨ § ¤ ¨¨ Àª« ±±¨·¥±ª®£®Á  ¡®°  ¯ ° ¬¥²°®¢ a = 1;4, b =
= �0;3 ¨¬¥¥² ±²° »©  ²²° ª²®°. � §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¤¢³-
¬¥°®, ¯®½²®¬³ ±¯¥ª²° ±®¤¥°¦¨² ¤¢  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¿. �«¿
¨µ ¢»·¨±«¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¥ (10.28) ¨²¥°¨°³¥²±¿ ±®¢¬¥±²® ± ¤¢³¬¿
ª®¬¯«¥ª² ¬¨ ³° ¢¥¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µexn+1 = �2axnexn � beyn; eyn+1 = exn; (10.29)

¯°¨ ½²®¬ ¯® µ®¤³ ¢»·¨±«¥¨© ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª  ¨ ®°-
²®£® «¨§ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨© ¯® �° ¬³{�¬¨¤²³, ª ª ½²®
®¡º¿±¿«®±¼ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥. �  °¨±. 10.2 ¯®ª §   § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ±³¬¬ S1; 2 ®² ¢°¥¬¥¨  ª®¯«¥¨¿ t. �¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § -

�¨±. 10.2. � ¢»·¨±«¥¨¾ ¤¢³µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ±²° ®£®  ²²° ª²®° 
®²®¡° ¦¥¨¿ �® ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯® �° ¬³{�¬¨¤²³. � ·¥-
¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ a = 1;4, b = �0;3. �¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²  ª«®
¯°¿¬»µ,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ § ¢¨±¨¬®±²¨ ±³¬¬ (10.26) ®² ¢°¥¬¥¨  ª®¯«¥¨¿
t. �³¬¬  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ° ¢  ln jbj = �1;20397
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²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²  ª«® ¯°¿¬»µ,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ ½²¨ § ¢¨-
±¨¬®±²¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ±³¬¬  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ®²°¨¶ -
²¥«¼ , ª ª ½²® ¨ ¤®«¦® ¡»²¼ ¤«¿  ²²° ª²®° . �®¦® ¯®ª § ²¼,
·²® ®  ²®·® ° ¢  ln jbj = �1;20397, ·²® µ®°®¸® ±®£« ±³¥²±¿ ±
°¥§³«¼² ² ¬¨ ·¨±«¥®£® ° ±·¥² .

�¨±²¥¬  �®°¥¶ . �«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª -
§ ²¥«¥© ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy (10.30)

¤®¯®«¿¥²±¿ ²°¥¬¿ ª®¬¯«¥ª² ¬¨ ³° ¢¥¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ ¢¨¤ 

_ex = �(ey � ex); _ey = rex� ey � xez � exz; _ez = �bez + xey + exy:
(10.31)

�®« ¿ ±¨±²¥¬ , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ 12 ³° ¢¥¨©, °¥¸ ¥²±¿ ·¨±«¥®
¬¥²®¤®¬ �³£¥{�³²²  ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª¨ ¢¥ª²®°®¢
¢®§¬³¹¥¨¿ ¨ ¨µ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯® µ®¤³ ¢»·¨±«¥¨©. � 
°¨±. 10.3 ¯°¨¢®¤¿²±¿ °¥§³«¼² ²» ° ±·¥²  § ¢¨±¨¬®±²¨ ±³¬¬ S1; 2;3
®² ¢°¥¬¥¨,  ª«® £° ´¨ª®¢ ¤ ¥² ²°¨ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¿.

�¨±. 10.3. � ¢»·¨±«¥¨¾ ²°¥µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©  ²²° ª²®°  ±¨±²¥¬»
�®°¥¶  ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯® �° ¬³{�¬¨¤²³. � ·¥¨¿ ¯ ° -
¬¥²°®¢ r = 28, � = 10, b = 8=3. �¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²  ª«®
¯°¿¬»µ,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ § ¢¨±¨¬®±²¨ ±³¬¬ (10.26) ®² ¢°¥¬¥¨  ª®¯«¥¨¿
t. �¡° ²¨²¥ ¢¨¬ ¨¥, ·²® ³ ±¨±²¥¬» �®°¥¶ , ª ª  ¢²®®¬®© ±¨±²¥¬» ± ¥-
¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬, ¨¬¥¥²±¿ ³«¥¢®© ¯®ª § ²¥«¼, ¨ ·²® ±³¬¬  «¿¯³®¢±ª¨µ
¯®ª § ²¥«¥© ° ¢  �(� + b+ 1) = �13;666

�¨£ ²³°  ±¯¥ª²°  ¯®ª § ²¥«¥© h+; 0; �i. � «¨·¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼-
®£® ±² °¸¥£® ¯®ª § ²¥«¿ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® µ ®²¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤¥
 ²²° ª²®° . � ±¨«³ ²®£®, ·²® ±¨±²¥¬  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥-
¨©  ¢²®®¬ ¿, ¨¬¥¥²±¿ ³«¥¢®© ¯®ª § ²¥«¼. �« £®¤ °¿ ¯°¨±³²-
±²¢¨¾ ¡®«¼¸®£® ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® ¯®ª § -
²¥«¿, ±³¬¬  ¢±¥µ ²°¥µ ¯®ª § ²¥«¥© ®²°¨¶ ²¥«¼  ( ²²° ª²®°). � 
®¡¿§   ° ¢¿²¼±¿ ª®±² ²¥ �(�+b+1), ´¨£³°¨°³¾¹¥© ¢ ±®®²®-
¸¥¨¨¤«¿ ½«¥¬¥²  ´ §®¢®£® ®¡º¥¬ �V = �V0 exp

��(� + b+ 1)t
�

(±¬. «¥ª¶¨¾ 4).
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�¨¯¥°µ ®± �¥±±«¥° . �°¥¤«®¦¥»© �¥±±«¥°®¬ (R�ossler, 1979)
¯°¨¬¥° ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»,  ²²° ª²®° ª®²®°®© µ ° ª²¥°¨§³-
¥²±¿  «¨·¨¥¬ ¤¢³µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ®¯¨-
±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ³° ¢¥¨©

_x = �y � z; _y = x + ay + w; _z = b+ xz; _w = cw � dz; (10.32)

£¤¥ a = 0;25, b = 3, c = 0;05, d = 0;5.
�° ¢¥¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ ¨¬¥¾² ¢¨¤

_ex = �ey � ez; _ey = ex + aey + ew; _ez = exz + xez; _ew = c ew � dez:
(10.33)

�«¿ ° ±·¥²  ±¯¥ª²°  «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ³¤®¡® ¨±¯®«¼-
§®¢ ²¼ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ »© ¬¥²®¤ ± ®°²®£® «¨§ ¶¨¥© ¯® �° ¬³{
�¬¨¤²³, ¢ ° ¬ª µ ª®²®°®£® ¤«¿ ±®ª° ¹¥¨¿ ®¡º¥¬  ¢»·¨±«¥¨©
¨ ¯®¢»¸¥¨¿ ¨µ ²®·®±²¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿, ª ª ¨§¢¥±²»© ´ ª², ·²®

�¨±. 10.4. � ¢»·¨±«¥¨¾ ¥³«¥¢»µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© £¨¯¥°µ ®±  �¥±-
±«¥°  (±¨±²¥¬  (10.32) ¯°¨ a = 0;25, b = 3, c = 0;05, d = 0;5) ± ¨±¯®«¼§®¢ -
¨¥¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯® �° ¬³{�¬¨¤²³. �¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²
 ª«® ¯°¿¬»µ,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ § ¢¨±¨¬®±²¨ ±³¬¬ (10.26) ®² ¢°¥¬¥¨  -
ª®¯«¥¨¿ t

®¤¨ ¨§ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ³«¥¢®©, ¨ ¥¬³ ®²¢¥· ¥² ¢¥ª²®°
¢®§¬³¹¥¨¿,  ¯° ¢«¥»© ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨ er0 = f�y � z; x +
+ ay+w; b+xz; cw�dzg. �«¿ ¯®«³·¥¨¿ ¥³«¥¢»µ ¯®ª § ²¥«¥©
�¿¯³®¢  ³° ¢¥¨¥ (10.32) °¥¸ ¥²±¿ ±®¢¬¥±²® ± ²°¥¬¿ ª®¬¯«¥ª-
² ¬¨ ³° ¢¥¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ, ª °¥¸¥¨¿¬ ª®²®°»µ ¯°¨¬¥¿¥²±¿
¯°®¶¥¤³°  ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ª ¢¥ª²®°³ er0 ¨ ¤°³£ ª ¤°³£³, ª ª ¡»«®
®¡º¿±¥® ¢»¸¥. �  °¨±. 10.4 ¯°¨¢®¤¨²±¿ £° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨
±³¬¬ Si ®² ¢°¥¬¥¨  ª®¯«¥¨¿. �¨¤®, ·²® ¤¢  ¯®ª § ²¥«¿ ¯®«®-
¦¨²¥«¼»¥ ¨ ®¤¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»©. �¡° ²¨²¥ ¢¨¬ ¨¥, ·²® ±³¬¬ 
«¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ®²°¨¶ ²¥«¼ , ·²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¯°¨²¿-
¦¥¨¥ ²° ¥ª²®°¨© ª  ²²° ª²®°³.
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10.6. � ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥²° 

� ±±¬®²°¨¬ ®¤®¬¥°®¥ «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥

xn+1 = 1� �x2n; (10.34)

±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¯ ° ¬¥²° �, ®² ª®²®°®£® § ¢¨±¨² µ ° ª²¥° ¤¨ ¬¨ª¨
¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ. �² ¥£® ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼, ®·¥¢¨¤®, ¨ «¿¯³®¢±ª¨©
¯®ª § ²¥«¼. �°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ � ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ «¿-
¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±®®²®¸¥¨¥ (10.8),
¢ ª®²®°®¬ ±«¥¤³¥² ¯®«®¦¨²¼ f 0(x) = �2�x. �°®¢¥¤¿ ² ª¨¥ ° ±-
·¥²» ¤«¿ ° §«¨·»µ § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°  ± ¥ª®²®°»¬ ¤®±² ²®·®
¬ «»¬ ¸ £®¬ ¢ ¨²¥°¢ «¥, ±ª ¦¥¬, ®² 1 ¤® 2, ¯®«³· ¥¬ § ¬¥· -
²¥«¼»© £° ´¨ª (°¨±. 10.5), ±®¤¥°¦ ¹¨© ®¡¸¨°³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾
® µ ° ª²¥°¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¤ ®© ±¨±²¥¬». �°¨ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥-

�¨±. 10.5. � ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ � «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
(10.34) ®² ¯ ° ¬¥²°  �. �®¦¥±²¢® § ·¥¨© �, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬³
«¿¯³®¢±ª®¬³ ¯®ª § ²¥«¾, ². ¥. µ ®±³, ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ � > �c

²°  � = �c �= 1;4 ° ±¯®« £ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ª®²®° ¿ ° §-
£° ¨·¨¢ ¥² ®¡« ±²¨ °¥£³«¿°®© ¨ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨. � ¤®ª°¨-
²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ®²°¨¶ ²¥«¥ ¨ ¯®¤µ®-
¤¨² ª ³«¾ ²®«¼ª® ¢ ®²¤¥«¼»µ ²®·ª µ, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¡¨´³°ª ¶¨¿¬
³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . � § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¨¬¥¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®
§ ·¥¨© ¯ ° ¬¥²° , ¯°¨ ª®²®°»µ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¯®«®-
¦¨²¥«¥, ². ¥. °¥ «¨§³¥²±¿ µ ®±. �²® ¬®¦¥±²¢® ±«®¦® ¨ ²®ª®
³±²°®¥®. � ª ¬®¦® ¢¨¤¥²¼, £° ´¨ª «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ±®-
¤¥°¦¨² ¯°®¢ «» ¢ ®¡« ±²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ § ·¥¨©, ®¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾² ² ª  §»¢ ¥¬»¬ ®ª ¬ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨. �²® ª®¥·»¥ ¯®
¸¨°¨¥ ¨²¥°¢ «» § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°  ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨,
£¤¥ °¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬.

� ª®£® °®¤  § ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥-
²°  ®·¥¼ µ ° ª²¥°  ¤«¿ ¸¨°®ª®£® ª« ±±  ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ¥«¨-
¥©»µ ±¨±²¥¬, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨µ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿
¯¥°¨®¤ , ¨ ¡³¤¥² ±¥©· ± ¯°®¨««¾±²°¨°®¢     ¡®«¥¥ ±«®¦®¬ ¯°¨-
¬¥°¥ | ¬®¤¥«¨ �¥±±«¥° .
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�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ²°¥µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ±¨±²¥¬ 

_x = �y � z; _y = x + ay; _z = b� rz + xz (10.35)

¤®«¦  °¥¸ ²¼±¿ ·¨±«¥® ±®¢¬¥±²® ± ²°¥¬¿ ª®¬¯«¥ª² ¬¨ ³° ¢-
¥¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ

_ex = �ey � ez; _ey = ex+ aey; _ez = �rez + exz + xez; (10.36)

± ¢»¯®«¥¨¥¬ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª¨ ¢¥ª²®°®¢ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¨ ¨µ ®°-
²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯® µ®¤³ ¯°®¶¥¤³°». � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¢  ¯ ° ¬¥²° 
a = 0;2, b = 0;2 ¨ ¨±±«¥¤³¥¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § -
²¥«¥© ®² ®±² ¢¸¥£®±¿ ¯ ° ¬¥²°  r. �¥§³«¼² ²» ¢»·¨±«¥¨© ¯®ª -
§ »   °¨±. 10.6. �® ¢±¥¬ ¨²¥°¢ «¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ®¤¨

�¨±. 10.6. � ¢¨±¨¬®±²¼ ²°¥µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ®² ¯ ° ¬¥²°  r, ¯®«³·¥-
 ¿ ·¨±«¥® ¤«¿ ¬®¤¥«¨ �¥±±«¥°  ¯°¨ a = b = 0;2

¨§ ¯®ª § ²¥«¥© ®±² ¥²±¿ ³«¥¢»¬, ¨ ®¤¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¬. �²® ª -
± ¥²±¿ ¤°³£®£® ®²«¨·®£® ®² ³«¿ ¯®ª § ²¥«¿, ²® ® ¤¥¬®±²°¨°³¥²
§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¯ ° ¬¥²° , § ¬¥· ²¥«¼® ¯®µ®¦³¾   °¨±. 10.5.
�°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª   µ®¤¨²±¿ ¯°¨¬¥°® ¯°¨ r �= 4;2, ¢ ¤®ª°¨²¨·¥-
±ª®© ®¡« ±²¨ ¯®ª § ²¥«¼ ®²°¨¶ ²¥«¥, ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© | ¯®«®¦¨-
²¥«¥ §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ®ª® ¯¥°¨®¤¨·®±²¨. �µ®¤±²¢® ± °¨±. 10.5
¥ ±«³· ©®. �§¢¥±²®, ·²® ¬®¤¥«¼ �¥±±«¥°  ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬
¨²¥°¢ «¥ ¯ ° ¬¥²°  r ¤¥¬®±²°¨°³¥² ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®-
¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ² ª®£® ¦¥ ²¨¯ , ª ª ¨ «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥
(¯®¤°®¡¥¥ ±¬. «¥ª¶¨¨ 15, 16).

10.7. �¢³µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨©   «¨§
¨ ª °²» «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¤¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬», ³° ¢¥¨¿ ª®²®°®©
±®¤¥°¦ ² ¤¢  ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²° , ²® ®·¥¼ ¯®«¥§®¥ ¯°¥¤±² -
¢«¥¨¥ ® ¢®§¬®¦»µ ¢ ¥© °¥¦¨¬ µ ¤¨ ¬¨ª¨ ¤ ¥² ¯®±²°®¥¨¥
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ª °²»   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢, £¤¥ ° §«¨·»¬¨ ¶¢¥² ¬¨ ¨«¨ ²®-
 ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥²  ®¡®§ ·¥» ³°®¢¨ § ·¥¨©  ¨¡®«¼¸¥£® ®²-
«¨·®£® ®² ³«¿ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ �.

� ¶¢¥²®¬ ¢ °¨ ²¥ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯° ¢¨«® ª®¤¨°®¢ª¨,
¯°¨¿²®¥ ¢ £¥®£° ´¨¨: £«³¡¨» ¬®°¥©, ². ¥. ®¡« ±²¨ ®²°¨¶ ²¥«¼-
»µ § ·¥¨© �, | ²®  ®² ´¨®«¥²®¢®£® ¨ ²¥¬®-±¨¥£® ¤® ±¢¥²«®-
£®«³¡®£®, ±³¸ , ². ¥. ®¡« ±²¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ¯®ª § ²¥«¿, | ²® 
®² ¦¥«²®£® ¨ ®° ¦¥¢®£® ¤® ª° ±®£® ¨ ª®°¨·¥¢®£® (À£®°»Á).

� ¢ °¨ ²¥ ª®¤¨°®¢ª¨ ²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥² , ¯®-¢¨¤¨¬®¬³,  ¨-
¡®«¥¥  £«¿¤»¬¨ ¯®«³· ¾²±¿ ª °²», £¤¥ ®¡« ±²¨ °¥£³«¿°®© ¤¨-
 ¬¨ª¨ ®¡®§ ·¥» ²® ¬¨ ®² ²¥¬®-±¥°®£® (À£«³¡¨»Á, ¡®«¼¸¨¥
¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ �) ¤® ¡¥«®£® (À®²¬¥«¨Á,

�¨±. 10.7. � °²  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ �   ¯«®±ª®-
±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿ �® (10.28). �® ¬¨ ®² ²¥¬®-±¥°®£® (¡�®«¼¸¨¥ ¯®
 ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ �) ¤® ¡¥«®£® (¡«¨§ª¨¥ ª ³«¾ ®²°¨¶ ²¥«¼-
»¥ �) ®¡®§ ·¥»®¡« ±²¨ °¥£³«¿°®© ¤¨ ¬¨ª¨,   ·¥°»¬| ®¡« ±²¨ µ ®± , £¤¥
� > 0. �¥« ¿ ®¡« ±²¼ ¢ «¥¢®¬ ¢¥°µ¥¬ ³£«³ ®²¢¥· ¥² ° ±µ®¤¨¬®±²¨ | ³¡¥£ ¨¾
²° ¥ª²®°¨©   ¡¥±ª®¥·®±²¼

¡«¨§ª¨¥ ª ³«¾ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ �),   ®¡« ±²¨ µ ®±  � > 0 | ·¥°-
»¬ ¶¢¥²®¬. �  °¨±. 10.7 ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¯°¨¬¥° ² ª®© ª °²» ¤«¿
®²®¡° ¦¥¨¿ �® (10.28).

�  °¨±. 10.8 ¯®ª §   ª °²  «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¤«¿ ®²®-
¡° ¦¥¨¿ �ª¥¤» (±¬. «¥ª¶¨¾ 5)   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ A ¨ B.
�¥°¥§ ¤¥©±²¢¨²¥«¼³¾ ¨ ¬¨¬³¾ · ±²¨ ª®¬¯«¥ª±®© ¯¥°¥¬¥®©
z ®²®¡° ¦¥¨¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

xn+1 = A+ B
�
xn cos (x

2
n + y2n)� yn sin (x

2
n + y2n)

�
;

yn+1 = B
�
xn sin (x

2
n + y2n) + yn cos (x

2
n + y2n)

�
;

(10.37)
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  ³° ¢¥¨¿ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ ¤ ¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿¬¨exn+1 =
= B

�
cos (x2n + y2n)� 2x2n sin (x

2
n + y2n)� 2xnyn cos (x

2
n + y2n)

�exn+
+B

��2xnyn sin (x2n + y2n)� sin (x2n + y2n)� 2y2n cos (x
2
n + y2n)

�eyn;eyn+1 =
= B

�
sin (x2n + y2n) + 2x2n cos (x

2
n + y2n)� 2xnyn sin (x2n + y2n)

�exn+
+B

�
2xnyn cos (x

2
n + y2n) + cos (x2n + y2n)� 2y2n sin (x

2
n + y2n)

�eyn:
(10.38)

�¿¯³®¢±ª³¾ ª °²³   °¨±. 10.8 ¨²¥°¥±® ±° ¢¨²¼ ± ª °-
²®© ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ®¡±³¦¤ ¢¸¥©±¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 5. �®°®¸®
¢¨¤  ±«®¦ ¿ ±²°³ª²³°  £° ¨¶» µ ®± , ª®²®° ¿ ²®«¼ª® ¬¥±² ¬¨

�¨±. 10.8. � °²  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ �   ¯«®±ª®-
±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿ �ª¥¤» (10.37). �® ¬¨ ®² ²¥¬®-±¥°®£® (¡�®«¼¸¨¥ ¯®
 ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ �) ¤® ¡¥«®£® (¡«¨§ª¨¥ ª ³«¾ ®²°¨¶ ²¥«¼-
»¥ �) ®¡®§ ·¥» ®¡« ±²¨ °¥£³«¿°®© ¤¨ ¬¨ª¨,   ·¥°»¬ | ®¡« ±²¨ µ ®± ,
£¤¥ � > 0

¢»£«¿¤¨² £« ¤ª®© ª°¨¢®©. �®¦® ¢¨¤¥²¼ ®¡° §®¢ ¨¿ ²¨¯  À¯¥°¥-
ª°¥±²ª®¢Á,   ² ª¦¥ ¯°®±²¨° ¾¹¨¥±¿ ¤ «¥ª® ¢ ®¡« ±²¼ µ ®±  ³§ª¨¥
®¡« ±²¨ °¥£³«¿°»µ °¥¦¨¬®¢ ¢¤®«¼ «¨¨© ±ª« ¤®ª. �£ ¤»¢ ¥²±¿
° ±¯®«®¦¥¨¥ ²®·¥ª ±¡®°ª¨ ¨ ®¡« ±²¥© ¬³«¼²¨±² ¡¨«¼®±²¨.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 11

��������� �������� �����������

� ����������� �����������

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¥®¥   °¨±. 11.1 ¨§®¡° ¦¥¨¥ ±²° -
®£®  ²²° ª²®°  ±¨±²¥¬» �¥±±«¥° 

_x = �y � z; _y = x+ ay; _z = b� rz + xz:

�£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ ¬®¦®  £«¿¤® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®§¼¬¥¬ ¡³¬ ¦³¾ «¥²³, ° ±¸¨°¿-

�¨±. 11.1. �²²° ª²®° ±¨±²¥¬» �¥±±«¥°  ¯°¨ a = b = 0;2, r = 5;7

¾¹³¾±¿ ª ®¤®¬³ ª®¶³ (°¨±. 11.2a). �  ¸¨°®ª®¬ ª®¶¥ ±«®-
¦¨¬ «¥²³ ¢¤¢®¥ ¨ § ²¥¬ ±ª«¥¨¬ ¥¥ ¢ ª®«¼¶® ² ª, ª ª ¯®ª § ®  
°¨±. 11.2¡{£. � ª ¿ ¡³¬ ¦ ¿ ¬®¤¥«¼ (¨§£®²®¢¼²¥ ¥¥ ± ¬¨!) ¤ ¥²

�¨±. 11.2. �®¤¥«¼  ²²° ª²®°  �¥±±«¥°  ¨§ ¡³¬ ¦®© «¥²»

¥¯«®µ®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®¡  ²²° ª²®°¥ �¥±±«¥°  ¨ ¯°®±²° ±²¢¥-
®¬ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¥¬³ ²° ¥ª²®°¨©. � , ®¤ ª®,
¥²®·  ¢ ®¤®© ®·¥¼ ±³¹¥±²¢¥®© ¤¥² «¨. �¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»
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¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© �¥±±«¥°  ¬®¦® ±²°®¨²¼ ª ª ¢¯¥-
°¥¤, ² ª ¨  § ¤ ¢® ¢°¥¬¥¨, ¨ ¯°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ²¥®°¥¬ 
¥¤¨±²¢¥®±²¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ° §»¥ ´ §®¢»¥ ²° -
¥ª²®°¨¨ ¥ ¬®£³² ±®©²¨±¼ ¢ ®¤³,   § ·¨², ¯°®¶¥¤³°  ±ª«¥¨¢ ¨¿
¥§ ª® .

� §°¥¸¥¨¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® À«¥² Á, ¨§ ª®-
²®°®© À±ª«¥¥Á  ²²° ª²®° �¥±±«¥° ,   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
±®¡®© ±«®¨±²®¥ ®¡° §®¢ ¨¥,  ¡®° «¨±²®¢. �°®¶¥¤³°  ±ª«¥¨¢ ¨¿
½ª¢¨¢ «¥²  ³±² ®¢«¥¨¾ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®£® ±®®²¢¥²±²¢¨¿
¬¥¦¤³ ¬®¦¥±²¢®¬ «¨±²®¢ ¨±µ®¤®© «¥²» ¨ ¬®¦¥±²¢®¬ «¨±²®¢

�¨±. 11.3. �«®¨±² ¿ ±²°³ª²³°  À«¥²»Á, ¨§ ª®²®°®© À±ª«¥¨¢ ¥²±¿Á  ²²° ª²®°
�¥±±«¥° 

«¥²», ±«®¦¥®© ¢¤¢®¥ (°¨±. 11.3). � ª®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬®¦¥²
¨¬¥²¼ ¬¥±²® ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®¡  ¬®¦¥±²¢  ¡¥±ª®¥·».

�§¢¥±²  ¨±²®°¨¿ ® £¥°®¥ ´ ² ±²¨·¥±ª¨µ ®¢¥«« �.�¥¬ , �©®¥ �¨-
µ®¬, ª®²®°»© ±³¬¥« ° §¬¥±²¨²¼ ¡¥±ª®¥·®¥ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢®¢¼
¯°¨¡»¢¸¨µ ¯®±²®¿«¼¶¥¢ ¢ £®±²¨¨¶¥ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ®¬¥°®¢,
µ®²¿ ¢±¥ ®¨ ¡»«¨ § ¿²». �«¿ ½²®£® ª ¦¤®¬³ ¯°®¦¨¢ ¾¹¥¬³ ¡»«®
¯°¥¤«®¦¥® ¯¥°¥©²¨ ¢ ª®¬ ²³ ± ®¬¥°®¬ ¢¤¢®¥ ¡®«¼¸¨¬ ¨±µ®¤®£®,  
®¢»¥ ¦¨«¼¶» ¡»«¨ ¯®±¥«¥» ¢ ª®¬ ²» ± ¥·¥²»¬¨ ®¬¥° ¬¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ²²° ª²®° �¥±±«¥°  ®¡¿§  ¨¬¥²¼ ¢ ±¥·¥¨¨
¡¥±ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ±«®¥¢ ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±®¡®©, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,
±«®¦® ³±²°®¥»©, ª ª £®¢®°¿², ´° ª² «¼»© ®¡º¥ª². �²®² ¢»-
¢®¤ ¬®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ¯°®¢¥¤¿ ¤®±² ²®·®  ªª³° ²»¥ ·¨±«¥»¥
° ±·¥²».

� ª®© ¦¥ µ ° ª²¥° ±²°³ª²³°» ±¢®©±²¢¥ ¨ ¤°³£¨¬ ±²° »¬
 ²²° ª²®° ¬. �  °¨±. 11.4 ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¤¨ £° ¬¬  ¨§ ±² ²¼¨ �®,

�¨±. 11.4. �®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³°»  ²²° ª²®°  �®   ° §»µ
¬ ±¸² ¡ µ ° §°¥¸¥¨¿
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¨««¾±²°¨°³¾¹ ¿ ±²°³ª²³°³  ²²° ª²®°  ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ xn+1 =
= 1�ax2n�byn, yn+1 = xn ¯°¨ a = 1;4, b = �0;3. �®¦® ®²¬¥²¨²¼,
·²® ®±®¢®© ¬®¬¥² ¢ ¬®²¨¢ ¶¨¨ ½²®© ° ¡®²» ª ª ° § ¨ ±®±²®¿«
¢  ¬¥°¥¨¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¡®«¥¥  £«¿¤»© ¤«¿ ° ±±¬®²°¥¨¿ ¯°¨-
¬¥° ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³°»  ²²° ª²®° , ¥¦¥«¨ ¤¥¬®±²°¨°®¢ « 
¨§¢¥±² ¿ ª ²®¬³ ¢°¥¬¥¨ ¬®¤¥«¼ �®°¥¶ . (� ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶ 
±²¥¯¥¼ ±¦ ²¨¿ ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  ®·¥¼ ¢¥«¨ª , ² ª ·²® ° §£«¿¤¥²¼
´° ª² «¼³¾ ¯®¯¥°¥·³¾ ±²°³ª²³°³ ¬®¦® «¨¸¼ ¯°¨ ®·¥¼ ¡®«¼-
¸®¬ ° §°¥¸¥¨¨.)

�®§¨ª®¢¥¨¥ ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³°» ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¨ ¢
²¥µ ¯°®±²»µ ¬®¤¥«¿µ ±¨±²¥¬ ±® ±²° »¬¨  ²²° ª²®° ¬¨, ª®-
²®°»¥ ®¡±³¦¤ «¨±¼ ¢ «¥ª¶¨¨ 2: ¢ ®¡®¡¹¥®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¯¥-
ª °¿ (±¬. °¨±. 2.8), ®²®¡° ¦¥¨¨ �«»ª¨  (±¬. °¨±. 2.10), ®²®¡° -
¦¥¨¨ �¬¥©« {�¨«¼¿¬±  (±¬. °¨±. 2.14). � ´ §®¢®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬®£³² ¢±²°¥· ²¼±¿ ² ª¦¥ ´° ª² «¼»¥
¬®¦¥±²¢ , ¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿  ²²° ª²®° ¬¨; ¯°¨¬¥°®¬ ¬®¦¥² ±«³-
¦¨²¼ ¯®¤ª®¢  �¬¥©« . �²  ¨ ±«¥¤³¾¹ ¿ «¥ª¶¨¿ ±¯¥¶¨ «¼® ¯®±¢¿-
¹¥» ´° ª² «¼»¬ ¬®¦¥±²¢ ¬ ¨ § ª®¬±²¢³ ± ª®«¨·¥±²¢¥»¬¨
µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨ ¨µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» | ´° ª² «¼®©
° §¬¥°®±²¼¾ ¨ ¥¥ ®¡®¡¹¥¨¿¬¨.

11.1. �° ª² «»

�®¤ ´° ª² « ¬¨ ¯®¨¬ ¾² ¬®¦¥±²¢ , ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨¥  
° §»µ ¬ ±¸² ¡ µ ° §°¥¸¥¨¿ ±¢®¥© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»
±¢®©±²¢  ¯®¤®¡¨¿ ¢ ±²°®£®¬ ¨«¨ ¯°¨¡«¨¦¥®¬ ±¬»±«¥,   ² ª¦¥
®¡º¥ª²» ¢ ¯°¨°®¤¥, ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬, µ®²¿ ¡» ¯°¨¡«¨-
¦¥®, ¢ ¤®±² ²®·® ¸¨°®ª®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¬ ±¸² ¡®¢.

�®¿²¨¥ ´° ª² «  ¢®¸«® ¢ ®¡¨µ®¤ ¡« £®¤ °¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª³ �¥-
³  � ¤¥«¼¡°®²³ (Mandelbrot, 1982). � °®¤¨«±¿ ¢ 1924 £. ¢
� °¸ ¢¥, ®¡° §®¢ ¨¥ ¯®«³·¨« ¢® �° ¶¨¨, ¢ § ¬¥¨²»µ �ª®«¼
�®°¬ «¼ ¨ �ª®«¼ �®«¨²¥ª¨ª. �· ±²¢®¢ « ¢ ° ¡®²¥ £°³¯¯» ´° -
¶³§±ª¨µ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢, ¢»±²³¯ ¢¸¨µ ¯®¤ ¯±¥¢¤®¨¬®¬ �³°¡ ª¨, ¨
¡»« ¨§£  ¨§ ½²®© £°³¯¯» §  ±¢®¾ ¯°¨¢¥°¦¥®±²¼ ª ±²¨«¾ ¬ ²¥-
¬ ²¨·¥±ª®£® ¬»¸«¥¨¿, ®¯¨° ¾¹¥£®±¿   ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥  £«¿¤-
»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ®¡° §®¢. �¥«»© °¿¤ ¯°¨¬¥°®¢ ´° ª² «¼»µ
¬®¦¥±²¢ ¡»« ¯°¨¤³¬  ¬ ²¥¬ ²¨ª ¬¨ £®° §¤® ° ¼¸¥, ª ª ¨«-
«¾±²° ¶¨¨ ²®ª¨µ ¬®¬¥²®¢ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¨
². ¯. �¤ ª® ¨¬¥® � ¤¥«¼¡°®² ®¡° ²¨« ¢¨¬ ¨¥   ²®, ·²®
½²¨ ®¡º¥ª²» ¬®£³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¥ ²®«¼ª® ª ª À¬ ²¥¬ ²¨·¥-
±ª¨¥ ¬®±²°»Á, ® ª ª ¬®¤¥«¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¢¯®«¥ °¥-
 «¼»µ ®¡° §®¢ ¨© ¢ ¯°¨°®¤¥. � ª®£® °®¤  ¯°¨¬¥°®¢ ¨§¢¥±²®
²¥¯¥°¼ ®·¥¼ ¬®£® (¡¥°¥£®¢ ¿ «¨¨¿, ®¡« ª , £®°»¥ ¬ ±±¨¢»,
ª« ±²¥°» ¨§ · ±²¨¶ ¢® ¢§¢¥±¿µ, ¬ £¨²»¥ ¤®¬¥» ¢ ²®·ª¥ ´ §®-
¢®£® ¯¥°¥µ®¤  �¾°¨, ¢¨µ°¨ ¢ ²³°¡³«¥²®© ¦¨¤ª®±²¨ ¨ ² ª ¤ «¥¥),
µ®²¿, ° §³¬¥¥²±¿, «¾¡®© °¥ «¼»© ®¡º¥ª² ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ±¢®©±²¢ 
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¯®¤®¡¨¿ «¨¸¼ ¢ ®£° ¨·¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¬ ±¸² ¡®¢. �¢¥°µ³ ½²®²
¨²¥°¢ « ®£° ¨·¥ ° §¬¥° ¬¨ ®¡º¥ª² , ª ª ¶¥«®£®,   ±¨§³,  -
¯°¨¬¥°,  ²®¬®© ±²°³ª²³°®©. �±«¨ ¢±¥ ¦¥ ¨²¥°¢ « ¬ ±¸² ¡®¢,
¢ ª®²®°®¬ ¬®¦® £®¢®°¨²¼ ® ¯®¤®¡¨¨, ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª, ²® ²®£¤ 
®¯¨± ¨¥ ±¢®©±²¢ ®¡º¥ª²  ¢ ²¥°¬¨ µ ²¥®°¨¨ ´° ª² «®¢ ®ª §»¢ -
¥²±¿ ®¯° ¢¤ »¬.

�°®±²¥©¸¨© ´° ª² « ±¢¿§  ± ¯®±²°®¥¨¥¬, ¯°¥¤«®¦¥®¬ ¥¹¥
¢ ¯°®¸«®¬ ¢¥ª¥ ®±®¢®¯®«®¦¨ª®¬ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ �¥®°£®¬ � -
²®°®¬. �¬¥¿ ¥¤¨¨·»© ®²°¥§®ª, ° §¤¥«¨¬ ¥£®   ²°¨ ° ¢»¥ · -
±²¨ ¨ ¢»¡°®±¨¬ ¨²¥°¢ «, § ¨¬ ¾¹¨© ±°¥¤¾¾ ²°¥²¼. � ¦¤»©
¨§ ®±² ¢¸¨µ±¿ ®²°¥§ª®¢ ¢®¢¼ ¤¥«¨¬   ²°¨ · ±²¨ ¨ ¢»¡° ±»¢ ¥¬
±°¥¤¾¾ ²°¥²¼, ¨ ² ª ¤ «¥¥ ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨ (°¨±. 11.5). �®, ·²®

�¨±. 11.5. �®±²°®¥¨¥ ª« ±±¨·¥±ª®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  ( ) ¨ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡-
®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¨ � (¡)

®±² ¥²±¿ ¢ ¨²®£¥, ¨ ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® � ²®°  ¨«¨, ª ª ¥£®  -
§»¢ ¥² � ¤¥«¼¡°®², Àª ²®°®¢  ¯»«¼Á. �±®, ·²® ¬®¦¥±²¢® � -
²®°  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ´° ª² « : ª ¦¤»© ¥£® ´° £¬¥²,
¯®«³·¥»© ¨§ ª ª®£®-²® ®²°¥§ª    ¥ª®²®°®¬ ³°®¢¥ ¯®±²°®¥¨¿,
¯®¤®¡¥ ¢±¥¬³ ¬®¦¥±²¢³ ¨ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¥£® ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬
¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡ .

�°®±²®© ¯°¨¬¥° ¯®¿¢«¥¨¿ ½²®£® ´° ª² « , ª ª ¨¢ °¨ ²®£®
¬®¦¥±²¢  ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¬®¦® ®¡ °³¦¨²¼ ¢ ®²®¡° ¦¥-
¨¨ ¢¨¤ 

x0 =

8><
>:

3x; x 6
1
2
;

3x� 2; x >
1
2

(°¨±. 11.6). �®«¼¸ ¿ · ±²¼  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¯°¨¢®¤¨² ª ³¡¥-
£ ¨¾   ¡¥±ª®¥·®±²¼, ® ¥ª®²®°»¥ ²®·ª¨ ¥ ³µ®¤¿² ¨§ ¥¤¨-
¨·®£® ¨²¥°¢ « . � ª ³±²°®¥® ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª? �¥²°³¤®
¯®ª § ²¼, ·²® ½²® ¬®¦¥±²¢® � ²®° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ²®·ª¨, ª®-
²®°»¥ ¥ ¯®ª¨¤ ¾² ¨²¥°¢ « §  ®¤³ ¨²¥° ¶¨¾, § ¨¬ ¾² ¤¢  ®²-
°¥§ª : [0; 1=3] ¨ [2=3; 1], ²®·ª¨, ª®²®°»¥ ¢»¦¨¢ ¾² ¢ ²¥·¥¨¥ ¤¢³µ
¨²¥° ¶¨©, § ¨¬ ¾² ·¥²»°¥ ®²°¥§ª : [0; 1=9], [2=9; 1=3], [2=3; 5=9]
¨ [8=9; 1]. � ¢®®¡¹¥, n-© ³°®¢¥¼ ¯®±²°®¥¨¿ � ²®°  ®²¢¥· ¥²
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¬®¦¥±²¢³ ²®·¥ª, ®±² ¾¹¨µ±¿ ¢ ¨²¥°¢ «¥   ¯°®²¿¦¥¨¨ n ¨²¥-
° ¶¨©.

�²®¨² ®²¬¥²¨²¼ ¤¢  ±¢®©±²¢  ¬®¦¥±²¢  � ²®° , ª®²®°»¥ ®±®-
¡¥® § ¬¥· ²¥«¼» ¨ ¯®° §¨²¥«¼» ¢ ±¢®¥¬ ±®·¥² ¨¨. � ®¤®©

�¨±. 11.6. �¤®¬¥°®¥ ®²®-
¡° ¦¥¨¥, ¤«¿ ª®²®°®£®
¨¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢®
²®·¥ª, ®±² ¾¹¨µ±¿ ¢±¥£¤ 
¢ ¯°¥¤¥« µ ¥¤¨¨·®£® ¨-
²¥°¢ « , ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢®
� ²®° 

±²®°®», ½²® ¬®¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾
¬¥°³, ². ¥. ±³¬¬ ° ¿ ¤«¨  ¢±¥µ ¢»-
¡°®¸¥»µ ¨²¥°¢ «®¢ ° ¢  ¥¤¨¨¶¥,
¤«¨¥ ¨±µ®¤®£® ¨²¥°¢ « . � ± ¬®¬ ¤¥«¥,
  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ¢»¡° ±»¢ ¥²±¿ ¨²¥°¢ «
¤«¨» 1=3,   ¢²®°®¬ | ¤¢  ¨²¥°¢ « 
¤«¨» 1=9,   n-¬ | 2n ¨²¥°¢ «®¢ ¤«¨-
» 3�n+1. �»·¨±«¿¿ ±³¬¬³, ¯®«³· ¥¬

Lsum =
1

3

1P
n=1

�
2

3

�n�1
=

1=3

1� 2=3
= 1.

� ¤°³£®© ±²®°®», ¬®¦¥±²¢® � ²®° 
¨¬¥¥² ¬®¹®±²¼ ª®²¨³³¬ , ². ¥. ¤®¯³±-
ª ¥² ³±² ®¢«¥¨¥ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®£®
±®®²¢¥²±²¢¨¿ ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢±¥µ ²®·¥ª
¥¤¨¨·®£® ¨²¥°¢ « . �¥©±²¢¨²¥«¼®,
ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢® ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨-
°®¢ ²¼ ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¥¤¨¨·®£®
¨²¥°¢ « , ·¨±«®¢ ¿ § ¯¨±¼ ª®²®°»µ ¢
²°®¨·®© ±¨±²¥¬¥ ±·¨±«¥¨¿ ±®¤¥°¦¨²
²®«¼ª® ¶¨´°» 0 ¨ 2 (²®·ª¨, ¤«¿ ª®²®°»µ
  ª ª®©-²® ¯®§¨¶¨¨ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¶¨´° 

1, ¨±ª«¾·¥»). �®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥²³ ª ²®°®¢  ¬®-
¦¥±²¢  ( ¯°¨¬¥°, 0;020020220: : :) ²®·ª³ ¥¤¨¨·®£® ¨²¥°¢ « ,
§ ¯¨± ³¾ ¢ ¤¢®¨·®© ±¨±²¥¬¥ ² ª®© ¦¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ±
§ ¬¥®© ¤¢®¥ª   ¥¤¨¨¶» (0;010010110: : :). �²¨¬ ¨ ³±²  ¢«¨¢ -
¥²±¿ ²°¥¡³¥¬®¥ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥.

�«¥£ª  ¨§¬¥¨¢ ¯° ¢¨«  ¨£°», ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®¬³
ª ²®°®¢³ ¬®¦¥±²¢³, ³¯®¬¨ ¢¸¥¬³±¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 2, ª ª ±¥·¥-
¨¥  ²²° ª²®°  ¢ ®¡®¡¹¥®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¯¥ª °¿. � ¤ ¢¸¨±¼
¯ °®© ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ·¨±¥« �, �, ² ª®©, ·²® �+ � > 1,   ¯¥°¢®¬
¸ £¥ ° §¤¥«¨¬ ¥¤¨¨·»© ®²°¥§®ª ¢ ®²®¸¥¨¨ �, 1 � � � �, �
¨ ¨±ª«¾·¨¬ ¶¥²° «¼»© ¨²¥°¢ «. �  ª ¦¤®¬ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥
¯®±²°®¥¨¿ ¤¥«¨¬ ¢ ² ª®¬ ¦¥ ®²®¸¥¨¨ ¢±¥ ®±² ¢¸¨¥±¿ ®²°¥§ª¨
¨ ¢®¢¼ ¢»¡° ±»¢ ¥¬ ¶¥²° «¼»¥ ¨²¥°¢ «» (°¨±. 11.5¡)

� «¼¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°» ´° ª² «®¢ ¯°¥¤±² ¢«¥»   °¨±. 11.7{
11.9.

�¥¦¨ª  �®µ  | ¯°¨¬¥° ®¡« ±²¨ ± ´° ª² «¼®© £° ¨¶¥©.
� ·¨ ¥¬ ¯®±²°®¥¨¥ ± ° ¢®±²®°®¥£® ²°¥³£®«¼¨ª . � ²¥¬  
ª ¦¤®© ±²®°®¥ ±°¥¤¾¾ ²°¥²¼ § ¬¥¿¥¬ «®¬ ®© ¨§ ¤¢³µ ®²°¥§ª®¢
²®© ¦¥ ¤«¨». �®¢²®°¿¿ ¯°®¶¥¤³°³ ¬®£®ª° ²® ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨,
¯°¨µ®¤¨¬ ¢ ¨²®£¥ ª ´° ª² «¼®¬³ ®¡º¥ª²³ (°¨±. 11.7).
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�²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ± «´¥²ª³ �¥°¯¨¼±ª®£®, ¡¥°¥¬ ° ¢®±²®-
°®¨© ²°¥³£®«¼¨ª, ª®²®°»© ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±®±² ¢«¥-
»© ¨§ ·¥²»°¥µ ¬¥¼¸¨µ ²°¥³£®«¼¨ª®¢. �°¥¤¨© ²°¥³£®«¼¨ª

�¨±. 11.7. �¿²¼ ¸ £®¢ ¯®±²°®¥¨¿ ±¥¦¨ª¨ �®µ 

¢»¡° ±»¢ ¥¬. � «¥¥ ²¥ ¦¥ ¤¥©±²¢¨¿ ¢»¯®«¿¥¬ ± ª ¦¤»¬ ¨§
®±² ¢¸¨µ±¿ ²°¥³£®«¼¨ª®¢ ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨ (°¨±. 11.8).

�®¢¥° �¥°¯¨¼±ª®£® ±²°®¨²±¿, ¨±µ®¤¿ ¨§ ª¢ ¤° ² , ª®²®°»©
¤¥«¨¬ ¢¥°²¨ª «¼»¬¨ ¨ £®°¨§®² «¼»¬¨ «¨¨¿¬¨   9 ° ¢»µ

�¨±. 11.8. �®±²°®¥¨¥ ± «´¥²ª¨ �¥°¯¨¼±ª®£®

· ±²¥©, ¨ ±°¥¤¨© ª¢ ¤° ² ¢»¡° ±»¢ ¥¬. � ª ¦¤»¬ ®±² ¢¸¨¬±¿
ª¢ ¤° ²®¬ ¯®¢²®°¿¥¬ ²³ ¦¥ ¯°®¶¥¤³°³, ¨ ² ª ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨

�¨±. 11.9. �®±²°®¥¨¥ ª®¢°  �¥°¯¨¼±ª®£®

(°¨±. 11.9). � «®£¨·®¥ ¯®±²°®¥¨¥ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥
¯°¨¢®¤¨² ª ´° ª² «³, ª®²®°»©  §»¢ ¾² £³¡ª®© �¥°¯¨¼±ª®£®.
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11.2. �° ª² «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ | ¥¬ª®±²¼

�§¢¥±²¥ ¯°®±²®© ¯°¨¡®° | ¯ «¥²ª , ª®²®°»© ±«³¦¨² ¤«¿ ¨§-
¬¥°¥¨¿ ¯«®¹ ¤¨ ®¡« ±²¥©   ¯« ¥ ¨«¨ ª °²¥. �²® ¯°®§° · ¿
¯« ±²¨ª ,   ª®²®°®©  ¥±¥  ª¢ ¤° ² ¿ ±¥²ª  ± § ¤ »¬ ¸ -
£®¬, ±ª ¦¥¬, 1 ±¬. � «®¦¨¢ ¯ «¥²ª³   ª °²³, ¬®¦® ¯®¤±·¨² ²¼
·¨±«® ª¢ ¤° ²¨ª®¢, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢³²°¼ ®¡« ±²¨, ¨ ¯®«³·¨²¼ ®¶¥ª³
¯«®¹ ¤¨ ±¨§³, ¨«¨ ¯®¤±·¨² ²¼ ª®«¨·¥±²¢® ª¢ ¤° ²¨ª®¢, ¯®«®-
±²¼¾ ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ ®¡« ±²¼, ¨ ¯®«³·¨²¼ ®¶¥ª³ ¯«®¹ ¤¨ ±¢¥°µ³.
�¥¬ ¬¥¼¸¥ ° §¬¥° ª¢ ¤° ²¨ª®¢ ±¥²ª¨, ²¥¬ ²®·¥¥ ¡³¤¥² ®¶¥ª .

� ª ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼ ª®«¨·¥±²¢® ¿·¥¥ª ±¥²ª¨, ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ ®¡-
« ±²¼, ®² ° §¬¥°  ¿·¥©ª¨ "? �±®, ·²® ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ " ½²®
·¨±«® ¡³¤¥² ¢®§° ±² ²¼ ª ª N(") �= 1="2 (°¨±. 11.10 ). �±«¨ ¦¥
¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯®ª°»²¨¥ ¥ ®¡« ±²¨,   ®²°¥§ª  «¨¨¨, ²® ¯®-
«³·¨¬ N(") �= 1=" (°¨±. 11.10¡). �¡  ±®®²®¸¥¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤

�¨±. 11.10. �®ª°»²¨¥ ¤¢³¬¥°®© ®¡« ±²¨ ( ) ¨ ®²°¥§ª  ª°¨¢®© (¡) ¿·¥©ª ¬¨
ª¢ ¤° ²®© ±¥²ª¨

N(") �= 1="D, ¯°¨·¥¬ ¯®ª § ²¥«¼ D ±«¥¤³¥² ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª
° §¬¥°®±²¼ ° ±±¬®²°¥»µ ¬®¦¥±²¢: ¤«¿ ®¡« ±²¨ D = 2,   ¤«¿
®²°¥§ª  «¨¨¨ D = 1. � §¬¥°®±²¼ ¢»±²³¯ ¥² ª ª ·¨±«®, µ ° ª-
²¥°¨§³¾¹¥¥ ±ª®°®±²¼ °®±²  ·¨±«  ¿·¥¥ª ¯®ª°»²¨¿ ¤ ®£® ¬®¦¥-
±²¢  ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ° §¬¥°  ¿·¥¥ª. �®£ °¨´¬¨°³¿ ±®®²®¸¥¨¥
N(") �= 1="D ¨ ³±²°¥¬«¿¿ " ª ³«¾, ¬®¦® § ¯¨± ²¼

D = � lim
"!0

logN(")

log "
; (11.1)

£¤¥ ®±®¢ ¨¥ «®£ °¨´¬  ¯°®¨§¢®«¼®¥.
�±«¨ ¯°¨¬¥¨²¼   «®£¨·»© ¯®¤µ®¤ ª ² ª¨¬ ®¡º¥ª² ¬, ª ª

ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢® ¨«¨ ª®¢¥° �¥°¯¨¼±ª®£®, ²® ¢¥«¨·¨  D ®ª -
§»¢ ¥²±¿ ¤°®¡®©. �²® ¤ «® ®±®¢ ¨¥ ¤«¿ ²¥°¬¨  ´° ª² « ¨
¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¨¬¥®¢ ²¼ ¢¥«¨·¨³ D ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®-
±²¼¾ (®² ±«®¢  fraction | ¤°®¡¼).
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� ©¤¥¬ ° §¬¥°®±²¼ ª®¢°  �¥°¯¨¼±ª®£®. �±«¨ ° §¬¥° ¿·¥©ª¨
" = 1=3, ²® ·¨±«® ¿·¥¥ª ¯®ª°»²¨¿ N = 8, ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ¿·¥¥ª
¢ ²°¨ ° §  ¯®«³· ¥¬ " = 1=9 ¨ N = 64 ¿·¥©ª¨, ¨ ² ª ¤ «¥¥: k-©
³°®¢¥¼ ¯®±²°®¥¨¿  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ± ¯®ª°»²¨¥¬ ¿·¥©ª ¬¨ ° §¬¥° 
" = (1=3)k ¢ ª®«¨·¥±²¢¥ N(") = 8k. �°¨¬¥¿¿ ´®°¬³«³ (11.1),
¯®«³· ¥¬

D = � lim
"!0

logN

log "
= � lim

k!1

log 8k

log 3�k
= log3 8 = 1;8927 : : :

� ±±¬®²°¥ ¿ ¯°®¶¥¤³° «¥£ª® ®¡®¡¹ ¥²±¿: ¤«¿ ®¡º¥ª²®¢, ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾¹¨µ ±®¡®© ¯®¤¬®¦¥±²¢  n-¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° -
±²¢ . � ½²®¬ ±«³· ¥ ±¥²ª  ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¯®ª°»²¨¿ ®¡° §®¢  
n-¬¥°»¬¨ ª³¡¨ª ¬¨ ±® ±²®°®®© ". �  £«®¿§»·®© «¨²¥° ²³°¥
° §¬¥°®±²¼, ®¯°¥¤¥«¥³¾ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®ª°»²¨¿ ² ª®© ±¥²ª®©,
 §»¢ ¾² box-counting dimension (¡³ª¢ «¼® | ° §¬¥°®±²¼, ¯®-
«³·¥ ¿ ¯®¤±·¥²®¬ ¿¹¨ª®¢, ². ¥. ª³¡¨ª®¢).

� · ±²®±²¨, ¯°¨ n = 1 °®«¼ ¿·¥¥ª ¯®ª°»²¨¿ ¢»¯®«¿¾² ¨-
²¥°¢ «» ¤«¨» ". � ¯°¨¬¥°, ª ª ¢¨¤® ¨§ ¯°®¶¥¤³°» ¯®±²°®¥¨¿
¬®¦¥±²¢  � ²®° , ¯®ª°»²¨¥ ¨²¥°¢ « ¬¨ ° §¬¥°  " = 1=3 ±®-
¤¥°¦¨² ¤¢  ½«¥¬¥² , ¯°¨ " = 1=9 | ·¥²»°¥,   ¯°¨ " = (1=3)k

ª®«¨·¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢ ¯®ª°»²¨¿ ¡³¤¥² 2k. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ° §-
¬¥°®±²¼ ° ¢  D = � lim

k!1
(log 2k= log 3�k) = log3 2 = 0;6309: : :

(±®¢  ¤°®¡®¥ ·¨±«®!).
� ¡®² ²¼ ± ª¢ ¤° ²®© ±¥²ª®© ¥ ¢±¥£¤  ³¤®¡®. � ¯°¨¬¥° ¯°¨

¢»·¨±«¥¨¨ ° §¬¥°®±²¨ ± «´¥²ª¨ �¥°¯¨¼±ª®£® (°¨±. 11.8) «³·¸¥
¢§¿²¼ ²°¥³£®«¼³¾ ±¥²ª³, ·²®, ®·¥¢¨¤®, ¥ ¤®«¦® ¢«¨¿²¼   ¯®-
ª § ²¥«¼ ±²¥¯¥¨ § ¢¨±¨¬®±²¨ ·¨±«  ½«¥¬¥²®¢ ¯®ª°»²¨¿ ®² ° §-
¬¥°  ". �¡®§ · ¿ ·¥°¥§ " ±²®°®³ ²°¥³£®«¼®© ¿·¥©ª¨ ¬®¦®
§ ª«¾·¨²¼ ¨§ °¨±. 11.8, ·²® k-¬³ ³°®¢¾ ¯®±²°®¥¨¿ ®²¢¥· ¥²
¯®ª°»²¨¥ ¨§ 3k ¿·¥¥ª ° §¬¥°  " = (1=2)k. �®°¬³«  (11.1) ¤ ¥²
D = � lim

k!1
(log 3k= log 2�k) = log2 3 = 1;5849: : : (�®¯°®¡³©²¥ ± -

¬®±²®¿²¥«¼® ¯®«³·¨²¼ ½²®² °¥§³«¼² ² ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®ª°»²¨¿ ª¢ -
¤° ²»¬¨ ¿·¥©ª ¬¨.)

�° ª² «¼³¾ ° §¬¥°®±²¼, ®¯°¥¤¥«¥³¾ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®ª°»-
²¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¿·¥©ª ¬¨ ´¨ª±¨°®¢ ®© ´®°¬» ¨ ° §¬¥° , ¬ ²¥-
¬ ²¨ª¨  §»¢ ¾² ¥¬ª®±²¼¾ ¬®¦¥±²¢ .

11.3. � §¬¥°®±²¼ � ³±¤®°´  ¨ ¥¥ ±¢¿§¼ ± ¥¬ª®±²¼¾

�«¥¤³¾¹¨© ¸ £ ¢ ° §° ¡®²ª¥ ¯®¿²¨¿ ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®-
±²¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ° §°¥¸¨²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ¥¥ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¿ ½«¥¬¥²» ¯®ª°»²¨¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ´®°¬» ¨ ° §¬¥° . �² 
¨¤¥¿ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢ ¦®¬³ ¯®¿²¨¾ ° §¬¥°®±²¨ � ³±¤®°´ .
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�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¬®¦¥±²¢® F , ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬
n-¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ . � ±±¬®²°¨¬ ¥£® ¯®ª°»²¨¥ ½«¥-
¬¥² ¬¨ ¯°®¨§¢®«¼®© ´®°¬» ¨ ° §¬¥° , ± ²¥¬ ®£° ¨·¥¨¥¬, ·²®
¤¨ ¬¥²° ¬®¦¥±²¢ , ®²¢¥· ¾¹¥£® «¾¡®¬³ ½«¥¬¥²³ ¯®ª°»²¨¿, ¥
¯°¥¢»¸ ¥² § ¤ ®© ¢¥«¨·¨» �. �¨ ¬¥²° i-£® ½«¥¬¥²  ¯®ª°»-
²¨¿ Ei ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¢¥°µ¿¿ £° ¼ ° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿
²®·ª ¬¨, ¥¬³ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬¨: "i = diamEi = sup

x;y2Ei

kx� yk.

�¢¥¤¥¬ § ¢¨±¿¹³¾ ®² ¯ ° ¬¥²°  d ¨ ®² � ±³¬¬³ ¯® ¢±¥¬ ½«¥¬¥-
² ¬ ¯®ª°»²¨¿

�d(�) =
X

"di (11.2)

¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨¦¾¾ £° ¼ ½²®© ±³¬¬» ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¯®ª°»-
²¨¿¬:

d(�) = inf
X

"di : (11.3)

�±«¨ d ¢¥«¨ª®, ²®, ®·¥¢¨¤®, d(�) ��!
�!0

0. �±«¨ ¦¥ d ¬ «® (¡«¨§ª®

ª ³«¾), ²® d(�) ��!
�!0

1. �°®¬¥¦³²®·®¥, ª°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥-

¨¥ dH ² ª®¥, ·²® ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ � ¢¥«¨·¨  d ±²°¥¬¨²±¿ ª
³«¾ ¤«¿ d > dH ¨ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨ ¤«¿ d < dH, ¥±²¼ ° §¬¥°®±²¼
� ³±¤®°´  ¬®¦¥±²¢  F .

� ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ±®®²®¸¥¨¨ ¬¥¦¤³ ¥¬ª®±²¼¾ ¨ ° §¬¥°-
®±²¼¾ � ³±¤®°´ . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®ª°»²¨¥ ¬®¦¥±²¢  F ¿·¥©-
ª ¬¨ ´¨ª±¨°®¢ ®© ´®°¬» ¨ ° §¬¥°  ", ¯°¨·¥¬ ·¨±«® ½«¥¬¥²®¢

�¨±. 11.11. � ¯®¿±¥¨¾ ±®®²®¸¥-
¨¿ ¬¥¦¤³ ¥¬ª®±²¼¾ ¨ ° §¬¥°®-
±²¼¾ � ³±¤®°´ 

¯®ª°»²¨¿ ¥±²¼ N(") �= "�D , £¤¥
D | ¥¬ª®±²¼ ¬®¦¥±²¢  F . �»-
·¨±«¿¿ ±³¬¬³ (11.2), ¯®«³· ¥¬
�d(�) =

P
"d = N(")"d �= "d�D .

�°¨ "! 0 ½²  ¢¥«¨·¨  ±²°¥¬¨²±¿
ª ³«¾, ¥±«¨ d > D, ¨ ª ¡¥±ª®-
¥·®±²¨, ¥±«¨ d < D. �¥ ¨  ¤®
¡»«® ¡» ¯°¨¿²¼ §  ° §¬¥°®±²¼
� ³±¤®°´ , ¥±«¨ § ¡»²¼ ®¡ ®¯¥° -
¶¨¨ ¢§¿²¨¿ ¨¦¥© £° ¨ ¯® ¢±¥-
¢®§¬®¦»¬ ¯®ª°»²¨¿¬. � ± ¬®¬
®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ®¤ ª®, �d(�) >
> d(�), ¯®±ª®«¼ª³ d(�) ¥±²¼ ¨¦-
¿¿ £° ¼. �§ ¨¬®¥ ° ±¯®«®¦¥-

¨¥ £° ´¨ª®¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥«¨·¨ �d ¨ d ®² ¯ ° ¬¥²°  d ®¡¿§ ®
¯®½²®¬³ ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª, ª ª ½²® ¯®ª § ®   °¨±. 11.11. �²±¾¤ 
¢¨¤®, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±®®²®¸¥¨¥ D > dH.

�¥ ¦¥ ±®®¡° ¦¥¨¿ ¯®§¢®«¿¾² ¯°¨©²¨ ª ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬³ ³²¢¥°-
¦¤¥¨¾. �±«¨ ¯°¨ ª ª®¬-²® ª®ª°¥²®¬ ¢»¡®°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-
±²¨ ¯®ª°»²¨© ± ³¬¥¼¸ ¾¹¨¬±¿ ° §°¥¸¥»¬ ¤¨ ¬¥²°®¬ ¿·¥©ª¨
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� ¨¬¥¥¬

lim
�!0

�d(�) =

�
0; d > d0;

1; d < d0;
(11.4)

²® d0 ¥±²¼ ®¶¥ª  ° §¬¥°®±²¨ � ³±¤®°´  ±¢¥°µ³, ². ¥. d0 > dH.
� ¨¡®«¥¥ ²°³¤»© ¬®¬¥² ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ±²°®£®¬ ¢»·¨±«¥¨¨
° §¬¥°®±²¨ � ³±¤®°´  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡»  ©²¨ ¨¦¾¾ £° ¼
±³¬¬ (11.2). �¤ ª® ¤«¿ ´° ª² «®¢, ¢±²°¥· ¾¹¨µ±¿ ¢ § ¤ · µ
¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ ° §¬¥°®±²¼ � ³±-
¤®°´ , ¥¬ª®±²¼ ¨ ¤°³£¨¥ ¢¥«¨·¨» d0, ¯®«³· ¥¬»¥ ¯°¨ ° §«¨·®¬
¢»¡®°¥ ¯®ª°»²¨©, ±®¢¯ ¤ ¾². �®½²®¬³ ²¥°¬¨®«®£¨·¥±ª¨ ¨µ · -
±²® ¥ ° §«¨· ¾² ¨ £®¢®°¿² ¯°®±²® ® ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®±²¨
®¡º¥ª² .

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¬®¦¥±²¢ , ³ ª®²®°®£® ¥¬ª®±²¼ ¨ ° §¬¥°®±²¼
� ³±¤®°´  ¥ ±®¢¯ ¤ ¾², ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¥¤¨¨·®£®
¨²¥°¢ «  ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ 1=n, £¤¥ n = 1; 2; 3; : : :; 1. �®¯»² ¥¬±¿
¢»·¨±«¨²¼ ¥¬ª®±²¼. � ¤ ¤¨¬ ¥ª®²®°®¥ ¡®«¼¸®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«® M ¨ ¯®-
±²°®¨¬ ¯®ª°»²¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¨²¥°¢ « ¬¨ ¤«¨» " = 1=M2. �²¥°¢ «
®² 0 ¤® 1=M ¯®²°¥¡³¥² ¤«¿ ±¢®¥£® ¯®ª°»²¨¿ M ½«¥¬¥²®¢. �¹¥ M � 1
½«¥¬¥²®¢ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¤«¿ ¯®ª°»²¨¿ ®±² «¼»µ ²®·¥ª, 1, 1=2, 1=3, : : :
: : :, (M �1)�1, ¯®±ª®«¼ª³ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ¨§ ½²¨µ

²®·¥ª 1=(M �1)�1=M = 1=(M2
�M ) > 1=M2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ " =

= M�2 ¨¬¥¥¬ N (") = 2M . �®½²®¬³ D = � lim
M!1

�
log 2M= log(M�2)

�
=

= 1=2. � §¬¥°®±²¼ ¦¥ � ³±¤®°´  ± ®·¥¢¨¤®±²¼¾ ° ¢  ³«¾, ¯®±ª®«¼ª³
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ¬®¦¥±²¢® ±·¥²®¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥£® ¬®¦® ¯®ª°»²¼

¨²¥°¢ « ¬¨ "i = " � 2�i, i = 0; 1; 2; : : :; 1. �®£¤  �d(�) =
P

"di =

=
1P

i=0

"d � 2�id = "d=(1 � 2�d), ¨ ¯°¨ " ! 0 ¯°¥¤¥« ¢±¥£¤  ³«¼ ¤«¿

«¾¡®£® d > 0.

11.4. �° ª² «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£®
ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  ¨ ±²° ®£®  ²²° ª²®° 

¢ ®¡®¡¹¥®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¯¥ª °¿

� ª ·¥±²¢¥ ª®ª°¥²®£® ¯°¨¬¥°  ¢»·¨±«¨¬ ´° ª² «¼³¾ ° §-
¬¥°®±²¼  ²²° ª²®°  ¢ ®¡®¡¹¥®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¯¥ª °¿, ª®²®°®¥
¡»«® ¢¢¥¤¥® ¢ «¥ª¶¨¨ 2:(

x0 =
x
�

y0 = �y
¤«¿ x 6 �;

(
x0 =

x� �
�

y0 = 1 + �(y � 1)
¤«¿ x > �; (11.5)

§¤¥±¼ �, �, �, � | ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¯ ° ¬¥²°», ¯°¨·¥¬ � + � = 1
¨ � + � < 1. �²²° ª²®° ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¥±²¼ ´° ª² «¼»©
®¡º¥ª², ±¥·¥¨¥ ª®²®°®£® ¢¥°²¨ª «¼®© ¯°¿¬®© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-
¡®© ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®¥ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®. �±²¥±²¢¥® ¯®« £ ²¼,
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·²® ° §¬¥°®±²¼  ²²° ª²®°  DB = DC + 1, £¤¥ DC | ° §¬¥°-
®±²¼ ³¯®¬¿³²®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ . � «¥¥ ¬» ½²® ¯®ª ¦¥¬,
® ± · «   ©¤¥¬ ¢¥«¨·¨³ DC .

�±¯®¬¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥¨¿ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢ 
¬®¦¥±²¢  (±¬. °¨±. 11.5¡). � ¡®° ¨²¥°¢ «®¢ "i, ®²¢¥· ¾¹¨µ
k-¬³ ³°®¢¾ ¯®±²°®¥¨¿, § ¤ ¥², ®·¥¢¨¤®, ¯®ª°»²¨¥ ¬®¦¥±²¢ ,
¨ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±³¬¬³ �d(k) =

P
"di . �  ±«¥¤³¾¹¥¬ ³°®¢¥

¯®±²°®¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ®¢®¥ ¯®ª°»²¨¥. � ª¨¬ ¡³¤¥² ®¢®¥ § ·¥¨¥
±³¬¬»? �°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ± k-£®   k + 1-© ³°®¢¥¼ ª ¦¤»© ¨²¥°¢ «
"i § ¬¥¿¥²±¿ ¤¢³¬¿ ¨²¥°¢ « ¬¨, �"i ¨ �"i. �®®²¢¥²±²¢¥®, ª ¦-
¤»© ·«¥ ±³¬¬» �d(k) § ¬¥¿¥²±¿ ¤¢³¬¿ ·«¥ ¬¨, (�"i)d ¨ (�"i)d.
�® ²®£¤  ®¢®¥ § ·¥¨¥ ±³¬¬» ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ±² °®¥:

�d(k+ 1) =
Xh

(�"i)
d + (�"i)

d
i
=

= (�d + �d)
X

"di = (�d + �d)�d(k): (11.6)

�±«¨ �d+ �d < 1, ²® ¯°¨ k! 1 ¢¥«¨·¨  �d(k) ¡³¤¥² ±²°¥¬¨²¼±¿
ª ³«¾,   ¥±«¨ �d + �d > 1, ²® ª ¡¥±ª®¥·®±²¨. �®£° ¨· ¿
ª°¨²¨·¥±ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬

�d + �d = 1: (11.7)

�°¨ �+� < 1 ¢¥«¨·¨  d, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ °¥¸¥¨¥¬ ½²®£® ³° ¢¥¨¿,
«¥¦¨² ¢ ¨²¥°¢ «¥ ¬¥¦¤³ 0 ¨ 1. �²® ¨ ¥±²¼ ° §¬¥°®±²¼ ¤¢³µ¬ ±-

�¨±. 11.12. �¨¨¨ ° ¢»µ § ·¥¨© ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®±²¨ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£®
ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢    ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ �, �

¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  DC . �  °¨±. 11.12 ¯®ª § » «¨-
¨¨ ° ¢»µ § ·¥¨© ° §¬¥°®±²¨   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ �, �.
(� · ±²®±²¨, ¯°¨ � = � = 1=3 ¨§ (11.7) ¯®«³· ¥¬ 2 � 3�d = 1 ¨
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DC = log3 2 | ³¦¥ ¨§¢¥±²»©  ¬ °¥§³«¼² ² ¤«¿ ª« ±±¨·¥±ª®£®
ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ .)

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ° §¬¥°®±²¼  ²²° ª²®°  ®¡®¡¹¥®£® ®²®-
¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¢»° ¦ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬ DB =

�¨±. 11.13. � ¢»·¨±«¥-
¨¾ ° §¬¥°®±²¨  ²-
²° ª²®°  ®¡®¡¹¥®£®
®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿

= DC + 1. �®£« ±® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²° ª-
²®¢ª¥ ¤¥©±²¢¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿ ¢ «¥ª¶¨¨ 2
(±¬. °¨±. 2.8),   k-¬ ¸ £¥ ¨²¥° ¶¨© ¨¬¥¥²±¿
2k £®°¨§®² «¼»µ ¯®«®±, ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ  ²-
²° ª²®°. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ "i ¯®¯¥°¥·»© ° §-
¬¥° i-© ¯®«®±». �«¿ ¯®ª°»²¨¿ ½²®© ¯®«®±»
ª¢ ¤° ²¨ª ¬¨ ±® ±²®°®®© "i ²°¥¡³¥²±¿ ni =
= [1="i]+1 ª¢ ¤° ²¨ª®¢, £¤¥ ª¢ ¤° ²»¥ ±ª®¡-
ª¨ ®§ · ¾² ¶¥«³¾ · ±²¼ ·¨±«  (°¨±. 11.13).
�°¨ ¢»·¨±«¥¨¿µ, ±¢¿§ »µ ±   «¨§®¬ ¯°¥-
¤¥«  k ! 1 ¨ "i ! 0, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®
ni �= 1="i. �³¬¬  �d(k), ª®²®°³¾ ³¦® ¢»-
·¨±«¿²¼ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ° §¬¥°®±²¨ � ³±-
¤®°´ , ¢»° ¦ ¥²±¿ ²®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬:

�d(k) =
X
i

ni"
d
i
�=
X
i

"�1i "di =
X
i

"d�1i : (11.8)

�  ±«¥¤³¾¹¥¬, (k+ 1)-¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿  ²²° ª²®°  ª ¦¤ ¿ ¯®-
«®±  ¸¨°¨» "i ¤ ¥² ¤¢¥ ¡®«¥¥ ³§ª¨¥ ¯®«®±», �"i ¨ �"i, ² ª ·²®

�d(k + 1) = (�d�1 + �d�1)�d(k): (11.9)

� §¬¥°®±²¼ DB ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª ª °¥¸¥¨¥ ³° ¢-
¥¨¿

�d�1 + �d�1 = 1: (11.10)

�®¯®±² ¢«¿¿ ¥£® ± ³° ¢¥¨¥¬ (11.7), ª®°¥¼ ª®²®°®£® ±®®²¢¥²±²¢®-
¢ « ° §¬¥°®±²¨ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  DC , § -
ª«¾· ¥¬, ·²® DB � 1 = DC .
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� ±±¬®²°¨¬, ª ª ¢  · «¥ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨, ¯®ª°»²¨¥  ²-
²° ª²®°  ¿·¥©ª ¬¨ ´¨ª±¨°®¢ ®£® ° §¬¥°  (°¨±. 12.1). �° ª-
² «¼³¾ ° §¬¥°®±²¼ (¥¬ª®±²¼)  ²²° ª²®° , ®¯°¥¤¥«¥³¾ ª ª ¯®-

�¨±. 12.1. �®ª°»²¨¥  ²²° ª²®°  ½«¥¬¥² ¬¨ ®¤¨ ª®¢®£® ° §¬¥°  "

ª § ²¥«¼ ±²¥¯¥¨ ¢ ´®°¬³«¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®«¨·¥±²¢  ¿·¥¥ª ¯®ª°»-
²¨¿ N(") ®² ° §¬¥°  ¿·¥©ª¨ ", ¡³¤¥¬ ± ½²®£® ¬®¬¥²  ®¡®§ · ²¼
·¥°¥§ D0:

N(") �= "�D0 ; ¨«¨ D0 = � lim
logN(")

log "
: (12.1)

� °¿¤³ ± ¢¥«¨·¨®© D0 ¢¢®¤¿² ¨ ¨±¯®«¼§³¾² ¶¥«»© °¿¤ ¤°³£¨µ
° §¬¥°®±²¥©, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨´®°¬ ¶¨®³¾, ª®°°¥«¿¶¨®³¾,
®¡®¡¹¥»¥ ° §¬¥°®±²¨ ��¥¼¨. �¥«¼ ¤ ®© «¥ª¶¨¨ ¢ ²®¬, ·²®¡»
¯®§ ª®¬¨²¼±¿ ± ½²¨¬¨ ° §¬¥°®±²¿¬¨ ¨ ¢»¿±¨²¼, ª ª ®¨ ±®-
®²®±¿²±¿. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ¥ ± ®¤®©,   ±® ¬®£¨¬¨
° §¬¥°®±²¿¬¨ ±¢¿§   ¢ ª®¥·®¬ ¨²®£¥ ±® ±«®¦®±²¼¾ ° ±±¬ -
²°¨¢ ¥¬»µ ®¡º¥ª²®¢ | ´° ª² «¼»µ  ²²° ª²®°®¢.

12.1. �´®°¬ ¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼

�®·¥¬³ ¦¥ ®¤®© ° §¬¥°®±²¨ D0 ¥¤®±² ²®·®? �°¥¤±² ¢¨¬
±¥¡¥, ·²®  ²²° ª²®° ¥®¤®°®¤¥ | ®¤¨ ®¡« ±²¨ (½«¥¬¥²» ¯®-
ª°»²¨¿) ¯®±¥¹ ¾²±¿ · ¹¥, ¤°³£¨¥ °¥¦¥. �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¨-
ª ª ¥ ®²° ¦¥® ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ° §¬¥°®±²¨ D0, µ®²¿, ¯® ¨¤¥¥, ®®
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¤®«¦® ¡»²¼ ±³¹¥±²¢¥»¬ ¤«¿ ² ª®© ª®«¨·¥±²¢¥®© µ ° ª²¥°¨-
±²¨ª¨ ±¢®©±²¢  ²²° ª²®° , ª ª®© ¯°¥²¥¤³¥² ¡»²¼ ° §¬¥°®±²¼.

�®¯»² ¥¬±¿ À¨±¯° ¢¨²¼Á ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ° §¬¥°®±²¨, ¯°¨¿¢ ¢®
¢¨¬ ¨¥ ° §³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯®±¥¹¥¨¿ ¿·¥¥ª ¯®ª°»²¨¿. �«¿
½²®£® ±«¥¤³¥² ¯°¨¢«¥·¼ ª®±²°³ª¶¨¾, ®¡±³¦¤ ¢¸³¾±¿ ¢ «¥ª¶¨¨8,|
¨¢ °¨ ²³¾ ¬¥°³.

� ¯®¬¨¬, ·²® ¥±²¥±²¢¥ ¿ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  «¾¡®© ®¡« -
±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  S ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°¥¡»-
¢ ¨¿ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ²¨¯¨·®© ´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨:

p(S) = lim
T!1

�(S; x0; T )

T
: (12.2)

£¤¥ x0 | ²®·ª  ±² °²  ²° ¥ª²®°¨¨, �(S; x0; T ) | ¢°¥¬¿ ¯°¥¡»¢ -
¨¿ ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢ ®¡« ±²¨ S ¯°¨  ¡«¾¤¥¨¨ §  ¨²¥°-
¢ « T . �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢¥«¨·¨  p(S) ®¤  ¨ ²  ¦¥ ¯®·²¨ ¤«¿
¢±¥µ  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¨§ ¡ ±±¥©  ¤ ®£®  ²²° ª²®° , ² ª ·²®
¥¥ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² x0.

�³±²¼ ¤«¿  ²²° ª²®°  ®¯°¥¤¥«¥  ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥° , ¨ ¬»
¯®±²°®¨«¨ ¯®ª°»²¨¥ ½²®£®  ²²° ª²®° , ²®£¤  ª ¦¤ ¿ ¿·¥©ª  ¯®-
ª°»²¨¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ±¢®¾ ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¢¥«¨·¨³ ¬¥°». �»¬¨
±«®¢ ¬¨, ª ¦¤®© i-© ¿·¥©ª¥ ¯®ª°»²¨¿ ¡³¤¥² ®²¢¥· ²¼ ¥ª®²®° ¿ ¢¥-
°®¿²®±²¼ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¢ ¥© pi. �·¨² ¿, ·²® ¿·¥©ª¨ ¯®«®±²¼¾
¯®ª°»¢ ¾²  ²²° ª²®° ¨ ¥  ª« ¤»¢ ¾²±¿ ¤°³£   ¤°³£ , ¨¬¥-

¥¬
N(")P
i=1

pi = 1.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±³¬¬³

I(") = �

N(")X
i=1

pi log pi: (12.3)

�²³ ¢¥«¨·¨³ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ª®«¨·¥±²¢® ¨´®°¬ -
¶¨¨ ¢ ³²¢¥°¦¤¥¨¨, ·²® ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿ ²®·ª  ®¡ °³¦¥  ¢ ®¤®©
®¯°¥¤¥«¥®© ¿·¥©ª¥ ¯®ª°»²¨¿.

�°®±²®© ¯°¨¬¥°: ¯³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ N = 16 ª«¥²®ª, ®¤  ¨§ ª®²®°»µ
¢»¡°   ±«³· ©® ¨ ¯®¬¥·¥  ª°¥±²¨ª®¬:

[ ] [ ] [ ] [�] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

�¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ª°¥±²¨ª  µ®¤¨²±¿ ¢ i-© ª«¥²ª¥, 1=16. �®«¨·¥-
±²¢® ¨´®°¬ ¶¨¨ ¢ ¡¨² µ ¯®«³· ¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥, £¤¥ «®£ °¨´¬ ¡¥°¥²±¿

¯® ®±®¢ ¨¾ 2: I = �
NP

i=1

pi log2 pi = �
16P

i=1

(1=16) log
2
(1=16) = 4. �¬»±«

½²®£® °¥§³«¼² ²  ¢ ²®¬, ·²® ®¤®§ ·® ³±² ®¢¨²¼ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¥-
±²¨ª  ¬®¦®, § ¤ ¢ ·¥²»°¥ ¢®¯°®± ,   ª®²®°»¥ ° §°¥¸ ¥²±¿ ¤ ²¼ ®²¢¥²
¤  ¨«¨ ¥². �²® ¬¥°  ¨´®°¬ ¶¨¨ ¯® �¥®³.
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�±®, ·²® ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ° §¬¥°  ¿·¥¥ª ¯®ª°»²¨¿ ¢¥«¨·¨ 
±³¬¬» (12.3) ¡³¤¥² ¢®§° ±² ²¼: ·¥¬ ¬¥«¼·¥ ¿·¥©ª¨, ²¥¬ ¡®«¼¸¥
¨´®°¬ ¶¨¨ ¢ ³²¢¥°¦¤¥¨¨, ·²® ²®·ª  ¯®¯ «  ¢ ¤ ³¾ ®¯°¥¤¥-
«¥³¾ ¿·¥©ª³. �®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ½²®  ° ±² ¨¥ ±«¥¤³¥²
±²¥¯¥®¬³ § ª®³:

I(") �= "�D1 ; (12.4)

¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥«

D1 = � lim
"!0

I(")

log "
= lim

"!0

N(")P
i=1

pi log pi

log "
: (12.5)

�¥«¨·¨³ D1  §»¢ ¾² ¨´®°¬ ¶¨®®© ° §¬¥°®±²¼¾.
�´®°¬ ¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼ ®¡« ¤ ¥² ¢ ¦»¬ ±¢®©±²¢®¬,

ª®²®°®¥ ¤¥« ¥² ¥¥ ®·¥¼ ¢ ¦®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ´° ª² «¼»µ
 ²²° ª²®°®¢. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ , ª®²®°³¾ ¯°¨¢¥¤¥¬
¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿  ²²° ª²®° A,   ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¥  ¨¢ °¨-
 ² ¿ ¬¥° , ¨ ¯³±²¼ S | ¯®¤¬®¦¥±²¢® ½²®£®  ²²° ª²®° , ¨¬¥-
¾¹¥¥ ¬¥°³ � ¬¥¦¤³ 0 ¤® 1, ². ¥. 0 < � < 1. (�¬»±« � ¢ ²®¬,
·²® ½²® ¢¥°®¿²®±²¼ ¤«¿ ¢§¿²®©  ³£ ¤ ²®·ª¨  ²²° ª²®°  ¯°¨ ¤-
«¥¦ ²¼ ¯®¤¬®¦¥±²¢³ S.) �®£¤  ´° ª² «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¬®-
¦¥±²¢  S ° ¢  ¨´®°¬ ¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨  ²²° ª²®°  A:
D0(S) = D1(A).

�²® ¡³¤¥² ² ª ¯°¨ «¾¡®¬ � 2 (0; 1), ¤ ¦¥ ¯°¨ � = 0;99! �®«¼ª®
¯°¨ � = 1 ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ D0(S) = D0(A).

12.2. �®°°¥«¿¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼
¨  «£®°¨²¬ �° ±±¡¥°£¥° {�°®ª ··¨ 

� ±±¬®²°¨¬ ±®¢  ¯®ª°»²¨¥  ²²° ª²®°  ¿·¥©ª ¬¨ ®¤¨ ª®¢®£®
° §¬¥°  " ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»¡° »  ³£ ¤ ¤¢¥ ²®·ª¨, ¯°¨ ¤-
«¥¦ ¹¨¥  ²²° ª²®°³, x1 ¨ x2. � ª®¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ®¡¥
®¨ ®ª ¦³²±¿ ¢ i-© ¿·¥©ª¥? �¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ®¤  ²®·ª  ¯®-
¯ ¤ ¥² ¢ i-© ½«¥¬¥² ¯®ª°»²¨¿, ° ¢  pi. �±«¨ ¯®¯ ¤ ¨¥ ®¡¥¨µ
²®·¥ª ¢ ¤ ³¾ ¿·¥©ª³ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨,
²® ¢¥°®¿²®±²¼ ¡³¤¥² p2i .

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±³¬¬³

C(") =

N(")X
i=1

p2i (12.6)

¨ § ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬, ª ª ®  ¡³¤¥² ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨
° §¬¥°  ¿·¥¥ª, ª®²®°»¬¨ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯®ª°»²¨¥. �°¨ ³¬¥¼¸¥-
¨¨ " ±³¬¬  ¡³¤¥² ³¡»¢ ²¼, ¨ ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ½²® ¡³¤¥²



12.2. �®°°¥«¿¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼ 179

¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¯® ±²¥¯¥®¬³ § ª®³:

C(") �= "D2 ; (12.7)

¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥«

D2 = lim
"!0

C(")

log "
= lim

"!0

N(")P
i=1

p2i

log "
: (12.8)

�¥«¨·¨³ D2  §»¢ ¾² ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¼¾.
�±®¡®¥ § ·¥¨¥ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨ ¤«¿ ¥«¨¥©®©

¤¨ ¬¨ª¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ¥¥ ¢»·¨±«¥¨¿ ¨¬¥¥²±¿ ®²®-
±¨²¥«¼® ¯°®±²®© ¨ ½´´¥ª²¨¢»© (¢® ¢±¿ª®¬ ±«³· ¥ ¡®«¥¥ ¯°®-
±²®© ¨ ½´´¥ª²¨¢»©, ¥¦¥«¨ ¤«¿ ¤°³£¨µ ° §¬¥°®±²¥©)  «£®°¨²¬
�° ±±¡¥°£¥° {�°®ª ··¨ .

� ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �³±²¼ ¬» ¯®«³·¨«¨, ±ª ¦¥¬, ¨§
·¨±«¥®£® °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨ª¨  ¡®° ¢¥ª²®°®¢ ±®±²®-
¿¨¿ fxi; i = 1; 2; : : :; Mg, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬ ¨²¥-
° ¶¨¿¬ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨«¨ ¸ £ ¬ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-
®£® ³° ¢¥¨¿. � ¤ ¢¸¨±¼ ¥ª®²®°»¬ (¬ «»¬) ", ¬®¦® ¨±¯®«¼-
§®¢ ²¼  ¸  ¡®° ¤ »µ ¤«¿ ®¶¥ª¨ ±³¬¬» C("), ´¨£³°¨°³¾¹¥©
¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨. �¬¥¥¬:

C(") =

N(")X
i=1

p2i = f¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®,

·²® ¤¢¥ ²®·ª¨ ° §¤¥«¥» ° ±±²®¿¨¥¬ ¬¥¼¸¥ "g =

= lim
M!1

1

M(M � 1)
�f·¨±«® ¯ ° i 6= j ² ª¨µ, ·²® kxi � xjk<"g =

= lim
M!1

1

M(M � 1)

MX
i; j=1

�
�
"� kxi � xjk

�
� CM("); (12.9)

£¤¥ � | ±²³¯¥· ² ¿ ´³ª¶¨¿ �¥¢¨± ©¤ ,

�(x) =

�
0; x < 0;
1; x > 0:

�¥«¨·¨³ CM(")  §»¢ ¾² ª®°°¥«¿¶¨®»¬ ¨²¥£° «®¬. �°¨
¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ M (®¡»·® ²»±¿·¨ ¨«¨ ¤¥±¿²ª¨ ²»±¿·) ®
±«³¦¨² ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ®¶¥ª®© ±³¬¬» C(") ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®-
¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®-
±²¨. �«¿ ½²®£® ¯°®¢®¤¿² ° ±·¥² CM(") ¯°¨ ° §«¨·»µ " ¨ ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾² °¥§³«¼² ²» ¢ ª®®°¤¨ ² µ log " ¨ logCM("). �°¥¤¯®« -
£ ¥¬ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ CM(") ¨¬¥¥² ¢¨¤ "D2 , ² ª ·²® ¯®«³·¥»©
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£° ´¨ª ¤®«¦¥ ¨¬¥²¼ ¢¨¤ ¯°¿¬®© «¨¨¨ ± ³£«®¢»¬ ª®½´´¨¶¨¥-
²®¬ D2.

�¡º¥¬ ¢»·¨±«¥¨© ¯°¨ ¯®¤±·¥²¥ ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° « 
¥¯®±°¥¤±²¢¥® ± ¯®¬®¹¼¾ (12.9) ®·¥¼ ¢¥«¨ª, ¯®±ª®«¼ª³ ª®«¨·¥-
±²¢® ®¯¥° ¶¨© ¯°®¯®°¶¨® «¼® M2. �²®¡» ¥£® ±®ª° ²¨²¼, ¯°¨¬¥-
¿¾² ¥±ª®«¼ª® À¬ «¥¼ª¨µ µ¨²°®±²¥©Á.

�®-¯¥°¢»µ, ¬®¦® ° §¡¨²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ®¡« ±²¼ ´ §®¢®£®
¯°®±²° ±²¢    ¥±ª®«¼ª® · ±²¥© ¨ ° ±±®°²¨°®¢ ²¼ ®¡° ¡ ²»¢ ¥-
¬»¥ ²®·ª¨ xi ¯® £°³¯¯ ¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬ ½²¨¬ · ±²¿¬. �±«¨ " ¬ «®,
  ½²® ª ª ° § ¨²¥°¥±³¾¹¨©  ± ±«³· ©, ²® ¯°¨ ° ±·¥²¥ ª®°°¥-
«¿¶¨®®£® ¨²¥£° «  ¬®¦® ³·¨²»¢ ²¼ ²®«¼ª® ²¥ ¯ °» ²®·¥ª, ³
ª®²®°»µ ®¡¥ ²®·ª¨ ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ £°³¯¯¥.

�®-¢²®°»µ, ¢¬¥±²® ¥¢ª«¨¤®¢®© ®°¬» ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤°³-
£³¾, ²°¥¡³¾¹³¾ ¬¥¼¸¥£® ®¡º¥¬  ¢»·¨±«¥¨©. �°¨ ½²®¬ ¢¥«¨-
·¨  ° §¬¥°®±²¨ ®² ¢»¡®°  ®°¬» ¥ § ¢¨±¨². � ²¥¬ ²¨ª¨ ¢¢®-
¤¿² ±¥¬¥©±²¢® ®°¬

kxkq =
q

vuut NX
i=1

jxijq; (12.10)

£¤¥ q | ¯ ° ¬¥²°; ¢ · ±²®±²¨, q = 2 ®²¢¥· ¥² ¥¢ª«¨¤®¢®© ®°¬¥.
�°¥¤¨ ¨µ  ¨¡®«¥¥ ³¤®¡»¬¨ ¤«¿ ¡»±²°®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿

®°¬» kxk1 =
NP
i=1

jxij ¨ kxk1 = max
1 i<N

jxij.

�  ¯° ª²¨ª¥ £° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° « 
®² ", ¯®±²°®¥»© ¢ «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ, ®²ª«®¿¥²±¿

�¨±. 12.2. � ®¶¥ª¥ ª®°°¥«¿¶¨-
®®© ° §¬¥°®±²¨ ±²° ®£®  ²-
²° ª²®°  ®²®¡° ¦¥¨¿ �® ¯®  «-
£®°¨²¬³ �° ±±¡¥°£¥° {�°®ª ··¨ 

®² ¯°¿¬®© «¨¨¨ ¢ ®¡« ±²¨ ¡®«¼-
¸¨µ ", ±° ¢¨¬»µ ± ° §¬¥° ¬¨  ²-
²° ª²®° , ¨ ®·¥¼ ¬ «»µ ", ª®£¤ 
ª®«¨·¥±²¢® ¯ ° ²®·¥ª ±² ®¢¨²±¿
¬ «® ¤«¿ µ®°®¸¥© ±² ²¨±²¨·¥±ª®©
®¶¥ª¨. �²¥°¢ « «¨¥©®±²¨ ²¥¬
¸¨°¥, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ®¡º¥¬ ®¡° ¡ ²»-
¢ ¥¬»µ ¤ »µ M . � ¹¥ ¢±¥£® ¥£®
¢»¡¨° ¾² À  £« §Á,   § ²¥¬ ¯®¤-
¢¥°£ ¾² ¯®«³·¥»¥ ²®·ª¨ ®¡° ¡®²-
ª¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²®¤   ¨¬¥¼¸¨µ
ª¢ ¤° ²®¢ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿  ¯¯°®ª-
±¨¬¨°³¾¹¥© ¯°¿¬®©.

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°    °¨±. 12.2
¢®±¯°®¨§¢¥¤¥» °¥§³«¼² ²» ° ±·¥² 
ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨  ²-
²° ª²®°  ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ �® xn+1 =

= 1�ax2�byn, yn+1 = xn, ¯°¥¤±² ¢«¥»¥ ¢ ®°¨£¨ «¼®© ° ¡®²¥
(Grassberger, 1983). � ° ¬¥²°» ®²®¡° ¦¥¨¿: a = 1;4, b = �0;3,



12.3. �¯¥ª²° ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© �¥¼¨ 181

ª®«¨·¥±²¢® ²®·¥ª M = 16384. �¥§³«¼² ² ° ±·¥²  | § ·¥¨¥ ª®°-
°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨ D2

�= 1;21.

12.3. �¯¥ª²° ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© �¥¼¨

� 1983 £. �° ±±¡¥°£¥°, �½²·¥« ¨ �°®ª ··¨  ¢¢¥«¨ ¢ ³¯®²°¥¡«¥-
¨¥ ¢ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¥ ±¥¬¥©±²¢® ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥©
Dq, ª®²®°»¥  §»¢ ¾² ° §¬¥°®±²¿¬¨ ��¥¼¨, ¯® ¨¬¥¨ ¢¥£¥°-
±ª®£® ¬ ²¥¬ ²¨ª , ¯°¥¤«®¦¨¢¸¥£® ¨µ ° ¥¥ ¢ ¤°³£®¬ ª®²¥ª±²¥
(Grassberger, 1983; Hentschel, Procaccia, 1983)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯®±²°®¥® ¯®ª°»²¨¥  ²²° ª²®°  ¿·¥©ª ¬¨
° §¬¥°  ", ¨ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¢ i-© ¿·¥©ª¥ ¯®ª°»²¨¿, ². ¥.
¥±²¥±²¢¥ ¿ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  ¿·¥©ª¨, ¥±²¼ pi. �®£¤  ¤«¿ «¾-
¡®£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®£® ·¨±«  q, �1 < q < 1, ° §¬¥°®±²¼ Dq

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¯°¥¤¥«

Dq =
1

q � 1
lim
"!0

log
N(")P
i=1

pqi

log "
: (12.11)

�§ ´®°¬³«» (12.11) ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢¨¤®, ·²® ¯°¨ q = 0 ® 
±¢®¤¨²±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¥¬ª®±²¨,   ¯°¨ q = 2 | ª®°°¥«¿¶¨®®©
° §¬¥°®±²¨ (±¬., ±®®²¢¥²±²¢¥®, (11.1) ¨ (12.8)). �°¨ ¯®¯»²ª¥
¯®¤±² ¢¨²¼ q = 1 ¢®§¨ª ¥² ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼ ²¨¯  0=0, ® ¥¥
° ±ª°»²¨¥ ¯® ¯° ¢¨«³ �®¯¨² «¿ ¯°¨¢®¤¨² ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨´®°-
¬ ¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨ (12.5). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥¬ª®±²¼, ¨´®°-
¬ ¶¨® ¿ ¨ ª®°°¥«¿¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¨ ¢»±²³¯ ¾² ª ª ¯°¥¤-
±² ¢¨²¥«¨ ±¥¬¥©±²¢  ° §¬¥°®±²¥© �¥¼¨, ®²¢¥· ¾¹¨¥ · ±²»¬
§ ·¥¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°  q, ±®®²¢¥²±²¢¥®, D0, D1 ¨ D2. �²¬¥²¨¬
¥¹¥ ¤¢¥ ±¯¥¶¨ «¼»¥ ° §¬¥°®±²¨ | ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ° §¬¥°®±²¼
D�1 = lim

q!�1
Dq ¨ ¬¨¨¬ «¼³¾ ° §¬¥°®±²¼ D1 = lim

q!1
Dq.

�®¦® ±¯°®±¨²¼: ª ª®¢» ¦¥ ¡³¤³² ®¡®¡¹¥»¥ ° §¬¥°®±²¨,
 ¯°¨¬¥° ¤«¿ ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ ? � ¤® ·¥²ª® ¯®¨¬ ²¼, ·²®
¢ ² ª®© ¯®±² ®¢ª¥ ¢®¯°®± ¥¯° ¢®¬¥°¥. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¬®¦®
¡»«® £®¢®°¨²¼ ®¡ ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¿µ, ¥¤®±² ²®·® ¨¬¥²¼
± ¬® ¬®¦¥±²¢®,   ¥¬ ¥¹¥ ¤®«¦  ¡»²¼ § ¤   ¬¥° .

�«¿ ¬®¦¥±²¢  � ²®°  ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬¥°» ¬®¦® À¢¬®²¨°®-
¢ ²¼Á ¢ ¯°®¶¥±± ¥£® ¯®±²°®¥¨¿. �³±²¼   ª ¦¤®¬ ®·¥°¥¤®¬ ¸ £¥
¯®±²°®¥¨¿ ¤¢  ¨²¥°¢ « , ®±² ¾¹¨¥±¿ ®² ®¤®£® °®¤¨²¥«¼±ª®£®
®²°¥§ª ,  ±«¥¤³¾² ¥£® ¬¥°³, ® ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¢ ° ¢®© ¯°®¯®°-
¶¨¨,  , ±ª ¦¥¬, ¢ ®²®¸¥¨¨ a : b, £¤¥ a + b = 1. �±«¨   k-¬

¸ £¥ ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ (12.11) ±³¬¬ 
N(")P
i=1

pqi = Sk,

²®   ±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ª ¦¤»© ¥¥ ·«¥ § ¬¥¿¥²±¿   ¤¢ , pqi !
! (api)

q + (bpi)
q, ² ª ·²® Sk+1 = (aq + bq)Sk. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®
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Sk / (aq + bq)k. �®±ª®«¼ª³ ¤«¨» ®²°¥§ª®¢   k-¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥-
¨¿ ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  ±®±² ¢«¿¾² " = 3�k, ²® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨
± (12.11) ¨¬¥¥¬

Dq =
1

q � 1
lim
k!1

k log (aq + bq)

�k log 3
=

log3 (a
q + bq)

1� q
: (12.12)

� · ±²®¬ ±«³· ¥ a = b = 1=2   ª ¦¤®¬ ³°®¢¥ ¯®±²°®¥¨¿
¢±¥¬ ®²°¥§ª ¬ ¯°¨¯¨±»¢ ¥²±¿ ®¤¨ ª®¢ ¿ ¬¥° , ¨§ (12.12) ¯®«³-
· ¥¬ Dq = log3 (2

�q + 2�q)=(1 � q) = log3 2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥
° §¬¥°®±²¨ Dq ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ° ¢» ¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ´° ª² «¼®©
° §¬¥°®±²¼¾ D0. �®¦¥±²¢ , ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬,  -
§»¢ ¾²±¿ ®¤®°®¤»¬¨ ´° ª² « ¬¨.

�®¦¥±²¢ , ³ ª®²®°»µ ®¡®¡¹¥ ¿ ° §¬¥°®±²¼ § ¢¨±¨² ®² ¯ -
° ¬¥²°  q,  §»¢ ¾² ¬³«¼²¨´° ª² « ¬¨. � ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®
±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼ ¬³«¼²¨´° ª² «®¬, ¥±«¨ ¯ ° ¬¥²°» a ¨ b, ®²¢¥²-
±²¢¥»¥ §  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬¥°», ¥ ° ¢» ¤°³£ ¤°³£³. �  °¨±. 12.3

�¨±. 12.3. �° ´¨ª ®¡®¡¹¥®© ° §¬¥°®±²¨ ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  � ²®°  ± ¬¥°®©,
§ ¤ ®© ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a = 3=4 ¨ b = 1=4

¯®ª §   § ¢¨±¨¬®±²¼ D ®² q ¤«¿ · ±²®£® ±«³· ¿, a = 3=4
¨ b = 1=4. �° ´¨ª ¶¥«¨ª®¬ § ª«¾·¥ ¢ ¨²¥°¢ «¥ ®² D�1 =
= � log3

�
min (a; b)

�
¤® D1 = � log3

�
max (a; b)

�
. � ¬¥²¨¬, ·²®

½²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬®®²®® ³¡»¢ ¾¹ ¿, ² ª ·²® ¥¬ª®±²¼D0 ¡®«¼¸¥
¨´®°¬ ¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨ D1,   ® , ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¡®«¼¸¥
ª®°°¥«¿¶¨®®© D2. �®ª § ®, ·²® ±®®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ° §¬¥°®-
±²¿¬¨

D�1 > D0 > D1 > D2 > D1 (12.13)
±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢ ± ¬®¬ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.

12.4. �±®¢¥°¸¥±²¢®¢ ®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥
¨ ±¯¥ª²° ° §¬¥°®±²¥©  ²²° ª²®° 
®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿

� ª ®²¬¥· «®±¼ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨, ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥¬ª®±²¨ ¢
¡®«¥¥ ²®·®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ª®²¥ª±²¥ § ¬¥¿¾² ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬
° §¬¥°®±²¨ ¯® � ³±¤®°´³. � «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® ¯¥°¥-
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®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡®¡¹¥»¥ ° §¬¥°®±²¨, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¯®ª°»²¨¿  ²-
²° ª²®°  ½«¥¬¥² ¬¨ ¯°®¨§¢®«¼®© ´®°¬» ¨ ° §¬¥°  (Halsey et al.,
1986). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯®±²°®¥® ² ª®¥ ¯®ª°»²¨¥, ¯°¨·¥¬ ¤¨ -
¬¥²° ¥£® ½«¥¬¥²®¢ ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² § ¤ ®© ¢¥«¨·¨» �. �¨ -
¬¥²° i-£® ½«¥¬¥²  ¯®ª°»²¨¿ ®¡®§ ·¨¬ "i,   ¥£® ¬¥°³ pi. �¢¥¤¥¬
±³¬¬³ ¯® ¢±¥¬ ½«¥¬¥² ¬ ¯®ª°»²¨¿, § ¢¨±¿¹³¾ ®² ¤¢³µ ¯ ° ¬¥-
²°®¢, q ¨ � :

�q; �(�) =
X pqi

"�i
: (12.14)

� «¥¥ ±«¥¤³¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨¦¾¾ ¨«¨ ¢¥°µ¾¾ £° ¼ ¯® ¢±¥¬
¢®§¬®¦»¬ ¯®ª°»²¨¿¬:

q; �(�) =

(
inf �q; � (�); q 6 1; � 6 0;

sup �q; �(�); q > 1; � > 0:
(12.15)

�³±²¼ q ´¨ª±¨°®¢ ®, ¨ ¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ° §¬¥° 
½«¥¬¥²®¢ ¯®ª°»²¨¿ ¢¥«¨·¨  q; � (�) ¥ ±²°¥¬¨« ±¼ ¡» ¨ ª ³«¾,
¨ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨,   °¥ «¨§®¢ « ±¼ ¡» ¯°®¬¥¦³²®· ¿, ª°¨²¨·¥-
±ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿. �²® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ¥ª®²®°®¬ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥-
®¬ ¢»¡®°¥ � ; ®¡®§ ·¨¬ ¥£® �(q). �®£¤  ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¤ ®¬³ q
®¡®¡¹¥ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

dq =
�(q)

q � 1
: (12.16)

� ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢, ± ª®²®°»¬¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ¢
¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¥, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢® ° §¬¥°®±²¥© dq ¨
Dq. �®½²®¬³ ¤ «¥¥ ¬» ¨µ, ª ª ¯° ¢¨«®, ¥ ° §«¨· ¥¬ ¨ ¡³¤¥¬
¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ®¡®§ ·¥¨¥¬ Dq.

�¡° ²¨¬±¿ ª ¯°¨¬¥°³ |  ²²° ª²®°³ ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
¯¥ª °¿ (2.21) (±¬. °¨±. 2.8). �£® ±¥·¥¨¥ ¢¥°²¨ª «¼®© ¯°¿¬®©
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®¥ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®, ³ ª®-
²®°®£® ®²®¸¥¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ° §¬¥°®¢ ¤®·¥°¨µ ¨²¥°¢ «®¢
ª ¨±µ®¤®¬³ ¤ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¨ �, ²®£¤  ª ª  ±«¥¤³¥¬ ¿
®² °®¤¨²¥«¼±ª®£® ®²°¥§ª  ¬¥°  ° ±¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ®²®¸¥¨¨ a : b.
�®¢®ª³¯®±²¼ ¨²¥°¢ «®¢, ¨¬¥¾¹¨µ±¿   k-¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿,
®¡° §³¥² ¯®ª°»²¨¥ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ . �°¥¤-
¯®«®¦¨¬, ¬»  ¸«¨ ¤«¿ ¥£® ±³¬¬³ �k =

P
pqi ="

�
i . �  ±«¥¤³¾-

¹¥¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿ ª ¦¤»© ·«¥ § ¬¥¿¥²±¿   ¤¢ , pqi ="
�
i !

! (api)
q=(�"i)

� + (bpi)
q=(�"i)

� , ² ª ·²®

�k+1 =

�
aq

��
+

bq

��

�
�k: (12.17)
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�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ª°¨²¨·¥±ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿, ° §£° ¨·¨¢ ¾¹ ¿
®¡« ±²¨, £¤¥ �k ! 0 ¨ �k !1, ®²¢¥· ¥² ³±«®¢¨¾

aq

��
+

bq

��
= 1: (12.18)

�® ®¯°¥¤¥«¿¥² § ¢¨±¨¬®±²¼ � = �C(q) ¨, ¯® ´®°¬³«¥ (12.16), ° §-
¬¥°®±²¼ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ :

DC
q =

�C(q)

1� q
:

�¥°¥µ®¤¿ ª  ²²° ª²®°³ ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿, ° ±-
±¬®²°¨¬ ¯®ª°»²¨¥, ¯®ª § ®¥   °¨±. 11.13. �®ª°»²¨¥ i-© ¯®«®±»
±®¤¥°¦¨² ni �= 1="i ª¢ ¤° ²¨ª®¢ ±® ±²®°®®© "i. �¥° , ¯°¨µ®¤¿-
¹ ¿±¿   ®¤¨ ª¢ ¤° ²¨ª, ±®±² ¢«¿¥² pi=ni �= "ipi, £¤¥ pi | ¬¥° 
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¨²¥°¢ «  ¤«¿ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®-
¦¥±²¢ . �³¬¬ , ª®²®°³¾ ³¦® ¢»·¨±«¿²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¡®¡-
¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥©, ¢»° ¦ ¥²±¿ ²®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�k =
X
i

ni(pi=ni)
q

"�i
=
X
i

pqi
"��q+1i

: (12.19)

�  ±«¥¤³¾¹¥¬, k+1-¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿  ²²° ª²®°  ª ¦¤»© ·«¥
±³¬¬» ¯®°®¦¤ ¥² ¤¢ , pqi ="

��1
i ! (api)q=(�")

��1
i + (bpi)q=(�")

��1
i ,

² ª ·²®

�k+1 =

�
aq

���q+1
+

bq

���q+1

�
�k : (12.20)

�° ¢¨¢ ¿ (12.17) ¨ (12.20), ¢¨¤¨¬, ·²® �B(q) = �C(q) + q � 1, £¤¥
�B(q) ®²¢¥· ¥²  ²²° ª²®°³ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿,   �C(q)| ¤¢³µ¬ ±-

�¨±. 12.4. �° ´¨ª ®¡®¡¹¥®© ° §¬¥°®±²¨ ¤«¿  ²²° ª²®°  ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ ¯¥ª °¿ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � = 1=4, � = 1=2, a = b = 1=2

¸² ¡®¬³ ª ²®°®¢³ ¬®¦¥±²¢³. �§ ´®°¬³«» (12.16) ²®£¤  ¢¨¤®,
·²® DB

q = 1 +DC
q .
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� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°, ¤®¯³±ª ¾¹¨©   «¨²¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥:
¯³±²¼ � = �2 ¨ a = b = 1=2. �®£¤  ¨§ (12.18) ¯®«³· ¥²±¿ ª¢ -
¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® ��� : ��2� + ��� � 2q = 0. �£®
°¥¸¥¨¥ ¤ ¥² �� = �1=2 +

p
1=4 + 2q. �²±¾¤ 

� = �
log (

p
1=4 + 2q � 1=2)

log �
¨

DB
q = 1 +DC

q = 1 +
log� (

p
1=4 + 2q � 1=2)

1� q
:

�  °¨±. 12.4 ¯®ª §  £° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨ ° §¬¥°®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥-
²°  q ¯°¨ � = 1=2. �²¬¥²¨¬, ·²®, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥,
° §¬¥°®±²¼ D0 ¯°¥¢»¸ ¥² ¨´®°¬ ¶¨®³¾,   ² , ¢ ±¢®¾ ®·¥-
°¥¤¼, ¡®«¼¸¥ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨. � ª±¨¬ «¼ ¿ ¨ ¬¨-
¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¨ ° ¢», ±®®²¢¥²±²¢¥®, D�1 = 1� log� 2
¨ D1 = 1� (1=2) log� 2.

12.5. �ª¥©«¨£-±¯¥ª²°

�¥°¥¬±¿ ª ¯®ª°»²¨¾  ²²° ª²®°  ¿·¥©ª ¬¨ ´¨ª±¨°®¢ ®£®
° §¬¥°  ". �¬¥¿ ¢ ¢¨¤³, ·²® ª ¦¤®© ¿·¥©ª¥ ®²¢¥· ¥² ±¢®¿ ¨¢ °¨-
 ² ¿ ¬¥°  pi, ¯°¨¯¨¸¥¬ ¥© ¨¤¥ª± ±¨£³«¿°®±²¨ �i, ®¯°¥¤¥-
«¥»© ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®

pi = "�i : (12.21)
�·¨² ¿, ·²® ° §¬¥° ¿·¥¥ª ®·¥¼ ¬ «, ¨ ¨µ ·¨±«® ®·¥¼ ¢¥«¨ª®,
¬®¦® ¢¢¥±²¨ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¿·¥¥ª ¯® ¨¤¥ª±³ �. �®¦®
¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ¿·¥¥ª dn, ¯®¯ ¤ ¾¹¨µ ¢ ¨²¥°¢ «
®² � � d�=2 ¤® � + d�=2, ¡³¤¥² ¢®§° ±² ²¼ ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ " ¯®
±²¥¯¥®¬³ § ª®³, ± ¥ª®²®°»¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ±²¥¯¥¨, § ¢¨±¿¹¨¬
®² �. �®¡ ¢«¿¿ (¥±³¹¥±²¢¥»© ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®) ¯°¥¤½ª±¯®¥-
¶¨ «¼»© ¬®¦¨²¥«¼, ¯®« £ ¥¬

dn = �(�)"�f(�)d�: (12.22)
�³ª¶¨¿ f(�) | ¢ ¦ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¬³«¼²¨´° ª² «®¢, ª®-
²®°³¾  §»¢ ¾² ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°®¬; ±¯¥ª²°®¬ ±¨£³«¿°®±²¥©
¨«¨ ¯°®±²® f(�)-±¯¥ª²°®¬ (Halsey et al., 1986).

� ±±¬®²°¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ f(�)-±¯¥ª²°®¬ ¨ ±¯¥ª²°®¬ ®¡®¡¹¥-
»µ ° §¬¥°®±²¥©. �¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ (12.11) ±³¬¬ 

(q) =
N(")P
i=1

pqi =
N(")P
i=1

"�iq ¢»° ¦ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿ (12.22) ª ª ¨²¥£° «

(q) =

Z
�(�)"�f(�)+�q d� =

Z
�(�) exp (L[f(�)� �q])d�;

(12.23)
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£¤¥ L = ln (1="). �®±ª®«¼ª³ ¯ ° ¬¥²° L ¡®«¼¸®©, ®±®¢®© ¢ª« ¤ ¢
¨²¥£° « ¤ ¥² ³§ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨, £¤¥ ¯®ª § ²¥«¼ ½ª±¯®¥²»
¬ ª±¨¬ «¥, ². ¥.

f 0(�)� q = 0: (12.24)

�¡®§ ·¨¬ °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ·¥°¥§ �(q) ¨ ° §«®¦¨¬ ¯®ª -
§ ²¥«¼ ¢ °¿¤ ¯® e� = � � �(q). �°¥¤¯®« £ ¿, ·²® f 00

�
�(q)

�
> 0, ±

³·¥²®¬ (12.24) ¨¬¥¥¬:

(q) �=

�=

Z
�
�
�(q)

�
exp

�
L[f(�(q))� �(q)q]�

1

2
Ljf 00(�(q))je�2� de� �=

�= "�f(�(q))+�(q)f
0(�(q)): (12.25)

�±¯®«¼§³¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (12.11), ¯®«³· ¥¬

Dq =
1

q � 1
lim
"!0

log (")

log "
=

�(q)q � f
�
�(q)

�
q � 1

: (12.26)

�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°  ³¤®¡® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢¢¥¤¥³¾
¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ±³¬¬³ �q; � (�) =

P
pqi ="

�
i . � ¯®¬¨¬, ·²®

ª°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥ �(q), ² ª®¥, ·²® �q; � (�)! 0 ¯°¨ � < �(q) ¨

�¨±. 12.5. �ª¥©«¨£-±¯¥ª²°
¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢ 
¬®¦¥±²¢  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨
� = 1=4, � = 1=2, a = b =

= 1=2

�q; �(�) ! 1 ¯°¨ � > �(q), ®¯°¥¤¥«¿¥²

®¡®¡¹¥³¾ ° §¬¥°®±²¼: Dq =
�(q)

(q � 1)
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

�(q) = �(q)q � f
�
�(q)

�
;

� 0(q) = �0(q)q + �(1)�

� f 0
�
�(q)

�
�0(q) = �(q); (12.27)

£¤¥ ¬» ³·«¨ (12.24). �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,
·²® ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼
·¥°¥§ ¨§¢¥±²³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ �(q), ª ª
¥¿¢³¾ ´³ª¶¨¾,�

� = � 0(q);

f(�) = �q � �(q):
(12.28)

�  °¨±. 12.5 ¯®ª §  ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢ 
¬®¦¥±²¢  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � = �2 ¨ a = b = 1=2. �²¬¥²¨¬, ·²®
¬ ª±¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ f(�) ®²¢¥· ¥² ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®±²¨ D0,
  ²®·ª  ª ± ¨¿ £° ´¨ª  ± ¡¨±±¥ª²°¨±®© | ¨´®°¬ ¶¨®®© ° §-
¬¥°®±²¨ D1. �¨¨¬ «¼ ¿ ¨ ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¨, D1 ¨
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D�1, ®¯°¥¤¥«¿¾² ¨²¥°¢ « § ·¥¨© �, ¢ ª®²®°®¬ ° ±¯®« £ ¥²±¿
±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°.

� § ª«¾·¥¨¥ ±«¥¤³¥² ³¯®¬¿³²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¤ «¥ª® ¨¤³-
¹ ¿   «®£¨¿ ¬¥¦¤³ ° ±±¬®²°¥»¬ ¯®¤µ®¤®¬ ª ®¯¨± ¨¾ ¬³«¼-
²¨´° ª² «®¢ ¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª®©. �  ®±®¢     ²®¬, ·²® ±³¬¬³

(q) =
N(")P
i=1

pqi ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª   «®£ ±² ²¨±²¨·¥±ª®©

±³¬¬» Z(�) =
P
i

e��Ei , £¤¥ °®«¼ ®¡° ²®© ²¥¬¯¥° ²³°» � ¨£° ¥²

�¨±. 12.6. � ¯®¿±¥¨¾ ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ±¯¥ª²°®¬ ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®-
±²¥© ( ) ¨ ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°®¬ (¡) ¤«¿ ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  (I)
¨  ²²° ª²®°  ®¡®¡¹¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯¥ª °¿ (II)

¯ ° ¬¥²° q,   ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ³°®¢¥© Ei | «®£ °¨´¬ ¬¥°» ¿·¥¥ª
¯®ª°»²¨¿ (� ln pi). �®¤®¡® ²®¬³ ª ª ®¡®¡¹¥»¥ ° §¬¥°®±²¨ ¨
±ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ±³¬¬³ (q) ¨ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤»¥,

�¨±. 12.7. �ª¥©«¨£-±¯¥ª²°
 ²²° ª²®°  ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨
�® ¯°¨ a = 1;4, b = �0;3.
�²°¥«ª®© ³ª § ® ° ±¯®«®-
¦¥¨¥ ²®·ª¨ ´ §®¢®£® ¯¥°¥-
µ®¤ 

²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¢»-
° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ±² ²±³¬¬³ Z(�). �® ½²®©
¯°¨·¨¥ ° ±±¬®²°¥»© ¯®¤µ®¤ ª ²¥®-
°¨¨ ¬³«¼²¨´° ª² «®¢  §»¢ ¾² ²¥°¬®-
¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ´®°¬ «¨§¬®¬ (°¨±.12.6).

�ª §  ¿   «®£¨¿ «¥¦¨² ¢ ®±®¢¥
¨²¥°¥±®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ° §¢¨²¨¿ ²¥®-
°¨¨, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ¨§³·¥¨¨ ² ª  §»¢ -
¥¬»µ q-´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢,   «®£¨·-
»µ ´ §®¢»¬ ¯¥°¥µ®¤ ¬ ¢ ²¥°¬®¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ. � ª ¯®« £ ¾², ®¨
µ ° ª²¥°» ¤«¿ ¥£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ  ²-
²° ª²®°®¢ ¨ ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¢ ¢®§¨ª®-
¢¥¨¨ ° §°»¢®¢ ¯°®¨§¢®¤»µ ¢ ±¯¥ª²°¥
®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© ¨ ±ª¥©«¨£-
±¯¥ª²°¥. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°    °¨±. 12.7
¯®ª §  ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°  ²²° ª²®°  ®²®-
¡° ¦¥¨¿ �® (Cvitanovi�c et al., 1988; Ott et al., 1989). �¡« ±²¼
±¯° ¢  ®² ²®·ª¨ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤ , £¤¥ £° ´¨ª ¢»£«¿¤¨² ª ª £« ¤-
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ª ¿ ª°¨¢ ¿, ®²¢¥· ¥² ¨²¥°¢ «³ £¨¯¥°¡®«¨·®±²¨,   ±«¥¢ , £¤¥ ®
¨§®¡° ¦ ¥²±¿ ¯°¿¬®© «¨¨¥©, | ®¡« ±²¨ ¥£¨¯¥°¡®«¨·®±²¨.

12.6. �¿¯³®¢±ª ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¨ ´®°¬³«  � ¯«  {�®°ª¥

�¡±³¤¨¬ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ±³¹¥±²¢³¥² ¬¥¦¤³
±¯¥ª²°®¬ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©  ²²° ª²®°  ¨ ¥£® ´° ª² «¼®©
° §¬¥°®±²¼¾ (Kaplan, Yorke, 1979).

�³±²¼ ° §¬¥°®±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¤¨±±¨¯ ²¨¢®© ±¨-
±²¥¬» N , ²®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬ N ¸²³ª «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, �1,
�2, �3, : : :, �N , ª®²®°»¥ ±·¨² ¥¬ § ³¬¥°®¢ »¬¨ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ³¡»-
¢ ¨¿. �±«¨  ¸  ²²° ª²®° ±²° »© µ ®²¨·¥±ª¨©, ²® ±² °¸¨©
¯®ª § ²¥«¼ ¯®«®¦¨²¥«¥, �1 > 0. � ¤°³£®© ±²®°®», ±³¬¬  ¢±¥µ

«¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ®²°¨¶ ²¥«¼ : SN =
NP
i=1

�i < 0. �®-

½²®¬³, ¢»·¨±«¿¿ ±³¬¬³ Sm =
mP
i=1

�i ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¤«¿ m =

= 1; 2; : : :, ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ± · «  ¯®«®¦¨²¥«¼-
»¥,   ¯®²®¬ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¢¥«¨·¨» Sm (°¨±. 12.8). � ©¤¥¬
² ª®¥ m, ·²® Sm > 0, ® Sm+1 < 0. �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¯®¤-
¯°®±²° ±²¢®, ®¡° §®¢ ®¥ ¢¥ª²®° ¬¨ ¢®§¬³¹¥¨©, ª®²®°»¥ ®²-
¢¥· ¾² ¯¥°¢»¬ m «¿¯³®¢±ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¿¬, ²® ¢ ½²®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥ ®¡º¥¬ ®¡« ª  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª ¡³¤¥² ¢®§° ±² ²¼ ¢ ¯°®-
¶¥±±¥ ¤¨ ¬¨ª¨. � ¤°³£®© ±²®°®», ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥,  ±±®¶¨-
¨°³¾¹¥¬±¿ ± ª®«¨·¥±²¢®¬ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©   ¥¤¨¨¶³
¡®«¼¸¨¬, ®¡º¥¬ ¡³¤¥² ³¦¥ ±¦¨¬ ²¼±¿. �® ®±² «¼»¬ ¨§¬¥°¥¨¿¬

�¨±. 12.8. � ¢¨±¨¬®±²¼ ±³¬¬» «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®-

ª § ²¥«¥© Sm =

mP

i=1

�i ®² ·¨±«  ±« £ ¥¬»µ.

� · ±²®±²¨, S1 ¥±²¼ ±² °¸¨© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª -
§ ²¥«¼ �1, ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ Sm ®²¢¥· ¥²
��-½²°®¯¨¨ h, SN ¥±²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¢¥«¨-
·¨  d, µ ° ª²¥°¨§³¾¹ ¿ ±¦ ²¨¥ ´ §®¢®£® ®¡º-
¥¬  ¯°¨ ª®¤¥± ¶¨¨ ®¡« ª  ¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®-
·¥ª    ²²° ª²®°. �®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ £° ´¨ª ,
®¡° §®¢ ®£® ®²°¥§ª ¬¨ ¯°¿¬»µ, ± ®±¼¾  ¡-
±¶¨±± ¤ ¥² «¿¯³®¢±ª³¾ ° §¬¥°®±²¼ ¯® ´®°¬³«¥
� ¯«  {�®°ª¥ (12.32)

´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ª®²®°»¬ ®²¢¥· ¾² «¿¯³®¢±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨
�m+2, : : :, �N , ±¦ ²¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¥¹¥ ¡»±²°¥¥, ¨ ½²¨ ¨§¬¥°¥¨¿
¡³¤¥¬ ¨£®°¨°®¢ ²¼.

� ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ° §¬¥°®±²¨ m+1 ° ±±¬®²°¨¬ ¯®ª°»²¨¥  ²-
²° ª²®°  ª³¡¨ª ¬¨ ±® ±²®°®®© ", ¯°¨·¥¬ ®°¨¥² ¶¨¿ °¥¡¥° ¯°¥¤-
¯®« £ ¥²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©  ¯° ¢«¥¨¿¬,  ±±®¶¨¨°³¾¹¨¬±¿ ±
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«¿¯³®¢±ª¨¬¨ ¯®ª § ²¥«¿¬¨ �1, : : :, �m+1. �¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ½«¥-
¬¥²®¢ ¯®ª°»²¨¿ ¯³±²¼ ¡³¤¥² N("). � ±¨«³ ¤¨ ¬¨ª¨ ¨§®¡° ¦ ¾-
¹¨µ ²®·¥ª ¯® ´ §®¢»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬, ®¡« ±²¼, ¯®ª°»² ¿ ª³¡¨ª ¬¨,
¯¥°¥©¤¥² ·¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ T ¢ ¤°³£³¾ ®¡« ±²¼, ±¨«¼® ¢»-
²¿³²³¾ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾, ®²¢¥· ¾¹¥¬³ ±² °¸¥¬³ ¯®ª § ²¥«¾ ¨
±¯«¾¹¥³¾ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾, ±¢¿§ ®¬³ ± ¯®±«¥¤¨¬ ³·¨²»¢ -
¥¬»¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ �m+1 (°¨±. 12.9). � ¦¤»© ª³¡¨ª ¯°¥¢° ²¨²±¿

�¨±. 12.9. � ¢»¢®¤³ ´®°¬³«» � ¯«  {�®°ª¥

¯°¨ ½²®¬ ¢ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ ° §¬¥°  "1 � "2 � "3 � : : :� "m+1, £¤¥
"i = " exp (�iT ). �®ª°»²¨¥ ®¤®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  ª³¡¨ª ¬¨ ±®
±²®°®®© "m+1 ¯®²°¥¡³¥²

n =
mY
i=1

�
"i

"m+1

�
=

mY
i=1

�
" exp (�iT )

" exp (�j�m+1jT )

�
½«¥¬¥²®¢. �°®¤¥« ¢ ½²® ±® ¢±¥¬¨ N(") ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ ¬¨, ¯®«³-
·¨¬ ®¢®¥ ¯®ª°»²¨¥  ²²° ª²®°  ± ª®«¨·¥±²¢®¬ ½«¥¬¥²®¢

N("m+1) = nN(") = N(")
mY
i=1

�
" exp (�iT )

" exp (�j�m+1jT )

�
=

= N(")
mY
i=1

�
exp (�iT )

exp (�j�m+1jT )

�
: (12.29)

�¶¥ª  ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®±²¨ ¯® ´®°¬³«¥ (11.1) ²®£¤  ¤ ¥²

D �= �
logN("m+1)

log "m+1
=

=

logN(") + log
mQ
i=1

exp (�iT )�m log exp (�j�m+1jT )

� log " + j�m+1jT
: (12.30)

�¬®¦ ¿ «¥¢³¾ ¨ ¯° ¢³¾ · ±²¨   � log "+ j�m+1jT , ¯®«³· ¥¬

�D log " +Dj�m+1jT = logN(") +
mX
i=1

�iT +mj�m+1jT; (12.31)
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¯°¨·¥¬ ¯¥°¢»¥ ·«¥» ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¨ ±®ª° ¹ ¾²±¿, ¯®-
±ª®«¼ª³ D �= � logN(")= log ". � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®ª®· ²¥«¼® ¨§
(12.31)  µ®¤¨¬

D = m+

mP
i=1

�i

j�m+1j
; (12.32)

�¤¥±¼,  ¯®¬¨¬, ·¨±«® m ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª, ·²® Sm =
mP
i=1

�i > 0,

® ³¦¥ Sm+1 =
m+1P
i=1

�i < 0.

�®®²®¸¥¨¥ (12.32)  §»¢ ¾² ´®°¬³«®© � ¯«  {�®°ª¥ ¯®
¨¬¥ ¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©, ¯°¥¤«®¦¨¢¸¨µ ¥¥ ¢ 1979 £. �¥°¢® · «¼-
 ¿ £¨¯®²¥§  ±®±²®¿«  ¢ ²®¬, ·²® ½²  ´®°¬³«  ¯®§¢®«¿¥² ¢»·¨-
±«¿²¼ ¨´®°¬ ¶¨®³¾ ° §¬¥°®±²¼  ²²° ª²®°®¢. �«¿ µ ®²¨·¥-
±ª¨µ  ²²° ª²®°®¢ ¤¢³¬¥°»µ ®¡° ²¨¬»µ ®²®¡° ¦¥¨©, ³ ª®²®°»µ
�1 > 0 ¨ �2 < 0, ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ® ±²°®£®. �¤ ª® ¢
®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¤®ª § ²¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ � ¯«  {�®°ª¥ ¥ ³¤ ¥²±¿,
¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ®®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¨ ¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®. � ²® ¦¥
¢°¥¬¿, ·¨±«¥® ®¶¥ª  ° §¬¥°®±²¨ ¯® ´®°¬³«¥ (12.32) ¯®«³· -
¥²±¿ ®¡»·® ®·¥¼ µ®°®¸¥©. �®«®¬®®¢® °¥¸¥¨¥, ¯°¨¿²®¥  ³·-
»¬ ±®®¡¹¥±²¢®¬ ¢ ®²®¸¥¨¨ ´®°¬³«» � ¯«  {�®°ª¥, ±®±²®¨²
¢ ²®¬, ·²®¡» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¥¥ ª ª ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¢®© ´° ª² «¼-
®© ° §¬¥°®±²¨, ª®²®°³¾  §»¢ ¾² «¿¯³®¢±ª®© ° §¬¥°®±²¼¾.
�®«¼¸®¥ ¯° ª²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢® ½²®© ° §¬¥°®±²¨ ±®±²®¨²
¢ ¯°®±²®²¥ ¥¥ ¢»·¨±«¥¨¿, ¯®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ½²®£® ²°¥¡³¥²±¿ ²®«¼ª®
±¯¥ª²° «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©.

�®°¬³«³ (12.32) ¬®¦® ¨««¾±²°¨°®¢ ²¼ £° ´¨·¥±ª¨, ¥±«¨ ¨§®-

¡° §¨²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ ±³¬¬ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© Sm =
mP
i=1

�i

®² ·¨±«  ±« £ ¥¬»µ ¨ ±®¥¤¨¨²¼ ²®·ª¨ «®¬ ®© «¨¨¥© (°¨±. 12.8).
�®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ £° ´¨ª  ± ®±¼¾  ¡±¶¨±± ª ª ° § ±®®²¢¥²±²¢³¥²
° §¬¥°®±²¨ DL, ¯®¤±·¨² ®© ¯® ´®°¬³«¥ � ¯«  {�®°ª¥. �° -
´¨ª ¯®§¢®«¿¥² ² ª¦¥ ¯®·³¢±²¢®¢ ²¼ ¢§ ¨¬®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³
¥±ª®«¼ª¨¬¨ ±³¹¥±²¢¥»¬¨ ¤«¿ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ µ ° ª²¥-
°¨±²¨ª ¬¨  ²²° ª²®° . � · ±²®±²¨, ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ Sm
®²¢¥· ¥² ±³¬¬¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©, ² ª  -
§»¢ ¥¬®© ½²°®¯¨¨ �®«¬®£®°®¢ {�¨ ¿  ²²° ª²®°  h. �®«³· ¥-
¬ ¿ ¯°¨m = 1 ¢¥«¨·¨  S1 ¥±²¼ ±² °¸¨© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼
�1. (�«¿ µ ®²¨·¥±ª¨µ  ²²° ª²®°®¢ h ¨ �1 ¯®«®¦¨²¥«¼», ½²® ª°¨-
²¥°¨© µ ®± .) � ª®¥¶, ±³¬¬  SN ¥±²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¢¥«¨·¨  d,
µ ° ª²¥°¨§³¾¹ ¿ ±¦ ²¨¥ ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  ¯°¨ ª®¤¥± ¶¨¨ ®¡« ª 
¨§®¡° ¦ ¾¹¨µ ²®·¥ª    ²²° ª²®°.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 13

��������� ����������: �������������
���������� �� �����������,

�������� ��������, ����������
������������� ����������� ��������

� ° §«¨·»µ ®¡« ±²¿µ § ¨¿, ®² ¬¥¤¨¶¨» ¨ ¡¨®«®£¨¨ ¤®
¬¥²¥®°®«®£¨¨ ¨  ±²°®´¨§¨ª¨, ¯°¨µ®¤¨²±¿ ±² «ª¨¢ ²¼±¿ ± ±¨²³ -
¶¨¥©, ª®£¤  ®¡º¥ª² ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ «¨¡® ¥ ¤®¯³±ª ¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥-
®£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±¢®¥© ±²°³ª²³°», «¨¡® ½²  ±²°³ª²³°  ±«¨¸ª®¬
±«®¦ , ® ¤«¿   «¨§  ¤®±²³¯¥ ¯°®¨§¢®¤¨¬»© ±¨±²¥¬®© ±¨£ «.
� ¬¥¤¨¶¨±ª¨µ ¯°¨«®¦¥¨¿µ ½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ª °¤¨®£° ¬¬  ¨«¨
½«¥ª²°®½¶¥´ «®£° ¬¬ , ¢ ª«¨¬ ²®«®£¨¨ | § ¯¨±¼ ¤ »µ ¬¥-
²¥®°®«®£¨·¥±ª¨µ  ¡«¾¤¥¨© §  ¤«¨²¥«¼»© ¯¥°¨®¤, ¢  ±²°®´¨-
§¨ª¥ | § ¢¨±¨¬®±²¼ ®¯²¨·¥±ª®© ¿°ª®±²¨ ¨«¨ ¨²¥±¨¢®±²¨ ° -

�¨±. 13.1. � ¯°®¡«¥¬¥ ®¡° ¡®²ª¨  ¡«¾¤ ¥¬®© °¥ «¨§ ¶¨¨: ¬®¦® «¨ ¯® ¥¥ § -
¯¨±¨ ³±² ®¢¨²¼, ·²® ¢ À·¥°®¬ ¿¹¨ª¥Á  µ®¤¨²±¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ ?

¤¨®¨§«³·¥¨¿ ®² ®²¤ «¥®£® ®¡º¥ª² . �¡±²° £¨°³¿±¼ ®² ª®ª°¥²-
®© ¯°¨°®¤» ®¡º¥ª² , ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ À·¥°»© ¿¹¨ªÁ,
  ¢»µ®¤¥ ª®²®°®£®  ¡«¾¤ ²¥«¼ °¥£¨±²°¨°³¥² ¢°¥¬¥�³¾ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ®¤®© ¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ (°¨±. 13.1).
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�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ § ¯¨± ³¾ °¥ «¨§ ¶¨¾

x = x(t) (13.1)

¨«¨, ¯°¨  «¨·¨¨ ¨±ª³±±²¢¥®© ¨«¨ ¥±²¥±²¢¥®© ¤¨±ª°¥²¨§ ¶¨¨,
¢°¥¬¥®© °¿¤

xk = x(k�t); k = 0; 1; 2; : : : ; M; (13.2)

¨ ¯³±²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢°¥¬¥¨ ¢¨§³ «¼® ¢»£«¿¤¨² ±«®¦®© ¨
¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©. �®¦® «¨ ¨§ ¥¥   «¨§  § ª«¾·¨²¼, ¯°®¨§¢¥-
¤¥  «¨ °¥ «¨§ ¶¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¨«¨ ½²® ¯°®±²® ±«³-
· ©»© ¸³¬®¢®© ±¨£ «? �±«¨ ½²® ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ²® ·²®
¬®¦® ±ª § ²¼ ® ¥¥ ±¢®©±²¢ µ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª µ | ±ª®«¼ª® ¯¥°¥-
¬¥»µ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ § ¤ ¨¿ ±®±²®¿¨¿, ª ª®¢  ´° ª² «¼ ¿
° §¬¥°®±²¼  ²²° ª²®° , ®²¢¥· ¾¹¥£® §   ¡«¾¤ ¥¬»© °¥¦¨¬, µ -
®²¨·¥±ª¨© «¨ ®, ¬®¦® «¨ ±ª®±²°³¨°®¢ ²¼ ¬®¤¥«¼ ¢ ¢¨¤¥ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¨«¨ ®²®¡° ¦¥¨©, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¿«  ¡»
 ¤¥ª¢ ²® ¢®±¯°®¨§¢¥±²¨  ¡«¾¤ ¥¬³¾ ¢°¥¬¥³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¨
¯°®£®§¨°®¢ ²¼ ¡³¤³¹¥¥ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬»? �±«¨ ² ª®©   «¨§
¢®§¬®¦¥, ²®  ¯¯ ° ² ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ ± ®·¥¢¨¤®±²¼¾ ¯°¥-
¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¥®¶¥¨¬»© ¨±²°³¬¥² ¨±±«¥¤®¢ ¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹¨©
¤¥« ²¼ § ª«¾·¥¨¿ ¨«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ® ±²°³ª²³°¥ ®¡º¥ª²  ¨, ¢®§-
¬®¦®, ¢»° ¡®² ²¼ ¯³²¨ ª ³¯° ¢«¥¨¾ ¥£® ¤¨ ¬¨ª®© ¯®±°¥¤±²¢®¬
¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �®½²®¬³ ° §° ¡®²ª  ¬¥²®¤®¢ ¨  «£®°¨²-
¬®¢   «¨§  °¥ «¨§ ¶¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ®¤® ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ
 ¯° ¢«¥¨© ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨, ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±¢¿§ ®¥ ±
¢®§¬®¦»¬¨ ¯°¨«®¦¥¨¿¬¨. � ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¯®§ ª®¬¨¬±¿ ±
¨¤¥¿¬¨ ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬¨, ª®²®°»¥ «¥¦ ² ¢ ®±®¢¥ ° §¢¨¢ ¥¬»µ
¯®¤µ®¤®¢.

13.1. �¥ª®±²°³ª¶¨¿ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ 
¬¥²®¤®¬ § ¯ §¤»¢ ¨¿ (delay-time reconstruction)

�¬¥¿ § ¯¨±¼ § ¢¨±¨¬®±²¨  ¡«¾¤ ¥¬®© ¯¥°¥¬¥®© ®² ¢°¥¬¥¨
x = x(t), § ¤ ¤¨¬±¿ ¥ª®²®°»¬ ¢°¥¬¥»¬ ¸ £®¬ � ¨ ¶¥«»¬ ·¨-
±«®¬ m, ¨ ¯®±²°®¨¬ m-¬¥°»© ¢¥ª²®°, ª®¬¯®¥² ¬¨ ª®²®°®£®
¿¢«¿¾²±¿ § ·¥¨¿ x ¢ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨ t, t � � , t � 2� , : : :
: : :, t� (m� 1)� , ². ¥.

x(t) =
�
x(t); x(t� �); x(t � 2�); : : : ; x(t� (m� 1)�)

�
: (13.3)

�¥ª²®° x(t) § ¤ ¥² ²®·ª³ ¢ m-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª®²®° ¿ ± ²¥-
·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ t ¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ¯® ¥ª®²®°®© ²° ¥ª²®°¨¨. � ¤¨±-
ª°¥²®¬ ±«³· ¥ ¯®« £ ¥¬

xk = (xk; xk�p; xk�2p; : : : ; xk�(m�1)p); (13.4)

£¤¥ p | ´¨ª±¨°®¢ ®¥ ¶¥«®¥,  ¯°¨¬¥°, 1, 2, 3, : : : �°¨ ¯¥°¥¡®°¥
¯® k ¯®«³· ¥¬ ¤¨±ª°¥²»©  ¡®° ²®·¥ª m-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ .
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�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ³±² ®¢¨¢¸¨¬±¿ °¥¦¨-
¬®¬ ª®«¥¡ ¨© ¤¨±±¨¯ ²¨¢®© ±¨±²¥¬», ²® ¢®§¨ª ¾¹ ¿ ¯°¨ ®¯¨-
± ®¬ ¯®±²°®¥¨¨ ª °²¨ª  ¥±²¼ °¥ª®±²°³¨°®¢ »© ¯®°²°¥²
 ²²° ª²®° .

�²® ¯®±²°®¥¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ±¢¿§ ²¼ ±   «¨§¨°³¥¬®© °¥ «¨§ -
¶¨¥©  £«¿¤»© ®¡° §, ·²® ± ¬® ¯® ±¥¡¥ § ±«³¦¨¢ ¥² ¢¨¬ ¨¿
(Packard et al., 1980). � ±±¬ ²°¨¢ ¿ °¥ª®±²°³¨°®¢ »© ¯®°-
²°¥² ¯°¨ ¥¡®«¼¸¨µ m, ¨¬¥®, m = 2 ¨ 3, ³¦¥ ¬®¦® ±¤¥-
« ²¼ ¯®«¥§»¥ ª ·¥±²¢¥»¥ § ª«¾·¥¨¿. � °²¨ª³ ¬®¦® ¨-
²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ¯°®¥ª¶¨¾ ¨§®¡° ¦¥¨¿  ²²° ª²®°  ¨§ À¥±²¥-
±²¢¥®£®Á ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ±¨±²¥¬» ¢ À°¥ª®±²°³¨°®¢ -
®¥Á ¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ m. �±«¨ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¢»£«¿¤¨²
ª ª ¡¥±±²°³ª²³° ¿ ®¡« ±²¼, § ¯®«¥ ¿ ²®·ª ¬¨, ²® ½²® ®§ -
· ¥², ·²® ° §¬¥°®±²¼ ±¨±²¥¬» N ¢¥«¨ª  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± m, «¨¡®
  «¨§¨°³¥¬»© ±¨£ « ¨¬¥¥² ¯°¨°®¤³ ±«³· ©®£® ¸³¬ . �±«¨ ¦¥
±¨£ « £¥¥°¨°³¥²±¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ± ¥¢»±®ª®© ° §¬¥°-

�¨±. 13.2. �°¨¬¥° ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¤ »µ ¢ ¢¨¤¥ ¯®°²°¥²  °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢ °¥ª®-
±²°³¨°®¢ ®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯°¨ m = 2. �«¥¢  | ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨,
£¥¥°¨°³¥¬®© ³° ¢¥¨¥¬ ± § ¯ §¤»¢ ¨¥¬ _x + x = a � x2(t � 1), a = 1;5,
 = 10; ±¯° ¢  | ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ ±«³· ©®£® ±¨£ «  (± ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬
ª®°°¥«¿¶¨¨)

®±²¼¾ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ²®  ¡«¾¤ ¥²±¿ ª °²¨ª  ± µ ° ª-
²¥°®© ¢»° ¦¥®© ²®ª®© ¢³²°¥¥© ±²°³ª²³°®© (°¨±. 13.2).

�®¦® «¨ ³ª § ²¼ ¥ À£« §®¬¥°»©Á,   ª®«¨·¥±²¢¥»© ª°¨-
²¥°¨© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤» ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬®© °¥ «¨§ ¶¨¨? �  -
· «¥ 80-µ £®¤®¢ ¡»«® ¯°¥¤«®¦¥® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ½²®© ¶¥«¨ ª®°-
°¥«¿¶¨®³¾ ° §¬¥°®±²¼,  ¤ ¯²¨°³¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬
 «£®°¨²¬ �° ±±¡¥°£¥° {�°®ª ··¨  (Takens, 1980; Malraison et al.,
1983)

13.2. �¶¥ª  ª®°°¥«¿¶¨®®©
° §¬¥°®±²¨ ¯®  ¡«¾¤ ¥¬®©

� ±±¬®²°¨¬ ¢°¥¬¥®© °¿¤, ¯®«³·¥»© ¢ °¥§³«¼² ²¥ § ¯¨±¨
 ¡«¾¤ ¥¬®© ¯¥°¥¬¥®© ¢¥«¨·¨» ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ° ¢®®²-
±²®¿¹¨¥ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨, x1, x2, : : :, xN . � ¤ ¤¨¬±¿ ¥ª®²®°»¬
¶¥«»¬ m ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¨¤¥¾ °¥ª®±²°³ª¶¨¨  ²²° ª²®°  ¬¥²®¤®¬
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§ ¯ §¤»¢ ¨¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ° §¬¥°®±²¨ m, ². ¥. ¯®«®¦¨¬

xi = (xi; xi�p; xi�2p; : : : ; xi�(m�1)p); i = 1; 2; : : : (13.5)

(�¥«®¥ ·¨±«® p °¥ª®¬¥¤³¥²±¿ ¯®¤®¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ¯® ¢®§¬®¦®-
±²¨ ³«³·¸¨²¼ ¯®«³· ¥¬»© °¥§³«¼² ², ±¬. ¨¦¥.)

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª xi ¢ m-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥
ª ª ´ §®¢»© ¯®°²°¥²  ²²° ª²®° , ®¶¥¨¬ ¥£® ° §¬¥°®±²¼ ¯® ¬¥-
²®¤³ �° ±±¡¥°£¥° {�°®ª ··¨ , ². ¥. ¢»·¨±«¨¬ ¤«¿ ° §»µ " ª®°-
°¥«¿¶¨®»© ¨²¥£° «

eN(") = lim
M!1

1

M(M � 1)

MX
i; j=1

�
�
"� kxi � xjk

�
; (13.6)

®²«®¦¨¬ ¯®«³·¥³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼   £° ´¨ª¥ ¢ ª®®°¤¨ ² µ�
log "; logC(")

�
, ®²»¹¥¬   ¥© «¨¥©»© ³· ±²®ª ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬

³£«®¢®© ª®½´´¨¶¨¥² D(m). �¯¨± ³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¢»¯®«¨¬ ¥-
±ª®«¼ª® ° §, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® m = 1; 2; 3; : : : � «¨-
·¨¥ ¨«¨ ®²±³²±²¢¨¥  ±»¹¥¨¿ § ¢¨±¨¬®±²¨ D(m) ¯°¨ ³¢¥«¨·¥-
¨¨ m ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ª°¨²¥°¨© ²®£®, £¥¥°¨°³¥²±¿ «¨ ±¨£-
 « ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¨«¨ ¦¥ ® ¿¢«¿¥²±¿ ¸³¬®¢»¬. �±«¨
 ¡«¾¤ ¥²±¿  ±»¹¥¨¥   ¥ª®²®°®¬ ³°®¢¥ D, ²® ½²³ ¢¥«¨·¨³
D ¯°¨¨¬ ¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥ª¨ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨  ²-
²° ª²®°  ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¯®°®¤¨¢¸¥©  ¡«¾¤ ¥¬»© ±¨£-
 «. �±®¢»¢ ¿±¼   ®¶¥ª¥ D ¨ ² ª  §»¢ ¥¬®© ²¥®°¥¬¥ ® ¢«®¦¥-
¨¨ (±¬. ±«¥¤³¾¹¨© ° §¤¥«), ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ° §¬¥°®±²¼
´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ½²®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¥ ¯°¥¢»¸ ¥²
2D + 1. �¥§ ¢¨±¨¬³¾ ®¶¥ª³ ½²®© ¢¥«¨·¨» (° §¬¥°®±²¨ ¢«®-

¦¥¨¿) ¤ ¥² ·¨±«® m,  ·¨ ¿ ± ª®²®°®£®  ±²³¯ ¥²  ±»¹¥¨¥
§ ¢¨±¨¬®±²¨ D(m).

�¨±. 13.3. �¶¥ª  ° §¬¥°®±²¨  ²²° ª²®°  ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ¯® ª®¢¥ª¶¨¨ �¥-
«¥¿{�¥ °  ¯®  ª«®³ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° «  ®² ° §¬¥°  ½«¥-
¬¥²  ¯®ª°»²¨¿ ¢ ¤¢®©®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥ ( ) ¨ °¥§³«¼² ²» ®¶¥ª¨
° §¬¥°®±²¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ° §¬¥°®±²¨ ¢«®¦¥¨¿ m ¤«¿ ¡¥«®£® ¸³¬ , ª®-
¢¥ª¶¨¨ �¥«¥¿{�¥ °  ¨ ½«¥ª²°®ª®¢¥ª¶¨¨ (Malraison et al., 1983)
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� ±±¬®²°¨¬ ®¤¨ ¨§ ¨±²®°¨·¥±ª¨ ¯¥°¢»µ ¯°¨¬¥°®¢ ¯°¨¬¥¥-
¨¿ ² ª®£® ¯®¤µ®¤  ª ®¡° ¡®²ª¥ ¢°¥¬¥�®£® °¿¤ , ¯®«³·¥®£® ¢
½ª±¯¥°¨¬¥² µ ¯® ª®¢¥ª¶¨¨ ¢ ° ¡®²¥ ´° ¶³§±ª®© £°³¯¯» (Mal-
raison et al., 1983). �  °¨±. 13.3 ¯°¨¢®¤¿²±¿ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®°-
°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° «  ®² " ¨ ®² ° §¬¥°®±²¨ ¢«®¦¥¨¿ m ¤«¿
¨±±«¥¤®¢ ®£® °¥¦¨¬  ª®¢¥ª¶¨¨ �¥«¥¿{�¥ ° , ¯°¨·¥¬ ¢ ª ·¥-
±²¢¥ ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬®© ¯¥°¥¬¥®© ´¨£³°¨°®¢ «® ®²ª«®¥¨¥ ±¢¥-
²®¢®£® «³· , ¯°®¸¥¤¸¥£® ·¥°¥§ ª®¢¥ª¶¨®³¾ ¿·¥©ª³. �®«¨-
·¥±²¢® ®²±·¥²®¢ ¢ ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±®±² ¢«¿«®
M = 15000. � ®¡« ±²¨, £¤¥ £° ´¨ª  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ¯°¿¬®©,
¥¥  ª«® ± °®±²®¬ m ¨¬¥¥² ²¥¤¥¶¨¾ ª  ±»¹¥¨¾   ³°®¢¥
D �= 2;8. �»«® ¯®ª § ®, ·²® ¨§¬¥¥¨¥ ¸ £  ¢»¡®°ª¨ ¯°¨ °¥-
ª®±²°³ª¶¨¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  (p = 4 � 15) ¥ ¢«¨¿¥² § -
¬¥²»¬ ®¡° §®¬   ®¶¥ª³ ° §¬¥°®±²¨. � «®£¨·®© ®¡° ¡®²ª¥
¡»«¨ ¯®¤¢¥°£³²» ¤ »¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¯® ª®¢¥ª¶¨¨, ¢»§¢ ®©
½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬,   ² ª¦¥ ²¥±²®¢»© ¸³¬®¢®© ±¨£ «. �«¿
½«¥ª²°®ª®¢¥ª¶¨¨ ° §¬¥°®±²¼ ²®¦¥ ®ª § «®±¼ ª®¥·®©, D �= 5;1,
²®£¤  ª ª ¤«¿ ¸³¬®¢®£® ±¨£ «  § ¢¨±¨¬®±²¼ D(m) ¥ ¯®ª §»¢ ¥²
²¥¤¥¶¨¨ ª  ±»¹¥¨¾ (°¨±. 13.3¡).

13.3. � ²¥µ¨·¥±ª¨µ ¯°®¡«¥¬ µ, ¢®§¨ª ¾¹¨µ
¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ° §¬¥°®±²¨. �¶¥ª  �ª¬  {�¾½«¿

�¥°¢® · «¼»© ½²³§¨ §¬, ¢»§¢ »© ¢®§¬®¦®±²¼¾ ¢»¿¢«¥-
¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤» ±¨£ «®¢, ®¯° ¢¤ «±¿ «¨¸¼ ®²· ±²¨.
�»·¨±«¥¨¥ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°®±²¨ ¯®  ¡«¾¤ ¥¬®© ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼® ±² «® ° ¡®·¨¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¬®£¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©,
® ² ¨² ¬®£® À¯®¤¢®¤»µ ª ¬¥©Á ¨ ¥ ¢±¥£¤  ¯°¨¢®¤¨² ª ®¤®-
§ ·® ¨²¥°¯°¥²¨°³¥¬»¬ °¥§³«¼² ² ¬.

� Àµ®°®¸¥¬Á ±«³· ¥ £° ´¨ª ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° «  ¤®«-
¦¥ ¢»£«¿¤¥²¼, ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 13.3 . �²®¡» ½²®£® ¤®¡¨²¼±¿,
°¥ª®¬¥¤³¥²±¿, ¢®-¯¥°¢»µ, ®²»±ª ²¼ ®¯²¨¬ «¼»© ¸ £ ¢»¡®°ª¨,
¢  ¸¨µ ®¡®§ ·¥¨¿µ � ¨«¨ p.

�  °¨±. 13.4 ¯®ª § ®, ª ª ¢»£«¿¤¿² °¥ª®±²°³¨°®¢ »¥ ¯®°-
²°¥²»  ²²° ª²®°®¢ ¤«¿ ®¤®© ª®ª°¥²®© ±¨±²¥¬» ¯°¨ m = 2
¨ ° §»µ � . �°¨ ®·¥¼ ¬ «»µ �  ²²° ª²®° § ¨¬ ¥² ³§ª³¾ ¯®-
«®±³ ¢¡«¨§¨ ¤¨ £® «¨, ¯°¨ ®·¥¼ ¡®«¼¸¨µ ¥£® ²®ª ¿ ±²°³ª²³° 
±¨«¼® § ¬ §   ¨§-§  ¯®²¥°¨ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¬¥¦¤³ ª®¬¯®¥² ¬¨
°¥ª®±²°³¨°®¢ ®£® ¢¥ª²®°  ±®±²®¿¨¿. �·¥¢¨¤®, ®¯²¨¬ «¼»©
¢»¡®° � ¤®«¦¥ ¡»²¼ ² ª¨¬, ·²®¡» ¨²¥°¢ « m� ±®®²¢¥²±²¢®¢ «
µ ° ª²¥°®¬³ ¢°¥¬¥®¬³ ¯¥°¨®¤³ ¯°®¶¥±±  (  °¨±. 13.4 ¥¤ «¥ª¨
®² ®¯²¨¬³¬  ¢²®° ¿ ¨ ²°¥²¼¿ ª °²¨ª¨). �»² ²¼±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼
¡®«¥¥ ²®·»¥ ª®«¨·¥±²¢¥»¥ ª°¨²¥°¨¨ ¢°¿¤ «¨ ¶¥«¥±®®¡° §®, ¯®-
±ª®«¼ª³ ¢±¥ ¯°¥¤«®¦¥»¥ ¤® ±¨µ ¯®° ¢ °¨ ²» ¥ ¤ ¾² § ¬¥²®
«³·¸¨µ °¥§³«¼² ²®¢, ·¥¬ À£« §®¬¥°»©Á ±¯®±®¡.
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� «¥¥, ¥®¡µ®¤¨¬® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨²¥°¢ « ¬ ±¸² ¡®¢ (log "min;
log "max), ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¢®§¬®¦®¥  «¨·¨¥ ¸³¬®¢ ¨ ¯®-
£°¥¸®±²¥© ¨§¬¥°¥¨© ¨«¨ ¢»·¨±«¥¨©, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¯®°²¨²¼
°¥§³«¼² ² ¢ ®¡« ±²¨ ¬ «»µ ", ¨ ¨¬¥²¼ ³¢¥°¥®±²¼ ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿
®¯°¥¤¥«¥¨¿  ª«®  £° ´¨ª  ¢»¡°  ¯° ¢¨«¼»© ¨²¥°¢ «. �²-
ª«®¥¨¥ ®² ¯°¿¬®© «¨¨¨ ¢ ®¡« ±²¨ ¡®«¼¸¨µ " ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²®
½«¥¬¥²» ¯®ª°»²¨¿ ±² ®¢¿²±¿ ±° ¢¨¬»¬¨ ± ° §¬¥° ¬¨  ²²° ª-

�¨±. 13.4. �¨¤ °¥ª®±²°³¨°®¢ »µ ¯®°²°¥²®¢  ²²° ª²®°®¢ ¯°¨ ° §¬¥°®±²¨
¢«®¦¥¨¿ m = 2 ¨ ° §»µ � ¤«¿ ±¨±²¥¬», ®¯¨±»¢ ¥¬®© ³° ¢¥¨¥¬ ± § ¯ §¤»-
¢ ¨¥¬ _x+ x = a � x2(t� 1) ¯°¨ a = 1;5,  = 10

²®° ,   ¯°¨ ¬ «»µ " · ¹¥ ¢±¥£® ± ²¥¬, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ¯ ° ²®·¥ª
¬ «® ¨ ¥¤®±² ²®·® ¤«¿ µ®°®¸¥© ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ®¶¥ª¨.

�²®¡» ¤®¡¨²¼±¿ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®£® ¨²¥°¢ «  «¨¥©®±²¨, ¯® ¢®§-
¬®¦®±²¨ ³¢¥«¨·¨¢ ¾² ¢°¥¬¥³¾ ¯°®²¿¦¥®±²¼ ®¡° ¡ ²»¢ ¥-
¬»µ °¥ «¨§ ¶¨©, ². ¥. ·¨±«® ²®·¥ª M . �®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®® ¤®«¦®
¡»²¼ ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¢»¸¥ ° §¬¥°®±²¼ ±¨±²¥¬». �°¨¢¥¤¥¬ ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ª®«¨·¥±²¢¥³¾ ®¶¥ª³, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ �ª¬ ³
¨ �¾½«¾ (Eckmann, Ruelle, 1992).

� ¤ ¢ ¿ ° §¬¥° ®ª°¥±²®±²¨ ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ª®°°¥«¿¶¨®®£®
¨²¥£° «  ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² r = 0 ¤® r = L (° §¬¥°  ²²° ª²®° ), ¡³-
¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ·¨±«® ¯ ° ²®·¥ª, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ ®¤¨ ½«¥¬¥² ¯®ª°»²¨¿
N(r) ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² 0 ¤® M2=2. �¥«¨·¨  M2=2 ¤®«¦  ¤®±²¨-
£ ²¼±¿ ¯°¨ r �= L, ¨ ¯°¨ ½²®¬ N(r) ¤®«¦® ¡»²¼ ¯°®¯®°¶¨® «¼-
® rD. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨¡«¨¦¥® ¬®¦® § ¯¨± ²¼

N(r) �=

�
M2

2

�� r
L

�D
: (13.7)
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�²®¡» ¨¬¥²¼ ¤®±² ²®·® ¯°®²¿¦¥»© ¤«¿ ®¶¥ª¨ ° §¬¥°®±²¨
° ¡®·¨© ³· ±²®ª £° ´¨ª , ¯®²°¥¡³¥¬ ¢»¯®«¥¨¿ ±®®²®¸¥¨¿

r

L
= �� 1; (13.8)

  ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ¤®±² ²®·®© ±² ²¨±²¨ª¨ ³¦® ¨¬¥²¼

N(r)� 1: (13.9)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ¥° ¢¥±²¢®�
M2

2

�� r
L

�D
� 1; ¨«¨M2 �

1

�D
; ¨«¨ 2 logM > D log

�
1

�D

�
:

(13.10)

�±«¨ ¢§¿²¼ � �= 0;1, ²® ¯®«³· ¥¬ 2 lgM > D, ¨«¨ M > 10D=2.
�®°¬³«  Dmax

�= 2 lgM ¤ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ¢¥«¨·¨³ ° §¬¥°®-
±²¨, ª®²®°³¾ ¤®¯³±²¨¬® ®¶¥¨¢ ²¼, ¨¬¥¿ ¢ ° ±¯®°¿¦¥¨¨M ²®·¥ª.
� ¯°¨¬¥°, ¤®¢¥°¿²¼ ®¶¥ª¥ ° §¬¥°®±²¨ ¯°¨M = 105 ¬®¦® «¨¸¼
¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  D < 10.

�±¥ ¦¥ ¤ «¥ª® ¥ ¢±¥£¤    £° ´¨ª¥ ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥-
£° «  ³¤ ¥²±¿ ¢»¿¢¨²¼ ¨²¥°¢ « «¨¥©®±²¨ ¨ ¤ ²¼ ®¡®±®¢ ³¾
®¶¥ª³ ° §¬¥°®±²¨. �²® ¤¥« ²¼, ±ª ¦¥¬, ± £° ´¨ª®¬, ¯®ª § »¬
  °¨±. 13.5 ±¯° ¢ ? �®§¬®¦ ¿ ° §³¬ ¿ ¯®§¨¶¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,

�¨±. 13.5. �¨¤ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®°°¥«¿¶¨®®£® ¨²¥£° «  ®² ° ¤¨³±  ®ª°¥±²®±²¨
¢ ±«³· ¥, ¤®¯³±ª ¾¹¥¬®¶¥ª³ ° §¬¥°®±²¨ (±«¥¢ ), ¨ ¯°¨¬¥° À¯«®µ®©Á ±¨²³ ¶¨¨,
ª®£¤  ° §³¬ ¿ ®¶¥ª  ¥¢®§¬®¦  (±¯° ¢ )

·²®¡» ±¬®²°¥²¼   ± ¬ ½²®² £° ´¨ª ª ª   µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ¤¨ -
¬¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ±¨±²¥¬» ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¬ ±¸² ¡®¢.
�®-¢¨¤¨¬®¬³, ¢ ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ   «¨§ ² ª¨µ £° ´¨ª®¢ ¬®¦¥²
¯°®«¨²¼ ±¢¥²   ´¨§¨·¥±ª³¾ ¯°¨°®¤³ ®¡º¥ª²  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿. �±«¨,
 ¯°¨¬¥°, §  ¯®¢¥¤¥¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨   ° §»µ ¬ ±¸² ¡ µ ®²¢¥-
· ¾² ° §»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯°®¶¥±±», ²®  ª«® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ
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³· ±²ª®¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ logC ®² log " ¬®¦¥² ®²®±¨²¼±¿ ª ¯®¤±¨±²¥-
¬ ¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬ §  ½²¨ ¯°®¶¥±±». �²®  ¡«¾¤¥¨¥ ¬®¦¥² ¯®±«³-
¦¨²¼ ®±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ¢»¤¥«¥¨¿ ² ª®£® °®¤  ¯®¤±¨±²¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥
±²°³ª²³°»µ ½«¥¬¥²®¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ®¡º¥ª²  ± ¯®±«¥¤³¾¹¨¬
¨µ ±¯¥¶¨ «¼»¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬.

13.4. �¥®°¥¬  ® ¢«®¦¥¨¨
� ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ®±®¢®© ¤«¿ ®¯¨± ®© ¯°®¶¥¤³°» °¥ª®±²°³ª-

¶¨¨  ²²° ª²®°  ±«³¦¨² ² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ²¥®°¥¬  ® ¢«®¦¥¨¨

(Embedding Theorem). �²®¡» ®§ ª®¬¨²¼±¿ ± ¥¥ ±®¤¥°¦ ¨¥¬,
¬» ¤®«¦» ± · «  ³²®·¨²¼, ·²® ¯®¨¬ ¥²±¿ ¯®¤ ²¥°¬¨®¬ À¢«®-
¦¥¨¥Á.

�³±²¼ A ¥±²¼ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® N -¬¥°®£® ¯°®±²° -
±²¢  X . �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢«®¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  A ¢ m-¬¥°®¥ ¯°®±²° -
±²¢® Y ®§ · ¥² § ¤ ²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ X ¢ Y ² ª®¥, ·²® ±®¢¯ ¤¥¨¥
®¡° §®¢ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¬®¦¥±²¢³ A, ¢®§¬®¦®
²®«¼ª® ¯°¨ ° ¢¥±²¢¥ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢.

�²¢¥°¦¤¥¨¥, ¤®ª § ®¥ � ¥, ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯° ª²¨·¥±ª¨
«¾¡®¥ (²¨¯¨·®¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥) £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ X
¢ Y ¡³¤¥² § ¤ ¢ ²¼ ¢«®¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  A ¢ ¯°®±²° ±²¢® Y ¯°¨
³±«®¢¨¨, ·²®

m > 2DA + 1; (13.11)

£¤¥DA |´° ª² «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ (¥¬ª®±²¼) ¬®¦¥±²¢  A (Man�e,
1981).

�³¤¥¬ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ X ª ª ´ §®¢®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¤¨ ¬¨-
·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¬®¦¥±²¢® A ª ª ¥¥  ²²° ª²®°,   Y | ª ª ´ §®¢®¥
¯°®±²° ±²¢®, °¥ª®±²°³¨°®¢ ®¥,  ¯°¨¬¥°, ¬¥²®¤®¬ § ¯ §¤»-
¢ ¨¿. �°¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ° §¬¥°®±²¨ m ³±«®¢¨¥ (13.11)
§ ¢¥¤®¬® ¢»¯®«¿¥²±¿, ¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¯°®¶¥¤³°  ®¶¥ª¨ ° §¬¥°®-
±²¨ ®¯° ¢¤   (²¥®°¥¬  � ª¥± ). �±«¨ ¤®¯³±²¨²¼, ·²® ª®°°¥«¿-
¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¥±³¹¥±²¢¥® ®²«¨· ¥²±¿ ®² µ ³±¤®°´®¢®©,
²® ¥¥ ¬®¦® ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢ (13.11) ¨ ¯®«³·¨²¼ ®¶¥ª³ ° §¬¥°®±²¨
¢«®¦¥¨¿.

�®¿±¨¬ ±¬»±« ²¥®°¥¬» � ¥   ¯°®±²»µ ¯°¨¬¥° µ.
� ±±¬®²°¨¬  ²²° ª²®° ¢ ¢¨¤¥ § ¬ª³²®© ®°¡¨²» | ¯°¥¤¥«¼-

»© ¶¨ª«. �±«¨ ¬» ¯®¯»² ¥¬±¿ ±¯°®¥¶¨°®¢ ²¼ ¥£®   ¯«®±ª®±²¼,
²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®¡° §  ²²° ª²®°  ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ª°¨¢®© ± ± -
¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿¬¨, ®¤¨¬ ¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨¬¨ (°¨±. 13.6). � ¦¤ ¿
²®·ª  ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° §®¬ ¤¢³µ ° §»µ ²®·¥ª ¨±-
µ®¤®£®  ²²° ª²®° , ² ª ·²® ³±«®¢¨¥ ¢«®¦¥¨¿  °³¸ ¥²±¿. �²®
®±®¡¥® ±³¹¥±²¢¥®, ½²¨ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥ ³±²° ¿¾²±¿ ¯®-
±°¥¤±²¢®¬ À¬ «®£® ¸¥¢¥«¥¨¿Á ª®´¨£³° ¶¨¨, ¢ · ±²®±²¨, ¯°¨
¬ «®¬ ¨§¬¥¥¨¨  ¯° ¢«¥¨¿ ¯°®¥¶¨°®¢ ¨¿. �²® £®¢®°¨² ® ²®¬,
·²® ¤¢³µ ¨§¬¥°¥¨© ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥¤®±² ²®·®, ·²®¡» °¥ «¨§®-
¢ ²¼ ¢«®¦¥¨¥. � ¤°³£®© ±²®°®», ¯°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥ § ¬ª³²³¾
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ª°¨¢³¾ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®²¿ ³ ¥¥ ¬®£³² ¡»²¼ ²®·ª¨
± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿, ® ®¨ ± ®·¥¢¨¤®±²¼¾ ³±²° ¿¾²±¿ À¬ «»¬ ¸¥-
¢¥«¥¨¥¬Á. �®½²®¬³ ¯°¨ m = 3 ¢ ²¨¯¨·®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼
¢«®¦¥¨¥.

� §¬¥°®±²¼ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  D = 1, ¯®½²®¬³ ¨§ ´®°¬³«»
(13.11) ¯®«³· ¥¬ m = 3 ¢ ¯®«®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯°¨¢¥¤¥»¬ ° ±-
±³¦¤¥¨¥¬. �«¿ ¤¢³¬¥°®£®  ²²° ª²®°  ±¨²³ ¶¨¿ ¢«®¦¥¨¿ ®¡¥±-

�¨±. 13.6. �««¾±²° ¶¨¿ ²®£®, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ § ¬ª³²®© ®°¡¨²» (¯°¥¤¥«¼®£®
¶¨ª« ) ¢ ¤¢³¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢«®¦¥¨¥¬: § -
¬ª³² ¿ ª°¨¢ ¿-®¡° § ¨¬¥¥² ²®·ª¨ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿, ¥ ³±²° ¿¾¹¨¥±¿ À¬ «»¬
¸¥¢¥«¥¨¥¬Á

�¨±. 13.7. �³²»«ª  �«¥©  | ¤¢³¬¥° ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼, ¥ ¤®¯³±ª ¾¹ ¿ ¢«®¦¥¨¿
¢ ²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¡¥§ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿

¯¥·¥ ,  ·¨ ¿ ± m = 5. �²±¾¤ , ¬¥¦¤³ ¯°®·¨¬, ±«¥¤³¥², ·²®
¤®«¦» ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¤¢³¬¥°»¥ ®¡º¥ª²», ª®²®°»¥ ¥¢®§¬®¦®
¢«®¦¨²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¡¥§ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨¿. �°¨-
¬¥°®¬ ² ª®£® °®¤  ±«³¦¨² ¨§¢¥±² ¿ ¢ ²®¯®«®£¨¨ ¡³²»«ª  �«¥© 
(°¨±. 13.7).

�²®¡» ¯®¿²¼ ¯°®¨±µ®¦¤¥¨¥ ´®°¬³«» (13.11), ° ±±¬®²°¨¬ § -
¤ ·³ ®  µ®¦¤¥¨¨ ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¤¢³µ £« ¤ª¨µ £¨¯¥°¯®¢¥°µ-
®±²¥© ¶¥«®© ° §¬¥°®±²¨ ¢ m-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �³±²¼ ¯¥°-
¢ ¿ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¼ ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ D1 ¨ § ¤   ¯®±°¥¤±²¢®¬
m � D1 ³° ¢¥¨© ¢¨¤  fi(x1; x2; : : :; xm) = 0,   ¢²®° ¿ | ° §-
¬¥°®±²¼ D2 ¨ § ¤   m�D2 ³° ¢¥¨¿¬¨ gi(x1; x2; : : :; xm) = 0.
�®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¨µ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®¢¬¥±²®© ±¨±²¥-
¬®©, ±®¤¥°¦ ¹¥© 2m�D1�D2 ³° ¢¥¨©. �±«¨ D1+D2 = m, ²®
¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¨¬¥¥¬ ±¨±²¥¬³ m ³° ¢¥¨© ±
m ¥¨§¢¥±²»¬¨, ª®²®° ¿ ¢ ²¨¯¨·®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ª®¥·-
®¥ ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ¨ ®¯°¥¤¥«¨² ª®¥·»©  ¡®° ²®·¥ª. �±«¨
¦¥ D1+D2 6 m� 1, ²® ³° ¢¥¨© ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¥¨§¢¥±²»µ, ¨ ¢
²¨¯¨·®¬ ±«³· ¥ ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥². �®¤±² ¢«¿¿ ¢ ¯®±«¥¤¥¥
¢»° ¦¥¨¥ D1 = D2 = D, ¯®«³· ¥¬ ³±«®¢¨¥ ®²±³²±²¢¨¿ ± ¬®¯¥-
°¥±¥·¥¨© ³ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¨ ° §¬¥°®±²¨ D: 2D 6 m � 1 ¨«¨
m > 2D + 1, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®°¬³«¥ (13.11).
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�¥®°¥¬  � ¥ ¨¬¥¥² ¡®«¥¥ £«³¡®ª®¥ ¨ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ ±®¤¥°¦ -
¨¥, ·¥¬ ½²® ¬®¦¥² ¯®ª § ²¼±¿ ¨§  ¸¨µ ¯®¿±¥¨©, ¯®±ª®«¼ª³
®  ®²®±¨²±¿ ¥ ²®«¼ª® ª ¯°®±²»¬ ®¡º¥ª² ¬ ²¨¯  £« ¤ª¨µ ¬®-
£®®¡° §¨©, ® ¨ ª ±«®¦»¬ ´° ª² «¼»¬ ¬®¦¥±²¢ ¬, ² ª¨¬, ª ª
±²° »¥  ²²° ª²®°».

13.5. �»·¨±«¥¨¥ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© ¯® °¥ «¨§ ¶¨¨
�®±ª®«¼ª³ ª°¨²¥°¨¥¬ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ±«³¦¨² ¯°¨±³²-

±²¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ±² °¸¥£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿, ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ¡®«¼¸®© ¨²¥°¥± ¢®§¬®¦®±²¼ ¥£® ®¶¥ª¨   ®±®¢ ¨¨ ®¡-
° ¡®²ª¨ § ¯¨±¨ °¥ «¨§ ¶¨© (¢°¥¬¥�»µ °¿¤®¢). �°¥¤«®¦¥ ¿
¤«¿ ½²®© ¶¥«¨ ¯°®¶¥¤³°  (Wolf et al., 1985; Eckmann et al., 1986)
±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.

� · «  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ °¥ª®±²°³ª¶¨¿  ²²° ª²®°  ¢ ´ §®¢®¬
¯°®±²° ±²¢¥ ¬¥²®¤®¬ § ¯ §¤»¢ ¨© ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° §¬¥°®±²¼
¢«®¦¥¨¿ m. � «¼¥©¸ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¥©±²¢¨© ¯®µ®¦ 
   «£®°¨²¬ �¥¥²²¨  (°¨±. 13.8). �¥°¥¬ §  ¨±µ®¤³¾ ¥ª®²®-

�¨±. 13.8. �  «£®°¨²¬³ ¢»·¨±«¥¨¿ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¯® °¥ «¨§ ¶¨¨

°³¾ ²®·ª³ x0   °¥ª®±²°³¨°®¢ ®¬  ²²° ª²®°¥ ¨  µ®¤¨¬, ¯°®-
±¬ ²°¨¢ ¿ § ¯¨±¼ ¢°¥¬¥®£® °¿¤ , ¤°³£³¾ ²®·ª³ x

0

0,  µ®¤¿¹³-
¾±¿   ¬ «®¬ ° ±±²®¿¨¨ kx00 � x0k = "0, ® ¥ ¡«¨§ª³¾ ¯® ¢°¥-
¬¥¨. � ²¥¬, ¨±¯®«¼§³¿ § ¯¨±¼ °¥ «¨§ ¶¨¨, ®²±«¥¦¨¢ ¥¬ ¸ £ § 
¸ £®¬ ¤¨ ¬¨ª³ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ ²®·¥ª. �®£¤  ° ±±²®¿-
¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨¬¨ ²®·ª ¬¨ x1 ¨ x

0

1 ¯°¥¢»±¨² ¥ª®²®°³¾
§ ¤ ³¾ ¢¥«¨·¨³ "max, ®±² ®¢¨¬±¿ ¨ § ´¨ª±¨°³¥¬ ¯¥°¨®¤ ¢°¥-
¬¥¨ T1, ª®²®°»© ¤«¿ ½²®£® ¯® ¤®¡¨«±¿, ¨ ®²®¸¥¨¥ ª®¥·®£®
¨  · «¼®£® ° ±±²®¿¨© "00="0. �¥¯¥°¼ ¢®¢¼ ¯°®±¬®²°¨¬ °¥ «¨-
§ ¶¨¾ ± ²¥¬, ·²®¡» ®²»±ª ²¼ ¤°³£³¾ ²®·ª³ ±² °²  ¢®§¬³¹¥®©
²° ¥ª²®°¨¨. �  ¤®«¦  ¡»²¼ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ¡«¨§ª  ª ²®·ª¥ x1
¨ ±¤¢¨³²  ®² ¥¥ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾, ¡«¨§ª®¬³ ª  ¯° ¢«¥¨¾ ¢¥ª-
²®°  x01 � x1. �³±²¼ ½²® ²®·ª  x001 ¨ kx001 � x1k = "1. �²±«¥¦¨¢ ¥¬
²¥¯¥°¼ ²° ¥ª²®°¨¨, ±² °²³¾¹¨¥ ¨§ ²®·¥ª x1 ¨ x

00

1, ¯®ª  ·¥°¥§ ¥-
ª®²®°»© ±«¥¤³¾¹¨© ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥¨ T2 ° ±±²®¿¨¥ ¥ ¯°¥¢»±¨²
"max, ¨ ¢»·¨±«¿¥¬ ®²®¸¥¨¥ "01="1. � «¥¥ ¯°®¶¥¤³°  ¯®¢²®°¿¥²±¿
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¬®£®ª° ²®, ¨ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ª ª

� =

K�1P
k=0

ln ("0k="k)

KP
k=1

Tk

; (13.12)

£¤¥ K | ®¡¹¥¥ ·¨±«® À±²³¯¥¥ªÁ  «£®°¨²¬ .
�°®¶¥¤³°  ®¶¥ª¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ²°¥¡³¥² ¥¹¥ ¡®«¼-

¸¥£® ®¡º¥¬  ¤ »µ, ¥¦¥«¨ ¢»·¨±«¥¨¥ ª®°°¥«¿¶¨®®© ° §¬¥°-
®±²¨. �®£« ±® �ª¬ ³{�¾½«¾, ¥±«¨ ¤«¿  ¤¥ª¢ ²®© ®¶¥ª¨ ° §-
¬¥°®±²¨ ³¦® M ®²±·¥²®¢, ²® ¤«¿ ®¶¥ª¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § -
²¥«¿ ¢ ²®© ¦¥ ±¨²³ ¶¨¨ | ¯®°¿¤ª  M2 ®²±·¥²®¢.

13.6. �¤¥¿ °¥ª®±²°³ª¶¨¨ ³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨·¥±ª®©
±¨±²¥¬» ¯®  ¡«¾¤ ¥¬®© °¥ «¨§ ¶¨¨

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯°¨ ®¡° ¡®²ª¥ ±¨£ « , ¯®±²³¯¨¢¸¥£® ®² À·¥°-
®£® ¿¹¨ª Á, ³±² ®¢«¥®, ·²® ¥¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®¥·®¬¥°»©
 ²²° ª²®° ° §¬¥°®±²¨ D. �®£¤ , ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ � ª¥± , ¥£®
¬®¦® ¢«®¦¨²¼ ¢ ¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ N = [2D+ 1]+ 1, £¤¥
ª¢ ¤° ²»¥ ±ª®¡ª¨ ®§ · ¾² ¶¥«³¾ · ±²¼ ·¨±« . �²® § ·¨², ·²® ¢
¯°¨¶¨¯¥ ¬®¦® ®¡¥±¯¥·¨²¼  ¤¥ª¢ ²®¥ ®¯¨± ¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨    ²-
²° ª²®°¥ ±¨±²¥¬®© ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ° §¬¥°®±²¨ N
¤«¿ ±«³· ¿ ¥¯°¥°»¢®£® ¢°¥¬¥¨ ¨«¨ N -¬¥°»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¢
±«³· ¥ ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨.

�¤¥¿ °¥ª®±²°³ª¶¨¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¨«¨ ®²®-
¡° ¦¥¨©   ®±®¢ ¨¨   «¨§  °¥ «¨§ ¶¨© (Broomhead, King,
1986; Crutch�eld, McNamara, 1987) ¢ª° ²¶¥ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾-
¹¥¬. � · «  ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ° §¬¥°®±²¼ ¢«®¦¥¨¿, ². ¥. ° §¬¥°-
®±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ª®±²°³¨°³¥¬®© ¬®¤¥«¨. � «¥¥ ¡¥°¥¬
§  ®±®¢³ ¥ª®²®°³¾ ´®°¬³ ³° ¢¥¨©, ±®¤¥°¦ ¹³¾  ¡®° ¥®¯°¥-
¤¥«¥»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢,  ¯°¨¬¥°, ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ° §«®¦¥¨¿
¯° ¢»µ · ±²¥© ³° ¢¥¨© ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¯® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ¯¥°¥-
¬¥»¬. �®²°¥¡³¥¬, ·²®¡»  ¡«¾¤ ¥¬ ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ®¯²¨¬ «¼-
»¬ ®¡° §®¬ ®¯¨±»¢ « ±¼ ¤ ®© ¬®¤¥«¼¾, ¤«¿ ·¥£® ¯°¨¢«¥ª ¥²±¿
¬¥²®¤  ¨¬¥¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢. �¬¥®, ´®°¬³«¨°³¥²±¿ ³±«®¢¨¥
¬¨¨¬³¬  ¥ª®²®°®© ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¢¥«¨·¨» ²¨¯  ±³¬¬» ª¢ -
¤° ²®¢ ¥¢¿§®ª. �§ ³±«®¢¨¿ ¬¨¨¬ «¼®±²¨ ½²®© ¢¥«¨·¨» ¯®«³-
· ¥²±¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©, ¯®§¢®«¿¾¹ ¿  ©²¨ ¥®¯°¥¤¥«¥»¥
ª®½´´¨¶¨¥²». �²¨¬ ¨ § ¢¥°¸ ¥²±¿ ¯°®¶¥¤³°  ¯®±²°®¥¨¿ ¬®-
¤¥«¨.

�®²¿ ¨¤¥¿ ¢»£«¿¤¨² ¤®±² ²®·® ¯°®±²®© ¨ ° §³¬®©, ¥¥ ¯° ª²¨-
·¥±ª®¥ ®±³¹¥±²¢«¥¨¥ ±² «ª¨¢ ¥²±¿ ± ¡®«¼¸¨¬¨ ²°³¤®±²¿¬¨. � ª
¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, § ¤ ·  ¢ ¯°¨¶¨¯¥ ¥ª®°°¥ª² . �¥©±²¢¨²¥«¼®,
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¥±«¨ ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬ ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ®²¢¥· ¥² ¤¢¨¦¥¨¾ ¯®  ²²° ª-
²®°³, ²® ¢ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨§®¡° ¦ ¾¹ ¿ ²®·ª  ®±² ¥²±¿  
¬®¦¥±²¢¥ ³«¥¢®© ¬¥°». �¤ ª® ´³ª¶¨¨, ´¨£³°¨°³¾¹¨¥ ¢ ¯° -
¢»µ · ±²¿µ ³° ¢¥¨© (®²®¡° ¦¥¨©), ¤®«¦» ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥»
¢® ¢±¥¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®½²®¬³ ¯° ¢¨«¼® ¯¥°¥¤ ¾¹ ¿
¤¨ ¬¨ª³    ²²° ª²®°¥ °¥ª®±²°³¨°®¢  ¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² ®ª -
§ ²¼±¿ ¥ ¤¥ª¢ ²®© ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ®¯¨± ¨¿ ²° ¥ª²®°¨©, ®²¢¥· -
¾¹¨µ §  ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ª  ²²° ª²®°³ ¨ ¢»µ®¤³ ¢ ³±² ®¢¨¢¸¨©±¿
°¥¦¨¬ (²° ¥ª²®°¨¨, ª®²®°»¥, ±®¡±²¢¥®, ¨ ¤¥« ¾²  ²²° ª²®°  ²-
²° ª²®°®¬). �®§¬®¦®¥ °¥¸¥¨¥ ¯°®¡«¥¬» ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡»
¯®¬¨¬® °¥ «¨§ ¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©  ²²° ª²®°³, ®¡° ¡ ²»¢ ²¼
¥¹¥ ¨ °¥ «¨§ ¶¨¨, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ¯°®¶¥±±» ³±² ®¢«¥¨¿. �²®,
®¤ ª®, ¢®§¬®¦® ¥ ¢® ¢±¥µ ¯°¨«®¦¥¨¿µ.

�¥°¢»© ¥²°¨¢¨ «¼»© ¬®¬¥² ¯°¨ ¯®¯»²ª¥ °¥ª®±²°³ª¶¨¨
¬®¤¥«¨ ±®±²®¨² ¢ ¢»¡®°¥ ª®ª°¥²®© ´®°¬» ³° ¢¥¨©, ¢ ª®²®°»µ
¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ®±³¹¥±²¢¨²¼ ¯®¤£®ª³ ¥®¯°¥¤¥«¥»µ ª®½´´¨¶¨-
¥²®¢. � ®¤®© ±²®°®», ½²  ´®°¬  ¤®«¦  ¡»²¼ ¢®§¬®¦® ¡®«¥¥
¯°®±²®©, ·²®¡» ¬¨¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ª®«¨·¥±²¢® ¯®¤¡¨° ¥¬»µ ¯ ° ¬¥-
²°®¢, ± ¤°³£®© | ®¡« ¤ ²¼ ¯®²¥¶¨ «¼® ¤®±² ²®·®© ±«®¦®±²¼¾,
·²®¡» ¯¥°¥¤ ²¼  ¡«¾¤ ¥¬³¾ ¤¨ ¬¨ª³. �¡¹ ¿ °¥ª®¬¥¤ ¶¨¿ ±®-
±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ¢»¡®°¥ ´®°¬» ³° ¢¥¨© ¢ ¬ ª±¨¬ «¼®©
±²¥¯¥¨ ³·¨²»¢ ²¼ ¢±¾ ¨¬¥¾¹³¾±¿  ¯°¨®°³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ±¨-
±²¥¬¥: ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ² ª®© ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨¬¥¥² ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼, ²¥¬
¡®«¼¸¥ ¸ ±®¢ ¯®«³·¨²¼ µ®°®¸³¾ ¬®¤¥«¼.

� ¬¥²¨¬, ·²® ´®°¬³«  (13.11) ®·¥¼ · ±²® ¤ ¥² § ¢»¸¥³¾
®¶¥ª³ ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¤®±² ²®·®© ¤«¿ °¥ª®-
±²°³ª¶¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨ (¢±¯®¬¨²¥ ¯°¨¬¥° ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« , ¤«¿
ª®²®°®£® ²¥®°¥¬  ¢«®¦¥¨¿ ¯°¨¢®¤¨² ª °¥§³«¼² ²³ m = 3). �®-
½²®¬³ ° §³¬»¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ² ª®© ¯®¤µ®¤, ª®£¤  ¸ £ §  ¸ £®¬
¤¥« ¾²±¿ ¯®¯»²ª¨ ¯®±²°®¨²¼ ¬®¤¥«¼ ± · «  ± ¬ «®©,   § ²¥¬
± ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ³¢¥«¨·¨¢ ¾¹¥©±¿ ° §¬¥°®±²¼¾ ´ §®¢®£® ¯°®-
±²° ±²¢ , ¤® ²¥µ ¯®° ¯®ª  ¥ ¡³¤¥² ¤®±²¨£³²  ° §³¬ ¿ ±²¥¯¥¼
±®®²¢¥²±²¢¨¿. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼ ¿ ®¶¥ª  ° §¬¥°®±²¨ ¢«®-
¦¥¨¿ ±² ®¢¨²±¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥®¡¿§ ²¥«¼®©.

� ±±¬®²°¨¬ ¡®«¥¥ ª®ª°¥²® ®¤³ ¨§ ±µ¥¬ °¥ª®±²°³ª¶¨¨ ®²®-
¡° ¦¥¨¿ ¯®  ¡«¾¤ ¥¬®¬³ ¢°¥¬¥®¬³ °¿¤³ x1, x2, : : :, xN . �³±²¼
° §¬¥°®±²¼ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬®¤¥«¨ m ³¦¥ ¢»¡°  . �±-
¯®«¼§³¿ ¤«¿ °¥ª®±²°³ª¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ±®±²®¿¨¿ ¬¥²®¤ § ¯ §¤»-
¢ ¨© ±® ±¤¢¨£®¬ p = 1, ¯®±²°®¨¬  ¡®° ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬ ²®·ª ¬ ²° ¥ª²®°¨¨:

y(n) = (xn; xn�1; xn�p; : : : ; xn�m+1) �

�
�
y1(n); y2(n); : : : ; ym(n)

�
: (13.13)

�®®²®¸¥¨¿, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  ±®±²®¿¨¿ ¢ ¤¢ 
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¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¬®¬¥²  ¢°¥¬¥¨, ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥8>>>><
>>>>:

y1(n+ 1) = y2(n);

y2(n+ 1) = y3(n);
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

ym�1(n+ 1) = ym(n);

ym(n+ 1) = f
�
y1(n); y2(n); : : : ; ym(n)

�
:

(13.14)

�³ª¶¨¾ f , ª®²®° ¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥  ¯®±°¥¤±²¢®¬ ®¡° -
¡®²ª¨ °¥ «¨§ ¶¨¨, ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤ , ±ª ¦¥¬, ¤® ª³¡¨·¥±ª¨µ
·«¥®¢,

f(y1; y2; : : : ; ym) =
mX
i=1

Aiyi+

+
mX
i=1

mX
j=1

Bijyiyj +
mX
i=1

mX
j=1

mX
k=1

Cijkyiyjyk : (13.15)

�¨£³°¨°³¾¹¨¥ §¤¥±¼ ¥¨§¢¥±²»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» Ai, Bij , Cijk
¤®«¦» ¡»²¼ ¯®¤®¡° » ² ª, ·²®¡» ¬®¤¥«¼ (13.14) ®¡¥±¯¥·¨¢ « 
 ¨«³·¸¥¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ±  ¡«¾¤ ¥¬»¬ ¢°¥¬¥»¬ °¿¤®¬, ª°¨-
²¥°¨¥¬ ·¥£® ¿¢«¿¥²±¿ ¬¨¨¬¨§ ¶¨¿ ±³¬¬»

S =
N�1X
n=m

�
xn � f(xn�m; xn�m+1; : : : ; xn�1)

�2
: (13.16)

�«¿ ¤®±²¨¦¥¨¿ ¬¨¨¬³¬  ¢±¥ · ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®² S ¯® ª®½´-
´¨¶¨¥² ¬ Ai, Bij , Cijk ¤®«¦» ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼, ·²® ¤ ¥² ±¨-
±²¥¬³ «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½²¨µ
¥¨§¢¥±²»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢.

� «®£¨· ¿ ±µ¥¬  ¤«¿ ¥¯°¥°»¢®£® ¢°¥¬¥¨ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨
¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¢¥ª²®°  ±®±²®¿¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®²
 ¡«¾¤ ¥¬®© ¯¥°¥¬¥®© x(t) ¯® ¢°¥¬¥¨ ¨ ¯®«®¦¨²¼

y(t) = (x; _x; �x;
...
x ; : : : ; x(m�1)) �

�
y1(t); y2(t); : : : ; ym(t)

�
:

(13.17)

�®£¤  ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¤«¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  y § ¯¨±»¢ ¥²±¿
¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:8>>>><

>>>>:

_y1 = y2;

_y2 = y3;

: : : : : : : : : : : : : : :

_ym�1 = ym;

_ym = f(y1; y2; : : : ; ym):

(13.18)
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�°¥¤±² ¢¨¬ ´³ª¶¨¾ f ¢ ¢¨¤¥ (13.15) ¨ ¤«¿  ¨«³·¸¥£® ±®®²-
¢¥²±²¢¨¿ ¬®¤¥«¨ ¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ¨²¥£° «

S =

Z �
x(m) � f(x; _x; : : : ; x(m�1))

�2
dt (13.19)

¡»« ¬¨¨¬ «¥. �«¿ ½²®£® · ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®² S ¯® ª®½´´¨-
¶¨¥² ¬ Ai, Bij , Cijk ¤®«¦» ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª
±¨±²¥¬¥ «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©, ¨§ ª®²®°®© ¯®«³· -
¾²±¿ ³ª § »¥ ª®½´´¨¶¨¥²».

�®±²®¨±²¢®¬ ° ±±¬®²°¥®£® ¬¥²®¤  ¿¢«¿¥²±¿ ¥£® ¯°®±²®² ,
¯®±ª®«¼ª³  µ®¤¨²¼ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ²®«¼ª® ®¤³ ´³ª¶¨¾ f . �¤ ª®
® ¨¬¥¥² ±³¹¥±²¢¥»© ¥¤®±² ²®ª: ¯°®¶¥¤³°  ·¨±«¥®£® ¤¨´-
´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿, ª®²®°³¾ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¢»¯®«¿²¼ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿
ª®¬¯®¥² °¥ª®±²°³¨°®¢ ®£® ¢¥ª²®°  ±®±²®¿¨¿,   ¯° ª²¨ª¥
¯°¨¢®¤¨² ª § ·¨²¥«¼»¬ ¢»·¨±«¨²¥«¼»¬ ¯®£°¥¸®±²¿¬, | ½²®
µ®°®¸® ¨§¢¥±²® ¢ ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¥. �®½²®¬³ ² ª®©
¯®¤µ®¤ ¬®¦® °¥ª®¬¥¤®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¢ ¯°¨¬¥¥¨¨ ª °¥ «¨§ ¶¨¿¬
¢»±®ª®£® ª ·¥±²¢ , § ¤ »¬ £« ¤ª¨¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ¯°¨ ¯°¥¥¡°¥-
¦¨¬® ¬ «®¬ ³°®¢¥ ¸³¬®¢ ¨ ¯°®·¨µ ¯®£°¥¸®±²¥©. �«¼²¥° ²¨¢-
»¬¨ ¢ °¨ ² ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ °¥ª®±²°³ª¶¨¿ ¬¥²®¤®¬ § ¯ §¤»-
¢ ¨©, ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¤«¿ ª®±²°³¨°®¢ ¨¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  ±®-
±²®¿¨¿ ®¯¥° ¶¨¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿, À±ª®«¼§¿¹¥£®Á ³±°¥¤¥¨¿ (¯®
¨²¥°¢ «³ ¢°¥¬¥¨ ° §®© ¤«¨» ¤«¿ ° §»µ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®° 
±®±²®¿¨¿), ¯°®¯³±ª ¨¥ ·¥°¥§ «¨¥©»¥ ´¨«¼²°» (± ° §»¬¨ ¤«¿
° §»µ ª®¬¯®¥² µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨) ¨ ². ¯.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³¦¥ ¨§  ¸¥£® ª° ²ª®£® ®¡§®°  ¢»°¨±®¢»¢ ¥²±¿
±«®¦®±²¼ ¯®±² ¢«¥®© § ¤ ·¨ °¥ª®±²°³ª¶¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ
³° ¢¥¨©   ®±®¢ ¨¨   «¨§   ¡«¾¤ ¥¬®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ¨ ¯°®-
¡«¥¬ ²¨·®±²¼ ¥¥ ¨±·¥°¯»¢ ¾¹¥£® ¨ ³¨¢¥°± «¼®£® °¥¸¥¨¿. �¤-
 ª® ¯¥°±¯¥ª²¨¢» ®·¥¼ ¯°¨¢«¥ª ²¥«¼». �²® ¨ ¢®§¬®¦®±²¼ ½´-
´¥ª²¨¢®£® ¯°®£®§  ±®±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬ ± µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª®©,
¨ ¯®¤µ®¤ ª ¨§³·¥¨¾ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¬¥µ ¨§¬®¢, «¥¦ ¹¨µ ¢ ®±®¢¥
´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬ ° §«¨·®© ¯°¨°®¤», ¨ ¢®§¬®¦®±²¼ ° §-
° ¡®²ª¨ ±¯®±®¡®¢ ³¯° ¢«¥¨¿ ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª®© ±¨±²¥¬ ¯®±°¥¤-
±²¢®¬ ª®²°®«¨°³¥¬®£®, ®²®±¨²¥«¼® ¥¡®«¼¸®£® ¯® ¢¥«¨·¨¥,
¢¥¸¥£® ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �®½²®¬³  ±²®©·¨¢»¥ ¯®¯»²ª¨ ¯°®¤¢¨-
³²¼±¿ ¢ °¥¸¥¨¨ ¤ ®© ¯°®¡«¥¬», ª ª ¢ ®¡¹¥© ¯®±² ®¢ª¥, ² ª
¨ ¯°¨¬¥¨²¥«¼® ª ª®ª°¥²»¬ ±¨±²¥¬ ¬, ¯°®¤®«¦ ¾²±¿. �®¦®
¥¹¥ ° § ¯®¢²®°¨²¼, ·²®  ¨¡®«¥¥ ³±¯¥¸®© °¥ª®±²°³ª¶¨¿ ³° ¢-
¥¨© ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤  ¨¬¥¥²±¿ ¨ ½´´¥ª²¨¢®
¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤®±² ²®·® ¡®£ ² ¿  ¯°¨®° ¿ ¨´®°¬ ¶¨¿ ®¡ ¨±±«¥-
¤³¥¬®© ±¨±²¥¬¥.
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�������� �������� � �����.

����� ���������

� ª ¨§¢¥±²®, ¢ ³° ¢¥¨¿µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ®¡»·® ¯°¨-
±³²±²¢³¾² ¯ ° ¬¥²°» | ¢¥«¨·¨», ª®²®°»¥ ±·¨² ¾²±¿ ¯®±²®¿-
»¬¨ ¢® ¢°¥¬¥¨, ® ®² § ¤ ¨¿ ª®²®°»µ ¬®¦¥² § ¢¨±¥²¼ µ ° ª-
²¥° °¥ «¨§³¾¹¥£®±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ °¥¦¨¬ . �®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥,
·²® ±¨±²¥¬  § ª«¾·¥  ¢ ·¥°»© ¿¹¨ª,   ª®²®°®¬ ¨¬¥¥²±¿ ¥-
±ª®«¼ª® °³·¥ª  ±²°®©ª¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯°¨ ®¤®¬ ¯®«®¦¥-
¨¨ °³·¥ª  ¡«¾¤ ¥²±¿ °¥£³«¿°»© °¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨,  ¯°¨¬¥°,
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿,   ¯°¨ ¤°³£®¬ | µ ®±. �±«¨ ¬» ¯« ¢®
¬¥¿¥¬  ±²°®©ª³ ² ª, ·²®¡» ¯¥°¥©²¨ ®² ¯¥°¢®© ±¨²³ ¶¨¨ ª® ¢²®-
°®© (°¨±. 14.1), ²® ª ª®© ¡³¤¥²   ¯³²¨ ª µ ®±³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

�¨±. 14.1. � ¯®¿²¨¾ ±¶¥ °¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³

¡¨´³°ª ¶¨© | ±®¡»²¨©, ±®±²®¿¹¨µ ¢ ª ·¥±²¢¥®¬ ¨§¬¥¥¨¨ µ -
° ª²¥°   ¡«¾¤ ¥¬®£® °¥¦¨¬ ? �¡ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¡¨-
´³°ª ¶¨© ¯°¨¿²® £®¢®°¨²¼ ª ª ® ±¶¥ °¨¨ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³. �°¨
½²®¬ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿, ·²® ¨¬¥¥²±¿ ±° ¢¨²¥«¼® ¥¬®£® ±¶¥ -
°¨¥¢, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ ±«®¢  ²¨¯¨·»¬¨, ² ª
·²® ¯°®¡«¥¬  ¨µ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¨ ¨§³·¥¨¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡®-
§°¨¬®©.

�¡¹¥¯°¨§ ®, ·²® ®²¯° ¢»¬ ¯³ª²®¬ ¢ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨
¯°®¡«¥¬» ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ¯®±«³¦¨«  ° ¡®²  �.�.� ¤ ³, ®¯³-
¡«¨ª®¢  ¿ ¢ 1944 £. � ¥© ±² ¢¨²±¿ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢®§¨-
ª ¥² ²³°¡³«¥²®±²¼ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ·¨±«  �¥©®«¼¤± , ®±®¢®£®
³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  ¢ £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ. �®£« ±®
¯°¥¤«®¦¥®¬³ � ¤ ³ ±¶¥ °¨¾, ¯¥°¢¨·®¥ ²¥·¥¨¥ ²¥°¿¥² ³±²®©-
·¨¢®±²¼ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ª®«¥¡ ²¥«¼®¬³ ¢®§¬³¹¥¨¾   ¥ª®-
²®°®© · ±²®²¥, § ²¥¬ ¢®§¨ª¸¥¥ ®±¶¨««¨°³¾¹¥¥ ²¥·¥¨¥ ¢ ±¢®¾
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®·¥°¥¤¼ ±² ®¢¨²±¿ ¥³±²®©·¨¢»¬ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¢®§¬³¹¥¨¾
  ¤°³£®© · ±²®²¥ ¨ ². ¤. � °¥§³«¼² ²¥ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¡¨´³°ª -
¶¨©, ª®²®°»¥ ±®¯°®¢®¦¤ ¾²±¿ ¢®§¨ª®¢¥¨¥¬ ¢±¥ ®¢»µ ¨ ®¢»µ
· ±²®²,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ¨°° ¶¨® «¼»µ ®²®¸¥¨¿µ, ¢®§¨ª ¥²
±«®¦»© ¤¨ ¬¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬ | ²³°¡³«¥²®±²¼. �¥±¬®²°¿  
²®, ·²® °¥·¼ ¨¤¥² ® £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ²³°¡³«¥²®±²¨,  °£³¬¥-
² ¶¨¿ ®±¨² ±²®«¼ ®¡¹¨© µ ° ª²¥°, ·²® ¥¥ ¬®¦® ± ° ¢»¬ ®±®-
¢ ¨¥¬ ®²¥±²¨ ¨ ª ¤°³£¨¬ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ±¨±²¥-
¬ ¬ ± ¬®£®¬¥°»¬ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �¥±ª®«¼ª® ¯®§¤¥¥
  «®£¨·»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¡»«¨ ° §¢¨²» ¥¬¥¶ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨-
ª®¬ �¡¥°µ °¤®¬ �®¯´®¬ (Hopf, 1948). � ¯°¥¤«®¦¨« ² ª¦¥ ª®-
ª°¥²³¾ ¬®¤¥«¼³¾ ±¨±²¥¬³, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹³¾ ³±«®¦¥¨¥ ¤¨-
 ¬¨ª¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® °®¦¤¥¨¿ ±®±² ¢«¿¾¹¨µ
± ¥±®¨§¬¥°¨¬»¬¨ · ±²®² ¬¨.

�  · «¥ 70-µ £®¤®¢   «¨§ � ¤ ³ ¨ �®¯´  ¡»« ¯®¤¢¥°£³²
ª°¨²¨ª¥ ¢ ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥© ¨§ �° ¶¨¨ ¨ �®«« ¤¨¨ �½¢¨¤ 
�¾½«¿ ¨ �«®°¨±  � ª¥± . �®£« ±® ¨µ ³²¢¥°¦¤¥¨¾, ¯®±«¥ °®-
¦¤¥¨¿ ¯¥°¢»µ ²°¥µ (¢ ¤°³£®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» | ¯®±«¥ ·¥²»-
°¥µ) ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ± ¥±®¨§¬¥°¨¬»¬¨ · ±²®² ¬¨ ¬®¦¥² ¢®§¨-
ª ²¼ ±²° »©  ²²° ª²®°, ª®²®°»© µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¥³±²®©·¨¢®-
±²¼¾ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¥¬³ ´ §®¢»µ ²° ¥ª²®°¨© (Ruelle, Takens,
1971; Newhouse, Ruelle, Takens, 1978). �® �¾½«¾ ¨ � ª¥±³,
±²° »©  ²²° ª²®° ¨ ¥±²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ®¡° § ²³°¡³«¥²®£®
¤¢¨¦¥¨¿. �¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ¡¨´³°-
ª ¶¨© ¥ ²® ·²®¡» ¥¢®§¬®¦ , ®  ²¨¯¨· , ². ¥. ¯° ª²¨·¥±ª¨
¥¢¥°®¿² .

�®²¿ ¢ «¨²¥° ²³°¥ · ±²® ¢±²°¥· ¥²±¿ ±«®¢®±®·¥² ¨¥ À±¶¥ °¨©
�¾½«¿ ¨ � ª¥± Á, ¥£® ¥«¼§¿ ¯°¨§ ²¼ ¢¯®«¥ ¯° ¢®¬¥°»¬, ¯®-
±ª®«¼ª³   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®¨ ¥ ¤ «¨ ¿¢®£® ®¯¨± ¨¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¨ ¡¨´³°ª ¶¨©   ¯³²¨ ®² ¯®°¿¤ª  ª µ ®±³. �²® ¦¥ ¢ ¤¥©±²¢¨-
²¥«¼®±²¨ ¨¬¨ ¡»«® ¤®ª § ®? �±«¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ®±®¢®©
°¥§³«¼² ²   ´¨§¨·¥±ª®¬ ¿§»ª¥, ²® ® ±¢®¤¨²±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³.
�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ M > 3 ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®-
²®°»µ ¤¥¬®±²°¨°³¥² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿   ±¢®¥© · -
±²®²¥, ¯°¨·¥¬ ¢±¥ · ±²®²»  µ®¤¿²±¿ ¢ ¨°° ¶¨® «¼»µ ®²®¸¥-
¨¿µ. � ½²®¬ ±«³· ¥ ±¨±²¥¬ , ±®±² ¢«¥ ¿ ¨§ ¥±¢¿§ »µ ¯®¤-
±¨±²¥¬, ¡³¤¥² ¨¬¥²¼  ²²° ª²®°®¬ M -¬¥°»© ²®°. �¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼
±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¯®¤±¨±²¥¬ ¬¨. �®£« ±® �¾½«¾ ¨ � ª¥±³, ¯°¨ ±ª®«¼
³£®¤® ¬ «®© ¢¥«¨·¨¥ ±¢¿§¨ ¬®¦® ² ª ¯®¤®¡° ²¼ ¢¨¤ ½²®© ±¢¿§¨,
·²® °¥ «¨§³¥²±¿ ±²° »©  ²²° ª²®°, ¨ ¤¨ ¬¨ª  ¡³¤¥² µ ®²¨·¥-
±ª®©. �¬¨ ¤®ª §  ¤ ¦¥ ¡®«¥¥ ±¨«¼»© °¥§³«¼² ². �°¥¤±² ¢¨¬
±¥¡¥ ¯°®±²° ±²¢® ´³ª¶¨©, ª®²®°»¥ ±²®¿² ¢ ¯° ¢»µ · ±²¿µ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© ±¨±²¥¬». �²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® ¢ ½²®¬ ¯°®-
±²° ±²¢¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ -
¬¨ª¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¢±¾¤³ ¯«®²»¬ ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨
²®·ª¨, ®²¢¥· ¾¹¥© ®²±³²±²¢¨¾ ±¢¿§¨.
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�¥°¢® · «¼ ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ ° ¡®²» �¾½«¿ ¨ � ª¥±  ¥-
ª°¨²¨·¥±ª¨  ±²°®¥»¬¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿¬¨ ±®±²®¿«  ¢ ²®¬, ·²®
¯®¿¢«¥¨¥ ²°¥²¼¥© · ±²®²®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© ¢  ¡«¾¤ ¥¬®¬ ±¯¥ª-
²°¥ ª®«¥¡ ¨© ±¨±²¥¬» ¤®«¦® ±®¯°®¢®¦¤ ²¼±¿ ¥¬¥¤«¥»¬ °®-
¦¤¥¨¥¬ µ ®± . � ª ¢»¿±¨«®±¼, ¯°®¡«¥¬    ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®ª § -
« ±¼ ª³¤  ¡®«¥¥ ±«®¦®© ¨ ²®ª®©.

�®-¯¥°¢»µ, ¡»«¨ ¯°¨¢¥¤¥» ³¡¥¤¨²¥«¼»¥ ¯°¨¬¥°» °¥ «¨±²¨·-
»µ ±¨±²¥¬, ¢ ª®²®°»µ, ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®±²¼ § ª«¾·¥¨¿¬ �¾½«¿
¨ � ª¥± ,  ¡«¾¤ ¾²±¿ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ± ·¨±«®¬ ¥-
±®¨§¬¥°¨¬»µ · ±²®² ¡®«¥¥ 3 (Tavakol, Tworkowski, 1984; Grebogi
et al., 1985; C. Baesens et al., 1991). �ª § «®±¼, ·²® ¯°¨ ¤®±² ²®·®
±« ¡®© ±¢¿§¨ ¯®¤±¨±²¥¬ ½²® ¢¥±¼¬  ° ±¯°®±²° ¥ ¿ ±¨²³ ¶¨¿.

� ° ¡®²¥ Grebogi et al., 1985 ¡»« ¯°¥¤¯°¨¿² ·¨±«¥»© ½ª±¯¥°¨-
¬¥² ± ¬®¤¥«¼®© ±¨±²¥¬®©, ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¤¨ ¬¨ª³ ± ²°¥¬¿ ¥±®¨§¬¥-
°¨¬»¬¨ · ±²®² ¬¨:

�n+1 = �n +w1 + kP1(�n; 'n) mod 2�;

'n+1 = 'n + w2 + kP2(�n; 'n) mod 2�;
(14.1)

£¤¥ ¯¥°¥¬¥»¥ � ¨ ' ¨¬¥¾² ±¬»±« ´ §, ®¤  · ±²®²  ®²¢¥· ¥² ¸ £³
¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨,   ¢²®° ¿ ¨ ²°¥²¼¿ § ¤ ¾²±¿, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¯ -
° ¬¥²° ¬¨ w1 ¨ w2. �³ª¶¨¨ P1(�; ') ¨ P2(�; ') ¨¬¥¾² ¯¥°¨®¤ 2� ¯®
ª ¦¤®¬³  °£³¬¥²³ ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ °¿¤ ¬¨ �³°¼¥. �»«  ¯°®¢¥¤¥ 
¡®«¼¸ ¿ ±¥°¨¿ ° ±·¥²®¢. � ¤ ¢ ¢¥«¨·¨» ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �³°¼¥ ¨ ¯ ° -
¬¥²°» w1 ¨ w2 ±«³· ©»¬ ®¡° §®¬, ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿«¨ µ ° ª²¥°
°¥ «¨§³¾¹¥£®±¿ °¥¦¨¬  ¯® ¯®ª § ²¥«¿¬ �¿¯³®¢ :

� �1;2 < 0 | ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©,
� �1 = 0, �2 < 0 | 2-x · ±²®²»© ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, 2-²®°,
� �1 = 0, �2 = 0 | 3-µ · ±²®²»© ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, 3-²®°,
� �1 > 0 | µ ®±.

�  °¨±. 14.2 ¯°¨¢¥¤¥  ¤¨ £° ¬¬ , £¤¥ ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼-
 ¿ ¤®«¿ ¨±¯»² ¨©, ¢ ª®²®°»µ ®¡ °³¦¨¢ «±¿ ²®² ¨«¨ ¨®© ²¨¯ °¥-

�¨±. 14.2. �²®±¨²¥«¼ ¿ ¤®«¿ ¨±¯»² ¨©, ¢ ª®²®°»µ ®¡ °³¦¨¢ «±¿ ° §«¨·»©
²¨¯ °¥¦¨¬  ¯°¨ ±«³· ©®¬ ¢»¡®°¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¨ ´³ª¶¨© ¢ ¬®¤¥«¼®¬ ®²®¡° ¦¥-
¨¨ (14.1) (Grebogi et al., 1985). �¥«¨·¨  ¯ ° ¬¥²°  k = kc ®²¢¥· ¥² ¬®¬¥²³
¯®²¥°¨ ®¡° ²¨¬®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿
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¦¨¬ . �°¨ ¬ «®¬ ³°®¢¥ ¢®§¬³¹¥¨¿ k ¤®¬¨¨°³¥² ²°¥µ· ±²®² ¿ ª¢ -
§¨¯¥°¨®¤¨·®±²¼. � °®±²®¬ ³°®¢¿ ¢®§¬³¹¥¨¿ ° ±²¥² ¤®«¿ ¯¥°¨®¤¨-
·¥±ª¨µ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. �°¨ k > kc, £¤¥ kc ®²¢¥· ¥² ¬®¬¥²³
¯®²¥°¨ ®¡° ²¨¬®±²¨ ¬®¤¥«¼®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ²°¥µ· ±²®² ¿ ª¢ §¨¯¥°¨-
®¤¨·®±²¼ ±² ®¢¨²±¿ ¥¢®§¬®¦®©.

� ¤® ¯®¤·¥°ª³²¼, ·²® ±ª § ®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¾ ²¥®-
°¥¬» �¾½«¿ ¨ � ª¥± , ª ª ² ª®¢®©,  , ±ª®°¥¥, ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¯®¿²¨¿
²¨¯¨·®±²¨, ª®²®°®¥ ®ª § «®±¼ ¥ ¢¯®«¥  ¤¥ª¢ ²»¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®,
¢±¾¤³ ¯«®²®¥ ¬®¦¥±²¢® ±®¢±¥¬ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¨¬¥¥² § ¬¥²® ®²«¨·-
³¾ ®² ³«¿ ¬¥°³. �®½²®¬³ ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¨±²¥¬ ¯«®²®£®
¬®¦¥±²¢ , ®²¢¥· ¾¹¥£®  «¨·¨¾ µ ®± , ¥¹¥ ¥ ®§ · ¥², ·²® µ ®± ¡³¤¥²
 ¡«¾¤ ²¼±¿ ± ¢»±®ª®© ¢¥°®¿²®±²¼¾.

�®-¢²®°»µ, ¯®±«¥ ®¯³¡«¨ª®¢ ®© ¢ 1984 £. ° ¡®²» £°³¯¯»
¨§ �½°¨«¥¤±ª®£® ³¨¢¥°±¨²¥²  (Grebogi et al., 1984) ¨ ¯®±«¥¤³¾-
¹¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ±² «® ¿±®, ·²® ±¶¥ °¨© ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ¬®¦¥² ¢ª«¾· ²¼, ª ª ¯°®¬¥¦³²®·»©
½² ¯, ®¡° §®¢ ¨¥ ±²° »µ ¥µ ®²¨·¥±ª¨µ  ²²° ª²®°®¢. � ¨-
²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¬½°¨«¥¤±ª®© £°³¯¯», ²¥°¬¨ À±²° »©Á ®²®±¨²±¿
ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°¥  ²²° ª²®° , ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-
¡®© ´° ª² «¼»© ®¡º¥ª²,   ²¥°¬¨ À¥µ ®²¨·¥±ª¨©Á ³ª §»¢ ¥²  
®²±³²±²¢¨¥ ·³¢±²¢¨²¥«¼®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ®²  · «¼»µ
³±«®¢¨©: ±°¥¤¨ «¿¯³®¢±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥©  ²²° ª²®°  ¥² ¯®«®¦¨-
²¥«¼»µ.

� ¤°³£®© ±²®°®», ¯®¤¢¥°£³²®¥ ª°¨²¨ª¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ²®¬,
·²® ·¨±«® ¡¨´³°ª ¶¨©   ¯³²¨ ª µ ®±³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡¥±ª®¥·»¬,
®ª § «®±¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬, µ®²¿ ¨ ¤«¿ ¤°³£®£® ±¶¥ °¨¿. �¥·¼ ¨¤¥²
® ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª ±ª ¤ (¡¥±ª®¥·³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼)
¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �ª®«® 1976 £.  ¬¥°¨ª ±ª¨© ´¨§¨ª
�¨²·¥« �¥©£¥¡ ³¬, ° ¡®² ¢¸¨© ¢ �®±-�« ¬®±±ª®©  ¶¨® «¼®©
« ¡®° ²®°¨¨ ���, ®¡ °³¦¨« °¿¤ § ¬¥· ²¥«¼»µ § ª®®¬¥°®-
±²¥©, ±®¯°®¢®¦¤ ¾¹¨µ ½²®² ²¨¯ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ (Feigenbaum,
1978, 1979). � ¥¬ £®¢®°¿² ²¥¯¥°¼ ª ª ® ±¶¥ °¨¨ �¥©£¥¡ ³¬ , ¨
½²®  ¨¬¥®¢ ¨¥ ¬®¦® ±·¨² ²¼ § ±«³¦¥»¬. �®²¿ �¥©£¥¡ ³¬
¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢®®²ª°»¢ ²¥«¥¬ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ , ®¯¨± »µ ¨
¨§³· ¢¸¨µ±¿ ¤® ¥£® ¬®£¨¬¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿¬¨ (May, 1986), ®
¯¥°¢»¬ ®±®§ « ¯°¨±³¹¨¥ ½²®¬³ ±¶¥ °¨¾ ±¢®©±²¢  ³¨¢¥°± «¼®-
±²¨ ¨ ±ª¥©«¨£  (¬ ±¸² ¡®£® ¯®¤®¡¨¿) ¨ ° §° ¡®² « ¨µ ²¥®°¥²¨-
·¥±ª®¥ ®¡®±®¢ ¨¥, ¯°¨¢¥±¿ ¢ ¥«¨¥©³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ¬¥²®¤ °¥-
®°¬ «¨§ ¶¨®®© £°³¯¯» (±®ª° ¹¥® °¥®°¬£°³¯¯» ¨«¨ ��).

�³¹®±²¼ ª®¶¥¯¶¨¨ ³¨¢¥°± «¼®±²¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¨¬¥-
¥²±¿ ®¡¸¨°®¥ ¬®¦¥±²¢® ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ ° §-
«¨·®© ¯°¨°®¤» (ª« ±± ³¨¢¥°± «¼®±²¨), ª®²®°»¥ ¥ ¯°®±²® ¤¥-
¬®±²°¨°³¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨´³°ª ¶¨©, ®
¯°®¿¢«¿¾² ³ ¯®°®£  ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ª®«¨·¥-
±²¢¥»¥ § ª®®¬¥°®±²¨ ±ª¥©«¨£  ± ¯°¨±³¹¨¬¨ ¤ ®¬³ ª« ±±³
³¨¢¥°± «¼®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¬ ±¸² ¡»µ ª®-
±² ².
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�¥²®¤ °¥®°¬£°³¯¯», ª®¶¥¯¶¨¨ ³¨¢¥°± «¼®±²¨ ¨ ±ª¥©«¨£ 
° ¥¥ ¡»«¨ ° §¢¨²» ¢ ²¥®°¨¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢. � 1982 £.  ¬¥-
°¨ª ±ª¨© ´¨§¨ª �¥¥² �¨«¼±® ¯®«³·¨« �®¡¥«¥¢±ª³¾ ¯°¥¬¨¾
§  ¢ª« ¤ ¢ ° §° ¡®²ª³ ½²¨µ ª®¶¥¯¶¨©. �°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ²¥¬¯¥-
° ²³°» ¢¥¹¥±²¢  ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤  Tc ª®°-
°¥«¿¶¨® ¿ ¤«¨  ´«³ª²³ ¶¨© ¢®§° ±² ¥² ¨ ±² ®¢¨²±¿ ¡®«¼¸®©
¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®¿¨¥¬. � ¸¨°®ª®¬ ¨²¥°¢ «¥
¯°®±²° ±²¢¥»µ ¬ ±¸² ¡®¢ ¯®¢¥¤¥¨¥ ´«³ª²³ ¶¨© ±² ®¢¨²±¿
¥ § ¢¨±¿¹¨¬ ®² ¨µ ¬ ±¸² ¡  ¨ ¥ ·³¢±²¢¨²¥«¼»¬ ª ¤¥² «¿¬
¬¥¦ ²®¬»µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨©, ¯°¨®¡°¥² ¿ ³¨¢¥°± «¼»¥ ±¢®©±-
²¢ . �®¬¨¬® ¯°®·¥£®, ½²® ¤¥« ¥² ¯°®¤³ª²¨¢»¬ ¨§³·¥¨¥ ´ §®¢»µ
¯¥°¥µ®¤®¢ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬®¤¥«¼»µ ±¨±²¥¬, ®£°³¡«¿¾¹¨µ ¤¥² «¨ «®-
ª «¼»µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨© ¨§ ±®®¡° ¦¥¨© ³¤®¡±²¢    «¨§ , ® ±®-
µ° ¿¾¹¨µ ¨²¥°¥±³¾¹¨© ²¨¯ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿.

� ª ®ª § «®±¼,   «®£¨·»© ¯®¤µ®¤ ¯«®¤®²¢®°¥ ¨ ¢ ¥«¨¥©-
®© ¤¨ ¬¨ª¥ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¯°®¡«¥¬» ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®± .
�°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³, ¢ ª®²®°®© ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥
¯ ° ¬¥²°  ·¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ª°¨²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥  ¡«¾¤ ¥²±¿
¬¿£ª®¥ (¡¥§ ±ª ·ª ) °®¦¤¥¨¥ µ ®± . � ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© ¯® ¯ ° ¬¥²°³, ®¡ °³¦¨²¼ ° §«¨·¨¥ ¬¥¦-
¤³ °¥£³«¿°»¬ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¬ °¥¦¨¬ ¬¨, °¥ «¨§³¾¹¨¬¨±¿ ¢
"-®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥µ®¤ , ¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ ¨µ  ¡«¾¤¥¨¨
§  ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ ¢°¥¬¿ T ("). �·¥¢¨¤®, ¯°¨ " ! 0 ¨¬¥¥¬
T (") ! 1. �³¦ ¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ®ª°¥±²®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨, ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ²®£®, ·²®¡» ¢°¥¬¥®© ¬ ±¸² ¡ T (")  -
¬®£® ¯°¥¢»¸ « ¢±¥ ¢¥«¨·¨» ± ° §¬¥°®±²¼¾ ¢°¥¬¥¨, ´¨£³°¨-
°³¾¹¨¥ ¢ ³° ¢¥¨¿µ ±¨±²¥¬». � ²®·ª¨ §°¥¨¿ ²° ±´®°¬ ¶¨¨
¯°¨°®¤» °¥¦¨¬  ¢ ³§ª®© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥µ®¤ , «®ª «¼»¥
¢® ¢°¥¬¥¨ ¤¥² «¨ ¤¨ ¬¨ª¨, ª ª ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼, ±² ®¢¿²±¿ ¥
±³¹¥±²¢¥»¬¨, ¨ ±®¡±²¢¥® ¯¥°¥µ®¤ ¤®«¦¥ ®±¨²¼ ³¨¢¥°± «¼-
»© µ ° ª²¥° 1). � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª®£® ®¯¨± -
¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ³ ¯®°®£  µ ®±  ¥±²¥±²¢¥® ¨±-
¯®«¼§®¢ ²¼  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»¥ ¬®¤¥«¨, ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ³¦»¬ ²¨¯®¬
ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿, ². ¥. ¯° ¢¨«¼® ¯¥°¥¤ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³
  ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥»µ ¬ ±¸² ¡ µ. �±®, ·²® ª®±²°³¨°®¢ ¨¥
² ª¨µ ¬®¤¥«¥© ±«¥¤³¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¤³ ¨§ ¢ ¦»µ § ¤ ·
²¥®°¨¨.

� ª®²¥ª±²¥ ¥«¨¥©®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ¨¤¥¿ ¬¥-
²®¤  °¥®°¬£°³¯¯» ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬»
¨¬¥¥¬ § ¢¨±¿¹¨© ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ ®¯¥° ²®°, ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ½¢®«¾-
¶¨¾ ±®±²®¿¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»   ¥ª®²®°®¬ ¢°¥¬¥®¬
¨²¥°¢ «¥. �±¯®«¼§³¿ ¥£®, ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ®¯¥° ²®° ½¢®-
«¾¶¨¨   ¥ª®²®°®¬ ¡®«¼¸¥¬ ¢°¥¬¥®¬ ¨²¥°¢ «¥. � «¥¥ ¯®-

1) �²® ° ±±³¦¤¥¨¥ ¥ ¨±ª«¾· ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° §»µ ª« ±-
±®¢ ³¨¢¥°± «¼®±²¨, ² ª ·²® ®¤¨ ª®¢»¥ § ª®®¬¥°®±²¨ ¬®£³² ¡»²¼ ±¯° ¢¥¤-
«¨¢»¬¨ «¨¸¼ ¢ ¯°¥¤¥« µ ®¤®£® ®¯°¥¤¥«¥®£® ª« ±± .
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±°¥¤±²¢®¬ ¬ ±¸² ¡»µ § ¬¥ ¯¥°¥¬¥»µ ¬» ±² ° ¥¬±¿ ¤®¡¨²¼±¿
²®£®, ·²®¡» ®¢»© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ±®¢¯ ¤ « ±®
±² °»¬. �±«¨ ¯°¨ ¥ª®²®°»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ½²® ³¤ ¥²±¿
±¤¥« ²¼, ²® ¯°®¶¥¤³°³ ¬®¦® ¯®¢²®°¿²¼ ¬®£®ª° ²®, ¯®«³· ¿ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¯¥° ²®°®¢ ½¢®«¾¶¨¨ ¤«¿ ¢±¥ ¡®«¼¸¨µ ¨ ¡®«¼-
¸¨µ ¢°¥¬¥»µ ¨²¥°¢ «®¢. �°®¶¥¤³°  ¯¥°¥µ®¤  ®² ±² °®£® ®¯¥-
° ²®°  ª ®¢®¬³, ¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®¬³,  §»¢ ¥²±¿ �� ¯°¥®¡° §®-
¢ ¨¥¬,    ¡®° § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°®¢, ® ª®²®°®¬ ¬» £®¢®°¨«¨, § -
¤ ¥² ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨. � ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ±²°³ª-
²³°  ®¯¥° ²®°®¢ ½¢®«¾¶¨¨   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥ µ ®ª §»¢ ¥²±¿ ®¡³-
±«®¢«¥®© ¥ ª®ª°¥²»¬ ¢¨¤®¬ ¨±µ®¤®£® ®¯¥° ²®°  ±¨±²¥¬»,
  ±²°³ª²³°®© �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. � ½²®¬ ¨ ±®±²®¨² ³¨¢¥°± «¼-
®±²¼. �®±ª®«¼ª³ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¯®«³· ¥¬»¥ ¯°¨ ¬®£®ª° ²-
®¬ ¯°¨¬¥¥¨¨ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¯¥° ²®°» ½¢®«¾¶¨¨ ®ª §»¢ -
¾²±¿ ®¤¨ ª®¢»¬¨ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬ ±¸² ¡®© § ¬¥» ¯¥°¥¬¥-
»µ, ±¨±²¥¬  ¤®«¦  ¤¥¬®±²°¨°®¢ ²¼   ° §«¨·»µ ¢°¥¬¥ µ
¯®¤®¡³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¯¥°¥±·¥²®¬ ¬ ±¸² ¡  ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°®¿¢«¿¿ ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨£ . �°¨ ¢»-
µ®¤¥ ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢®§¨ª ¾¹¥¥ ¢®§¬³¹¥-
¨¥ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ ¡³¤¥² ²° ±´®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ
�� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬, ³¨¢¥°± «¼»¬ ®¡° -
§®¬. � °¥§³«¼² ²¥ ²®¯®£° ´¨¿ ¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢¡«¨§¨
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ² ª¦¥ ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨ ³¨¢¥°± «¼®±²¨ ¨
±ª¥©«¨£ .

� ¡®²  �¥©£¥¡ ³¬  ¯®ª § « , ·²® ¯°®¡«¥¬  ±¶¥ °¨¥¢ ¢®§¨ª-
®¢¥¨¿ µ ®±  ¥ ®£° ¨·¨¢ ¥²±¿ ª ·¥±²¢¥®© ±²®°®®©, ². ¥. ¥
±¢®¤¨²±¿ ª ¯¥°¥·¨±«¥¨¾ ¢®§¬®¦»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¡¨´³°-
ª ¶¨©,   ¨¬¥¥² ª®«¨·¥±²¢¥»©  ±¯¥ª². � ª®®¬¥°®±²¨,   «®-
£¨·»¥ ´¥©£¥¡ ³¬®¢±ª¨¬, ® µ ° ª²¥°¨§³¥¬»¥ ¤°³£¨¬¨ § ·¥¨-
¿¬¨ ¬ ±¸² ¡»µ ª®±² ², ¡»«¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ®¡ °³¦¥» ¤«¿
¶¥«®£® °¿¤  ²¨¯®¢ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¯°¨ ¬®-
£®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬   «¨§¥ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨-
®¤  (Kuznetsov et al., 1997; �³§¥¶®¢ ¨ ¤°., 1997). �®«¨·¥±²¢¥»¥
§ ª®®¬¥°®±²¨ ¨ ³¨¢¥°± «¼»¥ ª®±² ²»  ©¤¥» ² ª¦¥ ¤«¿
¬®£¨µ ±¨²³ ¶¨©, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¯¥°¥µ®¤³ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª¢ §¨¯¥°¨-
®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» (Shenker, 1982; Feigenbaum et al., 1982; Rand
et al., 1982), µ®²¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®« ¿ ª °²¨  ®ª §»¢ ¥²±¿ ®·¥¼
±«®¦®©, ¨ ¬®£¨¥ ¥¥  ±¯¥ª²» ®±² ¾²±¿ ¤® ±¨µ ¯®° ¤® ª®¶  ¥
¨§³·¥»¬¨.

� 1980 £. ¯®¿¢¨«®±¼ ±®®¡¹¥¨¥ ´° ¶³§±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©
�.�®¬® ¨ �.� ¥¢¨««¿, ¯®«®¦¨¢¸¥¥  · «® ¨§³·¥¨¾ £°³¯¯»
±¶¥ °¨¥¢ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ (Pomeau, Man-
neville, 1980). � £¨¤°®¤¨ ¬¨ª¥ ¤ ¢® ¨§¢¥±²  ² ª  §»¢ ¥¬ ¿
¯¥°¥¬¥¦ ¾¹ ¿±¿ ²³°¡³«¥²®±²¼, ª®£¤  ²¥·¥¨¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ
¯°®±²° ±²¢¥»µ ®¡« ±²¿µ ¨¬¥¥² ¯« ¢»©, « ¬¨ °»© µ ° ª-
²¥°, ® ®¨ ·¥°¥¤³¾²±¿ ± ®¡« ±²¿¬¨ ¥°¥£³«¿°®£®, ²³°¡³«¥²®£®
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²¥·¥¨¿. �« £®¤ °¿ ²®¬³, ·²® ²³°¡³«¥²»¥ ®¡« ±²¨ ¯¥°¥¬¥¹ -
¾²±¿, ¬¥¿¾² ´®°¬³, ¢®§¨ª ¾² ¨ ¨±·¥§ ¾², ¯¥°¥¬¥¦ ¾¹¨©±¿
µ ° ª²¥° ®±¨² ² ª¦¥ § ¢¨±¨¬®±²¼  ¡«¾¤ ¥¬»µ ¢¥«¨·¨ ®² ¢°¥-
¬¥¨ ¢ ´¨ª±¨°®¢ ®© ²®·ª¥ ¯°®±²° ±²¢  (°¨±. 14.3). �®¬® ¨
� ¥¢¨««¼ ³ª § «¨ ¥±ª®«¼ª® ¢®§¬®¦»µ ±¨²³ ¶¨©, ª®£¤  ¢ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ (¢ ²®¬ ·¨±«¥ ±® ±° ¢¨²¥«¼® ¥¡®«¼¸®©
° §¬¥°®±²¼¾ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ ) ¬®¦¥² ¢®§¨ª³²¼ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¼, ¨  ¬¥²¨«¨ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾, ¢¢¥¤¿ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ²°¨

�¨±. 14.3. �¥°¥¬¥¦ ¾¹ ¿±¿ ²³°¡³«¥²®±²¼ ¢ £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬ ²¥·¥¨¨

²¨¯  ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ±¢®©±²¢  ² ª®£® °®¤  ¯¥°¥-
µ®¤®¢ ¡»«¨ ¨±±«¥¤®¢ » ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡®. � · ±²®±²¨, ¤«¿ ¯¥-
°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ²¨¯  I ¨ III ¡»« ° §¢¨² °¥®°¬£°³¯¯®¢®©   «¨§,
  «®£¨·»© ²¥®°¨¨ �¥©£¥¡ ³¬  2).

�² ª, ¢ ¨²®£¥ ¨§³·¥¨¿ ¢®¯°®±  ® ¯¥°¥µ®¤¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨-
±²¥¬ ª µ ®±³ ±«®¦¨«®±¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ²°¥µ ®±®¢»µ ±¶¥ °¨¿µ,
  ¨¬¥®: ·¥°¥§ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ , ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¨ ª¢ -
§¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬». �±² ¢¸ ¿±¿ · ±²¼  ¸¥£® ª³°±  ¡³¤¥²
¯®±¢¿¹¥  ° ±±¬®²°¥¨¾ ½²¨µ ±¶¥ °¨¥¢ ¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬
®±®¡¥®±²¥© ±«®¦®© ¤¨ ¬¨ª¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ¢ ®¡« ±²¨ ¯¥-
°¥µ®¤  ®² ¯®°¿¤ª  ª µ ®±³.

�¡±³¤¨¬, ¯®·¥¬³ ²¨¯¨·»¬¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¨¬¥® ¯¥°¥·¨±«¥-
»¥ ¢»¸¥ ±¶¥ °¨¨ ¨ ¢ ª ª®¬ ®²®¸¥¨¨ ¤°³£ ª ¤°³£³ ®¨  µ®-
¤¿²±¿.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ¯°®±²¥©¸¨©
³±²®©·¨¢»© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨, ². ¥. ¯°¥¤¥«¼»©
¶¨ª«. �²®¡» ³¢¨¤¥²¼, ·²® ± ¨¬ ¬®¦¥² ¯°®¨§®©²¨ ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨
¯ ° ¬¥²°®¢, ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¬¥²®¤®¬ ±¥·¥¨¿ �³ ª °¥. �³±²¼ ¤«¿
¯°®±²®²» ¶¨ª« À¦¨¢¥²Á ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ²®£¤ 
¨¬¥¥¬ ¤¢³¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥

x0 = f(x; y); y0 = g(x; y): (14.2)

2) � ¬¥²¨¬, ·²® ¢®¯°®± ®¡ ®²®¸¥¨¥ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ¯® �®¬®{� ¥¢¨««¾
ª ¯¥°¥¬¥¦ ¾¹¥©±¿ ²³°¡³«¥²®±²¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®±² ¥²±¿ ¥¿±»¬, µ®²¿ ½²®²
´¥®¬¥ ¨ ±»£° « °®«¼ ²®«·ª  ¤«¿ ° §¢¨²¨¿ ¢±¥© ª®¶¥¯¶¨¨.
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�®·ª , £¤¥ ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª« ¯°®²»ª ¥² ¯®¢¥°µ®±²¼ ±¥·¥¨¿, ¥±²¼
¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿: x0 = f(x0; y0), y0 =
= g(x0; y0). �±±«¥¤®¢ ¨¥   ³±²®©·¨¢®±²¼ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬,
·²® ¬» ¯®¤±² ¢«¿¥¬ ¢ (14.2) x = x0 + ex, y = y0 + ey ¨, ³¤¥°¦¨¢ ¿
·«¥» ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ¯®«³· ¥¬�ex0ey0

�
= Ĵ

�exey
�
; (14.3)

£¤¥

Ĵ =

�
fx(x0; y0); fy(x0; y0)

gx(x0; y0); gy(x0; y0)

�
| ¬ ²°¨¶  �ª®¡¨. � ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³   ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨
±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ½²®© ¬ ²°¨¶»:

�s

�exseys
�
= Ĵ

�exseys
�
; s = 1; 2: (14.4)

�±«¨ ¢¢¥±²¨ ±«¥¤ ¨ ¤¥²¥°¬¨ ² ¬ ²°¨¶» Ĵ, ±®®²¢¥²±²¢¥®,

S = fx(x0; y0) + gy(x0; y0);

J = fx(x0; y0)gy(x0; y0)� fy(x0; y0)gx(x0; y0);
(14.5)

²® ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¯®«³· ¾²±¿ ª ª ª®°¨ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥-
¨¿

�2 � S�+ J = 0: (14.6)

�¬¥®,

�1; 2 =
S

2
�

r
S2

4
� J: (14.7)

�°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ¢®§¬³¹¥¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «¨-
¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¤¢³µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢. �°¨ ª ¦¤®¬ ®¡-
µ®¤¥ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¢®§¬³¹¥¨¥, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³ ±®¡-
±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³, ³¬®¦ ¥²±¿   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¥
·¨±«® | ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° �. �®½²®¬³ ¶¨ª« ³±²®©·¨¢, ¥±«¨ ®¡ 
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ¯® ¬®¤³«¾ ¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶», ¨ ¥³±²®©·¨¢, ¥±«¨
µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¯® ¬®¤³«¾ ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨¶». �¢¥ ¯®-
£° ¨·»¥ «¨¨¨ ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨   ¯«®±ª®±²¨ (S; J) ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ¨§ (14.6), ¯®« £ ¿ � = 1 ¨«¨ � = �1, ·²® ¤ ¥², ±®®²¢¥²-
±²¢¥®,

1� S + J = 0 (14.8)

¨«¨

1 + S + J = 0: (14.9)
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�°¥²¼¿ ¯®£° ¨· ¿ «¨¨¿  µ®¤¨²±¿ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (14.7): ¥±«¨
¯®¤ § ª®¬ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿ ±²®¨² ®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ·¨±«®, ²® ¬®-
¤³«¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ¡³¤¥² ¥¤¨¨·»¬ ¯°¨

J = 1: (14.10)

�¡« ±²¼ ¢³²°¨ ²°¥³£®«¼¨ª , ®¡° §®¢ ®£® «¨¨¿¬¨ (14.8){
(14.10), ¥±²¼ ®¡« ±²¼ ³±²®©·¨¢®±²¨.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¸  ±¨±²¥¬  ±®¤¥°¦¨² ¯ ° ¬¥²° A. �®£¤ 
¬» ¢ °¼¨°³¥¬ ½²®² ¯ ° ¬¥²°, ¡³¤³² ¨§¬¥¿²¼±¿ ª®®°¤¨ ²» ¥-
¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ x0, y0, ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ±«¥¤ ¨ ¤¥²¥°¬¨ ²
¬ ²°¨¶» �ª®¡¨: S = S(A), J = J(A). �°¨ ½²®¬   ¯«®±ª®±²¨
(S; J) ¬» ¡³¤¥¬ ¤¢¨£ ²¼±¿ ¢¤®«¼ ¥ª®²®°®© ª°¨¢®©. �±®, ·²® ²¨-

�¨±. 14.4. �¡« ±²¼ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«    ¯«®±ª®±²¨ ±«¥¤{¤¥²¥°-
¬¨ ² ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨

¯¨·»¬  ¤® ¯°¨§ ²¼ ¢»µ®¤ ¨§ ²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®±²¨ ·¥°¥§
®¤³ ¨§ ¥£® ±²®°® (°¨±. 14.4).

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ¢»µ®¤ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ·¥°¥§ «¥¢³¾
£° ¨¶³ ²°¥³£®«¼¨ª . �  ¯®°®£¥ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¬³«¼²¨-
¯«¨ª ²®° ° ¢¥ ¬¨³± ¥¤¨¨¶¥. �²® § ·¨², ·²® ¯°¨ ®¤®ª° ²®¬
®¡µ®¤¥ ¶¨ª«  ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ¬¥¿¥² § ª (°¨±. 14.5 ). �²®¡»
²° ¥ª²®°¨¿ § ¬ª³« ±¼, ³¦® ±®¢¥°¸¨²¼ ¥¹¥ ®¤¨ ®¡µ®¤, ² ª ·²®
¯¥°¨®¤ ¢®¢¼ ¢®§¨ª¸¥£® ¤¢¨¦¥¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢¤¢®¥ ¡®«¼¸¥,
·¥¬ ³ ¨±µ®¤®£®.

�±«¨ ¯°¨±³¹ ¿ ±¨±²¥¬¥ ¥«¨¥©®±²¼ ² ª®¢ , ·²® ¯°¨ ³¢¥«¨-
·¥¨¨  ¬¯«¨²³¤» ¢®§¬³¹¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ¥£® ±² ¡¨«¨§ ¶¨¿, ²®
°¥§³«¼² ²®¬ ¡¨´³°ª ¶¨¨ ¡³¤¥² °®¦¤¥¨¥ ¶¨ª«  ± ¯¥°¨®¤®¬, ¢¤¢®¥
¡®«¼¸¨¬ ¨±µ®¤®£®. �²® ¡¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �·¥¼ · -
±²® ¯°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  §  ¥© ¢®¢¼ ±«¥¤³¾²
¡¨´³°ª ¶¨¨ ² ª®© ¦¥ ¯°¨°®¤». �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨´³°ª ¶¨®-
»µ § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°   ª ¯«¨¢ ¥²±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯°¥¤¥«³,
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ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ £° -
¨¶¥© µ ®± . �²® ±¶¥ °¨© ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª ±ª ¤ ¡¨´³°-
ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  | ±¶¥ °¨© �¥©£¥¡ ³¬ .

�®¦¥² ¢±²°¥²¨²¼±¿ ¤°³£ ¿ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¥«¨¥©®±²¼ ±¯®-
±®¡±²¢³¥² ³±ª®°¥¨¾ °®±²  ¢®§¬³¹¥¨¿ ¨ ³µ®¤³ ±¨±²¥¬» ®² ±² ¢-
¸¥© ¥³±²®©·¨¢®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ®°¡¨²». � ½²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 

�¨±. 14.5. �®¢¥¤¥¨¥ ¡«¨§ª®© ª ¯°¥¤¥«¼®¬³ ¶¨ª«³ ²° ¥ª²®°¨¨   ²°¥µ £° ¨¶ µ
²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®±²¨

¬» ¯®¤µ®¤¨¬ ª ²®·ª¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨, ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬³ ¶¨ª«³ ¯°¨-
¡«¨¦ ¥²±¿ ¥³±²®©·¨¢»© ¶¨ª« ³¤¢®¥®£® ¯¥°¨®¤ , ª®²®°»© ±«¨-
¢ ¥²±¿ ± ¨±µ®¤»¬ ¶¨ª«®¬ ¢ ²®·ª¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨ ¨, ª ª £®¢®°¿², ¯¥-
°¥¤ ¥² ¥¬³ ±¢®¾ ¥³±²®©·¨¢®±²¼. �®±«¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨  ¡«¾¤ ¥²±¿
³µ®¤ ¡«¨§«¥¦ ¹¨µ ²° ¥ª²®°¨© ®² ¥³±²®©·¨¢®£® ¶¨ª«  ¢ ³¤ «¥-
»¥ ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �®¦¥² ±«³·¨²¼±¿, ·²® ¤¨-
 ¬¨ª  ¢ ½²¨µ ³¤ «¥»µ ®¡« ±²¿µ ² ª®¢ , ·²® ·¥°¥§ ¥ª®²®°®¥
¢°¥¬¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¼ ¥³±²®©·¨¢®£® ¶¨-
ª« , ²®£¤  ®  ®±² ¥²±¿ ¢¡«¨§¨ ¥£® ¢ ²¥·¥¨¥ ¥ª®²®°®£® ¢°¥¬¥¨,
¢®¢¼ ³©¤¥², § ²¥¬ ¢®¢¼ ¢¥°¥²±¿ ¨ ². ¤. �±«¨ ² ª ¿ °¥¨¦¥ª-

�¨±. 14.6. �¨´³°ª ¶¨¿³¤¢®¥¨¿¯¥°¨®¤ :¬¿£ª ¿,®°¬ «¼ ¿,±³¯¥°ª°¨²¨·¥±ª ¿

¶¨¿ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¼ ¥³±²®©·¨¢®£® ¶¨ª«  ¨¬¥¥² ¬¥±²®,
¨ ¥±«¨ ¤¨ ¬¨ª  ¢ ³¤ «¥»µ ®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  µ -
° ª²¥°¨§³¥²±¿  «¨·¨¥¬ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¢®§¬³-
¹¥¨¾  · «¼»µ ³±«®¢¨©, ²® ½²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§¨ª®¢¥¨¾ µ -
®²¨·¥±ª®£® °¥¦¨¬  ¯¥°¥¬¥¦ ¾¹¥£®±¿ ²¨¯ . �®¬® ¨ � ¥¢¨««¼
®¡®§ · ¾² ¥£® ª ª ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  III.

� ±±¬®²°¥»¥ ¢ °¨ ²» ¡¨´³°ª ¶¨©  £«¿¤® ¨««¾±²°¨°³-
¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨© (°¨±. 14.6 ¨ 14.7). � -
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ª ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ±¢¿§   ± ²¥¬, ·²®   «¨§¨°³¥¬ ¿ £° ¨¶  ¯®²¥°¨
³±²®©·¨¢®±²¨ ¯¥°¥±¥ª ¥² ®±¼ J = 0, ª®²®°³¾ ¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª
±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ±«³· ¾ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨©.

�¨±. 14.7. �³¡ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ 

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢»µ®¤ ¨§ ²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®±²¨ ®±³¹¥±²¢«¿-
¥²±¿ ·¥°¥§ ¯° ¢³¾ ±²®°®³. �®£¤    ¯®°®£¥ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¯«¾± ¥¤¨¨¶³. �°¨ ®¤®ª° ²®¬ ®¡-
µ®¤¥ ¶¨ª«  ¢®§¬³¹¥ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯®·²¨ § ¬»ª ¥²±¿ (°¨±. 14.5¡).
�²®¡» ¢»¿±¨²¼, ª ª ²° ±´®°¬¨°³¥²±¿ ¤¨ ¬¨ª , ®ª §»¢ ¥²±¿
¥®¡µ®¤¨¬»¬ ®¡¿§ ²¥«¼® ³·¨²»¢ ²¼ ¥«¨¥©®±²¼. �®£¤  ¬»
¤¢¨¦¥¬±¿ ª ²®·ª¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨, ª ³±²®©·¨¢®¬³ ¯°¥¤¥«¼®¬³ ¶¨ª«³
¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ¥³±²®©·¨¢»© ¶¨ª«; ¢ ²®·ª¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨ ®¡  ¶¨ª« 
±«¨¢ ¾²±¿ ¨ ¨±·¥§ ¾². � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ®¡« ±²¨
´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ¢®®¡¹¥ ¥ ®±² ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®°¡¨².

�°®¿±¿¥² ±¨²³ ¶¨¾ ° ±±¬®²°¥¨¥ ®¤®¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿.
(�²® ®¯° ¢¤ ®, ¯®±ª®«¼ª³, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ±«³· ¥, ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬ ¿ ±²®°®  ²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯¥°¥±¥ª ¥² ®±¼ J = 0.)
�° ´¨ª ®²®¡° ¦¥¨¿ ¤® ¡¨´³°ª ¶¨¨, ¢ ¬®¬¥² ¥¥ ¨ ¯®±«¥ ¥¥ ¯®-
ª §    °¨±. 14.8. �«¿ ®¤®¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ±®-
±²®¨² ¢ ±«¨¿¨¨ ¨ ¨±·¥§®¢¥¨¨ ¯ °» ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª. � ¬®-

�¨±. 14.8. � ± ²¥«¼ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿

¬¥² ¡¨´³°ª ¶¨¨ £° ´¨ª ª ± ¥²±¿ ¡¨±±¥ª²°¨±», ·²® ®¯°¥¤¥«¿¥²
¥¥  §¢ ¨¥ | ª ± ²¥«¼ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿. �®±«¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨  
¬¥±²¥ ¨±·¥§³¢¸¥© ¯ °» ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ®±² ¥²±¿ ³§ª¨© Àª®-
°¨¤®°Á, ¯°®µ®¦¤¥¨¥ ª®²®°®£® ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª®© ²°¥¡³¥² ²¥¬
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¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¨²¥° ¶¨©, ·¥¬ ¡«¨¦¥ ¬»  µ®¤¨¬±¿ ª ²®·ª¥ ¡¨-
´³°ª ¶¨¨. �®±«¥ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ Àª®°¨¤®° Á ²° ¥ª²®°¨¿ ³µ®¤¨² ¢
³¤ «¥»¥ ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �±«¨ ¤¨ ¬¨ª  ¢ ½²¨µ
³¤ «¥»µ ®¡« ±²¿µ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¥³±²®©·¨¢®±²¼¾ ¯® ®²®¸¥-
¨¾ ª ¢®§¬³¹¥¨¾  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¨ ¥±«¨ ®¡¥±¯¥·¥  °¥¨-
¦¥ª¶¨¿, ². ¥. ·¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢®¢¼
  ¢µ®¤¥ ¢ Àª®°¨¤®°Á, ²®  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥-
¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I ¯® �®¬® ¨ � ¥¢¨««¾. �°®µ®¦¤¥¨¥ ·¥°¥§
Àª®°¨¤®°Á ¨²¥°¯°¥²¨°³¥²±¿ ª ª « ¬¨ ° ¿ ±² ¤¨¿ ¯°®¶¥±± ,  
¡«³¦¤ ¨¥ ¢ ³¤ «¥»µ ®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  ª ª ²³°-
¡³«¥² ¿ ±² ¤¨¿.

� ª®¥¶, ²°¥²¨© ¢ °¨ ² ¢»µ®¤  ¨§ ²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®-
±²¨ ®²¢¥· ¥² ¯¥°¥±¥·¥¨¾ ¥£® ¢¥°µ¥© £° ¨¶» J = 1. �°¨ ½²®¬
¯ °  ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥»µ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ � ¨ �� ¯¥°¥µ®-
¤¨² ·¥°¥§ ¥¤¨¨·³¾ ®ª°³¦®±²¼. �®§¬³¹¥ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¨§¢¨-
¢ ¥²±¿ ¢®ª°³£ ²¥°¿¾¹¥£® ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« 
(°¨±. 14.5¢), ¯°¨·¥¬ ³£®« ¯®¢®°®²  §  ®¤¨ ®¡µ®¤ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
 °£³¬¥²®¬ ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±«  �. � ª ¢¨¤® ¨§ ±®®²®¸¥¨¿
(14.7), �1;2 = S=2 � i(1 � S2=4)1=2, ² ª ·²®  °£³¬¥² § ¢¨±¨² ®²
²®£®, ¢ ª ª®© ¨¬¥® ²®·ª¥ ¬» ¯¥°¥±¥ª ¥¬ ±²®°®³ ²°¥³£®«¼¨ª .
�±«¨ ¢¥«¨·¨  (arg�)=2� ¢»° ¦ ¥²±¿ ° ¶¨® «¼»¬ ·¨±«®¬ p=q,
²® ¢®§¬³¹¥ ¿ ®°¡¨²  § ¬»ª ¥²±¿ ¯®±«¥ q ®¡µ®¤®¢.

� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ � = �1, °¥§³«¼² ² ¡¨´³°ª ¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
²¥¬, ±¯®±®¡±²¢³¥² ¥«¨¥©®±²¼ ±² ¡¨«¨§ ¶¨¨ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¨«¨ ¦¥
¥£® ³±¨«¥¨¾.

� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¬¿£ª ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ²®° ,
¥±«¨ (arg�)=2� ¨°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®, ¨«¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ®°¡¨-
²» | °¥§® ±®£® ¶¨ª«    ²®°¥, ¥±«¨ ®® ° ¶¨® «¼®¥. �¡« -
±²¨ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤ ¿§»ª®¢, ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ±¢¥°µ³ ª «¨¨¨
J = 1,   ¢ ¯°®¬¥¦³²ª µ ¬¥¦¤³ ¿§»ª ¬¨ °¥ «¨§³¾²±¿ ª¢ §¨¯¥°¨-
®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬». �¨´³°ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ²®°  ¨§ ¯°¥¤¥«¼®£®
¶¨ª«  ®±¨²  §¢ ¨¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨ �¥©¬ °ª . � «¼¥©¸ ¿ ½¢®-
«¾¶¨¿  ²²° ª²®°  ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  ¬®¦¥²
¡»²¼ ° §®®¡° §®© ¨ ±«®¦®©, ® ¢ ®¡¹¥¬ ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²® °¥-
 «¨§³¥²±¿ ²  ±¨²³ ¶¨¿, ® ª®²®°®© £®¢®°¿² ª ª ® ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³
·¥°¥§ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·®±²¼.

�²®°®© ±«³· ©, ª®£¤  ¥«¨¥©®±²¼ ±¯®±®¡±²¢³¥² ° ±ª ·ª¥ ¢®§-
¬³¹¥¨©, ®²¢¥· ¥² ³µ®¤³ ²° ¥ª²®°¨¨ ®² ¯®²¥°¿¢¸¥£® ³±²®©·¨¢®±²¼
¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¢ ®²¤ «¥»¥ ®¡« ±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ .
�±«¨ ¤¨ ¬¨ª  ² ¬ µ ®²¨·¥±ª ¿ ¨ ¥±«¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® °¥¨¦¥ª¶¨¿ ±
¢®§¢° ²®¬ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¼ ¥³±²®©·¨¢®£® ¶¨ª« , ²® °¥-
 «¨§³¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  II ¯® �®¬® ¨ � ¥¢¨««¾. �²®
 ¨¡®«¥¥ ±«®¦»© ¨  ¨¬¥¥¥ ¨§³·¥»© ¨§ ²°¥µ ²¨¯®¢ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¨.
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�¢®¤ª  ¢±¥µ ¯¥°¥·¨±«¥»µ ¢®§¬®¦®±²¥© ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®-
±²¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¨  ±±®¶¨¨°³¾¹¨µ±¿ ± ¨¬¨ ±¶¥ °¨¥¢ ¢®§-
¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ¤ ¥²±¿   °¨±. 14.9.

�¨±. 14.9. � §«¨·»¥ ¯³²¨ ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ¨  ±±®¶¨¨-
°³¾¹¨¥±¿ ± ¨¬¨ ±¶¥ °¨¨ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®± 

�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¨ ¯°¨ ¡®«¼¸¥© ° §¬¥°®±²¨ ´ §®¢®£® ¯°®-
±²° ±²¢  ¯°®¢¥¤¥»©   «¨§ ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥, ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²®
²¨¯¨·»¬¨ ¡³¤³² ²°¨ ¢ °¨ ²  «¨¥©®© ¯®²¥°¨ ³±²®©·¨¢®±²¨
¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  (± ¯¥°¥µ®¤®¬ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³,
¬¨³± ¥¤¨¨¶³, ¨«¨ ¯ °» ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥»µ ¬³«¼²¨¯«¨-
ª ²®°®¢ ·¥°¥§ ¥¤¨¨·³¾ ®ª°³¦®±²¼) ¨ ²¥ ¦¥ ¢ °¨ ²» ¤¥©±²¢¨¿
¥«¨¥©®±²¨   ¤¨ ¬¨ª³ ¢®§¬³¹¥¨© ¢¡«¨§¨ ¡¨´³°ª ¶¨©, ª -
ª¨¥ ¬» ®¡±³¤¨«¨. �®½²®¬³  ¬¥·¥ ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ±¶¥ °¨¥¢
¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢¥±¼¬  ®¡¹¥©. � ±«¥¤³¾¹¨µ «¥ª-
¶¨¿µ ¬» ®¡° ²¨¬±¿ ª ¡®«¥¥ ¤¥² «¼®¬³ ° ±±¬®²°¥¨¾ ° §«¨·»µ
 ±¯¥ª²®¢ ¤¨ ¬¨ª¨, ±¢¿§ ®© ± ½²¨¬¨ ±¶¥ °¨¿¬¨.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 15

�������� �����������: ������������,
���������������, ��������

�¡° ²¨¬±¿ ª ¬®¤¥«¨, ³¦¥ ®¡±³¦¤ ¢¸¥©±¿ ¢  ¸¥¬ ª³°±¥, |
«®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾

xn+1 = 1� �x2n: (15.1)

�¨ ¬¨ª  § ¢¨±¨² ®² ¥¤¨±²¢¥®£® ¯ ° ¬¥²°  �. �°¨ � = 0 ¯®-
±«¥ ¯¥°¢®© ¦¥ ¨²¥° ¶¨¨ ¯®«³· ¥¬ x = 1, ¨ ¤ «¥¥ ¢¥«¨·¨  x ¥
¬¥¿¥²±¿, ². ¥. ½²® ¯°®±²®© °¥£³«¿°»© °¥¦¨¬ | ³±²®©·¨¢ ¿ ¥¯®-
¤¢¨¦ ¿ ²®·ª . � ¤°³£®© ±²®°®», ª ª ¬» § ¥¬ ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ
«¥ª¶¨©, ¯°¨ � = 2 °¥ «¨§³¥²±¿ µ ®±. �±²¥±²¢¥® ±¯°®±¨²¼, ª ª
® ¢®§¨ª ¥² ¯°¨ ¯« ¢®¬ ³¢¥«¨·¥¨¨ � ®² 0 ¤® 2?

15.1. �¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨

�¨±. 15.1 ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ³±²°®¥® ®¤®¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®
¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨ ¨ ª ª ¢»£«¿¤¿² ¨²¥° ¶¨®»¥ ¤¨ £° ¬¬» ¢
° §«¨·»µ ®¡« ±²¿µ.

�°¨ � < 0;75  ²²° ª²®°®¬ ±«³¦¨² ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª , ª®²®-
°³¾ ¬®¦® ² ª¦¥  §¢ ²¼ ¶¨ª«®¬ ¯¥°¨®¤  1. �¥ ¬®¦®  ©²¨
¿¢®, °¥¸¨¢ ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ x = 1 � �x2, ®²ª³¤  x0 =
=
�
1�p1 + 4�

�
=2�. (�²®°®© ª®°¥¼ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥¨¿ ®²-

¢¥· ¥² ¥³±²®©·¨¢®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥, °¥¯¥««¥°³.) �²®¡» ¨±-
±«¥¤®¢ ²¼ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³   ³±²®©·¨¢®±²¼, ±«¥¤³¥² ¢»·¨±«¨²¼
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°, ¯®ª §»¢ ¾¹¨© ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥-
¨¥ §  ¯¥°¨®¤ ¶¨ª« . �²® ¯°®¨§¢®¤ ¿ ´³ª¶¨¨ f(x) = 1 � �x2

¢ ²®·ª¥ x = x0: � = f 0(x0) = �2�x0 = �1 � p
1 + 4�. �²±¾¤ 

¢¨¤¨¬, ·²® ¯°¨ � = 0;75 ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¯¥°¥µ®¤¨² ·¥°¥§ (�1), ¨
¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ²¥°¿¥² ³±²®©·¨¢®±²¼. �°¨ ½²®¬ ®² ¥¥ ®²¤¥«¿-
¥²±¿ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  2: ³±² ®¢¨¢¸¨©±¿ °¥¦¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©
·¥°¥¤³¾¹³¾±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¤¢³µ ·¨±¥«: x1, x2, x1, x2, : : :,
ª®²®°»¥ ¤®«¦» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©

x2 = 1� �x21; x1 = 1� �x22: (15.2)

�»·¨² ¿ ®¤® ³° ¢¥¨¥ ¨§ ¤°³£®£® ¨ ¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²® x1 6=6= x2, ¯®«³· ¥¬ x1 + x2 = 1=�. �±ª«¾· ¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ½²®£® ¢»-



15.1. �¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ 219

° ¦¥¨¿ ®¤® ¨§ ¥¨§¢¥±²»µ, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ª¢ ¤° ²®¬³ ³° ¢¥-
¨¾ 1=� � x = 1 � �x2, ®²ª³¤  x1;2 =

�
1�p4�� 3

�
=2�. �³«¼-

²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2 ¢»·¨±«¿¥²±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¶¥¯-
®£® ¯° ¢¨«  ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ±«®¦®© ´³ª¶¨¨ ¨ ° ¢¥ � =
= f 0(x1)f

0(x2) = 4 � 4�. �°¨ � = 1;25 ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª« 
¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ (�1), ¨ ®, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ²¥°¿¥² ³±²®©·¨¢®±²¼.
�®¦¤ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢»© ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  4. � «¥¥ ² ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬

�¨±. 15.1. �¡« ±²¨ ° §«¨·»µ °¥¦¨¬®¢   ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£®
®²®¡° ¦¥¨¿ (15.1) | Àª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢Á ¢ ®¤®¬¥°®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥ ¨ ¨²¥° ¶¨®»¥ ¤¨ £° ¬¬», ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³ ¢ ¥ª®²®°»µ ²®·-
ª µ. �¡« ±²¨ µ ®±  ¯®ª § » ¡¥«»¬ ¶¢¥²®¬

¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  4 ¨ °®¦¤¥¨¥ ¶¨-
ª«  ¯¥°¨®¤  8 ¨ ². ¤. ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡¨´³°-
ª ¶¨®»¥ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°¨¢¥¤¥» ¢ ² ¡«¨¶¥.

�¥ «¨§³¾¹¨©±¿ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤   £«¿¤®
¯°¥¤±² ¢«¥   °¨±. 15.2, £¤¥ ¯®ª §   ² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ¡¨´³°ª -
¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  ¨«¨ ¡¨´³°ª ¶¨®®¥ ¤¥°¥¢®. �«¿ ¥£® ¯®±²°®¥-
¨¿   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® § ¤ ¾²±¿ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²° 
± ¥ª®²®°»¬ ¬ «»¬ ¸ £®¬; ¤«¿ ª ¦¤®£® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¥ª®²®°®¥
·¨±«® ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤® ¢»µ®¤     ²²° ª²®°,   § ²¥¬ ¯®-
«³· ¥¬»¥ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢¥«¨·¨» x ®²ª« ¤»¢ ¾²±¿   £° ´¨ª¥.
�  °¨±³ª¥ µ®°®¸® ¢¨¤» ²®·ª¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ ,
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�  ¡ «¨¶  . � ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ x0 = 1 � �x2,
®²¢¥· ¾¹¨¥ ¡¨´³°ª ¶¨¿¬ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , ±¢¥°µ³±²®©·¨¢»¬ ¶¨ª« ¬ ¨ ²®·ª ¬

�¨§¾°¥¢¨·  (À° §¢¨²»© µ ®±Á)

�®¬¥° k �¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥-
¨¿ ¯¥°¨®¤ , �k

�¢¥°µ³±²®©·¨¢»¥
¶¨ª«», �0k

�®·ª¨�¨§¾°¥¢¨· ,
�Mk

1 0,75 0 2

2 1,25 1 1,54368901269

3 1,36809893939 1,31070264134 1,43035763245

4 1,39404615660 1,38154748443 1,40740511816

5 1,39963123887 1,39694535970 1,40249217636

6 1,40082874237 1,40025308121 1,40144149425

7 1,40108527126 1,40096196294 1,40121650431

8 1,40114021470 1,40111380494 1,40116832084

9 1,40115198203 1,40114632583 1,40115800151

10 1,40115450224 1,40115329085 1,40115579142

�°¥¤¥« 1,40115518909 1,40115518909 1,40115518909

£¤¥ ª ¦¤ ¿ ¢¥²¢¼ ¤¥°¥¢  ° ±¹¥¯«¿¥²±¿   ¤¢¥. �°¨ ¤®±² ²®·®
¡®«¼¸¨µ �  ¡«¾¤ ¥²±¿ µ ®±, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¡« ±²¨ ¢»£«¿¤¿²
ª ª ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ° ¢®¬¥°® § ¯®«¥»¥ ²®·ª ¬¨ ³· ±²ª¨
Àª°®»Á. �¡« ±²¨ µ ®±  ·¥°¥¤³¾²±¿ ± À®ª ¬¨ ³±²®©·¨¢®±²¨Á |
³§ª¨¬¨ §® ¬¨ ¯® ¯ ° ¬¥²°³, ¢ ª®²®°»µ ¤¨ ¬¨ª  ±² ®¢¨²±¿ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®©.

�¨±. 15.2. �¨´³°ª ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  (À¡¨´³°ª ¶¨®®¥ ¤¥°¥¢®Á) ¤«¿ «®£¨±²¨-
·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿

�¯°¥¤¥«¥»¥ § ª«¾·¥¨¿ ® ¯®°¿¤ª¥ ¯®¿¢«¥¨¿ ¶¨ª«®¢ ° §«¨·®£®
¯¥°¨®¤  ¨, ¢ ²®¬ ·¨±«¥, ®ª® ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨,
¬®¦® ±¤¥« ²¼   ®±®¢ ¨¨ ²¥®°¥¬» � °ª®¢±ª®£® («¥ª¶¨¿ 2). �¯° -
¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ (ª¨£  � °ª®¢±ª¨© ¨ ¤°., 1986). �³±²¼
�[m] |  ¨¬¥¼¸¥¥ § ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²° , ¯°¨ ª®²®°®¬ ³ ®²®¡° ¦¥¨¿



15.1. �¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ 221

¨¬¥¥²±¿ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  m. �®£¤ 

�[1] 6 �[2] 6 �[22] 6 �[23] 6 : : : 6

6 �[23 � 9] 6 �[23 � 7] 6 �[23 � 5] 6 �[23 � 3] 6 : : : 6 �[22 � 9] 6

6 �[22 � 7] 6 �[22 � 5] 6 �[22 � 3] 6 : : : 6 �[2 � 9] 6

6 �[2 � 7] 6 �[2 � 5] 6 �[2 � 3] 6 : : : 6 �[9] 6 �[7] 6 �[5] 6 �[3]:

�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ²¥®°¥¬  £®¢®°¨² ²®«¼ª® ®  «¨·¨¨ ¶¨ª«®¢ ¨ ¨·¥£®
¥ ³²¢¥°¦¤ ¥² ®²®±¨²¥«¼® ¨µ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨«¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¨.

� ª ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ¨§ ² ¡«¨¶», ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª ¡¨-
´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ±µ®¤¨²±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯°¥¤¥«³, ª®-
²®°»© ¯®   «®£¨¨ ± ²¥®°¨¥© ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢  §»¢ ¾²
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª®©. �°³£®©, ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ±¯®±®¡  ©²¨ ª°¨-
²¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯°®±«¥¤¨²¼ §  ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼®±²¼¾ ² ª  §»¢ ¥¬»µ ±¢¥°µ³±²®©·¨¢»µ ¶¨ª«®¢. �²¨ ¶¨-
ª«», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¢ ±¢®¥© ®°¡¨²¥ ²®·ª³ ½ª±²°¥¬³¬ , °¥ «¨§³¾²±¿
¯°¨ ¥ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°  �0k. �®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®±²¼ �0k ±µ®¤¨²±¿ ¯® ² ª®¬³ ¦¥ § ª®³ ¨ ª ²®¬³ ¦¥ ¯°¥¤¥«³,
ª ª ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �k:

�c = lim
k!1

�k = lim
k!1

�0k = 1;40115518909205060052382 : : : (15.3)

� ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥ ½²  ²®·ª  ¿¢«¿¥²±¿ £° ¨¶¥© µ ®± :
¯°¨ � < �c °¥ «¨§³¥²±¿ ²®«¼ª® °¥£³«¿°®¥, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥-
¨¥,   ¤«¿ � > �c ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨ ±³¹¥±²¢³¾² § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²° , ®²¢¥· ¾¹¨¥ µ ®±³. �  -
«¨·¨¨ µ ®±  ¬®¦® ±³¤¨²¼ ¯® £° ´¨ª³ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿,
®¡±³¦¤ ¢¸¥¬³±¿ ¢ ®¤®© ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨© (±¬. °¨±. 10.5).
� ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢»µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¤¢¨¦¥¨© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®-
ª § ²¥«¼ ®²°¨¶ ²¥«¥. � ²®·ª µ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ®
¯®¤µ®¤¨² ª ³«¾. �  ²®·ª®©  ª®¯«¥¨¿ ª ±ª ¤  ³¤¢®¥¨© ¯¥-
°¨®¤  § ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¨¬¥¥²
±«®¦»© µ ° ª²¥°, ¯°¨·¥¬ ·¥°¥¤³¾²±¿ ®¡« ±²¨ µ ®±  ± ¯®«®¦¨-
²¥«¼»¬¨ ¥£® § ·¥¨¿¬¨ ¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ¤«¿ ª®²®°»µ
® ®²°¨¶ ²¥«¥.

�¥©£¥¡ ³¬ § ¬¥²¨«, ·²® ¨²¥°¢ « ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¬¥¦¤³ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¡¨´³°ª ¶¨¿¬¨ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ³¬¥¼¸ ¥²±¿
± °®±²®¬ ¨µ ®¬¥°  ² ª, ·²® ®²®¸¥¨¥ (�k � �k�1)=(�k+1 � �k)
±²°¥¬¨²±¿ ª ª®±² ²¥ � = 4;669: : :, ª®²®°³¾ ¯°¨¿²®  §»¢ ²¼
ª®±² ²®© �¥©£¥¡ ³¬ . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
§ ·¥¨© �k ±µ®¤¨²±¿ ¯® § ª®³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨. � -
ª¨¬ ¦¥ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �0k. �²¨  ¡«¾-
¤¥¨¿ ¡»«¨ ¡» ¨²¥°¥±»¬¨ ¨ ± ¬¨ ¯® ±¥¡¥, ® ®ª § «®±¼, ·²® ² -
ª®© ¦¥ § ª® ±µ®¤¨¬®±²¨, ± ²®© ¦¥ ± ¬®© ª®±² ²®©, ¨¬¥¥² ¬¥±²®
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¤«¿ ¬®£¨µ ¤°³£¨µ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨© ( ¯°¨¬¥°, xn+1 =
= � sin xn),   ² ª¦¥ ¤«¿ ¬®£¨µ ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨-
±²¥¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ (±¬. «¥ª-
¶¨¾ 5). �²® § ¬¥· ²¥«¼®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ³¦¤ ¥²±¿, ®·¥¢¨¤®, ¢
±¥°¼¥§®¬ ²¥®°¥²¨·¥±ª®¬ ®¡®±®¢ ¨¨. �® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨¢«¥·¥-
¨¥¬ ¬¥²®¤  °¥®°¬£°³¯¯» (��), ª ¨§«®¦¥¨¾ ª®²®°®£® ¬» ²¥¯¥°¼
¯¥°¥µ®¤¨¬.

15.2. �° ¢¥¨¥ ��

�«¿  ¸¥© ¨±µ®¤®© ¬®¤¥«¨ ³° ¢¥¨¥ xn+1 = f(xn), f(x) =
= 1 � �x2 ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ®¤¨ ¢°¥¬¥®©
¸ £. �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¤¢  ¸ £ , ²® ¨¬¥¥¬, ®·¥¢¨¤®, xn+2 =
= f

�
f(xn)

�
= 1 � �(1 � �x2n)

2. �¢¥¤¥¬ ¢¬¥±²® x ®¢³¾ ¯¥°¥-
¬¥³¾, ®²«¨· ¾¹³¾±¿ ®² ±² °®© ²®«¼ª® ¯®±²®¿»¬ ¬®¦¨²¥-
«¥¬ �0. �²®² ¬®¦¨²¥«¼ ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª, ·²®¡» ´³ª¶¨¿, § ¤ ¾-
¹ ¿ ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ¤¢  ¸ £ , ¡»«  ®°¬¨°®¢   ¢  · «¥
ª®®°¤¨ ²   ¥¤¨¨¶³. � ¬¥¿¿ ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¿µ ³° ¢-
¥¨¿ x   x=�0, § ¯¨¸¥¬ °¥§³«¼² ² ¢ ¢¨¤¥ xn+2 = f1(xn), £¤¥
f1(x) = �0f

�
f(x=�0)

�
, �0 = 1=f

�
f(0)

�
= 1� �. �¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥¬ § 

¨±µ®¤³¾ ´³ª¶¨¾ f1(x) ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¬  ¤ ¥© ²¥ ¦¥ ¤¥©±²¢¨¿. �®-
«³·¨²±¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ »© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ·¥²»°¥ ¸ £ :
xn+4 = f2(xn), £¤¥ f2(x) = �1f1

�
f1(x=�1)

�
, �1 = 1=f1

�
f1(0)

�
. � -

«¥¥ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¬®¦® ¯®¢²®°¿²¼ ±®¢  ¨ ±®¢ , ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª
°¥ª³°°¥²®¬³ ³° ¢¥¨¾

fk+1(x) = �kfk

�
fk

�
x

�k

��
; �k =

1

fk
�
fk(0)

� : (15.4)

�²® ¨ ¥±²¼ ³° ¢¥¨¥ ��. �¬»±« ¥£® ¢ ²®¬, ·²® ®® ¢»° ¦ ¥² ®¯¥-
° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  2k+1 ¸ £®¢ ·¥°¥§ ®¯¥° ²®° §  2k ¸ £®¢, ¯°¨·¥¬
¤«¿ ª ¦¤®£® ®¯¥° ²®°  ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿ ®°¬¨°®¢    
±¢®© ¬ ±¸² ¡»© ¬®¦¨²¥«¼.

� ¤ ¢ ¿ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®© ´³ª¶¨¾ f(x) = 1 � �x2, ° ±-
±¬®²°¨¬ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  � ¥¬®£® ¬¥¼¸¥¥, ° ¢®¥ ¨ ¥-
¬®£® ¡®«¼¸¥¥ ª°¨²¨·¥±ª®£® �c. � ª ¡³¤¥² ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§
½²¨µ ±«³· ¥¢ ¯®°®¦¤ ¥¬ ¿ ³° ¢¥¨¥¬ (15.4) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
´³ª¶¨©? �®¦®  ¯¨± ²¼ ¯°®£° ¬¬³ ¤«¿ ª®¬¯¼¾²¥° , ª®²®° ¿
±²°®¨«  ¡» £° ´¨ª¨ ´³ª¶¨© f(x), f1(x), f2(x), : : : �  °¨±. 15.3
¯®ª § ®, ª ª ®¨ ¢»£«¿¤¿². �°¨ � < �c £° ´¨ª ±² ®¢¨²±¿ ®²
¸ £  ª ¸ £³ ¢±¥ ¡®«¥¥ ¯®«®£¨¬,   ¯°¨ � > �c | ¢±¥ ¡®«¥¥ ª°³-
²»¬. �±«¨ ¦¥ � = �c, ²® ´®°¬  ª°¨¢®©   £° ´¨ª¥ ±² ¡¨«¨§¨-
°³¥²±¿ ¯®±«¥ ¯¥°¢»µ ¸ £®¢ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¡®«¥¥ ¥ ¬¥¿-
¥²±¿. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ ¨¤¥ª±  k ´³ª¶¨¨
fk(x) ¯¥°¥±² ¾² ®² ¥£® § ¢¨±¥²¼, ¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥»© ¯°¥-
¤¥«: lim

k!1
fk(x) = g(x). �®£¤  ¨§ ´®°¬³«» (15.4) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿
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´³ª¶¨¨ g(x) ¤®«¦® ¡»²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±®®²®¸¥¨¥

g(x) = �g
�
g
�x
�

��
; (15.5)

ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �¥©£¥¡ ³¬ {�¢¨² ®¢¨· . �°¨
½²®¬

g(0) = 1 ¨ � =
1

g
�
g(0)

�: (15.6)

� ¬¥²¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ g(x) ¤®«¦  ¨¬¥²¼ ¯°¨ x = 0 ª¢ ¤° -
²¨·»© ½ª±²°¥¬³¬, ¨¡® ® ¯°¨±³²±²¢³¥² ³ ¢±¥µ ´³ª¶¨© fk(x).
� ³·¥²®¬ ½²®£® ³±«®¢¨¿, °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (15.5) ®ª §»¢ ¥²±¿

�¨±. 15.3. �¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿   ´³ª¶¨¾ f(x) ¯°¨ § ·¥¨¿µ ¯ ° -
¬¥²°  � ¬¥¼¸¥¬, ° ¢®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬ ª°¨²¨·¥±ª®£® �c

¥¤¨±²¢¥»¬, ¨ ¥£® ¬®¦®  ©²¨ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¬¥²®¤®¬. �°¥¤±² -
¢¨¬ ´³ª¶¨¾ g(x) ª®¥·»¬ ®²°¥§ª®¬ °¿¤  �¥©«®° , ±®¤¥°¦ ¹¨¬
·¥²»¥ ±²¥¯¥¨ x,

g(x) = 1 +
mX
r=1

grx
2r (15.7)
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¨ °¥ «¨§³¥¬ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (15.4) ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯¼¾²¥°®© ¯°®-
£° ¬¬», ®¯¥°¨°³¾¹¥© ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¯®«¨®¬¨ «¼»µ ° §«®-
¦¥¨©. �±«®¢¨¥ ° ¢¥±²¢  ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ° §«®¦¥¨¿ ´³ª¶¨©,
´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¿µ ³° ¢¥¨© �¥©£¥¡ ³¬ {
�¢¨² ®¢¨· , ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬¥ ¥«¨¥©»µ  «£¥-
¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©8<

:
g1 = R1(g1; g2; : : : ; gm);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

gm = Rm(g1; g2; : : : ; gm);

(15.8)

ª®²®°³¾ ¬®¦® °¥¸¨²¼ ·¨±«¥®,  ¯°¨¬¥°, ¬®£®¬¥°»¬ ¬¥²®-
¤®¬ �¼¾²® . �¥©£¥¡ ³¬ ¯°¨¢®¤¨² °¥§³«¼² ² | ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥
´³ª¶¨¨ g ¤«¿ jxj 6 1 ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¤¥±¿²®£® § ª  ¯®±«¥ § ¯¿²®©
(Feigenbaum, 1979):

g(x) = 1� 1;527632997x2+ 0;1048151943x4+ 0;0267056735x6�
� 0;0035274139x8+ 0;0000815819x10+

+ 0;0000253684x12� 0;0000026878x14: (15.9)

� ±¸² ¡ ¿ ª®±² ²  ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢®©

� =
1

g(1)
= �2;50290787509589282 : : : (15.10)

�° ´¨ª ´³ª¶¨¨ g(x) ¯®ª §    °¨±. 15.4. �  ¯°¥¤¥« ¬¨ ¨-
²¥°¢ «  [�1; 1] ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (15.9) ¥ ¯°¨£®¤®, ®¤ ª® ´³ª-

�¨±. 15.4. �° ´¨ª ³¨¢¥°± «¼®© ´³ª¶¨¨ | °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ �¥©£¥-
¡ ³¬ {�¢¨² ®¢¨· 

¶¨¾ g(x) ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ¯°¨¢«¥ª ¿ ³° ¢¥¨¿ �¥©£¥¡ ³¬ {
�¢¨² ®¢¨·  (15.5) ¢ ±®·¥² ¨¨ ± (15.9).

� ·¥¬ ±®±²®¨² ±¬»±«  ©¤¥®£® °¥¸¥¨¿ | ´³ª¶¨¨ g(x)?
�®¦® ±ª § ²¼, ·²® ®  ®¯°¥¤¥«¿¥² (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬ ±¸² ¡®£®
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¯°¥®¡° §®¢ ¨¿) ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» ¢ ª°¨²¨·¥-
±ª®© ²®·ª¥ §  ·¨±«® ¸ £®¢ 2k. �®«¥¥ ª®ª°¥²®, ¢  ±¨¬¯²®²¨ª¥ ¯®
k ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:

f2
k

(x) = f
�
f(f(: : : (x) : : :))

� �= g(Akx)

Ak

; Ak =
1

f2k(0)
�= const � �k :

(15.11)

�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ¢ ´®°¬³« µ (15.5) ¨ (15.6) ¯°¨±³²±²¢³¥² ²®«¼ª®
´³ª¶¨¿ g ¨ ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¨ª ª®£® ¢®±¯®¬¨ ¨¿ ® ª®ª°¥²®©
´®°¬¥ ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿. �²® § ·¨², ·²® ´³ª¶¨¿ g(x) ³¨-
¢¥°± «¼  | ¥¥ ¢¨¤ ®¡³±«®¢«¥ «¨¸¼ ±²°³ª²³°®© ®¯¥° ¶¨¨ ��,
¯°¨¢¿§ ®© ¨¬¥® ª ¨§³·¥¨¾ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®-
¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ( ¯®¬¨¬, ·²® ¬» ±«¥¤¨«¨ §  ¨§¬¥¥¨¥¬ ¢¨¤ 
¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®£® ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ
³¤¢®¥¨¿µ ¤«¨²¥«¼®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¢°¥¬¥»µ ¨²¥°¢ -
«®¢). �±«¨ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨, ¨¬¥¾¹¥¬ ª¢ ¤° ²¨·»© ½ª±²°¥¬³¬,
°¥ «¨§³¥²±¿ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤  ¨ ±³¹¥±²¢³¥²
ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ²® ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ª®ª°¥²®£® ¢¨¤  ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ »© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥ µ
¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¡³¤¥² ®¯¨±»¢ ²¼±¿ ²®© ¦¥ ± ¬®© ´³ª¶¨¥© g.
(�³¹¥±²¢¥ ¿ ¤¥² «¼: §   · «® ®²±·¥² , ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®£®
¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¬ ±¸² ¡ ¯°¨ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ª¥, ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°¨-
¿²  ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬  ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿.)

� ¬¥²¨¬, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ x0 = g(x) ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³
x� = 0;5493: : : �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ²®·ª  x�=� ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¶¨-
ª«³ ¯¥°¨®¤  2 ²®£® ¦¥ ®²®¡° ¦¥¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ´³ª¶¨®-
 «¼®£® ³° ¢¥¨¿, ª®²®°®¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ´³ª¶¨¿ g(x), ¬®¦®
¢¨¤¥²¼, ·²® g

�
g(x�=�)

�
= x�=�. � «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® ¯®-

ª § ²¼, ·²® x�=�2 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¶¨ª«³ ¯¥°¨®¤  4, x�=�3 | ¶¨ª«³
¯¥°¨®¤  8 ¨ ². ¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®²®¡° ¦¥¨¥ x0 = g(x) ¨¬¥¥² ¶¨-
ª«» ±® ¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¯¥°¨®¤ ¬¨ 2k . �±¥ ½²¨ ¶¨ª«» ¥³±²®©·¨¢»
¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ² ª¨¬¨ ¦¥ ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¬¨,
ª ª ¨ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª : �c = g0(x�) = �1;6011913: : : �«¿ «®£¨-
±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ (¨ «¾¡®© ¤°³£®© ª®ª°¥²®© ±¨±²¥¬», ®²-
®±¿¹¥©±¿ ª ¤ ®¬³ ª« ±±³ ³¨¢¥°± «¼®±²¨) ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°»
¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¡»±²°® ±µ®¤¿²±¿ ¯°¨ ³¢¥-
«¨·¥¨¨ k ª ³¨¢¥°± «¼®© ª®±² ²¥ �c.

15.3. �¨¥ °¨§®¢ ®¥ ³° ¢¥¨¥ ��

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¥¬®£® ¨§¬¥¨«¨ ¯ ° ¬¥²° ¢ ¨±µ®¤®¬
®²®¡° ¦¥¨¨ ¨ ¢»¸«¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨. �²® ±®-
®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®°®¬³ ¢®§¬³¹¥¨¾  · «¼®£® ³±«®¢¨¿ ¢ ³° ¢¥-
¨¨ �� (15.4), ² ª ·²® ²¥¯¥°¼ ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ¥ ± ¥¯®¤¢¨¦®©
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²®·ª®© g(x),   ± °¥¸¥¨¿¬¨ ¢¡«¨§¨ ¥¥. �®°¬ «¼®,  ¬ ±«¥¤®¢ «®
¡» ¯°®±²® ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (15.4) ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = g(x) + "hk(x) (15.12)

¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥¨¿ h. �¤ ª® ¤«¿ ³¯°®-
¹¥¨¿   «¨§  ¯®«¥§¥ ¥¡®«¼¸®© ²°¾ª. � ¢ ©²¥ ±«¥£ª  ¬®¤¨-
´¨¶¨°³¥¬ ³° ¢¥¨¥ (15.4) ¨ ¯®¤±² ¢¨¬ ¢¬¥±²® ¯¥°¥¬¥®£® ¬ ±-
¸² ¡®£® ´ ª²®°   ©¤¥³¾ ¢»¸¥ ª®±² ²³ � = �2;5029: : : �¥-
°¥´®°¬³«¨°®¢ ®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±²®«¼ ¦¥
¯° ¢®¬¥°®, ª ª ¨±µ®¤®¥, ¨ ¨¬¥¥² ¢ ª ·¥±²¢¥ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨
²³ ¦¥ ± ¬³¾ ´³ª¶¨¾ g(x). �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ®°¬¨°®¢ª  ¢  -
· «¥ ª®®°¤¨ ²   ¥¤¨¨¶³ ²¥¯¥°¼ ¥ § «®¦¥  ¢ ± ¬®© ¯®±² ®¢ª¥
§ ¤ ·¨,   ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ³±«®¢¨¥.

�² ª, ±¤¥« ¥¬ ¯®¤±² ®¢ª³ (15.12) ¢ ³° ¢¥¨¥

fk+1(x) = �fk

�
fk

�x
�

��
; (15.13)

²®£¤  ¢ «¨¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¯®«³· ¥¬

hk+1(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
hk

�x
�

�
+ hk

�
g
�x
�

��i
: (15.14)

�° ¢¥¨¥ (15.14) ¨¬¥¥² ±²°³ª²³°³ hk+1 = m̂hk , £¤¥ m̂ |
«¨¥©»© ®¯¥° ²®°, ¤¥©±²¢³¾¹¨© ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ´³ª¶¨©. �®-
¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ °¥¸¥¨¥ «¨¥ °¨§®-
¢ ®£® ³° ¢¥¨¿ �� (15.14), ²¥±® ±¢¿§  ± ¢®¯°®±®¬ ® ±¯¥ª²°¥
±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« «¨¥©®£® ®¯¥° ²®°  m̂. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨
¬» ¨¬¥¥¬ ª ª³¾-«¨¡® ±®¡±²¢¥³¾ ´³ª¶¨¾ h(x) ¨ ±®¡±²¢¥®¥
§ ·¥¨¥ �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¾ �h = m̂h, ²® °¥¸¥¨¥
¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ª®¬¯®¥²³, ª®²®° ¿ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢¥¤¥² ±¥¡¿
ª ª �kh(x). �³¹¥±²¢¥³¾ °®«¼ ¡³¤³² ¨£° ²¼ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« ,
¯°¥¢»¸ ¾¹¨¥ ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ 1, ¯®±ª®«¼ª³ ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¨¥ ¨¬ ª®¬¯®¥²» ¢®§¬³¹¥¨¿  ° ±² ¾² ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
»µ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.

�² ª,  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³   ±®¡-
±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿:

�h(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
h
�x
�

�
+ h

�
g
�x
�

��i
: (15.15)

�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ®  ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²»© ±¯¥ª²°. �«¿ ·¨±«¥®£®
°¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ (15.15) ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ³¦¥ ¨§¢¥±²®¥ ¯®«¨®-
¬¨ «¼®¥ ° §«®¦¥¨¥ ´³ª¶¨¨ g(x) ¨   «®£¨·®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥
¤«¿ ´³ª¶¨¨ h(x). �° ¢¥¨¥ (15.15) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®£¤  § ¤ ·¥
  ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¤«¿ ª®¥·®¬¥°-
®© ¬ ²°¨¶», ª ª®²®°®© ¯°¨¬¥¨¬» ±² ¤ °²»¥ ¬¥²®¤» «¨¥©-
®©  «£¥¡°». � ±·¥²» ¯®ª §»¢ ¾², ·²®  ¨¡®«¼¸¨¥ ¯®  ¡±®«¾²®©
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¢¥«¨·¨¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ² ª®¢»:

�0 = � = 4;669201609102990672 : : : ; �1 = �; �2 = 1; (15.16)

  ®±² «¼»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¯® ¬®¤³«¾ ¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶».
�®¡±²¢¥®¥ ·¨±«® � ¨£° ¥² ®±®¢³¾ °®«¼: ª ª ¬®¦® § ¬¥-

²¨²¼, ®® ®¯°¥¤¥«¿¥² ª®±² ²³ ±µ®¤¨¬®±²¨, ®¡ °³¦¥¨¥ ª®²®°®©
¯®±«³¦¨«® ²®«·ª®¬ ª ° §° ¡®²ª¥ ¢±¥© ²¥®°¨¨. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿
¥¬³ ±®¡±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ¯®«¨®¬®¬

h0(x) = 1� 0;325651x2 � 0;050554x4 + 0;014560x6 �
� 0;000881x8� 0;000106x10+ 0;000020x12: (15.17)

�²® ª ± ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« � ¨ 1, ²® ®¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ±¢¿§ -
»¬¨ ± ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»¬¨ § ¬¥ ¬¨ ¯¥°¥¬¥®© ¨ ¿¢«¿¾²±¿
¥±³¹¥±²¢¥»¬¨, ². ¥. ¨µ ¬®¦® ¨£®°¨°®¢ ²¼.

�±² ®¢¨¬±¿ ¯®¤°®¡¥¥   ½²®¬ ¬®¬¥²¥. �³±²¼ ¬» ¢»¯®«¨«¨ ¢ ¨±-
µ®¤®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥®© x! x+ "'(x), "� 1. �®²¿ ½²®
¯°¨¢¥¤¥² ª ¢®§¬³¹¥¨¾ ¯®°®¦¤ ¥¬®© ¨²¥° ¶¨¿¬¨ ³° ¢¥¨¿ �� ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ´³ª¶¨© fk(x), ® ² ª¨¥ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢±¥£¤  ¬®£³² ¡»²¼
³±²° ¥» ®¡° ²®© § ¬¥®©.

� ±²¼ ±¯¥ª²°  ³° ¢¥¨¿ (15.15),  ±±®¶¨¨°³¾¹ ¿±¿ ± § ¬¥ ¬¨ ¯¥-
°¥¬¥®©, ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥  ¿¢®. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ x0 = g(x).
�±«¨ ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ¯®«®¦¨²¼ x ! x+ "xm, " � 1, m = 0; 1; 2; : : :, ²®
¯®«³·¨¬ x0 = g(x) + "

�
g0(x)xm � (g(x))m

�
. �®¿¢¨¢¸¥¥±¿ ¢ ª¢ ¤° ²»µ

±ª®¡ª µ ¢»° ¦¥¨¥ g0(x)xm �
�
g(x)

�m
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®¡±²¢¥³¾

´³ª¶¨¾ ³° ¢¥¨¿ (15.15) ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ � = �1�m, ¢ ·¥¬
¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¯°¿¬®© ¯®¤±² ®¢ª®©.

�®« £ ¿ m = 0, ¯®«³· ¥¬ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �1 = �, ±¢¿§ ®¥ ±
§ ¬¥®© ¯¥°¥¬¥®© ²¨¯  ±¤¢¨£ , x! x + ". �¬³ ®²¢¥· ¥² ±®¡±²¢¥ ¿
´³ª¶¨¿ h1(x) = g0(x) � 1. �®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �2 = 1  ±±®¶¨¨°³¥²±¿
± ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼®© ¬ ±¸² ¡®© § ¬¥®© x ! x+ "x, ½²®¬³ ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² m = 1 ¨ ±®¡±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ h2(x) = g0(x)x� g(x).

� ²®·ª¨ §°¥¨¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª, ¥¯®¤¢¨¦-
 ¿ ²®·ª  ³° ¢¥¨¿ �� g(x) ¿¢«¿¥²±¿ ±¥¤«®¬. � ½²®£® ±¥¤«  ¨¬¥-
¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥®¥ ±³¹¥±²¢¥®¥ ¥³±²®©·¨¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥ (±®¡-
±²¢¥®¥ ·¨±«® �) ¨ ¡¥±ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ³±²®©·¨¢»µ  ¯° -
¢«¥¨©, ±¢¿§ »µ ± ±®¡±²¢¥»¬¨ ·¨±« ¬¨, ª®²®°»¥ ¯® ¬®¤³«¾
¬¥¼¸¥ 1.

�®¯»² ¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¤¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿
(15.4) £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨, ¢®®¡° §¨¢ ¡¥±ª®¥·®¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®,
£¤¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ®²¢¥· ¥² ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ f(x). �°¥®¡° §®¢ -
¨¥ (15.4) ¯¥°¥¢®¤¨² ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ½²®£® ¯°®±²° ±²¢  ¢ ¤°³£³¾,
® ¯°¨ ½²®¬ ²®·ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ g(x), ®±² ¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®©.
�¡«¨§¨ ½²®© ±¥¤«®¢®© ²®·ª¨ ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥®¥ (±³¹¥±²¢¥-
®¥) ¥³±²®©·¨¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥, ¢¤®«¼ ª®²®°®£® ¢®§¬³¹¥¨¥  -
° ±² ¥² ¯°¨ ¯°¨¬¥¥¨¨ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¨ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¼
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ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨,   ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ª ¥-
¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ¨ ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ³±²®©·¨¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬.
(°¨±. 15.5).

� ¸  ¨±µ®¤ ¿ ¬®¤¥«¼ | «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°¨ ° §-
«¨·»µ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¥ª®²®°®© ª°¨¢®©,
¯°¨·¥¬ ²®·ª  ¥¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ³±²®©·¨¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ®²¢¥-

�¨±. 15.5. �µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨, ¯®°®¦¤ ¥¬®© �� ¯°¥®¡° §®-
¢ ¨¥¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ´³ª¶¨© ¢¡«¨§¨ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨

· ¥² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥: ±² °²³¿ ¨§ ¥¥, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ¯°¨ ¨²¥° -
¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ g(x).

�±«¨ § ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  ®·¥¼ ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ª°¨²¨·¥-
±ª®£®, ²® ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ± · «  ¯°®¨±µ®¤¨²
¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£® ¬®£®®¡° -
§¨¿,   ¯®²®¬ ³µ®¤ ®² ¥¥ ¢¤®«¼ ¥³±²®©·¨¢®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ±¢¿-
§ ®£® ± ±®¡±²¢¥»¬ ·¨±«®¬ �. �² ª, ¥±«¨ ¬» ±¤¢¨£ ¥¬±¿ ¯®
¯ ° ¬¥²°³ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ²® °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ �� ¢ «¨-
¥©®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¯® ¢®§¬³¹¥¨¾ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

fk(x) = g(x) + C�kh0(x): (15.18)

� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤®¡ ¢ª  ¬ «  ²®«¼ª® ¢ ¨±µ®¤®¬
®²®¡° ¦¥¨¨,   ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±² ®¢¨²±¿ § -
·¨²¥«¼®©, °¥¸¥¨¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = G(x; C�k); (15.19)

£¤¥ ´³ª¶¨¿ ¤¢³µ  °£³¬¥²®¢ G(x; C) ®²¢¥· ¥² ¥³±²®©·¨¢®¬³ ¬®-
£®®¡° §¨¾ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ g(x), ¯°¨·¥¬ G(x; 0) = g(x).

�§ ³° ¢¥¨¿ (15.18) ¨«¨ (15.19) ±«¥¤³¾² ¢ ¦»¥ ¢»¢®¤»:
1.�¨¢¥°± «¼®±²¼. �¨¤ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥-

¬¥ µ 2k ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬, ¢ ª ·¥±²¢¥ ª -
ª®¢®£® ¢»±²³¯ ¥² ª®½´´¨¶¨¥² C. �²®² ª®½´´¨¶¨¥² ¬®¦® ±·¨-
² ²¼ ¯°®¯®°¶¨® «¼»¬ ®²ª«®¥¨¾ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  ®²
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨: C = const ���, £¤¥ �� = �� �c.

2. �ª¥©«¨£. �¨¤ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ (¢ ²¥°¬¨ µ ¯¥°¥®°-
¬¨°®¢ ®© ¯¥°¥¬¥®© x) ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥¥ C ! C=�,
k ! k + 1.
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15.4. �ª¥©«¨£

�¡ °³¦¥»© �¥©£¥¡ ³¬®¬ § ª® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¥±²¼ ¥ ·²®
¨®¥, ª ª · ±²®¥ ¯°®¿¢«¥¨¥ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨£ : ¥±«¨ ¯°¨ ¥-
ª®²®°®¬ § ·¥¨¨ ��  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ ,
²® ¯°¨ ®²ª«®¥¨¨ ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ��=� ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨
§  ³¤¢®¥»© ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥¨ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¯®¤®¡¥, ². ¥. ²®¦¥ ®²-
¢¥· ²¼ ¬®¬¥²³ ¡¨´³°ª ¶¨¨.

�®«¥¥ ®¡¹ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±²°³ª²³°  ° §-
¡¨¥¨¿ ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  �   ®¡« ±²¨ ° §«¨·®£® ²¨¯  ¤¨ ¬¨ª¨
¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ¬ ±¸² ¡  ®²®±¨²¥«¼® ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ � ° § (°¨±. 15.6). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ±µ®¤±²¢¥-
»µ ²®·ª µ � ¨ �c+(���c)=� °¥ «¨§³¾²±¿ ¯®¤®¡»¥ °¥¦¨¬» ¤¨-
 ¬¨ª¨. �²® ®§ · ¥², ¢®-¯¥°¢»µ, ±®¢¯ ¤¥¨¥ µ ° ª²¥°  °¥¦¨¬®¢

�¨±. 15.6. �ª¥©«¨£ ¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨. �¨-
´° ¬¨ ®¡®§ ·¥» ¯¥°¨®¤» ¶¨ª«®¢. �¥°¥±·¥² ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°®-
¨§¢®¤¨²±¿ ¢ � = 4;669: : : ° § 

(¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, µ ®²¨·¥±ª¨©),   ¢®-¢²®°»µ, ¢®§¬®¦®±²¼ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ®¤®£® °¥¦¨¬  ¯® µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬ ¤°³£®£®
± ¯®¬®¹¼¾  ¤«¥¦ ¹¥£® ¯¥°¥±·¥² . �²®² ¯¥°¥±·¥² ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿
¨§¬¥¥¨¥¬ ¬ ±¸² ¡  ¢°¥¬¥¨, ² ª ·²® µ ° ª²¥°»© ¯¥°¨®¤ ¤¢¨-
¦¥¨© ¢®§° ±² ¥² ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥,   ¢ ¥©
± ¬®© ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼.

�ª¥©«¨£ ° ¡®² ¥² ¨ ¢ ¤®ª°¨²¨·¥±ª®©, ¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« -
±²¨. �» ¢¨¤¥«¨, ·²® ¯°¨ � = 2 «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤¥-
¬®±²°¨°³¥² ° §¢¨²»© µ ®±. �®¦® ³ª § ²¼ ² ª³¾ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ±¢¥°µ³ ¯® § ª®³ �¥©£¥¡ ³¬  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¼ § ·¥¨© �Mk , ¤«¿ ª®²®°»µ °¥¦¨¬ ° §¢¨²®£® µ ®± , ¤®¯³±ª -
¾¹¨© ª®¤¨°®¢ ¨¥ ²° ¥ª²®°¨© ¯°®¨§¢®«¼»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-
±²¿¬¨ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ³ ®²®¡° ¦¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¥®£®
§  2k ¢°¥¬¥»µ ¸ £®¢, ½²® ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ²®·ª¨ �¨§¾°¥¢¨· 
(±¬. ² ¡«¨¶³   ±. 220). �®½²®¬³, ¢§¿¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»© ¨²¥°-
¢ « ¯ ° ¬¥²°  (�c; �c + "), ¬» ¥¯°¥¬¥®  ©¤¥¬ ¢ ¥¬ ²®·ª¨,
£¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿ µ ®±. � ½²®¬ ±¬»±«¥ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ±«³¦¨²
£° ¨¶¥© µ ®± . �®« ¿ ¦¥ ª °²¨  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¢
§ ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ®·¥¼ ±«®¦ , ±®¤¥°¦¨² ª ª µ ®±, ² ª ¨
À®ª Á ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. � ²®¬³ ¦¥ ®  °¥¯°®¤³¶¨°³¥²±¿
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¡¥±ª®¥·® ¬®£® ° § ¢ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨, ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨£ !

�¤¨¬ ¨§ ¯°®¿¢«¥¨© ±ª¥©«¨£  ¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥° ¿ § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¤«¿ ¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k

¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ (°¨±. 15.7).
� ¬®¬¥² °®¦¤¥¨¿ ª ¦¤®£® ¶¨ª«  ¥£® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ° ¢¥

+1. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ³¬¥¼¸ ¥²±¿,
¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ 0 ¨ § ²¥¬ ·¥°¥§ �1. � ½²®² ¬®¬¥² ¶¨ª« ¯¥°¥±² ¥²

�¨±. 15.7. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ ¶¨ª«®¢ (¯¥°¨®¤ ³ª §  ¶¨´° ¬¨) ®²
¯ ° ¬¥²°  � ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¨ ¨««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨£  | ª °²¨ª 
¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¯® £®°¨§®² «¼®© ®±¨ ¢ � ° §

¡»²¼ ³±²®©·¨¢»¬, ¨ °®¦¤ ¥²±¿ ¶¨ª« ³¤¢®¥®£® ¯¥°¨®¤  ² ª¦¥ ±
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¬ +1. �° ´¨ª¨, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ¶¨ª« ¬ ¯¥°¨®¤  2k

¨ 2k+1, ¯¥°¥µ®¤¿² ¤°³£ ¢ ¤°³£  ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ ¯ -
° ¬¥²°  �   ´ ª²®° �. �®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ª°¨¢»µ § ¢¨±¨¬®±²¨
�k ®² � ¤«¿ ¶¨ª«®¢ ° §®£® ¯¥°¨®¤  (¢  ±¨¬¯²®²¨ª¥ ¯® k) ¥±²¼ ª°¨-
²¨·¥±ª ¿ ²®·ª . �¥«¨·¨  ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ¢ ²®·ª¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¿
±²°¥¬¨²±¿ ª ³¨¢¥°± «¼®© ª®±² ²¥ �c = �1;60119: : :

�®² ´ ª², ·²® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°» ¶¨ª«®¢ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¤«¿ ¶¨-
ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k ±µ®¤¿²±¿ ª ³¨¢¥°± «¼®© ª®±² ²¥, ³¤®¡® ¨±¯®«¼§®-
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¢ ²¼ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ ª®ª°¥²»µ ¥«¨¥©»µ ±¨-
±²¥¬ µ. �«¿ ½²®£® ³¦® ¯®¤®¡° ²¼ ¯ ° ¬¥²° ² ª, ·²®¡» ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°
ª ª®£®-«¨¡® ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2k ®¡° ¹ «±¿ ¢ �c. �®·®±²¼ ®¶¥ª¨ ¬®¦®
¯°®ª®²°®«¨°®¢ ²¼, ³¢¥«¨·¨¢ k. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2 ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© � = 4�4�.
�®²°¥¡®¢ ¢ � = �c, ¯®«³· ¥¬ = 1;4003, ·²® ³¦¥ µ®°®¸® ±®£« ±³¥²±¿ c ²®·-
»¬ § ·¥¨¥¬ 1;401155: : :

�ª¥©«¨£ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¢ ±²°³ª²³°¥ ¡¨´³°ª ¶¨®®£® ¤¥-
°¥¢ , ·²® ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ±¥°¨¥© ¤¨ £° ¬¬   °¨±. 15.8. � ¦¤»©
¯®±«¥¤³¾¹¨© °¨±³®ª ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³¢¥«¨·¥»© ´° £¬¥²
¯°¥¤»¤³¹¥£®. �°¨ ½²®¬ ¬ ±¸² ¡ ¯® ®±¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®©

�¨±. 15.8. �««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨£  ¢ ±²°³ª²³°¥ ¡¨´³°ª ¶¨®®£® ¤¥°¥¢ . � ±-
¸² ¡ ¯® £®°¨§®² «¼®© ®±¨ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � = 4;6692: : : ° §  ®²®±¨²¥«¼®
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c,   ¯® ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ x | ¢ � = �2;5029: : : ° § 
®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨ x = 0 (§ ª ¬¨³± ®§ · ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ®°¨¥² ¶¨¨ | ª °-
²¨ª  ¯¥°¥¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ¢¢¥°µ ®£ ¬¨)

x ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � ° § ®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨ x = 0 (½ª±²°¥¬³¬ 
®²®¡° ¦¥¨¿),   ¯® ®±¨ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  | ¢ � ° § ®²®-
±¨²¥«¼® ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c. � ª ¬®¦® ¢¨¤¥²¼, ª °²¨ª¨
µ®°®¸® ±®¢¯ ¤ ¾², ¯°¨·¥¬ ±²¥¯¥¼ ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ²¥¬ «³·¸¥, ·¥¬
  ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨© ³°®¢¥¼ ¨¥° °µ¨¨ ¬» ¯°®¨ª ¥¬.

�  °¨±. 15.9 ¤¥¬®±²°¨°³¥²±¿ ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨£    £° ´¨ª¥
«¿¯³®¢±ª®£® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨. � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥-

�¨±. 15.9. �««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨£    £° ´¨ª¥ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿. � ±-
¸² ¡ ¯® £®°¨§®² «¼®© ®±¨ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � = 4;6692: : : ° §  ®²®±¨²¥«¼®
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c ,   ¯® ¢¥°²¨ª «¼®© | ¢ 2 ° § 
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²°  ¯® ¯° ¢¨«³��! ��=� ¯®«³· ¥²±¿ °¥¦¨¬ ¤¨ ¬¨ª¨ ¯®¤®¡»©
¨±µ®¤®¬³, ® ± ³¤¢®¥»¬ ¢°¥¬¥»¬ ¬ ±¸² ¡®¬. �®½²®¬³ «¿-
¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ (ª®²®°»© ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ ®¡° ²®£® ¢°¥-
¬¥¨) ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³ � ! �=2. �§ °¨±³ª  ¢¨¤®,
·²® ®¦¨¤ ¥¬»© ±ª¥©«¨£ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ ± ¢»±®ª®© ²®·®±²¼¾, ° -
±²³¹¥© ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨¬ ³°®¢¿¬. �£¨¡ ¾¹ ¿  
£° ´¨ª¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¯®¤-
·¨¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¾

� / (�� �c)
�; (15.20)

£¤¥ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¨¤¥ª± � = log� 2 = 0;449806966466: : :
�§«®¦¥»¥ °¥§³«¼² ²» °¥®°¬£°³¯¯®¢®£®   «¨§  ¤ ¾² ®¡®-

±®¢ ¨¥ ®¡ °³¦¥®© �¥©£¥¡ ³¬®¬ ª®«¨·¥±²¢¥®© ³¨¢¥°-
± «¼®±²¨ ¤«¿ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨©. �¨ ®ª § «¨±¼ ¯°¨¬¥-
¨¬»¬¨, ®¤ ª®, ª £®° §¤® ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®¬³ ª« ±±³ ¥«¨¥©»µ
¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬. �  ª ·¥±²¢¥®¬ ³°®¢¥ ½²® ¬®¦® ®¡º-
¿±¨²¼ ²¥¬, ·²® ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, ª®£¤ 
µ ° ª²¥°»© ¢°¥¬¥®© ¯¥°¨®¤ ±² ®¢¨²±¿ ®·¥¼ ¡®«¼¸¨¬, ±²¥-
¯¥¼ ±¦ ²¨¿ ½«¥¬¥²  ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  ¢®§° ±² ¥² ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥-
®, ¬®£®¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �³ ª °¥ ¢±¥ ²®·¥¥  ¯¯°®ª±¨¬¨°³-
¥²±¿ ®¤®¬¥°»¬. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬», ®¡®±®¢»¢ ¾¹¥© ½²®²
´ ª², ®¯³¡«¨ª®¢ «¨ �®««¥, �ª¬  ¨ �®µ ¢ 1981 £. (Collet et al.,
1981).
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�¡±³¦¤ ¿ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³, ±²®¨² ³¤¥«¨²¼ ®±®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥ ±®¡-
±²¢¥® ¬®¬¥²³ ¯¥°¥µ®¤ , ±¨²³ ¶¨¨ ¯®£° ¨·®© ¬¥¦¤³ ¯®°¿¤-
ª®¬ ¨ µ ®±®¬. �®£¤  °¥·¼ ¨¤¥² ®¡ ³¤¢®¥¨¿µ ¯¥°¨®¤ , ½²® ²®·ª 
 ª®¯«¥¨¿ ª ±ª ¤  ¡¨´³°ª ¶¨© | ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  �¥©£¥-
¡ ³¬ . �²²° ª²®°, °¥ «¨§³¾¹¨©±¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥, ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
±®¡®© ´° ª² «¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ± ¨²¥°¥±»¬¨ ¨ ¥²°¨¢¨ «¼»¬¨
±¢®©±²¢ ¬¨. �»  §»¢ ¥¬ ¥£® ª°¨²¨·¥±ª¨¬  ²²° ª²®°®¬, ¢ «¨-
²¥° ²³°¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ² ª¦¥ ²¥°¬¨  ²²° ª²®° �¥©£¥¡ ³¬ .
�±®¢»¢ ¿±¼   °¥§³«¼² ² µ, ¯®«³·¥»µ ¬¥²®¤®¬ ��, ¬» ¨¬¥¥¬
¢®§¬®¦®±²¼ ®¡±³¤¨²¼ ¨ ¯°®¨««¾±²°¨°®¢ ²¼ ®±®¡¥®±²¨ ¤¨ -
¬¨ª¨ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¨ ±¢®©±²¢  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®° .
�¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ¢»²¥ª ¾¹³¾ ¨§ ��   «¨§  ³¨¢¥°± «¼®±²¼,   ½²¨
°¥§³«¼² ²» ±«¥¤³¥² ±¬®²°¥²¼ ª ª   ®·¥¼ ®¡¹¨¥, ®²®±¿¹¨¥±¿ ª®
¢±¥¬ ²¨¯¨·»¬ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¥«¨¥©»¬ ¤¨±±¨¯ ²¨¢-
»¬ ±¨±²¥¬ ¬, ¤¥¬®±²°¨°³¾¹¨¬ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿
¯¥°¨®¤ .

16.1. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ª ª ´° ª² «

�°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¬»  -
¡«¾¤ ¥¬, ·²®  ²²° ª²®° ¬¨ ±² ®¢¿²±¿ ¯® ®·¥°¥¤¨ ¶¨ª«» ¯¥°¨®¤ 
2, 4, 8, : : :, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬
¢ ¬®¬¥² °®¦¤¥¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¶¨ª« . �°¨ § ·¥¨¨ ³¯° ¢«¿¾-
¹¥£® ¯ ° ¬¥²° , ®²¢¥· ¾¹¥¬ ²®·ª¥  ª®¯«¥¨¿ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®-
¥¨¿, ¢±¥ ½²¨ ¶¨ª«» ±³¹¥±²¢³¾², ® ¥³±²®©·¨¢» | ¤«¿ ¶¨ª«®¢
¡®«¼¸®£® ¯¥°¨®¤  ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ° ¢¥ ³¨¢¥°-
± «¼®© ª®±² ²¥ �c = �1;60119: : : �±²¥±²¢¥® § ¤ ²¼±¿ ¢®¯°®-
±®¬, ·²® §  ®¡º¥ª² ¿¢«¿¥²±¿  ²²° ª²®°®¬ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥.

�¥ª®²®°®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ª°¨²¨·¥±ª®¬  ²²° ª²®°¥ «®£¨±²¨·¥-
±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¤ ¥² ¨²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ¯®ª §  ¿  
°¨±. 16.1. �  ¥© ¢»¤¥«¥» ¤¢  ´° £¬¥² , ¢¡«¨§¨ ²®·¥ª x = 0
¨ x = 1, ª®²®°»¥ ¯®ª § » ®²¤¥«¼® ± ¢®§° ±² ¾¹¨¬ ° §°¥¸¥-
¨¥¬. �¨¤®, ·²® ±²°³ª²³°   ²²° ª²®°  ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨
¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¢¡«¨§¨ ½²¨µ ²®·¥ª   ´ ª²®°» � ¨ �2 ±®®²¢¥²-
±²¢¥®. �°¨·¨  ¯®¿¢«¥¨¿ ´ ª²®°  � ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨ ½ª±²°¥¬³¬ 
¯®¿²  ¢ ±¢¥²¥ °¥§³«¼² ²®¢ ��   «¨§  ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨.
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�®±ª®«¼ª³ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ®¯¥° ²®°» ½¢®«¾¶¨¨ §  2k ¨ 2k+1

¸ £®¢ ¨¤¥²¨·» ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ¬¥» ¬ ±¸² ¡  ¤¨ ¬¨·¥±ª®©
¯¥°¥¬¥®©   ´ ª²®° �, ²® ¨ ±²°³ª²³°   ²²° ª²®°  ¤®«¦  ¢®±-
¯°®¨§¢®¤¨²¼ ±¥¡¿ ¯°¨ ² ª®¬ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡ .

�  ±«¥¤³¾¹¥© ¨²¥° ¶¨¨, ¯®±«¥ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ®¡« ±²¨ ½ª±²°¥-
¬³¬ , ¢¥±¼ ¯³·®ª ²° ¥ª²®°¨©, ®¡° §³¾¹¨µ  ²²° ª²®°, ¯¥°¥¢®¤¨²±¿
¢ ®ª°¥±²®±²¼ ª° ©¥© ²®·ª¨ x = 1, ¡³¤³·¨ ¯®¤¢¥°£³²»¬ ª¢ ¤° -

�¨±. 16.1. �²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
x0 = 1 � �x2 ¯°¨ ª°¨²¨·¥±ª®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  � = 1;401155 ¨ ¨««¾-
±²° ¶¨¿ ±¢®©±²¢ ±ª¥©«¨£  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·¥ª x = 0
(± ¬ ±¸² ¡»¬ ´ ª²®°®¬ � = �2;5029) ¨ x = 1 (± ´ ª²®°®¬ �2)

²¨·®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾. �®½²®¬³ ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨ x = 1 ´ ª²®°
¬ ±¸² ¡®£® ¯®¤®¡¨¿ ° ¢¥, ®·¥¢¨¤®, �2.

� «¨·¨¥ ±¢®©±²¢ ± ¬®¯®¤®¡¨¿ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ²®¬, ·²® ª°¨-
²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¥±²¼ ´° ª² «¼®¥ ¬®¦¥±²¢®. �®¢®°¿ ²®·¥¥,
½²® ¬³«¼²¨´° ª² «, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ±¢®¨µ ° §»µ · ±²¿µ ® µ ° ª²¥-
°¨§³¥²±¿ ° §»¬¨ ¬ ±¸² ¡»¬¨ ´ ª²®° ¬¨.

�®¢®«¼® µ®°®¸¥©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¥© ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®° 
±«³¦¨² ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®¥ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®, ¯®±²°®¥®¥ ± ¨±-
¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ³¯®¬¿³²»µ ¢»¸¥ ª®±² ² � ¨ �2. �®« £ ¿ � =
= 1=j�j ¨ � = 1=�2,   ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿ ¤¥«¨¬ ¨±µ®¤»©
®²°¥§®ª ¢ ®²®¸¥¨¨ �, 1 � � � �, � ¨ ¢»¡° ±»¢ ¥¬ ±°¥¤¾¾
· ±²¼. �  ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ¸ £ µ ¯°®¶¥¤³°  ¯®¢²®°¿¥²±¿, ¯°¨·¥¬ ®²-
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°¥§ª¨ ° §«¨·®© ¤«¨» ° ±¯®« £ ¾²±¿ ² ª, ª ª ½²® ¯®ª § ®  
°¨±. 16.2 .

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±²°³ª²³°  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ±«®¦¥¥, ¯®-
±ª®«¼ª³ ´ ª²®°» ¯¥°¥±·¥²  ¬ ±¸² ¡    ª ¦¤®¬ ³°®¢¥ ¢ °¼¨°³-
¾²±¿. �«¿ ²®·®£® ¯®±²°®¥¨¿ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ° ±±¬®-
²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨²¥° ¶¨© «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿,

�¨±. 16.2. �¢³µ¬ ±¸² ¡®¥ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®, ¯®±²°®¥®¥ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬
´ ª²®°®¢ � = 1=j�j ¨ � = 1=�2 ( ), ¨ ¯®±²°®¥¨¥ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  �¥©-
£¥¡ ³¬  (¡). �®·ª¨, ®²¬¥·¥»¥ ¶¨´° ¬¨ i = 1; 2; : : :, ®²¢¥· ¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
»¬ ¨²¥° ¶¨¿¬ ²®·ª¨ ½ª±²°¥¬³¬  «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯°¨ ª°¨²¨·¥±ª®¬
§ ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²° 

±² °²³¾¹³¾ ¨§ ²®·ª¨ ½ª±²°¥¬³¬ : x0 = 0, x1, x2, x3, : : : �³«¥¢®©
¸ £ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¬» ¡¥°¥¬ ¨²¥°¢ « [x2; x1], ±®¤¥°¦ ¹¨©
¶¥«¨ª®¬ ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° (°¨±. 16.2¡). �  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ¨±-
ª«¾· ¥¬ ¶¥²° «¼³¾ · ±²¼ ½²®£® ®²°¥§ª  ¨ ®±² ¢«¿¥¬ ®¡º¥¤¨¥-
¨¥ ¤¢³µ ¨²¥°¢ «®¢ [x2; x4] ¨ [x3; x1]. �  ¢²®°®¬ ¸ £¥ ¨±ª«¾· ¥¬
¶¥²° «¼³¾ · ±²¼ ª ¦¤®£® ¨§ ¤¢³µ ®±² ¢«¥»µ ¨²¥°¢ «®¢ ¨
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ·¥²»°¥µ ¨²¥°¢ «®¢ [x2; x6], [x8; x4],
[x7; x3], [x5; x1]. �  k-¬ ¸ £¥ ¨¬¥¥¬ ®¡º¥¤¨¥¨¥ N = 2k ¨²¥°-

¢ «®¢
2kS
i=1

[xi; xi+2k ]. �®¦¥±²¢®, ª®²®°®¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨

k !1, ¨ ¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®°.
�«¿   «¨§  ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ´° ª² «¼»µ ±¢®©±²¢ ª°¨²¨·¥-

±ª®£®  ²²° ª²®°  ¬®¦® ¯°¨¢«¥·¼ ´®°¬ «¨§¬, ®¡±³¦¤ ¢¸¨©±¿ ¢
«¥ª¶¨¿µ 11, 12.

�  k-¬ ¸ £¥  ¸¥ ¯®±²°®¥¨¥ °¥ «¨§³¥² ¯®ª°»²¨¥  ²²° ª²®° 
2k ¨²¥°¢ « ¬¨, ¤«¨» ª®²®°»µ li = jxi � xi+2k j. � ¦¤»© ¨²¥°-
¢ « ¤«¿ i ®² 2 ¤® 2k ¯®«³· ¥²±¿ ¤¥©±²¢¨¥¬ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£®, (i�1)-£® ¨²¥°¢ « , ¯®½²®¬³ ¢±¥¬ ¨¬ ±«¥¤³¥²
¯°¨¯¨± ²¼ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¢¥°®¿²®±²¼,   ¨¬¥®, pi = p = 1=2k.
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�²®¡»  ©²¨ ° §¬¥°®±²¼ � ³±¤®°´ , ±®±² ¢«¿¥¬ ±³¬¬» �
(k)
d

=

=
2kP
i=1

ldi , ®²¢¥· ¾¹¨¥ ° §«¨·»¬ ¸ £ ¬ ¯®±²°®¥¨¿ k. �°¨ ¬ «»µ

§ ·¥¨¿µ d ½²¨ ±³¬¬» ±²°¥¬¿²±¿ ± °®±²®¬ k ª ¡¥±ª®¥·®±²¨,  
¯°¨ ¡®«¼¸¨µ d | ª ³«¾. �±«¨ ¯®¤®¡° ²¼ § ·¥¨¥ d, ° §£° ¨-
·¨¢ ¾¹¥¥ ®¡¥ ±¨²³ ¶¨¨, ²® ½²  ¢¥«¨·¨  d ¨ ¡³¤¥² ° §¬¥°®±²¼¾
� ³±¤®°´ . �«¿ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  �¥©£¥¡ ³¬  ®  ¢»·¨-
±«¥  ± ¢»±®ª®© ²®·®±²¼¾ (Christiansen et al., 1990) ¨ ±®±² ¢«¿¥²

d = 0;53804514358054991167 : : : (16.1)

�«¿ ¯®«³·¥¨¿ ¤°³£¨µ ¬³«¼²¨´° ª² «¼»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ª°¨-
²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ¢¢®¤¨¬ ±³¬¬» ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® ¢¨¤  (Halsey
et al., 1986):

�(k)q� =
2kX
i=1

pq

l�i
= 2�qk

2kX
i=1

l��i : (16.2)

�®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» q ¨ � ±®®²®±¨«¨±¼ ² ª, ·²®¡» ¯°¨ k! 1 ±³¬¬»
¥ ³¡»¢ «¨ ª ³«¾ ¨ ¥ °®±«¨ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼. �«¿ ½²®£® ¯®« £ ¥¬

q(�) = lim
k!1

1

k
log2

2kX
i=1

l��i : (16.3)

�¬¥¿ ´³ª¶¨¾ q(�), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ª ª ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯°¥-
¤¥«¥³¾ ´³ª¶¨¾, ®¡®¡¹¥³¾ ° §¬¥°®±²¼ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² q:

q = q(�); D(q) =
�

q � 1
: (16.4)

�¯¨±  ¿ ¯°®¶¥¤³°  ¡¥§ ®±®¡»µ ²°³¤®±²¥© °¥ «¨§³¥²±¿ ·¨-
±«¥®, ¯°¨·¥¬ ¯®«³· ¥¬³¾ ²®·®±²¼ ¬®¦® ª®²°®«¨°®¢ ²¼, ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¿ ° §«¨·»¥ ³°®¢¨ k. �° ´¨ª ®¡®¡¹¥®© ° §¬¥°®±²¨
¯®ª §    °¨±. 16.3. �¥«¨·¨  D(0) ¥±²¼ ° §¬¥°®±²¼ � ³±¤®°´ 

�¨±. 16.3. �¯¥ª²° ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  �¥©-
£¥¡ ³¬  (±¯«®¸ ¿«¨¨¿) ¨ ¤«¿  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¥£®¥£® ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª -
²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  (ª¢ ¤° ²¨ª¨)
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d, ¨´®°¬ ¶¨® ¿ ° §¬¥°®±²¼ ±®±² ¢«¿¥² D(1) = 0;51710,   ª®°-
°¥«¿¶¨® ¿ D(2) = 0;49780. �°¨ q ! �1 ¨¬¥¥¬ D(�1) =
= 1= log2 j�j = 0;755512 (¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼) ¨ D(1) =
= 1= log2 �

2 = 0;37776 (¬¨¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼).
�ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª § -

¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ ¢¥«¨·¨ ¬¨ � = d�=dq ¨ f = �q � � . �£® ¢¨¤
¯°¨¢®¤¨²±¿   °¨±. 16.4. � ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢ ¨²¥°¢ «¥ ¨§¬¥¥-

�¨±. 16.4. �ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  �¥©£¥¡ ³¬  (±¯«®¸-
 ¿ «¨¨¿) ¨ ¤«¿  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¥£® ¥£® ¤¢³µ¬ ±¸² ¡®£® ª ²®°®¢  ¬®¦¥-
±²¢  (ª¢ ¤° ²¨ª¨)

¨¿ � ®² D(1) ¤® D(�1) ¨ ¨¬¥¥² ½ª±²°¥¬³¬, ° ¢»© ¢¥«¨·¨¥
µ ³±¤®°´®¢®© ° §¬¥°®±²¨  ²²° ª²®°  fmax = D(0).

�°¨  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ¤¢³µ¬ ±¸² ¡»¬ ª -
²®°®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¬®¦® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ °¥§³«¼² ² ¬¨ ¢»·¨±«¥¨¿
±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°  ¨ ±¯¥ª²°  ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© ¢ «¥ª¶¨¨ 12, ¯®¤-
±² ¢¨¢ ¢ ¯®«³·¥»¥ ² ¬ ¢»° ¦¥¨¿ � = 1=j�j ¨ � = 1=�2. �®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¨¥ ¤ »¥ ¯°¨¢¥¤¥» ¤«¿ ±° ¢¥¨¿   °¨±. 16.3 ¨ 16.4 (ª¢ ¤° ²¨ª¨).

16.2. � ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¯®±¥¹¥¨¿ ²®·¥ª
  ª°¨²¨·¥±ª®¬  ²²° ª²®°¥

� ª ª ª ´° ª² «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®° 
¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶», ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ® ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ ¬¥°³,
¥±«¨ ¥¥ ¯®¨¬ ²¼ ª ª ¯°¥¤¥« ±³¬¬ °®© ¤«¨» ¨²¥°¢ «®¢, ®±² -
¢«¿¥¬»µ   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ³°®¢¿µ ¯®±²°®¥¨¿. � ²® ¦¥ ¢°¥-
¬¿, ª ª ¨ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢®, ® ®¡« ¤ ¥² ¬®¹®±²¼¾ ª®²¨³-
³¬ . �®±«¥¤¥¥ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²® ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¯° ¢¨«®
ª®¤¨°®¢ ¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ  ²²° ª²®°³ ²®·¥ª ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¤¢®-
¨·»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨.

�  °¨±. 16.5 ¨§®¡° ¦¥® ±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¡¨ °®¥ ¤¥°¥¢®, ª®-
²®°®¥ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª  ¡°®±®ª À¤®ª°¨²¨·¥±ª®©Á · ±²¨
¡¨´³°ª ¶¨®®© ¤¨ £° ¬¬» °¨±. 15.2. � ³¬¥°³¥¬ ª ¦¤³¾ ¢¥²¢¼
¤¥°¥¢  ±¨¬¢®«®¬ 0 ¨«¨ 1, ª ª ¯®ª § ®   °¨±³ª¥, ¨±¯®«¼§³¿ ¯®-
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¢²®°¿¾¹¨©±¿ ¯ ²²¥° À0110Á ¤«¿ ³¬¥° ¶¨¨ ±¢¥°µ³ ¢¨§ ¢¥²¢¥©,
®²®±¿¹¨µ±¿ ª ®¤®¬³ ³°®¢¾. �³±²¼  ¸¥ ¤¥°¥¢® ±®¤¥°¦¨² k
³°®¢¥©, ²®£¤  ²®·ª¨   ¯° ¢®¬ ª° ¾ ¤¨ £° ¬¬» ®²° ¦ ¾² ¢§ -
¨¬®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2k. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¼; ª®¤¨°³¾¹ ¿ ±¯³±ª ¯® ¢¥²¢¿¬ ¤¥°¥¢  ®² «¾¡®© ¨§ ½²¨µ
ª° ©¨µ ²®·¥ª; ®²¢¥· ¥² ¤¢®¨·®© § ¯¨±¨ ®¬¥°  ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¥£® ½«¥¬¥²  ¶¨ª« . �¬¥¾²±¿ ¢ ¢¨¤³ ®¬¥° , ®²±·¨²»-
¢ ¥¬»¥ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ±«¥¤®¢ ¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ¶¨ª«  ¢® ¢°¥¬¥¨, ¯°¨·¥¬
§  ³«¥¢®© ¯°¨¨¬ ¥²±¿  ¨¡®«¥¥ ³¤ «¥»© ®² ²®·ª¨ ½ª±²°¥¬³¬ 
½«¥¬¥². � ¯°¥¤¥«¥, ¯°¨ k ! 1, ®¯¨±  ¿ ¯°®¶¥¤³°  ®¯°¥¤¥-
«¿¥² ¯° ¢¨«® ª®¤¨°®¢ ¨¿ ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ª°¨²¨·¥±ª®¬³
 ²²° ª²®°³, ¡¥±ª®¥·»¬¨ ¤¢®¨·»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨,

�¨±. 16.5. �¨ °®¥ ¤¥°¥¢® ¤«¿ ª®¤¨°®¢ ¨¿ ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ª°¨²¨·¥-
±ª®¬³  ²²° ª²®°³; ¯®ª § ® ·¥²»°¥ ³°®¢¿

¯°¨·¥¬ ½²® ¯° ¢¨«® ®²° ¦ ¥² ¯®°¿¤®ª ®¡µ®¤  ²®·¥ª ¢® ¢°¥¬¥¨.
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°   µ®-
¤¨²±¿ ¢® ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²®·ª ¬¨ ¥¤¨¨·®£®
®²°¥§ª  ¨ ¨¬¥¥² ¬®¹®±²¼ ª®²¨³³¬ .

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ° ¬ª µ ¬³«¼²¨´° ª² «¼®£® ´®°¬ «¨§¬  ª°¨-
²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ° ±±¬ ²°¨¢ «±¿ ª ª ±² ²¨·¥±ª¨© ®¡º¥ª², ¨¡®
¯®°¿¤®ª ®¡µ®¤  ²®·¥ª ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¥ ¯°¨¨¬ «±¿. �°¨ ¥£® ³·¥²¥
®¡ °³¦¨¢ ¾²±¿ ¤ «¼¥©¸¨¥ ¨²¥°¥±»¥ ±¢®©±²¢  ª°¨²¨·¥±ª®£®
 ²²° ª²®° .

16.3. �¨¬¢®«¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª  ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥

�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ±¨¬¢®«®¬ R ¯®±¥¹¥¨¥ ²° ¥ª²®°¨¥© ¯° ¢®£®
±ª«®  ¯ ° ¡®«» ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿,  
¡³ª¢®© L | ¯®±¥¹¥¨¥ «¥¢®£® ±ª«® . � ª ¡»«® ®¡º¿±¥® ¢ «¥ª-
¶¨¨ 2, µ ®²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¥ ¯°¨ � = 2 ®²¢¥· ¥² ² ª ¿ ±¨²³ -
¶¨¿, ª®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³
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¬®¦¥±²¢®¬ ²° ¥ª²®°¨© ¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¡¥±ª®¥·-
»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢. � ª ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ±
½²®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥? � ±±¬®²°¨¬
RL-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§ ²®·ª¨
½ª±²°¥¬³¬ , ¥¥  §»¢ ¾² ¨¤¨£-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ (knead-
ing sequence). � ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ½²® ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯° ¢¨«® ¯®±²°®¥¨¿ ª®²®°®© ¯°¨¢¥¤¥¬ §¤¥±¼ ¡¥§
¤®ª § ²¥«¼±²¢  (Procaccia et al., 1987). �¡®§ ·¨¬ ²®·ª³ ½ª±²°¥-
¬³¬  ±¨¬¢®«®¬ C ¨ ½²® ¡³¤¥²  · «¼»© ±¨¬¢®« ª®¤ . �  ±«¥¤³-
¾¹¥¬ ¸ £¥ ²®·ª  ¯®¯ ¤ ¥²   ¯° ¢»© ±ª«®, ² ª ·²® ±«¥¤³¾¹¨©
±¨¬¢®« ¡³¤¥² R. �«®¢® CR ¯°¨¨¬ ¥¬ §  ¯¥°¢»© ¸ £ ¯®±²°®¥¨¿.
� «¥¥ ¤¥©±²¢³¥¬ ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³. �¥°¥¬ ±«®¢®, ¯®«³·¥®¥
  ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¸ £¥, ¯®¢²®°¿¥¬ ¥£® ¤¢ ¦¤», ¨ § ¬¥¿¥¬ ¯®¯ ¢-
¸³¾ ¢ ±¥°¥¤¨³ ¡³ª¢³ C   R ¨«¨ L ¯®¯¥°¥¬¥®. � °¥§³«¼² ²¥
¯®«³· ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«®¢:

CR

CRLR

CRLRRRLR

CRLRRRLRLRLRRRLR

CRLRRRLRLRLRRRLRRRLRRRLRLRLRRRLR

(16.5)

¨ ². ¤. �«¿ ¿±®±²¨, ±¨¬¢®«», ¯®«³·¥»¥ § ¬¥®© ¨§ ¡³ª¢» C,
¯®¤·¥°ª³²».

�°³£®© ±¯®±®¡ ² ª®¢ (Schroeder, 1991). � ·¨ ¥¬ ± ®¤®¡³ª¢¥-
®£® ±«®¢  R ¨ ¢»¯®«¿¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¸ £®¢, ª ¦¤»© ¨§
ª®²®°»µ ±®±²®¨² ¢ § ¬¥¥ ª ¦¤®© ¡³ª¢» ¢ ±«®¢¥   ¤¢¥ ¡³ª¢» ¯®
¯° ¢¨«³

R RL; L RR: (16.6)

�°¨¬¥¿¿ ½²® ¯° ¢¨«® ¯®¤±² ®¢ª¨ ¸ £ §  ¸ £®¬, ¯®«³· ¥¬

R
RL

RLRR

RLRRRLRL

RLRRRLRLRLRRRLRR

RLRRRLRLRLRRRLRRRLRRRLRLRLRRRLRL

(16.7)

¨ ². ¤. �° ¢¨²¥ ª®¤», ¯®«³·¥»¥ ¯® ®¡®¨¬ ¯° ¢¨« ¬   ¯®±«¥¤-
¥¬ ¸ £¥, ¨ ³¡¥¤¨²¥±¼, ·²® ®¨ ¨¤¥²¨·».

� ¬¥²¨¬, ·²®  · «¼»© ³· ±²®ª, ° § ¢®§¨ª³¢ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯®-
±²°®¥¨¿, ¡®«¥¥ ¥ ¬¥¿¥²±¿, ² ª ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯®«³· ¥-
¬ ¿ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  ¸ £®¢ ¯°®¶¥¤³°», µ®°®¸® ®¯°¥-
¤¥«¥ . �²® ¨ ¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¨¤¨£-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼.
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�¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²® ®  ¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿, ® ®  § ¢¥¤®¬® ¥
¿¢«¿¥²±¿ ¨ ±«³· ©®©, ² ª ª ª ±®¤¥°¦¨² ±ª®«¼ ³£®¤® ¤«¨»¥
±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ³· ±²ª¨. �·¨²»¢ ¿ ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¯° ¢¨«  ¯®-
±²°®¥¨¿, ª®²®°»¥, ®·¥¢¨¤®, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾² ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±²°³ª-
²³°»   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ³¤¢ ¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¬ ±¸² ¡ µ ¢°¥¬¥¨, ¥¥
¬®¦®  §¢ ²¼ ´° ª² «¼®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾.

�°¨²¨·¥±ª ¿ ¨¤¨£-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²¥±® ±¢¿§   ± ¨§¢¥±²®©
¢ ²¥®°¨¨ ·¨±¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ �®°± {�³½. �  ±®±²®¨² ¨§ ³«¥©
¨ ¥¤¨¨¶, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ ±³¬¬³ ¯® ¬®¤³«¾ ¤¢  ¢±¥µ ¶¨´° ¤¢®¨·®©
§ ¯¨±¨ ¤«¿ ·¨±¥«  ²³° «¼®£® °¿¤ : 0110100110010110: : : �±«¨ ¯¥°¥¯¨-
± ²¼ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ¨¤¨£-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¨±¯®«¼§³¿ 0 ¢¬¥±²® L ¨
1 ¢¬¥±²® R, ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �®°± {�³½ ¯®«³· ¥²±¿ ª ª À¡¥£³¹ ¿
±³¬¬ Á: i-© ·«¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �®°± {�³½ (MTS) ¥±²¼ ±³¬¬  (¯®
¬®¤³«¾ ¤¢ ) ¯¥°¢»µ i ·«¥®¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ¨¤¨£-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨
(CKS):

CKS : 1 + 0 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 : : :

#

MTS : 0 1 0 1 0 0 1 : : :
(16.8)

16.4. �¨£¬ -´³ª¶¨¿

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ´ ª²®°»
¬ ±¸² ¡®£® ¯®¤®¡¨¿ ®ª §»¢ ¾²±¿ ° §»¬¨ ¢ ° §»µ ®¡« ±²¿µ
¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©. � · ±²®±²¨, ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨ ½ª±²°¥¬³¬ 

�¨±. 16.6. �° ´¨ª ±¨£¬ -´³ª¶¨¨ �¥©£¥¡ ³¬ 

½²® ª®±² ²  �¥©£¥¡ ³¬  �,   ¢  ¨¡®«¥¥ ³¤ «¥®© ²®·ª¥ |
ª®±² ²  �2. �²®¡» ¯®«®±²¼¾ ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ¢¥±¼  ¡®° ±ª¥©-
«¨£®¢»µ ±®®²®¸¥¨©, �¥©£¥¡ ³¬ ¯°¥¤«®¦¨« ¢¢¥±²¨ ´³ª¶¨¾
�(t), ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¬ ±¸² ¡»¥ ±¢®©±²¢  ¢ ° §»µ ²®·ª µ
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²° ¥ª²®°¨¨. �¯°¥¤¥«¨¬ ¥¥ ·¥°¥§ ¶¨ª«» ¯¥°¨®¤  2k, ±³¹¥±²¢³¾-
¹¨¥ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥. �³±²¼ xn ¨ x0n | § ·¥¨¿ ¤¨ ¬¨-
·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®©, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¶¨ª« ¬ ¯¥°¨®¤  2k ¨ 2k+1,
¯°¨·¥¬  · «® ®²±·¥²  ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ± ¬®©
³¤ «¥®© ®² ½ª±²°¥¬³¬  ²®·ª¥ ®°¡¨²». �¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾ �(t) ª ª
¯°¥¤¥«

�
�m
2k

�
= lim

k!1

x0m � x0
m+2k

xm � xm+2k�1

: (16.9)

�  °¨±. 16.6 ¯®ª §  £° ´¨ª ½²®© ´³ª¶¨¨, ¯®«³·¥®© ·¨-
±«¥®. �§ °¨±³ª  ¢¨¤®, ·²® ±¨£¬ -´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ´° ª² «¼-
³¾ ±²°³ª²³°³ ¨ ±®¤¥°¦¨² ° §°»¢» ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ m=2n, ². ¥. ¢
²®·ª µ, ¯°¥¤±² ¢«¿¥¬»µ ¢ ¤¢®¨·®© ±¨±²¥¬¥ ª®¥·»¬¨ ¤°®¡¿¬¨.
�¯° ¢¥¤«¨¢» ¯°¥¤¥«¼»¥ ±®®²®¸¥¨¿

��1(1� 0) = �; ��1(+0) = �2: (16.10)

�²¨ ¤¢¥ ¢¥«¨·¨» § ¤ ¾² ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¨ ¬¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¿
¨§ ¢±¥£®  ¡®°  ¬ ±¸² ¡»µ ´ ª²®°®¢ ¨ ®²¢¥· ¾² ®ª°¥±²®±²¨, ±®-
®²¢¥²±²¢¥®, ½ª±²°¥¬³¬  ¨ ª° ©¥© ²®·ª¨ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª-
²®° .

16.5. �¯¥ª²° �³°¼¥

�¡±³¤¨¬ ¢®¯°®± ® ±¯¥ª²°¥ �³°¼¥ ±¨£ « , ¯®°®¦¤ ¥¬®£® ¤¨ -
¬¨ª®© ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ (Feigenbaum, 1979; Huberman,
A.Zisook, 1981; M.Nauenberg, J.Rudnik, 1981). � ª ³¦¥ £®¢®-
°¨«®±¼, ¢ ½²®© ²®·ª¥ ±®±³¹¥±²¢³¾² ¥³±²®©·¨¢»¥ ¶¨ª«» ±® ¢±¥¢®§-
¬®¦»¬¨ ¯¥°¨®¤ ¬¨ 2k. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¬®¦® ¬»±«¨²¼
ª ª ¯°¥¤¥«¼»© ®¡º¥ª²,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥¬»© ½²¨¬¨ ¶¨ª« ¬¨ ±® ¢±¥
¡®«¼¸¥© ²®·®±²¼¾ ¯°¨ k !1.

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤ N =
= 2k ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, ¥¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
§ ·¥¨© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®© x0, x1, x2, : : :, xN�1. � §«®-
¦¥¨¥ ¢ °¿¤ �³°¼¥ ¨ ®¡° ²®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢»-
° ¦¥¨¿¬¨

xn =
N�1X
m=0

cm exp

�
2�i

N
mn

�
; cm =

1

N

N�1X
n=0

xn exp

�
�
2�i

N
mn

�
:

(16.11)

�¥«¨·¨  f = m=N ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© · ±²®²³ m-© ª®¬¯®¥²»,
  ¤«¿ ª¢ ¤° ²   ¬¯«¨²³¤» ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ S(f) = S(m=N) =
= jcmj

2.
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�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¶¨ª«³ ³¤¢®¥®£® ¯¥°¨®¤  2N , ¢±¥ ®²®±¿-
¹¨¥±¿ ª ¥¬³ ¢¥«¨·¨» ¡³¤¥¬ ®²¬¥· ²¼ ¸²°¨µ®¬. �®ª ¦¥¬, ·²®
ª®½´´¨¶¨¥²» °¿¤  �³°¼¥ ¤«¿ ½²®£® ¶¨ª« 

c0m =
1

2N

2N�1X
n=0

x0n exp

�
�
2�i

2N
mn

�
=

1

2N

N�1X
n=0

x02n exp

�
�
2�i

N
mn

�
+

+
1

2N

N�1X
n=0

x02n+1 exp

�
�
2�i

N
mn�

�i

N
m

�
(16.12)

¯°¨¡«¨¦¥® ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ª®½´´¨¶¨¥²» cm.
� ±¨«³ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨£ , ¤«¿ ¶¨ª«  ³¤¢®¥®£® ¯¥°¨®¤  ½«¥-

¬¥²» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ § ·¥¨© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®© ±
·¥²»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ¡³¤³² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ª ª x02n

�= xn=�, � =
= � 2;5029: : :,   ¥·¥²»¥ ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ «®£¨±²¨·¥-
±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ª ª

x02n+1 = 1� �cx
0

n
2 �= 1�

�cx
2
n

�2
= 1�

1� xn+1
�2

:

�®¤±² ¢«¿¿ ½²¨ ¢»° ¦¥¨¿ ¢ (16.12), ¨¬¥¥¬:

c0m
�=

1

2N

N�1X
n=0

�xn
�

�
exp

�
�
2�i

N
mn

�
+

+
1

2N

N�1X
n=0

�
1�

1

�2

�
exp

�
�
2�i

N
mn �

�i

N
m

�
+

+
1

2N

N�1X
n=0

�xn+1
�2

�
exp

�
�
2�i

N
mn �

�i

N
m

�
: (16.13)

�§ ±° ¢¥¨¿ ± (16.11) ¢¨¤®, ·²® ¯¥°¢ ¿ ±³¬¬  ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥,
ª ª cm=2�,   ²°¥²¼¿ § ¬¥®© ¨¤¥ª±  n+ 1! � ±¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥
²®£® ¦¥ ¢¨¤  ¨ ° ¢  cm exp

�
(�i=N)m

�
=2�2. �±² ¢¸¨©±¿ ·«¥

¢»·¨±«¿¥²±¿ ¿¢® ¨ ®²«¨·¥ ®² ³«¿ ²®«¼ª® ¯°¨ m = 0 ¨ m = N .
� °¥§³«¼² ²¥ ¨¬¥¥¬

c00 =
c0(�

�1 + ��2)

2
+

1� ��2

2
;

c0N =
c0(�

�1 � ��2)

2
�

1� ��2

2
;

(16.14)

c0m = cm
��1 + ��2 exp (�im=N)

2

c0m+N = cm
��1 � ��2 exp (�im=N)

2

9>>=
>>;

0 < m < N: (16.15)
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�° ¢¥¨¥ ¤«¿ c0 ¨¬¥¥² ¢¨¤ °¥ª³°°¥²®£® ¢»° ¦¥¨¿. �°¨
¥£® ¨²¥° ¶¨¿µ ª®½´´¨¶¨¥² ±²°¥¬¨²±¿ ª c0 = (� + 1)=(2� + 1),
·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¥¤¥«³ ¡¥±ª®¥·®£® ¯¥°¨®¤  ¶¨ª«®¢, N ! 1.
�§ ¢²®°®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¢¨¤®, ·²® lim cN = (� + 1)(2� + 1)�1�
�(��1 � ��2)=2� (1� �2)=2, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

S(0) = S(1) =

�
�+ 1

2� + 1

�2
; S

�
1

2

�
=

�
�2 � 1

�(2�+ 1)

�2
: (16.16)

�«¿ m 6= 0 ¨§ (16.15) ¬®¦® ¢»° §¨²¼ S0(f=2) ¨ S0(1=2 + f=2)
·¥°¥§ S(f). �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°¥¤¥«¼»© ¯¥°¥µ®¤ ª ¡¥±ª®¥·®
¡®«¼¸®¬³ ¯¥°¨®¤³, ²® ¸²°¨µ¨ ¬®¦® ®¯³±²¨²¼ ¨ § ¯¨± ²¼ °¥§³«¼-
² ² ¢ ¢¨¤¥

S

�
f

2

�
=

�
1 + �2

4�4
+

1

2�3
cos�f

�
S(f);

S

�
1

2
+

f

2

�
=

�
1 + �2

4�4
�

1

2�3
cos �f

�
S(f):

(16.17)

�§ ¯®«³·¥»µ ±®®²®¸¥¨© ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ±¯¥ª²° ¡³¤¥²
±®¤¥°¦ ²¼ ¤¨±ª°¥²»¥ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥   · ±²®² µ f = m2�k ±®
¢±¥¢®§¬®¦»¬¨ ¶¥«»¬¨m ¨ k = 0; 1; 2; : : :�µ  ¬¯«¨²³¤» ¬®¦®
¢»·¨±«¨²¼ °¥ª³°°¥²»¬ ®¡° §®¬ ± ¯®¬®¹¼¾ (16.17), ¨±¯®«¼§³¿
(16.16) ¢ ª ·¥±²¢¥ À · «¼»µ ³±«®¢¨©Á.

�  °¨±. 16.7 ¯®ª § » ´³°¼¥-±¯¥ª²°»,  ©¤¥»© ·¨±«¥®
¨ ¯®«³·¥»© ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¡«¨¦¥»µ ±®®²®¸¥¨© (16.16),

�¨±. 16.7. �¯¥ª²° �³°¼¥   ¯®°®£¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®-
¡° ¦¥¨¨,  ©¤¥»© ·¨±«¥® ( ) ¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¡«¨¦¥»µ   «¨²¨·¥±ª¨µ
±®®²®¸¥¨© (¡)

(16.17). �  ¢¨¤ ®¨ ¯®·²¨ ¥° §«¨·¨¬». �® ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ ®²-
«®¦¥  ±¯¥ª²° «¼ ¿ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¢ ¤¥¶¨¡¥«« µ S(¤�) = 10 lgS.
�¯¥ª²° ®¡« ¤ ¥² ¨¥° °µ¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©: ±³¡£ °¬®¨ª¨ ª ¦-
¤®£® ¯®±«¥¤³¾¹¥£® ³°®¢¿ k ³¬¥¼¸ ¾²±¿ ¯® ¨²¥±¨¢®±²¨ ¢
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±°¥¤¥¬   ´ ª²®°  = (1 + �2)=4�4, ². ¥. ¢ 21;6 ° §  ¨«¨  
13;4 ¤�. �¥° ¢®¬¥°®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿  ¬¯«¨²³¤ ¢ ¯°¥¤¥« µ ¤ -
®£® ³°®¢¿ ¤ ¥²±¿ ´ ª²®°®¬ � = 2�=(1 + �2) � 0;69.

�²®¡» ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¯°¨±³¹¨¥ ±¯¥ª²°³ ±¢®©±²¢  ¯®¤®¡¨¿ ¢ ¡®«¥¥
 £«¿¤®¬ ¢¨¤¥, ¨±¯®«¼§³¥¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨© ¬ ±¸² ¡ ¯® ®¡¥¨¬
®±¿¬, ¯°¨·¥¬ ±¯¥ª²° «¼»¥ ¨²¥±¨¢®±²¨ ®²¥±¥¬ ª f�, £¤¥ ¯®-
ª § ²¥«¼ � � 6;39 ¯®¤®¡°  ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ (°¨±. 16.8). � ª ¬®¦®

�¨±. 16.8. �¯¥ª²° �³°¼¥   ¯®°®£¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ µ ®±  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®-
¡° ¦¥¨¨,  ©¤¥»© ·¨±«¥® ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥»© ¢ ¤¢®©®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬
¬ ±¸² ¡¥. �¯¥ª²° «¼»¥ ¨²¥±¨¢®±²¨ ®²¥±¥¬ ª f�, £¤¥ ¯®ª § ²¥«¼ � � 6;39
¯®¤®¡°  ½¬¯¨°¨·¥±ª¨

§ ¬¥²¨²¼, ®²®±¨²¥«¼ ¿ ¢»±®²  ¨ ¢§ ¨¬®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¯¨ª®¢
¢®±¯°®¨§¢®¤¿² ¤°³£ ¤°³£  ± ¯° ¢¨«¼®© ¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾ ¯® ®±¨ «®-
£ °¨´¬  · ±²®².

�  ®±®¢ ¨¨  ¸¥£® ¯°¨¡«¨¦¥®£®   «¨§  ±¯¥ª²° «¼»µ ±®®²®-
¸¥¨© ½²®² °¥§³«¼² ² ¬®¦® ®¡º¿±¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¯¥ª²° «¼-
»¥ ¨²¥±¨¢®±²¨   · ±²®² µ f = f02�k ¯®«³· ¾²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¬
¯°¨¬¥¥¨¥¬ ¯¥°¢®© ´®°¬³«» (16.17). �®±ª®«¼ª³ ¯°¨ ½²®¬ f ! 0, ²®
ª®±¨³± ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾, ¨ ´ ª²®° ¯¥°¥±·¥²  ¨²¥±¨¢®±²¥© ®ª §»-
¢ ¥²±¿ ° ¢»¬ � = (1 + �2)=4�4 + 1=2�3. �®½²®¬³ S(f � 2�k) �= �kS(f).
�¢¥¤¥¬ s(f) = S(f)=f� , £¤¥ � = log

2
� = 6;19, ²®£¤  ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼

s(f � 2�k) �= s(f). � ·¥¨¥ ª®±² ²» ¥±ª®«¼ª® ®²«¨· ¥²±¿ ®²  ©¤¥-
®£® ½¬¯¨°¨·¥±ª¨, ·²® ®¡º¿±¿¥²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿¬¨, ±¤¥« »¬¨ ¯°¨
¢»¢®¤¥ ´®°¬³« (16.17).

16.6. � ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ 
¢ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬ µ ¨ ¬®¤¥«¿µ

¢ ¢¨¤¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©

� °¥ «¼»µ ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ ®·¥¼ · ±²®
¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ . �§-§ 
¥¨§¡¥¦®£® ¯°¨±³²±²¢¨¿ ¸³¬®¢, ³¤ ¥²±¿ ° §«¨·¨²¼, ° §³¬¥¥²±¿
²®«¼ª® ®£° ¨·¥®¥ ·¨±«® ¡¨´³°ª ¶¨© (¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¥ ¡®«¥¥
5{6 ¢ ²¹ ²¥«¼® ¯®±² ¢«¥»µ ½ª±¯¥°¨¬¥² µ). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
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®¡¹ ¿ ª °²¨  ¯¥°¥µ®¤  ®·¥¼ µ ° ª²¥°  ¨ ¤¥¬®±²°¨°³¥² ¬®-
£¨¥ ²®ª¨¥ ¤¥² «¨, ¯°¨±³¹¨¥ ¤ ®¬³ ª« ±±³ ³¨¢¥°± «¼®±²¨.
�¶¥ª¨ ª®±² ² �¥©£¥¡ ³¬  � ¨ �, ¯®«³·¥»¥ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥-
² µ,  µ®¤¿²±¿ ¢ ° §³¬®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²¥®°¨¥©.

� «¥ª¶¨¨ 5 ¡»«¨ ¯°¨¢¥¤¥» ±¯¥ª²°» ¨ ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²», ¯®-
«³·¥»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿
¯¥°¨®¤  ¢ ¥«¨¥©®¬ ª®«¥¡ ²¥«¼®¬ ª®²³°¥ ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬
¢¥¸¨¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ (±¬. °¨±. 5.18). �¥°¢ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®-
¥¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ²° ¥ª²®°¨¿ ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ¢®ª°³£ ¶¨ª«  ¥
¯®¯ ¤ ¥² ¢ ¨±µ®¤³¾ ²®·ª³,   ¨¤¥²   ¢²®°®© ®¡®°®², ¯®±«¥ ª®²®-
°®£® § ¬»ª ¥²±¿. �®±«¥ ±«¥¤³¾¹¥© ¡¨´³°ª ¶¨¨ ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²®,
±®¢¥°¸¨¢ ¤¢  ®¡®°®² , ²° ¥ª²®°¨¿ À¯°®¬ µ¨¢ ¥²±¿Á ¬¨¬®  · «¼-
®© ²®·ª¨ ¨ § ¬»ª ¥²±¿ ²®«¼ª® ¯®±«¥ ·¥²»°¥µ ®¡®°®²®¢, § ²¥¬
¯®±«¥ ¢®±¼¬¨ ®¡®°®²®¢ ¨ ². ¤. � § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨  ¡«¾-
¤ ¥²±¿ ®¡° ²»© ¯°®¶¥±± ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® À®£°³¡«¥¨¿Á ²®ª®©
±²°³ª²³°»  ²²° ª²®° . �²²° ª²®° ¯®µ®¦   «¥²³, § ¬»ª ¾¹³-
¾±¿ ¯®±«¥ : : :, 8, 4, 2 ®¡®°®²®¢.

�¢®«¾¶¨¿ ±¯¥ª²°  ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬
®¡° §®¬. � · «  ¢ ¥¬ ¯°¨±³²±²¢³¾² ²®«¼ª® £ °¬®¨ª¨, ®²¢¥· -
¾¹¨¥ ®±®¢®¬³ ¯¥°¨®¤³. � «¥¥, ¯®±«¥ ¯¥°¢®© ¡¨´³°ª ¶¨¨ ³¤¢®-
¥¨¿ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ±³¡£ °¬®¨·¥±ª ¿ ±®±² ¢«¿¾¹ ¿, § ²¥¬ ª ¦¤ ¿
¯®±«¥¤³¾¹ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¢®§¨ª®¢¥¨¥¬ ¢±¥ ®-
¢»µ ±³¡£ °¬®¨ª ²®·® ¢ ±¥°¥¤¨¥ ¨²¥°¢ «  ¬¥¦¤³ ±³¹¥±²¢®-
¢ ¢¸¨¬¨ ° ¥¥ ±¯¥ª²° «¼»¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨. � ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¥ ¯°¥¤±² ¢«¥» ±³¡£ °¬®¨ª¨ ¢±¥µ ³°®¢¥©. � § ª°¨²¨·¥±ª®©
®¡« ±²¨ ±³¡£ °¬®¨·¥±ª¨¥ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ° §°³¸ ¾²±¿ ¢ ¯®°¿¤ª¥,
®¡° ²®¬ ¯®°¿¤ª³ ¨µ ¯®¿¢«¥¨¿,   ¨µ ¬¥±²¥ ®±² ¾²±¿ ³· ±²ª¨
±¯«®¸®£® ±¯¥ª²°  (µ ®±). � ¥ª®²®°»µ ³§ª¨µ ®¡« ±²¿µ ¯® ¯ ° -
¬¥²°³ ±¯¥ª²° ¢®¢¼ ¤¥« ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²»¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®ª ¬
¯¥°¨®¤¨·®±²¨,   § ²¥¬ ®¯¿²¼ ¢®§¨ª ¥² µ ®±.

�  ¢²®®¬»µ ±¨±²¥¬ µ ½¢®«¾¶¨¿ ´ §®¢»µ ¯®°²°¥²®¢ ¨ ±¯¥ª-
²°®¢ ¢»£«¿¤¨² ¢ ®¡¹¥¬   «®£¨·®, ® ¯°¨±³²±²¢³¾¹¨¥ ¢ ±¯¥ª-
²°¥ ³§ª¨¥ ¯¨ª¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¨¬¥¾² ª®¥·³¾ ¸¨°¨³
(�¨ª®¢±ª¨©, 1982).

�  °¨±. 16.9 ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ½¢®«¾¶¨¿ ´ §®¢®£® ¯®°²°¥²   ²-
²° ª²®°  ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¢ ±¨±²¥¬¥
�³  | ½«¥ª²°®®© ±µ¥¬¥, ª®²®° ¿ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ²°¥µ
¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ± ª³±®·®© ¥«¨-
¥©®±²¼¾ (±¬. «¥ª¶¨¾ 5). �±² ®¢¨¬±¿ ±¯¥¶¨ «¼®   ±¨²³ ¶¨¨
¢ ²®·ª¥  ª®¯«¥¨¿ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤ , £¤¥ ´®°¬¨°³-
¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®°, ®¡« ¤ ¾¹¨© ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³-
°®©. �  °¨±. 16.10 ¯®ª §  ´ §®¢»© ¯®°²°¥²  ²²° ª²®°  ¢ ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ � = 3;3684481649, � = 4;0388943177. � ª ¬®¦®
³¡¥¤¨²¼±¿, ¯®¯¥°¥· ¿ ±²°³ª²³°  ¯®«®±, ¨§ ª®²®°»µ ±®±²®¨²  ²-
²° ª²®°, ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª ²®°®¯®¤®¡®¥ ¬®¦¥±²¢®, ´° -
ª² «¼»¥ ±¢®©±²¢  ª®²®°®£® ²¥ ¦¥ ± ¬»¥, ª ª ¤«¿  ²²° ª²®° 
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�¥©£¥¡ ³¬  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨. � · ±²®±²¨, ¢¡«¨§¨
®¯°¥¤¥«¥®© ²®·ª¨ ±²°³ª²³°  ¯®«®± ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨ ¯¥°¥-
±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡    ª®±² ²³ �¥©£¥¡ ³¬  �.

� ¥¥ ¬» £®¢®°¨«¨, ·²® µ ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° | ´° ª² «¼-
»© ®¡º¥ª², ²¥¯¥°¼ ¬» ®¡±³¦¤ ¥¬ ´° ª² «¼»¥ ±¢®©±²¢  ª°¨²¨-
·¥±ª®£®  ²²° ª²®° . �«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª³²¼ ±³¹¥±²¢¥®¥ ° §«¨·¨¥
¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ´° ª² «¼»¬¨ ±²°³ª²³° ¬¨. �° ¢¨²¥ ¤¨ £° ¬¬»
  °¨±. 16.9£ ¨ ¤. �®¤¥«¼ µ ®²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  | «¥² , ®¯°¥-

�¨±. 16.9. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°  ±µ¥¬» �³  (5.22) ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±-
ª®±²¼ (x; y) («¥¢ ¿ ª®«®ª ) ¨ ¢ ±¥·¥¨¨ �³ ª °¥ (¯° ¢ ¿ ª®«®ª ):  {¢ |
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬»; £ | ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®°; ¤ | µ ®±

¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ±ª°³·¥ ¿ ¨ ±ª«¥¥ ¿,   ´° ª² «¼ ¿ ¯°¨-
°®¤   ²²° ª²®°  ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® «¥²  ±«®¨±² ¿, ¨¬¥¥²
²®ª³¾ ¯®¯¥°¥·³¾ ±²°³ª²³°³ ¨§ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  À«¨±²®¢Á ¯®
±¢®¥© À²®«¹¨¥Á. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° | ½²® «¥² , ¨§ ª®²®°®©
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¢»°¥§   ¶¥²° «¼ ¿ ¯®«®± , ¨§ ®±² ¢«¥»µ ¯®«®±®ª ¢»°¥§ »
¶¥²° «¼»¥ ¡®«¥¥ ³§ª¨¥ ¯®«®±ª¨ ¨ ². ¤., ². ¥. °¥·¼ ¨¤¥² ® ´° ª-
² «¼®© ±²°³ª²³°¥ ¥ ¯® ²®«¹¨¥,   ¯® ¸¨°¨¥ «¥²». �®§¬®¦®,
¡®«¥¥  £«¿¤® ½²® ° §«¨·¨¥ ±²°³ª²³°» ¢¨¤® ¢ ±¥·¥¨¨ �³ ª °¥

�¨±. 16.10. � §®¢»© ¯®°²°¥²  ²²° ª²®°  ±¨±²¥¬» �³  ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥
 ª®¯«¥¨¿ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±ª®±²¼ (x; y)
¯°¨ � = 3;3684481, � = 4;0388943. �»°¥§  ¿ ¯®«®±ª  ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨
(x; y; z) = (2;09924; 0;18922; �2;24700) ¯®ª §     ¥±ª®«¼ª¨µ ¸ £ µ ³¢¥«¨-
·¥¨¿   ´ ª²®° �¥©£¥¡ ³¬  � = �2;5029: : : (�²°¨¶ ²¥«¼®¥ § ·¥¨¥ ¬ ±-
¸² ¡®© ª®±² ²» ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨§¬¥¥¨¾ ®°¨¥² ¶¨¨.)

(±¬. ¯° ¢³¾ ª®«®ª³   °¨±. 16.9). � ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¨¬¥¥²
´° ª² «¼³¾ ±²°³ª²³°³ ¯®¯¥°¥ª,   ª°¨²¨·¥±ª¨© | ¢¤®«¼ ¥£® ¨§®-
¡° ¦¥¨¿ ¢ ±¥·¥¨¨ �³ ª °¥. � ª³¾ ¦¥ ª °²¨³ ¬®¦® ¢¨¤¥²¼  
°¨±. 16.11, £¤¥ ¯®ª § » ª°¨²¨·¥±ª¨© ¨ µ ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®°»
®²®¡° ¦¥¨¿ �®.

�¨±. 16.11. �°¨²¨·¥±ª¨© ( ) ¨ µ ®²¨·¥±ª¨© (¡)  ²²° ª²®°» ®²®¡° ¦¥¨¿ �®
x0 = 1� ax2 � by, y0 = x

�«¿ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ (¨«¨ ¢»¿¢«¥¨¿ ¯°¨  ¡«¾¤¥¨¨) k-£®
³°®¢¿ ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³°» ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ³¦®
³¤¢®¨²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ¢°¥¬¥®© ¨²¥°¢ «: Tk �= 2kT , £¤¥
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T | µ ° ª²¥°»© ¯¥°¨®¤ ®±®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ±¨±²¥¬». �«¿ µ -
®²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  µ ° ª²¥°®¥ ¢°¥¬¿ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ª ¦¤®£®
®¢®£® ³°®¢¿ ´° ª² «¼®© ±²°³ª²³°» ®¤® ¨ ²® ¦¥, ¯®°¿¤ª  ��1,
£¤¥ � | ¯®ª § ²¥«¼ �¿¯³®¢ , ² ª ·²® Tk �= k��1.

� ²°¥µ¬¥°®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ± ¥¯°¥°»¢-
»¬ ¢°¥¬¥¥¬ µ ®²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ®¡¿§  ¨¬¥²¼ ´° ª² «¼³¾
° §¬¥°®±²¼, ¯°¥¢»¸ ¾¹³¾ 2. � , ° §³¬¥¥²±¿, § ¢¨±¨² ®² ª®-
ª°¥²®© ±¨±²¥¬» ¨ ®² ¢»¡®°  °¥¦¨¬ . � §¬¥°®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®£®
 ²²° ª²®° , °¥ «¨§³¾¹¥£®±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ´¥©£¥¡ ³¬®¢±ª®£® ª ±-
ª ¤  ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ , ¢±¥£¤  ®¤  ¨ ²  ¦¥ ¨ ±®±² ¢«¿¥² 1 + d,
£¤¥ d = 0;538: : : | ³¨¢¥°± «¼ ¿ ª®±² ²  (±¬. (16.1)); ¥¤¨-
¨¶  ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¨§-§   «¨·¨¿ ¤®¯®«¨²¥«¼®£® ¨§¬¥°¥¨¿ ¢¤®«¼
´ §®¢®© ²° ¥ª²®°¨¨. �®°¬³«  � ¯«  {�®°ª¥, ª®²®° ¿ ®¡»·®
¤ ¥² ¯° ¢¨«¼³¾ ®¶¥ª³ ´° ª² «¼®© ° §¬¥°®±²¨ µ ®²¨·¥±ª¨µ
 ²²° ª²®°®¢, ª ª°¨²¨·¥±ª®¬³  ²²° ª²®°³ ¥¯°¨¬¥¨¬ . �² °¸¨©
«¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ° ¢¥ ³«¾.
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�±«¨ ¢ ª ª®©-²® ±¨±²¥¬¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ·¥°¥¤®¢ ¨¥ ±² ¤¨© (´ §)
°¥£³«¿°®£® ¨ µ ®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿, ²® £®¢®°¿² ® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®-
±²¨. � ¯°¨¬¥°, ¢ £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ²¥·¥¨¿µ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¯¥°¥-
¬¥¦ ¾¹ ¿±¿ ²³°¡³«¥²®±²¼, ª®£¤  ²¥·¥¨¥ ®¤®¢°¥¬¥® ¨¬¥¥²
¢ ®¤¨µ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ®¡« ±²¿µ ¯« ¢»©, « ¬¨ °»©,   ¢
¤°³£¨µ | ¥°¥£³«¿°»©, ²³°¡³«¥²»© µ ° ª²¥°.

� ª®²¥ª±²¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ²¥°¬¨ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ( -
£«¨©±ª¨© ½ª¢¨¢ «¥² intermittency), ¢®¸¥« ¢ ®¡¨µ®¤ ¯®±«¥ ®¯³-
¡«¨ª®¢ ®© ¢ 1980 £. ° ¡®²» ´° ¶³§-
±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥© �®¬® ¨ � ¥¢¨««¿
(Pomeau, Manneville, 1980). �¨ ³ª § «¨
²°¨ ²¨¯  ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ª®²®°»¥ ¬®£³²
±®¯°®¢®¦¤ ²¼ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£®
¤¢¨¦¥¨¿ ª µ ®±³ (±¬. «¥ª¶¨¾ 14).

�¨±. 17.1. � ¬¥µ ¨§¬³
¢®§¨ª®¢¥¨¿ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¨ ²¨¯  I

� ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ¥®© ¿¢«¿¥²±¿
¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I, ª®²®° ¿ ¨ ¡³¤¥²
®±®¢»¬ ¯°¥¤¬¥²®¬ ®¡±³¦¤¥¨¿ ¢ ¤ -
®© «¥ª¶¨¨. � ¯®¬¨¬, ·²® ¥¥ ¢®§¨ª®-
¢¥¨¥  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ± ª ± ²¥«¼®© ¡¨´³°-
ª ¶¨¥© ¨ ¯®¿¢«¥¨¥¬ Àª®°¨¤®° Á   ¬¥±²¥
¨±·¥§³¢¸¨µ ¯®±«¥ ±«¨¿¨¿ ³±²®©·¨¢®© ¨
¥³±²®©·¨¢®© ²®·¥ª (¶¨ª«®¢). �°¥¤¯®« -
£ ¥²±¿, ·²® ¯®±«¥ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¢ ³¤ «¥»µ ®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®-
±²° ±²¢ , £¤¥ ¤¨ ¬¨ª  ±«®¦ ¿ ¨ ¥°¥£³«¿° ¿, ±¨±²¥¬  ¢±¥£¤ 
¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¨±µ®¤³¾ ®¡« ±²¼ (°¥¨¦¥ª¶¨¿) ¨ ¤®«¦  ±®¢  ¨
±®¢  ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ Àª®°¨¤®°Á (°¨±. 17.1).

17.1. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I: ¯°¨¬¥°»

�«¥¤³¿ �®¬® ¨ � ¥¢¨««¾, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¨ ¬¨ª³ ¬®¤¥«¨ �®-
°¥¶ 

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy (17.1)

¯°¨ � = 10, b = 8=3 ¨ § ·¥¨¿µ r ¢ ¥ª®²®°®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ¢¡«¨§¨
166. �  °¨±. 17.2 ¯®ª § » ¯®«³·¥»¥   ª®¬¯¼¾²¥°¥ § ¢¨±¨-
¬®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®© ®² ¢°¥¬¥¨. �  °¨±. 17.3 ¯°¨-
¢¥¤¥» ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²», ¢»¯®«¥»¥ ¢ ²¥µ¨ª¥ ª®¤¨°®¢ ¨¿



250 �¥ª¶¨¿ 17. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼

²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥²  ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¯°¥¡»¢ ¨¿
¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ®¡« ±²¿µ.

�¨±. 17.2. �°¥¬¥»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®© x ¢ ±¨±²¥¬¥ �®-
°¥¶ , ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼: � = 10, b = 8=3,
r = 166 ( ), 166;12 (¡), 166;24 (¢)

�°¨ r = 166 °¥ «¨§³¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬, ª®²®°®¬³ ¢
´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®²¢¥· ¥² ¯°¥¤¥«¼»© ¶¨ª«. �°¨ r ¥¬®£®
¡®«¼¸¥¬ ½²®© ¢¥«¨·¨»,  ¡«¾¤ ¾²±¿ ¤«¨²¥«¼»¥ ¢°¥¬¥»¥

�¨±. 17.3. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°  ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¥¬¥»µ
x, y, ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥¶ :
� = 10, b = 8=3, r = 166 ( ), 166;24 (¡)
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³· ±²ª¨ °¥£³«¿°®£®, ¯®·²¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿ | « ¬¨-
 °»¥ ±² ¤¨¨, ª®²®°»¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¾²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ¥¯°®¤®«¦¨-
²¥«¼»¬¨ ²³°¡³«¥²»¬¨ ¢±¯«¥±ª ¬¨. �¥¬ ¤ «¼¸¥ ¬» ¯® ¯ ° ¬¥-
²°³ ®² ²®·ª¨ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ²¥¬ ª®°®·¥ « ¬¨ °-

�¨±. 17.4. �²®¡° ¦¥¨¥ ¢®§¢° ² 
¤«¿ ¯¥°¥¬¥®© y ±¨±²¥¬» �®-
°¥¶  ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®-
±²¨: � = 10, b = 8=3, r = 166;2.
�¥ª³¹ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼ x = 0

»¥ ±² ¤¨¨. �  ´ §®¢®¬ ¯®°²°¥²¥
¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ¿°ª® ¯°®°¨±®¢ ³¾
®¡« ±²¼, ¡«¨§ª³¾ ¯® ´®°¬¥ ª ¨±·¥§-
³¢¸¥¬³ ¯°¥¤¥«¼®¬³ ¶¨ª«³. � ½²®©
®¡« ±²¨ ¯°®²¥ª ¥² ¤¨ ¬¨ª    « -
¬¨ °»µ ±² ¤¨¿µ. �±² «¼ ¿ · ±²¼
¯®°²°¥² , ¯°®°¨±®¢  ¿ ¡«¥¤»¬¨
²® ¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²³°¡³«¥²»¬
±² ¤¨¿¬.

�²®¡» ¯°®¿±¨²¼ ¬¥µ ¨§¬ ¢®§-
¨ª®¢¥¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¢ ±¨±²¥-
¬¥ �®°¥¶ , ®¡° ²¨¬±¿ ª ¯®±²°®¥¨¾
±¥·¥¨¿ �³ ª °¥ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥-
±²¢¥ ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯«®±ª®±²¼
x = 0. �³±²¼ (yn; zn) | ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ ´ §®¢ ¿
²° ¥ª²®°¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ½²®© ¯«®±-
ª®±²¼¾. �  °¨±. 17.4 ¯®ª §   § ¢¨-
±¨¬®±²¼ yn+1 ®² yn ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨. �¨¤®, ·²® ¢ ¢»-
¡° ®¬ ¨²¥°¢ «¥ ²®·ª¨ ° ±¯®« £ ¾²±¿ ¢¤®«¼ £« ¤ª®© ª°¨¢®©, ¯®-
·²¨ ª ± ¾¹¥©±¿ ¡¨±±¥ª²°¨±». (�¥¬ ¡«¨¦¥ ¬» ª ²®·ª¥ ¢®§¨ª®-
¢¥¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ²¥¬ ±¨²³ ¶¨¿ ¡«¨¦¥ ª ª ± ¨¾.) � ª¨¬
®¡° §®¬,  «¨¶® ¯°¨±³²±²¢¨¥ µ ° ª²¥°®£® ¤«¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨
²¨¯  I Àª®°¨¤®° Á   ¨²¥° ¶¨®®© ¤¨ £° ¬¬¥, £¤¥ ¨§®¡° ¦ ¾-
¹ ¿ ²®·ª  ¯°®¢®¤¨² ®±®¢®¥ ¢°¥¬¿,   ¨¬¥®,   ¯°®²¿¦¥¨¨
« ¬¨ °»µ ±² ¤¨©.

�²®°®© ¯°¨¬¥° | «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥

xn+1 = f(xn); f(x) = 1� �x2: (17.2)

� ª ¨§¢¥±²®, ¢ ®¡« ±²¨ � > �c = 1;401155: : :  °¿¤³ ± ®¡« -
±²¿¬¨ µ ®±  ¨¬¥¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ®ª® ³±²®©·¨¢®±²¨ | ¨²¥°¢ «®¢
¯ ° ¬¥²° , £¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿  ²²° ª²®° ¢ ¢¨¤¥ ³±²®©·¨¢®£® ¶¨ª« 
²®£® ¨«¨ ¨®£® ®¯°¥¤¥«¥®£® ¯¥°¨®¤  (°¨±. 17.5). �°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§
®ª  ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ±²®°®³ ³¢¥«¨·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ¬®¦®  ¡«¾-
¤ ²¼ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤    ¡ §¥ ¨±µ®¤®£® ¶¨ª« ,   ¢»µ®¤ ¢
±²®°®³ ³¬¥¼¸¥¨¿ ¯ ° ¬¥²° , ª ª ®ª §»¢ ¥²±¿, ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿
¢®§¨ª®¢¥¨¥¬ µ ®±  ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼.

� ±±¬®²°¨¬ ± ¬®¥ ¸¨°®ª®¥ ®ª®, ¨¦¿¿ £° ¨¶  ª®²®°®£®
° ±¯®«®¦¥  ¯°¨ � = 1;75 (°¨±. 17.5). � ½²®¬ ®ª¥ °¥ «¨§³¥²±¿
¶¨ª« ¯¥°¨®¤  3, ¨²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  ª®²®°®£® ¯°¨¢¥¤¥   
°¨±³ª¥ ±¯° ¢ . �²®¡» ¯®¿²¼, ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ± ½²¨¬ ¶¨ª«®¬ ¯°¨
³¬¥¼¸¥¨¨ �, ¯®±²°®¨¬ £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥¨¿ §  ²°¨ ¸ £  ¨²¥° -
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¶¨©, f3(x) = f
�
f(f(x))

�
¯°¨ � ¥¬®£® ¡®«¼¸¥¬, ° ¢®¬, ¨ ¥-

¬®£® ¬¥¼¸¥¬ ¡¨´³°ª ¶¨®®£® § ·¥¨¿ 1;75. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥

�¨±. 17.5. �¨´³°ª ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬  «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ § ª°¨²¨-
·¥±ª®© ®¡« ±²¨ (±«¥¢ ) ¨ ¨²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ®ª³ ¯¥°¨®¤  3
(±¯° ¢ ). �¨¦¿¿ £° ¨¶  ®ª  ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¯°¨ � = 1;75; ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§
¥¥ ¢ ±²®°®³ ³¬¥¼¸¥¨¿ � ¢®§¨ª ¥² ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼

¤¨ £° ¬¬» ¯°¨¢¥¤¥»   °¨±. 17.6, ¯°¨·¥¬ ´° £¬¥², ¯°¥¤±² -
¢«¿¾¹¨© ®±®¢®© ¨²¥°¥±, ¯®ª §  ¢ ³¢¥«¨·¥®¬ ¢¨¤¥ (¯° ¢ ¿
· ±²¼ °¨±³ª ). �±®, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ª ± ²¥«¼ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿:
¢ °¥§³«¼² ²¥ ±«¨¿¨¿ ³±²®©·¨¢®© ¨ ¥³±²®©·¨¢®© ²®·¥ª (¤«¿ ¨±-

�¨±. 17.6. �° ´¨ª «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ §  ²°¨ ¸ £  ¨²¥° ¶¨¨ ¯°¨
� = 1;745 (¢¥°µ¿¿ ª°¨¢ ¿), 1;755 (¨¦¿¿ ª°¨¢ ¿) ¨ 1;750, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²
ª ± ²¥«¼®© ¡¨´³°ª ¶¨¨

µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ | ¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  3) ®¡° §³¥²±¿ Àª®°¨¤®°Á.
�¨±. 17.7 ¨««¾±²°¨°³¥² § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®©
®² ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ ¤«¿ ²°¥µ § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°  �. �¥°¢ ¿
¤¨ £° ¬¬  ®²¢¥· ¥² °¥£³«¿°®¬³ °¥¦¨¬³ | ¶¨ª«³ ¯¥°¨®¤  3, ¢²®-
° ¿ ¨ ²°¥²¼¿ ¤¥¬®±²°¨°³¾² ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼. �  « ¬¨ °»µ
±² ¤¨¿µ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯®µ®¦¥   ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬, ®¤ ª® ¡®-
«¥¥ ²¹ ²¥«¼»©   «¨§ ¢»¿¢«¿¥² ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¬¥¤«¥®  ª ¯-
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«¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¢®§¬³¹¥¨©. �²®² ¯°®¶¥±± § ¢¥°¸ ¥²±¿ ¯®¿¢«¥¨¥¬
²³°¡³«¥²®£® ¢±¯«¥±ª . �®±«¥ ½²®£® ¢®¢¼ ¢®§¨ª ¥² « ¬¨ ° ¿
±² ¤¨¿, § ²¥¬ ¢®¢¼ ²³°¡³«¥²»© ¢±¯«¥±ª ¨ ². ¤., ¯°¨·¥¬ ¯°®¬¥-
¦³²ª¨ ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¢±¯«¥±ª ¬¨ ¥ ¯®¢²®°¿-
¾²±¿,   ®ª §»¢ ¾²±¿ ±«³· ©»¬¨. � ¦¤»© ²³°¡³«¥²»© ¢±¯«¥±ª
±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ±¡®¥¬ ´ §» ª®«¥¡ ¨© ¡«¨§ª¨µ ª ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬

�¨±. 17.7. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯¥°¥¬¥®© x ®² ¤¨±ª°¥²®£® ¢°¥¬¥¨ n ¤«¿ «®£¨±²¨·¥-
±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¨§ ®ª  ¯¥°¨®¤  3 ± ¢®§¨ª®¢¥¨¥¬
¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨

  « ¬¨ °»µ ±² ¤¨¿µ. �°¥¤¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ « ¬¨ °-
»µ ±² ¤¨© ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¯°¨ ³¤ «¥¨¨ ®² ¯®°®£  ª ± ²¥«¼®© ¡¨-
´³°ª ¶¨¨,   ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª ¥¬³ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨.

�§¢¥±²®, ·²® ¯°¨±³¹¨© «®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾ ²¨¯ ¤¨-
 ¬¨ª¨ ± ¯¥°¥µ®¤®¬ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨¬ ³±²°®©±²¢®¬ ¯°®±²° ±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢
®£°®¬®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¥«¨¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬, ®²®-
±¿¹¨µ±¿ ª ´¥©£¥¡ ³¬®¢±ª®¬³ ª« ±±³ ³¨¢¥°± «¼®±²¨. �¥¯°¥-
¬¥»¬  ²°¨¡³²®¬ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨±³²±²¢¨¥
®ª® ³±²®©·¨¢®±²¨. �»µ®¤ ¦¥ ¨§ ² ª®£® ®ª  ¢ ®¤®¬ ¨§ ¤¢³µ ¢®§-
¬®¦»µ  ¯° ¢«¥¨© ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼¾, ª ª ¬»
¢¨¤¥«¨   ¯°¨¬¥°¥ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,
·²® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¤®«¦  ¡»²¼ ² ª ¦¥ ° ±¯°®±²° ¥  ¢ ¥«¨-
¥©»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ, ª ª ¨ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ .
� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°    °¨±. 17.8 ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼,
 ¡«¾¤ ¥¬ ¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥° .

� ¥¤ ¢¨µ ° ¡®² µ � °¢¨ � ¯«  ,  ¬¥°¨ª ±ª®£® ¨±±«¥¤®¢ -
²¥«¿ ¨§ �¼¾-�®°ª , ¡»«® ¯®ª § ®, ®¤ ª®, ·²® ¤«¿ ¬®£®¬¥°»µ
±¨±²¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ³±«®¢¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯¥°¥¬¥¦ -
¥¬®±²¨ ²¨¯  I ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ®ª® ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®©
®¡« ±²¨ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤  (Kaplan, 1992, 1993). �® ±®±²®¨² ¢
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²®¬, ·²® ±²¥¯¥¼ ±¦ ²¨¿ ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  §  µ ° ª²¥°»© ¢°¥-
¬¥®© ¯¥°¨®¤ ¤®«¦  ¡»²¼ ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª  (°¨±. 17.9). �«¿

�¨±. 17.8. � ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ®² ¢°¥¬¥¨ ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥-
¬¥¦ ¥¬®±²¨, ª®²®°»© °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥°  _x = �y � z, _y = x+ ay,
_z = b + (x� r)z ¯°¨ a = 0;24, b = 0;2, r = 4;66

®²®¡° ¦¥¨© ²¨¯  �® � ¯«   ¸¥«, ·²® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ Àª« ±-
±¨·¥±ª®£®Á ²¨¯  ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ®ª  ¯¥°¨®¤  3  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯°¨
§ ·¥¨¿µ ¿ª®¡¨   J = b < 0;00155,   ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ

�¨±. 17.9. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²» ¢ ¯°®¥ª¶¨¨   ¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¥¬¥»µ x, y, ¨««¾-
±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥° . � ·¥-
¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢: a = 0;24, b = 0;2, r = 4;68 ( ) ¨ 4;66 (¡)
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µ ° ª²¥° ¯¥°¥µ®¤  ¬¥¿¥²±¿ | ¢®§¨ª ¾² ½´´¥ª²» ²¨¯  ¦¥±²ª¨µ
¯¥°¥µ®¤®¢ ¨ £¨±²¥°¥§¨± . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨   «¨§¥ ª®ª°¥²»µ
±¨±²¥¬ ¯®«¥§® ¨¬¥²¼ ®¶¥ª³ ´ ª²®°  ±¦ ²¨¿ ´ §®¢®£® ¯°®±²° -
±²¢  §  ¯¥°¨®¤, ·²®¡» ¡»²¼ ³¢¥°¥»¬ ¢ ¯° ¢¨«¼®© ¨²¥°¯°¥-
² ¶¨¨ °¥¦¨¬®¢ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨. �«¿ ±¨±²¥¬ �®°¥¶  ¨ �¥±±«¥° 
±²¥¯¥¼ ±¦ ²¨¿ §  µ ° ª²¥°»© ¯¥°¨®¤ ®·¥¼ ¢¥«¨ª , ² ª ·²® ³±«®-
¢¨¥ � ¯«   § ¢¥¤®¬® ¢»¯®«¿¥²±¿.

� «¨·¨¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¥ ¢±¥£¤  ®§ · ¥² µ ®²¨·¥±ª³¾ ¯°¨-
°®¤³ ¢®§¨ª ¾¹¥£® °¥¦¨¬ . �«¼²¥° ²¨¢ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¨««¾-
±²°¨°³¥²±¿   ¯°¨¬¥°¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£®   °¨±. 17.10. �¥-
°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼, °¥ «¨§³¾¹ ¿±¿ ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ¿§»ª  �°®«¼¤  ·¥-

�¨±. 17.10. �¥°¥µ®¤ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ª ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬³ °¥¦¨¬³ ³ ª° ¿
¿§»ª  �°®«¼¤  ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨ � ±« ¢±ª®£® 'n+1 = 'n + � + k sin 'n + d�n,
�n+1 = d�n + k sin'n ¯°¨ d = 0;3, k = 0;5, �=2� = 0;1136 ( ), 0;1137 (¡),
0;1138 (¢)

°¥§ ¥£® ª° © ¯°¨ ¥¡®«¼¸¨µ k, µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ °¥£³«¿°»¬ ·¥°¥-
¤®¢ ¨¥¬ « ¬¨ °»µ ±² ¤¨© ¨ ±² ¤¨© ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿. � ª²¨·¥-
±ª¨ ½²® ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬. �¥µ ¨§¬ °¥¨¦¥ª¶¨¨ ¢ ¤ -
®¬ ±«³· ¥ ®·¥¼ ¯°®±²®©, ® ±¢¿§  ± ¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾ ¯°®±²° -
±²¢  ±®±²®¿¨© ¯® ´ §®¢®© ª®®°¤¨ ²¥. �°¨·¨  ®²±³²±²¢¨¿ µ ®± 
±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ¢»¡° ®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  k = 0;5
¤¨ ¬¨ª    ±² ¤¨¿µ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¥ ®¡« ¤ ¥² ¢»±®ª®© ·³¢±²¢¨-
²¥«¼®±²¼¾ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¢®§¬³¹¥¨¿¬  · «¼»µ ³±«®¢¨©.

17.2. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I: ²¥®°¨¿

�¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢®§¨ª ¥² ¢ ¬®¬¥² ª ± ²¥«¼®© ¡¨´³°ª ¶¨¨,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ § ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª®©. �°¨ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¯°®²¿¦¥®±²¼ « -
¬¨ °»µ ±² ¤¨© ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨, ² ª ·²® ®¨ ±®±² -
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¢«¿¾² ®±®¢³¾, ¯®¤ ¢«¿¾¹³¾ · ±²¼ ¢°¥¬¥¨  ¡«¾¤¥¨¿. �±«¨
° ±±¬®²°¥²¼ ®·¥¼ ³§ª¨© ¨²¥°¢ « ¯® ¯ ° ¬¥²°³,   ª° ¾ ª®²®°®£®
 µ®¤¨²±¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ²® ¢ ¥£® ¯°¥¤¥« µ ¯°®²¿¦¥®±²¼
« ¬¨ °»µ ±² ¤¨© ¡³¤¥² ¬¥¿²¼±¿ ¢¥±¼¬  § ·¨²¥«¼®. � ²® ¦¥
¢°¥¬¿, ¢ ±¨«³ ¬ «®±²¨ ¢ °¨ ¶¨¨ ¯ ° ¬¥²° , ¨§¬¥¥¨¥¬ µ ° ª²¥° 
¤¨ ¬¨ª¨   ²³°¡³«¥²»µ ±² ¤¨¿µ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼. �«¥¤®¢ -
²¥«¼®, ± ¬ ¯® ±¥¡¥ ¯¥°¥µ®¤ ¥ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¨§¬¥¥¨¥¬ ±²°³ª-
²³°» ²³°¡³«¥²»µ ¢±¯«¥±ª®¢. �®½²®¬³ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨©   «¨§ ±®¡-
±²¢¥® ¯¥°¥µ®¤  ¤®«¦¥ ¡»²¼ ±ª®¶¥²°¨°®¢    ¨§³·¥¨¨ « -
¬¨ °»µ ±² ¤¨© (Pomeau, Manneville, 1980; B.Hu, J.Rudnik,
1982, 1986).

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

x0 = x+ "+ x2; (17.3)

£¤¥ " | ³¯° ¢«¿¾¹¨© ¯ ° ¬¥²°. �°¨ " < 0 ®® ¨¬¥¥² ¯ °³ ¥-
¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª, ³±²®©·¨¢³¾ ¨ ¥³±²®©·¨¢³¾. �°¨ ª°¨²¨·¥±ª®¬
§ ·¥¨¨ " = 0 ½²¨ ²®·ª¨ ±«¨¢ ¾²±¿, § ²¥¬ ¨±·¥§ ¾², ¨   ¨µ
¬¥±²¥ ¯°¨ " > 0 ®¡° §³¥²±¿ Àª®°¨¤®°Á.

�±«¨ " ¯®«®¦¨²¥«¼® ¨ ®·¥¼ ¬ «®, ²® ¯°®µ®¦¤¥¨¥ ·¥°¥§ ª®°¨-
¤®° § ¨¬ ¥² ®·¥¼ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¿
(17.3). �°¨ ½²®¬ ¨§¬¥¥¨¥ ¯¥°¥¬¥®© x §  ®¤¨ ¸ £ ¥§ ·¨-
²¥«¼®, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¯¥°¥©²¨ ®² ° §®±²®£® ³° ¢¥¨¿ ª ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼®¬³. �®«®¦¨¬

x0 � x

�t
�=

dx

dt
; (17.4)

£¤¥ �t = 1. �®£¤  ³° ¢¥¨¥ (17.3) ¯¥°¥¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

_x = "+ x2: (17.5)

� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±¨²³ ¶¨¾ ²®·® ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, " =
= 0. �° ¢¥¨¥ _x = x2 ¡¥§ ²°³¤  ¨²¥£°¨°³¥²±¿: dx=x2 = dt,
�1=x = t+C. �»¡¨° ¿ ª®±² ²³ C ² ª, ·²®¡» ¯®¤·¨¨²¼ °¥¸¥-
¨¥  · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾ xjt=0 = x0, ¯®«³· ¥¬

x(t) =
x0

1� x0t
= Ft(x0): (17.6)

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬  · «¼®¬ § ·¥¨¨ x0
°¥¸¥¨¥ ³µ®¤¨²   ¡¥±ª®¥·®±²¼ §  ª®¥·®¥ ¢°¥¬¿: ¬®¤¥«¼ (17.5),
ª ª ¨ (17.3), ¯°¨£®¤  ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ®¯°¥¤¥«¥®© ±² ¤¨¨ ¯°®-
¶¥±± , ® ¥ ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ¶¥«®¬.

�³ª¶¨¿ Ft(x) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ¢°¥¬¿ t. �®-
¢®ª³¯®±²¼ ² ª¨µ ®¯¥° ²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ° §»¬ § ·¥¨¿¬ ¯ -
° ¬¥²°  t, ®¡° §³¥² ¥¯°¥°»¢³¾ £°³¯¯³ (£°³¯¯³ �¨). �±®¢®¥



17.2. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I: ²¥®°¨¿ 257

£°³¯¯®¢®¥ ±¢®©±²¢® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨¬¥¥¨¥ ®¯¥° ²®°  ½¢®-
«¾¶¨© §  ¢°¥¬¿ �1 ¨ § ²¥¬ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ §  ¢°¥¬¿ �2 ¯°¨¢®-
¤¨² ª ² ª®¬³ ¦¥ °¥§³«¼² ²³, ª ª ¯°¨¬¥¥¨¥ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨
§  ¢°¥¬¿ �1 + �2:

F�2

�
F�1(x)

�
= F�1+�2(x): (17.7)

�¥©±²¢¨²¥«¼®,

F�2

�
x

1� �1x

�
=

x=(1� �1x)

1� �2x=(1� �1x)
=

x

1� (�1 + �2)x
= F�1+�2(x):

(17.8)

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ " > 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬
R
dx=("+ x2) =

R
dt,

®²ª³¤  "�1=2 arctg ("�1=2x) = t+C. �®¤·¨¿¿ °¥¸¥¨¥  · «¼®¬³
³±«®¢¨¾ xjt=0 = x0,  µ®¤¨¬

x(t) =
x0 + "1=2 tg ("1=2t)

1� x0"�1=2 tg ("1=2t)
= Ft(x0; "): (17.9)

� ª ¬®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ (17.9) ² ª¦¥ ³¤®¢«¥²¢®-
°¿¥² £°³¯¯®¢®¬³ ±¢®©±²¢³ (17.7).

�®±ª®«¼ª³  ± ¡®«¼¸¥ ¢±¥£® ¨²¥°¥±³¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¬ « ¿
®ª°¥±²®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ° §«®¦¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ (17.9) ¢ °¿¤
�¥©«®°  ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ", ³¤¥°¦¨¢ ¿ ·«¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �¥§³«¼-
² ² ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

F� (x; ") =
x

1� x�
+ "�

1� x� + x2�2=3

(1� x�)2
+ O("2): (17.10)

� ½²®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ½¢®«¾¶¨¿  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ x §  ¢°¥¬¿
� ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥¬

x0 =
x

1� x�
+ "�

1� x� + x2�2=3

(1� x�)2
: (17.11)

�±«¨ ¬» ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ¯®±«¥¤¥£® ³° ¢¥¨¿ § ¬¥³
x = X=� , ²® ®® ±¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³

X 0 =
X

1�X�
+ "�2

1�X +X2=3

(1�X)2
; (17.12)

±®¤¥°¦ ¹¥¬³ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¥¤¨±²¢¥®£® ¯ ° ¬¥²°  ª®¬¡¨ ¶¨¾ "�2.
�°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¢°¥¬¥¨ � ¢ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«® ° §  ¨ ®¤®-
¢°¥¬¥®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  " ¢ 1=2 ° § ´®°¬  ®¯¥° ²®° 
½¢®«¾¶¨¨ ®±² ¥²±¿ ¥¨§¬¥®©. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® µ ° ª²¥° ¿
¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ « ¬¨ °»µ ±² ¤¨© ³ ¯®°®£  ¢®§¨ª®¢¥¨¿
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¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¤®«¦  ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ª ª "�1=2. � ½²®¬ ±®±²®¨² ¯°¨-
±³¹¥¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨£ . �® ¤®¯³±ª ¥² ¯°¿¬³¾
¯°®¢¥°ª³ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥² µ ± ° §«¨·»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨ · ±²® ±«³-
¦¨² ®±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨  ¡«¾¤ ¥¬®£® ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥
¨«¨ ° ±·¥² µ °¥¦¨¬  ª ª ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ²¨¯  I (°¨±. 17.11).

�¨±. 17.11. �®«³·¥ ¿ ¢ ª®¬¯¼¾²¥°®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ ±² ²¨±²¨ª  ±°¥¤¥© ¤«¨-
²¥«¼®±²¨ « ¬¨ °»µ ´ § ¤«¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨
¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª  ¯¥°¨®¤  3 �0 = 1;75. �  £° ´¨ª¥, ¯®±²°®¥®¬ ¢ ¤¢®©®¬ «®£ -
°¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥, ¯°¿¬ ¿ ±  ª«®®¬ (�1=2) ®²¢¥· ¥² § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¨¤ 

T±° / (�0 � �)�1=2, ª®²®°³¾ ¯°¥¤±ª §»¢ ¥² ²¥®°¨¿

�¡±³¤¨¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨
¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¬ «®¥  · «¼®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ex(0). � ±±¬®-
²°¨¬ ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ T , ±®¤¥°¦ ¹¨© ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® N ²³°¡³-
«¥²»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ¨ § ¯¨¸¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª -
§ ²¥«¿:

� �=
1

T
ln

����ex(T )ex(0)
���� = ln jex(T )j � ln jex(0)j

NT±°
; (17.13)

£¤¥ T±° | ±°¥¤¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ « ¬¨ °»µ ±² ¤¨©, ª®-
²®° ¿ ¯°¨ " ! 0 ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ª ª "�1=2. �«¥ ln jex(T )j ¤®±² ²®·®
®¶¥¨²¼ ¢ ³«¥¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® ". �£® ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±³¬¬³
¢ª« ¤®¢ ®² « ¬¨ °»µ ¨ ²³°¡³«¥²»µ ±² ¤¨©. �ª« ¤ ®² ²³°¡³-

«¥²»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ¡³¤¥² ¯®°¿¤ª 
NP
i=1

lnAi
�= N lnA, £¤¥ Ai | ´ ª-

²®° ³±¨«¥¨¿ ¢®§¬³¹¥¨¿ §  ¢°¥¬¿ i-£® ²³°¡³«¥²®£® ¢±¯«¥±ª ,
  ·¥°²®© ®¡®§ ·¥® ³±°¥¤¥¨¥ ¯® ¢±¥¬ N ¢±¯«¥±ª ¬. �²³ ¢¥«¨-
·¨³ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² " ¢ ±¨«³ ¤®¯³¹¥¨¿ ® ²®¬,
·²® ±²°³ª²³°  ²³°¡³«¥²»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¢ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬®¬ ³§ª®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¯ ° ¬¥²° . �«¿ « ¬¨ °®©
±² ¤¨¨ ¢»¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ ½¢®«¾¶¨¨ ¯¥°¥¬¥®© x ¢¬¥±²¥ ± ³° ¢-
¥¨¥¬ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ:

_x = "+ x2; _ex = 2xex; (17.14)
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¯®¤¥«¨¬ ¨µ ¤°³£   ¤°³£  ¨ ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬. �®£¤  ¯®«³· ¥¬
ln jex=ex0j = ln j(x2 + ")=(x20 + ")j �= 2 ln jx=x0j, ² ª ·²® ±³¬¬  ¯®
¢±¥¬ « ¬¨ °»¬ ±² ¤¨¿¬ ¤ ±² 2N ln jx=x0j. �®¤±² ¢«¿¿ ¯®«³·¥-
»¥ ®¶¥ª¨ ¢ (17.13) ¢¨¤¨¬, ·²® � �=

�
lnA + 2ln jx=x0j

�
=Tµ ° =

= const=Tµ ° = const � "1=2, ². ¥ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¤«¿ «¿-
¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ 1=2. �  °¨±. 17.12 ¯®ª §  £° ´¨ª § ¢¨-
±¨¬®±²¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¢¥«¨·¨» ®²±²°®©ª¨ ¯® ¯ -

�¨±. 17.12. �®«³·¥ ¿ ¢ ª®¬¯¼¾²¥°®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®ª § ²¥«¿
�¿¯³®¢  ®² ¢¥«¨·¨» ®²ª«®¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¨ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª  ¯¥°¨®¤  3 �0 = 1;75.
�  £° ´¨ª¥, ¯®±²°®¥®¬ ¢ ¤¢®©®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥, ¯°¿¬ ¿ ±  -
ª«®®¬ 1=2 ®²¢¥· ¥² ²¥®°¥²¨·¥±ª®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¨¤  � / (�0 � �)1=2

° ¬¥²°³ ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª  ¯¥°¨®¤  3. � ¤¢®©®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±-
¸² ¡¥ ¢¨¤®, ·²® ²®·ª¨ µ®°®¸® «®¦ ²±¿   ¯°¿¬³¾ «¨¨¾ ±  -
ª«®®¬ 1=2, ª ª ¨ ¯°¥¤±ª §»¢ ¥² ²¥®°¨¿.

17.3. �¥®°¬£°³¯¯®¢®© ¯®¤µ®¤ ª   «¨§³ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨

�¥®°¥²¨·¥±ª®¬³   «¨§³ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¬®¦® ¯°¨¤ ²¼ ´®°-
¬³,   «®£¨·³¾ ²¥®°¨¨ �¥©£¥¡ ³¬  (B.Hu, J.Rudnik, 1982;
Hirsch et al., 1982). �»¢®¤», ª®²®°»¥ ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¾²±¿, ¥
¨¤³² ¤ «¼¸¥ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
¯°¨¶¨¯¨ «¼»© ¨²¥°¥±, ·²® ®¡  ®·¥¼ ° §«¨·»µ ¯® ±¢®¨¬ ¯°®-
¿¢«¥¨¿¬ ±¶¥ °¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³, ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿ ¯¥°¨®¤  ¨
·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼,  µ®¤¿² ®¯¨± ¨¥ ¢ ° ¬ª µ ®¤®£® ¨ ²®£®
¦¥ ´®°¬ «¨§¬ . �²® ¢¥¤¥² ª ¨²¥°¥±»¬ ±®¯®±² ¢«¥¨¿¬ ¨  ±-
±®¶¨ ¶¨¿¬, ¨, ¢ ¨²®£¥, ª ¡®«¥¥ £«³¡®ª®¬³ ¯®¨¬ ¨¾ ±³¹®±²¨
¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³.

� ¯¨¸¥¬ ¨±µ®¤®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ x0 = x+x2+" ¢ ¢¨¤¥ x0 = f(x)
¨, ±«¥¤³¿ «®£¨ª¥ ° ±±³¦¤¥¨© «¥ª¶¨¨ 15, ¯®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®° ½¢®-
«¾¶¨¨ §  ¤¢  ¸ £  ¨²¥° ¶¨©: x00 = f

�
f(x)

�
. � «¥¥, ¯°®¨§¢¥¤¥¬

¯¥°¥®°¬¨°®¢ª³ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®©, ¯®¤±² ¢¨¢ ¢ ®¡¥ · -
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±²¨ ¯®±«¥¤¥£® ±®®²®¸¥¨¿ x = X=�. �«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª³²¼, ·²®
¨±¯®«¼§®¢ ®¥ ° ¥¥ ¯° ¢¨«® ®°¬¨°®¢ª¨ ´³ª¶¨©   ¥¤¨¨¶³
¢  · «¥ ª®®°¤¨ ² ²¥¯¥°¼ ¥ £®¤¨²±¿, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¥ f(0) = 0. �¬¥±²® ½²®£® ¬®¦® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¢²®-
° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®© ´³ª¶¨¨ ° ¢¿« ±¼ ¥¥ § -
·¥¨¾ ¤«¿ ¨±µ®¤®© f(x). �²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ¢»¡®°®¬ ª®±² ²»
� = 2. �®«³·¥³¾ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ´³ª¶¨¾ ®¡®§ ·¨¬ f1(X) =
= �f

�
f(X=�)

�
. �  § ¤ ¥² ¯¥°¥®°¬¨°®¢ »© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾-

¶¨¨ §  ¤¢  ¢°¥¬¥»µ ¸ £ . �®¢²®°¿¿ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¬®£®ª° ²®
± ²¥¬ ¦¥ ± ¬»¬ �, ¯®«³· ¥¬ °¥ª³°°¥²®¥ ´³ª¶¨® «¼®¥ ³° ¢-
¥¨¥ ��

fk+1(X) = �fk

�
fk

�
X

�

��
: (17.15)

�  °¨±. 17.13 ¯®ª § ®, ª ª ¢¥¤³² ±¥¡¿ £° ´¨ª¨ ¤«¿ ¯¥°¢»µ ·«¥®¢
¯®°®¦¤ ¥¬®© ³° ¢¥¨¥¬ (17.15) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ´³ª¶¨© ¯°¨
§ ·¥¨¨ " ¢ ¨±µ®¤®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ¬¥¼¸¥¬, ° ¢®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬

�¨±. 17.13. �¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (17.15)   ´³ª¶¨¾ f(x) ¯°¨ § ·¥¨¿µ
¯ ° ¬¥²°  " ¬¥¼¸¥¬, ° ¢®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬ ª°¨²¨·¥±ª®£®
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³«¿. �°¨ " < 0 ± °®±²®¬ k £° ´¨ª ®¯³±ª ¥²±¿ ¸ £ §  ¸ £®¬ ¢¨§,
  ¯°¨ " > 0 | ¯®¤¨¬ ¥²±¿ ¢¢¥°µ, ² ª ·²® § §®° ¬¥¦¤³ £° ´¨-
ª®¬ ´³ª¶¨¨ ¨ ¡¨±±¥ª²°¨±®© ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. � ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥
" = 0 ¢¨¤ £° ´¨ª  ± °®±²®¬ ®¬¥°  k ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿. �»¬¨
±«®¢ ¬¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© fk(x) ±µ®¤¨²±¿ ª ®¯°¥¤¥-
«¥®¬³ ¯°¥¤¥«³ | ´³ª¶¨¨ g(x), ª®²®° ¿ ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼
³° ¢¥¨¾

g(X) = �g

�
g

�
X

�

��
: (17.16)

�® ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ¯® ¢¨¤³ ± ³° ¢¥¨¥¬ �¥©£¥¡ ³¬ {
�¢¨² ®¢¨· . �¤ ª® ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ³±«®¢¨¿, ª®²®°»¬ ¯®¤·¨-
¥® °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (17.16), ±®¢±¥¬ ¤°³£¨¥. �¬¥®, ´³ª¶¨¿
¤®«¦  ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², ¨¬¥²¼ ² ¬ ¯°®¨§-
¢®¤³¾, ° ¢³¾ 1, ¨ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¤®«¦® ±®¤¥°¦ ²¼
ª¢ ¤° ²¨·»© ·«¥.

� ®²«¨·¨¥ ®² ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤ , ´³ª¶¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹ ¿ ±®-
¡®© ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ ³° ¢¥¨¿ ��, ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢
  «¨²¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥. � ª²¨·¥±ª¨ ¬» ³¦¥  ¸«¨ ¥¥ ¢ ¯°¥¤»¤³-
¹¥¬ ° §¤¥«¥: g(X) = X=(1�X). �¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¯®¤±² ®¢ª®©
¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯°¨ � = 2 ®  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾
(17.16).

�¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ³° ¢¥¨¿ �� ¿¢«¿¥²±¿ ±¥¤«®¬ ¨ ¨¬¥¥²
¥¤¨±²¢¥®¥ ±³¹¥±²¢¥®¥ ¥³±²®©·¨¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥. �®¡±²¢¥-
®¥ ·¨±«® ¨ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾, ª®²®-
°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ¯® ´®°¬¥ ± (15.14):

�h(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
h
�x
�

�
+ h

�
g
�x
�

��i
; (17.17)

® §¤¥±¼ g(X) = X=(1 � X) ¨ � = 2. � ª ¬®¦® ¯°®¢¥°¨²¼,
°¥¸¥¨¥¬ ±«³¦¨² ´³ª¶¨¿, ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ (17.12) ¢ ª ·¥±²¢¥
¢²®°®£® ·«¥ :

h0(X) =
1�X +X2=3

(1�X)2
; (17.18)

  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«® ¥±²¼ �0 = � = 4. �±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®£® ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨
§  2k ¸ £®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = g(x) + C�kh0(x); (17.19)
£¤¥ ª®±² ²  C ¯°®¯®°¶¨® «¼  ". �°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ° ±±²®¿¨¿
®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ � = 4 ° §  ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ³¤¢®¥®¥
·¨±«® ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨±µ®¤»¬. � ½²®¬ ¢»° ¦ ¥²±¿
±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨£ . (�§ ° ±±¬®²°¥®© §¤¥±¼ ¢¥°±¨¨ ��   «¨§ 
®® ¯®«³· ¥²±¿ ¢ ¬¥¥¥ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥, ·¥¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ® ¢ ª®¶¥
¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« : ² ¬ °¥·¼ ¸«  ® ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¢°¥-
¬¥¨   ¯°®¨§¢®«¼»© ´ ª²®° ,   ¥ ²®«¼ª® ®¡ ³¤¢®¥¨¨.)



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 18

������������������ �������� � �������

� ����� � ����������� ����������

�°¨ ®¡¹¥¬ ®¡±³¦¤¥¨¨ ¯°®¡«¥¬» ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ¬» £®¢®-
°¨«¨, ·²® ¢ ¬®£®¬¥°»µ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ µ µ ®±³ · ±²® ¯°¥¤-
¸¥±²¢³¥² ¥±ª®«¼ª® ¡¨´³°ª ¶¨© °®¦¤¥¨¿ ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ±®±² -
¢«¿¾¹¨µ, ®²®¸¥¨¥ · ±²®² ª®²®°»µ, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, § ¢¨±¨²
®² ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¤ ·¨. �®£¤  ®® ¨°° ¶¨® «¼®, °¥ «¨§³¾²±¿
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬». � ´ §®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬ ±®®²-
¢¥²±²¢³¾²  ²²° ª²®°» ¢ ¢¨¤¥ ²®°®¢, ° §¬¥°®±²¼ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥-
«¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢®¬ ®±®¢»µ · ±²®²»µ ª®¬¯®¥². �°¨ ®²®-
¸¥¨¿µ · ±²®² ¡«¨§ª¨µ ª ° ¶¨® «¼»¬ ¨§-§  ¯°¨±³¹¥© ±¨±²¥¬¥
¥«¨¥©®±²¨ ½²¨ ª®¬¯®¥²» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾², ®¡ °³¦¨¢ ¿
²¥¤¥¶¨¾ ª ¢§ ¨¬®© ±¨µ°®¨§ ¶¨¨ (À§ µ¢ ²³ · ±²®²Á, mode
locking) ± ¢®§¨ª®¢¥¨¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. �¢ §¨¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª¨¥ ¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¬®£³² ¯°¥²¥°-
¯¥¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨.

�®¢®°¿ ® ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·®±²¼, ³¦®
¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³ ¢±¾ ½²³ ±«®¦³¾ ª °²¨³. � ¤ ®¬ ª³°±¥ ¬» ®£° -
¨·¨¬±¿ ®¡±³¦¤¥¨¥¬ «¨¸¼ ²¥µ ¥¥  ±¯¥ª²®¢, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¡»²¼
¢»¿¢«¥» ¯°¨   «¨§¥ ¯°®±²®© ¬®¤¥«¼®© ±¨±²¥¬» | ®¤®¬¥°-
®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨.

18.1. �²®¡° ¦¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨

�±«¨ ¢ § ¤ ·¥ ® ¯®²¥°¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª«  ° ±-
±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢»µ®¤ ¨§ ²°¥³£®«¼¨ª  ³±²®©·¨¢®±²¨ ·¥°¥§ ¢¥°µ¾¾
£° ¨¶³, ²® ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯¥°¥µ®¤³ ¤¢³µ ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥-
»µ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ ·¥°¥§ ¥¤¨¨·³¾ ®ª°³¦®±²¼ ¨ °®¦¤¥¨¾
®¢®© · ±²®²®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© ¤¢¨¦¥¨¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¥-
«¨¥©®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ ² ª®¢ , ·²® ®  ±¯®±®¡±²¢³¥² ®£° ¨·¥¨¾
¢®§¨ª ¾¹¥© ®¢®© ª®¬¯®¥²», ². ¥. ½²® ¬¿£ª ¿ (¯°¿¬ ¿, ±³-
¯¥°ª°¨²¨·¥±ª ¿) ¡¨´³°ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ²®° . �®ª  ¬»  µ®¤¨¬±¿
³ ¯®°®£  ¡¨´³°ª ¶¨¨, ±¢¥±²¨ § ¤ ·³ ª ®¤®¬¥°®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾
¢ ¯°¨¶¨¯¥ ¥«¼§¿ | ¬®¤¥«¼ ¤®«¦  ¡»²¼ ª ª ¬¨¨¬³¬ ¤¢³¬¥°-
®©. �¡° ²¨¬±¿, ®¤ ª®, ª ±¨²³ ¶¨¨ ¢¤ «¨ ®² ²®·ª¨ ¡¨´³°ª ¶¨¨,
ª®£¤  ²®°- ²²° ª²®° ³¦¥ ®¡° §®¢ «±¿. � ±±¬®²°¨¬ ¥£® ±¥·¥¨¥ ¯«®-
¹ ¤ª®© S, ° ±¯®«®¦¥®©, ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 18.1. � ±¥·¥¨¨
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¨¬¥¥¬ § ¬ª³²³¾ ª°¨¢³¾, ²®·ª ¬ ª®²®°®© ¬®¦® ¯°¨¯¨± ²¼ ³£«®-
¢³¾ ª®®°¤¨ ²³ �. �±«¨ ¢»¯³±²¨²¼ ²° ¥ª²®°¨¾ ¨§ ²®·ª¨ � = �n,
²®, ®±² ¢ ¿±¼   ²®°¥, ®  ®¡®©¤¥² ¢®ª°³£ ¥£®
¨ ¢®¢¼ ¯¥°¥±¥·¥² ¯®¢¥°µ®±²¼ S ¢ ª ª®©-²®
¤°³£®© ²®·ª¥ � = �n+1. �®®²®¸¥¨¥, ±¢¿§»-
¢ ¾¹¥¥ �n+1 ¨ �n, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼
¢¨¤

�¨±. 18.1. � ¯®¿±¥-
¨¾ ®¯¨± ¨¿ ¤¨ -
¬¨ª¨   ²®°¥ ± ¯®-
¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿
®ª°³¦®±²¨

�n+1 = �n +�+ f(�n); (18.1)

£¤¥ f(�)| ¥ª®²®° ¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿,
  ¯ ° ¬¥²° � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ¯¥°¨-
®¤®¢ ®¡µ®¤  ²®°  ¯® ¯ ° ««¥«¨ ¨ ¬¥°¨¤¨ ³,
². ¥. ®²®¸¥¨¥¬ · ±²®²», ±³¹¥±²¢®¢ ¢¸¥©
¤® °®¦¤¥¨¿ ²®°  ¨ · ±²®²», ¯®¿¢¨¢¸¥©±¿ ¢
°¥§³«¼² ²¥ ¡¨´³°ª ¶¨¨. �³ª¶¨¾ f(�) ¬®¦®
¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤  �³°¼¥. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤®¯³±²¨¬® ®£° -
¨·¨²¼±¿ ¯¥°¢®© £ °¬®¨ª®©. �¡®§ ·¨¬ ¥¥  ¬¯«¨²³¤³ ·¥°¥§ k ¨
¢»¡¥°¥¬  · «® ®²±·¥²  � ² ª, ·²®¡» f(0) = 0. �®£¤  ¨§ (18.1)
¯®«³· ¥¬

�n+1 = �n + �+ k sin �n (mod 2�): (18.2)

�¥°¥¬¥³¾ � ¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ª®®°¤¨ ²³ ²®·ª¨   ®ª-
°³¦®±²¨, ¯®½²®¬³ ®¡ ®²®¡° ¦¥¨¨ (18.2) £®¢®°¿² ª ª ®¡ ®²®¡° -
¦¥¨¨ ®ª°³¦®±²¨ (circle map).

� ½²®¬³ ¦¥ ®²®¡° ¦¥¨¾ ¬®¦® ¯°¨©²¨, ®²¯° ¢«¿¿±¼ ®² ° ±-
±¬®²°¥®© ¢ «¥ª¶¨¨ 5 ´¨§¨·¥±ª®© § ¤ ·¨ ® ¢®§¤¥©±²¢¨¨ ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨¬¯³«¼±®¢    ¢²®ª®«¥¡ ²¥«¼³¾ ±¨±²¥¬³. �°¥¤¯®-
«®¦¨¬, ·²® ¯¥°¨®¤ ±«¥¤®¢ ¨¿ ¨¬¯³«¼±®¢ ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª, ² ª
·²® ¢®§¬³¹¥¨¥ ¯°¥¤¥«¼®£® ¶¨ª« , ¢»§¢ ®¥ ª ¦¤»¬ ¨¬¯³«¼-
±®¬, ³±¯¥¢ ¥² ¯®«®±²¼¾ § ²³µ³²¼ ª ¬®¬¥²³ ¯®¿¢«¥¨¿ ±«¥¤³¾-
¹¥£®. �®£¤  ¢¬¥±²® ¤¢³¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ � ±« ¢±ª®£® ¯®«³· -
¥²±¿ ®¤®¬¥°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨. �®°¬ «¼® ½²® ¤®±²¨-
£ ¥²±¿ ¯®¤±² ®¢ª®© d = 0 ¢ (5.11). �¨£³°¨°³¾¹¨¥ ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨
¯ ° ¬¥²°» k ¨ � ¨¬¥¾² ¿±»© ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«. �¥°¢»© µ ° ª-
²¥°¨§³¥²  ¬¯«¨²³¤³ ¨¬¯³«¼±»µ ²®«·ª®¢,   ¢²®°®© | ° ±±²°®©ª³
¬¥¦¤³ · ±²®²®© ¨µ ±«¥¤®¢ ¨¿ ¨ · ±²®²®©  ¢²®ª®«¥¡ ¨©.

18.2. �¨ ¬¨ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨

�¡±³¤¨¬, ª ª § ¢¨±¨² ¤¨ ¬¨ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ®²
¯ ° ¬¥²°®¢ k ¨ �.

�°¥¦¤¥ ¢±¥£®, § ¬¥²¨¬, ·²® ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¢»-
° ¦¥¨¿ (18.2) ´³ª¶¨¿ f(�) = �+�+ k sin � ¨¬¥¥² ±³¹¥±²¢¥®
° §»¥ ±¢®©±²¢  ¯°¨ k < 1, k = 1 ¨ k > 1 (°¨±. 18.2). �°¨ k <
< 1 ®  ¬®®²® ¿, ®²®¡° ¦¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·»¬,
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¯°¨·¥¬ ®¡° ² ¿ ´³ª¶¨¿ £« ¤ª ¿. �°¨ k = 1 ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®-
¯°¥¦¥¬³ ¬®®²®®¥ ¨ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥, ® ¨¬¥¥² ª³¡¨·¥-
±ª¨¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡ . �¡° ² ¿ ´³ª¶¨¿ ¡®«¥¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤-
ª®©: ¯¥°¢ ¿ ¨ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤»¥ ±²°¥¬¿²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨ ¯°¨
¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ª ±¨£³«¿°»¬ ²®·ª ¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬ ²®·ª ¬ ¯¥°¥-
£¨¡  ´³ª¶¨¨ F (�). � ª®¥¶, ¯°¨ k > 1 ´³ª¶¨¿ f(�) ±² ®¢¨²±¿

�¨±. 18.2. �° ´¨ª ´³ª¶¨¨ f(�) = � +�+ k sin � ¢ ¤®ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ( ),
¯°¨ ª°¨²¨·¥±ª®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  k (¡) ¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ (¢)

¥¬®®²®®©, ®  ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬³¬» ¨ ¬¨¨¬³¬» (¯® ®¤®¬³  
ª ¦¤»© ¯¥°¨®¤) ¨ ³¦¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®©.

�¨±. 18.3. � °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿
®ª°³¦®±²¨ �n+1 = �n +�+ k sin � (mod2�). �¡« ±²¨, ¨§®¡° ¦¥»¥ ° §«¨·-
»¬¨ ²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥² , ®²¢¥· ¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬°¥¦¨¬ ¬ (¿§»ª¨ �°®«¼¤ ),
¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ ¿§»ª®¢ ¶¨´° ¬¨ ³ª § ® ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿. �¡« ±²¨ ª¢ §¨¯¥°¨-
®¤¨·®±²¨ ¨ µ ®±  ¯®ª § » ¡¥«»¬; k = 1 | ª°¨²¨·¥±ª ¿ «¨¨¿
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�®«¥§®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©, ¯®§¢®«¿¾¹¥© ° §«¨· ²¼ ²¨¯» ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ±«³¦¨² ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª ª

w(�; k) = lim
n!1

�n � �0
2�n

: (18.3)

�¥¦¨¬ ±·¨² ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬, ¥±«¨  · «¼®¥ § ·¥¨¥ � ·¥°¥§
¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¸ £®¢ q ¢®±¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¤®¡ ¢ª¨
¶¥«®£® ·¨±«  ¯®«»µ ¯¥°¨®¤®¢, ². ¥. �n+q � �n = 2�p. � ª®¬³
°¥¦¨¬³ ®²¢¥· ¥² ° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ w = p=q. �¢ §¨-
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬» ¨¬¥¾² ¨°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ¨
³«¥¢®© «¿¯³®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼. � ®± ¤¨ £®±²¨°³¥²±¿ ¯®  «¨-
·¨¾ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿.

�  °¨±. 18.3 ¯°¨¢¥¤¥  ª °²  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ®ª°³¦®±²¨   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (�; k),     °¨±. 18.4 |

�¨±. 18.4. �²¥° ¶¨®»¥ ¤¨ £° ¬¬», ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ° §«¨·»¥ °¥¦¨¬»
¤¨ ¬¨ª¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨:  ) ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, k = 0;7,
�=2� = 0;35; ¡) ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, k = 0;9, �=2� = 0;35; ¢) µ ®²¨·¥±ª¨© k = 1;56,
�=2� = 0;4; £) µ ®²¨·¥±ª¨© k = 3, �=2� = 0;2
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¨²¥° ¶¨®»¥ ¤¨ £° ¬¬», ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ° §«¨·»¥ °¥¦¨¬».
� ®¡« ±²¨ k < 1 ¢®§¬®¦» ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¨ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥
°¥¦¨¬», ¢ ®¡« ±²¨ k > 1| ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬».
�¨¨¿ k = 1, ° §£° ¨·¨¢ ¾¹ ¿ ®¡« ±²¨ ±³¹¥±²¢¥® ° §®£® ¤¨-
 ¬¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿,  §»¢ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¥©.

�°¨ k = 0 ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ w = �=2�, ² ª ·²® ¯°¨ ° ¶¨®-
 «¼»µ § ·¥¨¿µ �=2� ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥,   ¯°¨ ¨°-
° ¶¨® «¼»µ | ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ °¥¦¨¬». �  ¯«®±ª®±²¨ ¯ -
° ¬¥²°®¢ ®¡« ±²¨ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤ µ ° ª²¥°»µ ¿§»ª®¢
(¿§»ª¨ �°®«¼¤ ), ª®²®°»¥ ®±²°¨¿¬¨ ¯®¤µ®¤¿² ª ° ¶¨® «¼»¬
²®·ª ¬ ®±¨  ¡±¶¨±±.

�¥±¬®²°¿   ²®, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ¿§»ª®¢ ¡¥±ª®¥·®, ¬¥¦¤³ ¨¬¨
®±² ¥²±¿ ¬¥±²® ¤«¿ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. �²® ®·¥¢¨¤®
¯°¨ k = 0, ® ®ª §»¢ ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¨ ¯°¨ ª®¥·»µ k, ¯®ª 
k < 1.

�°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ 0 < k < 1 ¤«¿ ª ¦¤®£® ° ¶¨® «¼®£® ·¨-
±«  p=q ±³¹¥±²¢³¥² ±¢®© ¨²¥°¢ « § ·¥¨© ¯ ° ¬¥²°  ° ±±²°®©ª¨,
¢ ¯°¥¤¥« µ ª®²®°®£® ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ´¨ª±¨°®¢ ® ¨ ° ¢® p=q.
�²®² ¨²¥°¢ « ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¸¨°¨®© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¿§»ª  �°-
®«¼¤  ¯°¨ ¤ ®¬ k. � ¢¨±¨¬®±²¼ ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ ®² ¯ ° ¬¥²° 
° ±±²°®©ª¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬®®²®®© ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¥©, ±®-
¤¥°¦ ¹¥© ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® £®°¨§®² «¼»µ ±²³¯¥¥ª (°¨±. 18.5).

�¨±. 18.5. À�¥°²®¢  «¥±²¨¶ Á | § ¢¨±¨¬®±²¼ ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ ®² ¯ ° ¬¥²° 
r = �=2� ¢ ª°¨²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ ®ª°³¦®±²¨, k = 1

�¥  §»¢ ¾² À·¥°²®¢®© «¥±²¨¶¥©Á (devil's staircase). �°¨ k !
! 0 ±³¬¬ ° ¿ ¤«¨  ¢±¥µ ±²³¯¥¥ª ·¥°²®¢®© «¥±²¨¶» ±²°¥-
¬¨²±¿ ª ³«¾. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ k ®  ¬®®²®® ¢®§° ±² ¥² ¨ ¯°¨
k = 1 ±² ®¢¨²±¿ ° ¢®© ¥¤¨¨¶¥. �®¦¥±²¢® § ·¥¨© ¯ ° ¬¥-
²°  �=2�, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ±²³¯¥¼ª ¬, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨°° ¶¨®-
 «¼»¬ ·¨±« ¬ ¢° ¹¥¨¿ ¨ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ °¥¦¨¬ ¬ ¤¨ -
¬¨ª¨. �¥°  ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ° ¢  ¥¤¨¨¶¥ ¯°¨ k = 0 ¨ ³¡»¢ ¥² ¤®
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³«¿ ¯°¨ k = 1. � ½²®¬ ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥ ·¥°²®¢³ «¥±²¨¶³  §»-
¢ ¾² ¯®«®©. �®±² ²®·® ³¡¥¤¨²¥«¼»¥ ¨  ªª³° ²»¥ ·¨±«¥»¥
° ±·¥²» ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¯°¨ k = 1 ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ °¥¦¨-
¬ ¬ ®²¢¥· ¥² ´° ª² «¼®¥ ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© ° ±±²°®©ª¨, ª®²®-
°®¥ ¨¬¥¥² ¬¥°³ ³«¼ ¨ ° §¬¥°®±²¼ � ³±¤®°´ , ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼®
° ¢³¾ 0;870 (Jensen et al., 1983, 1984).

�  °¨±. 18.6 § ¢¨±¨¬®±²¼ ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ ®² k ¨ �=2� ¯®-
ª §   ¢ ¢¨¤¥ ²°¥µ¬¥°®£® £° ´¨ª . �°®¥ª¶¨¿ ½²®£® £° ´¨ª   

�¨±. 18.6. � ¢¨±¨¬®±²¼ ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ ®² k ¨�=2� ¢ ¢¨¤¥ ²°¥µ¬¥°®£® £° ´¨ª 

¯«®±ª®±²¼ (�; k) ¤ ¥² ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¿§»ª®¢ ±¨µ°®¨§ ¶¨¨,   ±¥-
·¥¨¥ ¯«®±ª®±²¼¾ k = 1 | ¯®«³¾ ·¥°²®¢³ «¥±²¨¶³.

� § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ k > 1 ¿§»ª¨ �°®«¼¤  · ±²¨·® ¯¥-
°¥ª°»¢ ¾²±¿, ·²® £®¢®°¨² ®  «¨·¨¨ ¬³«¼²¨±² ¡¨«¼®±²¨: ¯°¨
®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¦¥² ±®±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¥-
±ª®«¼ª®  ²²° ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ° §»¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ °¥¦¨-
¬ ¬. � ¦¤»© ¨§ ¨µ °¥ «¨§³¥²±¿ ¯°¨ § ¤ ¨¨  · «¼»µ ³±«®-
¢¨© ¢ ¡ ±±¥©¥ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®  ²²° ª²®° . �³²°¨
¿§»ª®¢ ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ±«®¦³¾ ª °²¨³ ®¡« ±²¥©, £¤¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®
¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥¨© ¯¥°¨®¤    ¡ §¥ ®±®¢®£®
¤«¿ ¤ ®£® ¿§»ª  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® °¥¦¨¬ , ¯°¨±³²±²¢³¾² ±²°³ª-
²³°» ²¨¯  ¯¥°¥ª°¥±²ª®¢, ²®·ª¨ ±¡®°®ª, «¨¨¨ ±ª« ¤®ª.

�¥¬ ¡®«¼¸¥ § ¬¥ ²¥«¼ ° ¶¨® «¼®£® ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ w =
= p=q, ²¥¬ ¡«¨¦¥ ª ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨ k = 1 ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢
¤ ®¬ ¿§»ª  �°®«¼¤  ®¡« ±²¼ µ ®± . � ¯°¥¤¥«¥ q ! 1, ·²®
±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨°° ¶¨® «¼»¬ ·¨±« ¬ ¢° ¹¥¨¿, µ ®± ¬®¦® ®¡-
 °³¦¨²¼ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ª ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨.

�®¤¬®¦¥±²¢® ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨ k = 1, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ¨°° ¶¨®-
 «¼»¬ ·¨±« ¬ ¢° ¹¥¨¿, ³¦¥ ³¯®¬¨ «®±¼ ¯°¨ ®¡±³¦¤¥¨¨ ·¥°-
²®¢®© «¥±²¨¶». �° ª² «¼ ¿ ±²°³ª²³°  ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®¤° §³-
¬¥¢ ¥²  «¨·¨¥ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¥£® ²®·¥ª ®¯°¥¤¥«¥»µ ±¢®©±²¢ ¬ ±-
¸² ¡®£® ¯®¤®¡¨¿ | ±ª¥©«¨£ , ª®²®°»¥ ¤®«¦» ¡»²¼ ¢»¿¢«¥»
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¨ ¨§³·¥». �²® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ¬¥²®¤  ��. �°¥¦¤¥ ·¥¬
¯¥°¥©²¨ ª ¥£® ° ±±¬®²°¥¨¾, ¬» ¤®«¦» ®±² ®¢¨²¼±¿   ¯°¥¤-
±² ¢«¥¨¨ ·¨±¥« ¢° ¹¥¨¿ ² ª  §»¢ ¥¬»¬¨ ¶¥¯»¬¨ ¤°®¡¿¬¨.

18.3. �¥¯»¥ ¤°®¡¨

�°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«® w, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¥ ¨²¥°¢ «³ 0 < w 6 1,
¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥® ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥-
¨¿ ¢ ¶¥¯³¾ ¤°®¡¼:

w =
1

a0 +
1

a1 +
1

a2 + : : :

= ha0; a1; a2; : : :i; (18.4)

£¤¥ a0, a1, a2, : : : |  ²³° «¼»¥ ·¨±« ,  §»¢ ¥¬»¥ ½«¥¬¥² ¬¨
¶¥¯®© ¤°®¡¨. � ¶¨® «¼»¥ ·¨±«  ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ª®¥·»¬¨
¶¥¯»¬¨ ¤°®¡¿¬¨: w = p=q = ha0; a1; a2; : : :; aNi,   ¨°° ¶¨®-
 «¼»¥ | ¡¥±ª®¥·»¬¨. �¥¯»¥ ¤°®¡¨, ³ ª®²®°»µ,  ·¨ ¿ ±
¥ª®²®°®£® ®¬¥° , ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ½«¥¬¥²®¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿,
am+M = am, ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±¯¥¶¨ «¼®¬³ ª« ±±³ ¨°° ¶¨® «¼-
»µ ·¨±¥« | ª¢ ¤° ²¨·»¬ ¨°° ¶¨® «¼®±²¿¬. �²® ·¨±«  ¢¨¤ 
w = a+ b

p
c, £¤¥ a, b, c | ° ¶¨® «¼»¥.

�±«¨ ®¡®°¢ ²¼ ¡¥±ª®¥·³¾ ¶¥¯³¾ ¤°®¡¼ w = ha0; a1; a2; : : :i
  m-¬ ½«¥¬¥²¥, ²® ¯®«³·¨²±¿ ° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®

wm =
pm
qm

= ha0; a1; a2; : : : ; ami; (18.5)

ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ m-© ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¤°®¡¼¾ ¤«¿ ¨°° ¶¨® «¼®£®
·¨±«  w. �§¢¥±²®, ·²® ½²®  ¨«³·¸ ¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¨°° ¶¨®-
 «¼®£® ·¨±«  w ° ¶¨® «¼»¬ ±® § ¬¥ ²¥«¥¬, ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿-
¹¨¬ qm. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ·¨±«¨²¥«¿ ¨ § ¬¥ ²¥«¿ ¯®¤µ®¤¿¹¨µ
¤°®¡¥© ·¥°¥§ ½«¥¬¥²» ¶¥¯®© ¤°®¡¨ ha0; a1; a2; : : :i ±³¹¥±²¢³¥²
³¤®¡ ¿ °¥ª³°°¥² ¿ ´®°¬³« 

pm+1 = pmam + pm�1; p0 = 0; p�1 = 1;

qm+1 = qmam + qm�1; q0 = 1; q�1 = 0:
(18.6)

� ¬ ¿ ¯°®±² ¿ ¡¥±ª®¥· ¿ ¶¥¯ ¿ ¤°®¡¼, ª®²®°³¾ ²®«¼ª® ¬®¦®
±¥¡¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ° ¢» 1. �®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¥¥ ¥© ¨°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®  §»¢ ¾² §®«®²»¬ ±°¥¤¨¬
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(golden mean). �®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¶¥¯®© ¤°®¡¨,

! = h1; 1; 1; : : :i = 1

1 +
1

1 +
1

1 + : : :

=
1

1 + !
; (18.7)

² ª ·²® ! ¤®«¦® ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ª¢ ¤° ²®¬³ ³° ¢¥¨¾ !2+! �
� 1 = 0. �²±¾¤   µ®¤¨¬

w =

p
5� 1

2
= 0;618034005 : : : (18.8)

�®¤µ®¤¿¹¨¥ ¤°®¡¨ ¤«¿ ½²®£® ·¨±«  ¯®«³· ¾²±¿ ª ª ®²®¸¥¨¿ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ·¨±¥« �¨¡® ··¨:

!m =
Fm�1
Fm

; (18.9)

F0 = 0; F1 = 1; F2 = 1; F3 = 2; F4 = 3; F5 = 5; : : :

: : : ; Fm+1 = Fm + Fm�1: (18.10)

18.4. �° ¢¥¨¥ ��: ®¡¹¨© ±«³· ©

�«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®  ¬ ³¤®¡® ¢¢¥±²¨ ¢¬¥±²® � ®¢³¾ ¯¥°¥¬¥-
³¾ x = �=2� + 1=2 ¨ ®¡®§ ·¨²¼ � = 2�r, ² ª ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥
®ª°³¦®±²¨ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

xn+1 = xn + r � k

2�
sin 2�xn (mod 1); (18.11)

¨ ª³¡¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ¯¥°¥£¨¡  ¯°¨ k = 1 ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ±¯®«®¦¥®©
¢  · «¥ ª®®°¤¨ ².

� ±±¬®²°¨¬ ¯®±²°®¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ �� ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨,
®²¢¥· ¾¹¥© ¨°° ¶¨® «¼®¬³ ·¨±«³ ¢° ¹¥¨¿ w ¨ ° ±¯®«®¦¥®©
¯°¨ k = 1 ¨ ¥ª®²®°®¬ r = rc(w) (Rand et al., 1982; Ostlund et al.,
1983). �¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¶¥¯®© ¤°®¡¼¾ ha0; a1;
a2; : : :i ¨  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ° ¶¨® «¼»¬¨ ·¨±« ¬¨ pm=qm |
¯®¤µ®¤¿¹¨¬¨ ¤°®¡¿¬¨ (±¬. (18.5), (18.6)). �¤¥¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,
·²®¡» ° ±±¬®²°¥²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¯¥° ²®°®¢ ½¢®«¾¶¨¨ ¤«¿
¨²¥°¢ «®¢ ¢°¥¬¥¨, § ¤ »µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ § ¬¥ ²¥«¿-
¬¨ ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ¤°®¡¥© qm.

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥:

fm(x) = f qm(x)� pm = f
�
f(f(| {z }

(qm ° §)

: : : (x) : : :))
�� pm; (18.12)
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£¤¥ f(x) = x+r� (k=2�) sin2�x. �±«¨ ¨§¢¥±²» fm(x) ¨ fm�1(x),
²® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®© (18.6) ¬®¦® § ¯¨± ²¼

fm+1(x) = fm�1
�
fam
m

(x)
�
; (18.13)

£¤¥ ¯°¨¿²® ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¶¥«®£® p ´³ª¶¨¿ f(x)
®¡« ¤ ¥² ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® f(x+ p) = f(x) + p.

� «¥¥,   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¯®±²°®¥¨¿ ¢¢¥¤¥¬ ±¢®¾ ®°¬¨°®¢ª³
¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®©   ´ ª²®° Am, ² ª ·²® ®¯¥° ²®° ½¢®«¾-
¶¨¨ §  qm ¸ £®¢ ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¥ ´³ª¶¨¥©

gm(x) = Amfm

�
x

Am

�
: (18.14)

�²®² ´ ª²®° ³¤®¡® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» gm(0) = 1, ². ¥. ¯®«®¦¨²¼

Am =
1

fm(0)
: (18.15)

� ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿ �m = Am=Am�1 ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼
³° ¢¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© gm, ¢ ±«¥-
¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

�m+1 =
1

�mgm�1
�
��1m gamm (0)

� ;
gm+1(x) = �m+1�mgm�1

�
��1
m
gam
m

�
x

�m+1

��
:

(18.16)

�°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¯®§¢®«¿¾¹¥¥ ¯®«³·¨²¼ ®¢³¾ ´³ª¶¨¾ gm+1 ¨§
¯ °» ±² °»µ, ®¡®§ ·¨¬ ¤«¿ ª° ²ª®±²¨ ±¨¬¢®«®¬ Rm:

gm+1 = Rm[gm; gm�1]: (18.17)

�²® ³° ¢¥¨¥ ��, ª®²®°®¬³ ¢ ²¥®°¨¨ �¥©£¥¡ ³¬  ¡»«®   «®-
£¨·® ±®®²®¸¥¨¥ (15.4).

�«¼²¥° ²¨¢ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨
¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ fm+1 ¢¬¥±²® (18.13) ¨±¯®«¼§®¢ ²¼
¢»° ¦¥¨¥

fm+1(x) = fam
m

�
fm�1(x)

�
: (18.18)

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²® (18.16) ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©

�m+1 =
1

gamm (�m)
;

gm+1(x) = �m+1g
am

m

�
�mgm�1

�
x

�m�m+1

��
;

(18.19)

ª®²®° ¿, ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ®¯¨± ¨¿ ¨²¥°¥±³¾¹¥£®  ± ¯®¢¥¤¥¨¿   £° -
¨¶¥ µ ®± , ¯°¨¢®¤¨² ¢ ¨²®£¥ ª ²¥¬ ¦¥ °¥§³«¼² ² ¬, ·²® ¨ (18.16).
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�²¬¥²¨¬ ¤¢  ±³¹¥±²¢¥»µ ¬®¬¥² . �®-¯¥°¢»µ, ®¢ ¿ ´³ª-
¶¨¿ gm+1 ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¤¢¥ ¯°¥¤»¤³¹¨¥,   ¥ ·¥°¥§ ®¤³, ª ª
½²® ¡»«® ¢ ²¥®°¨¨ �¥©£¥¡ ³¬ . (�®¦® ±ª § ²¼, ·²® (18.17) |
½²® °¥ª³°°¥²®¥ ´³ª¶¨® «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ¢
®²«¨·¨¥ ®² ³° ¢¥¨¿ ²¥®°¨¨ �¥©£¥¡ ³¬  (15.4), ª®²®°®¥ ¡»«®
°¥ª³°°¥²»¬ ³° ¢¥¨¥¬ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª .) �®-¢²®°»µ, ®¯¥° ²®°
�� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ Rn § ¢¨±¨² ®² n. �²°³ª²³°  ½²®© § ¢¨±¨¬®-
±²¨ § ª®¤¨°®¢   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ½«¥¬¥²®¢ am ¢ ° §«®¦¥-
¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ ¢ ¶¥¯³¾ ¤°®¡¼. � ª¨¬
®¡° §®¬, ³° ¢¥¨¥ �� ¥ ¢²®®¬®, ·²® ¤¥« ¥² ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥
¥¢®§¬®¦»¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¥ § ¢¨±¿¹¥£® ®² m °¥¸¥¨¿ (¥¯®-
¤¢¨¦®© ²®·ª¨).

�±«¨, ®¤ ª®, ®¡° ²¨²¼±¿ ª ¡®«¥¥ · ±²®¬³ ±«³· ¾ ·¨±¥« ¢° -
¹¥¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ±¿ ª¢ ¤° ²¨·»¬¨ ¨°° ¶¨® «¼®±²¿¬¨,
²® ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¯¥° ²®° �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ §  ·¨±«® ¸ -
£®¢ M , ° ¢®¥ ¯¥°¨®¤³ ¶¥¯®© ¤°®¡¨. �®£¤  °¥ª³°°¥²®¥ ³° ¢¥-
¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥¥ ²° ±´®°¬ ¶¨¾ ¯ °» ´³ª¶¨© (gm; gm�1) § 
M ¸ £®¢, ±² ®¢¨²±¿  ¢²®®¬»¬ ¨ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¥¯®¤¢¨¦³¾
²®·ª³. � «¥¥ ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ®¡±³¦¤¥¨¥¬ ²®«¼ª® ±«³· ¿ M = 1.

18.5. ��   «¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨,
®²¢¥· ¾¹¥© §®«®²®¬³ ±°¥¤¥¬³

� ±±¬®²°¨¬ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿, § ¤ ®¥ §®«®²»¬ ±°¥¤¨¬. �®-
®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¥¬³ ²®·ª³   «¨¨¨ k = 1 ¡³¤¥¬ ¨¬¥®¢ ²¼ ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª®© GM (®² ±«®¢ Àgolden meanÁ). �«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿
®ª°³¦®±²¨ (18.11) ®  ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²»   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥-
²°®¢

(k; r)GM = (1; 0;6066610634702 : : :)

(Shenker, 1982; Feigenbaum et al., 1982). �°®¶¥¤³°  ¢»·¨±«¥¨¿
§ ·¥¨¿ r, ¯°¨ ª®²®°®¬ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ° ¢® § ¤ ®¬³ ¨°-
° ¶¨® «¼®¬³ ·¨±«³, ³¯°®¹ ¥²±¿ ²¥¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬, ·²®  
«¨¨¨ k = 1 ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ¥¹¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®®© ´³ª¶¨¥©
¯ ° ¬¥²°  ° ±±²°®©ª¨.

�«¿ §®«®²®£® ±°¥¤¥£® ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¶¥¯®© ¤°®¡¨ ° ¢» ¥¤¨-
¨¶¥, ¯®½²®¬³ ³° ¢¥¨¿ (18.16) ¯°¨¨¬ ¾² ¢¨¤

�m+1 =
1

�mgm�1
�
��1m gm(0)

� ;
gm+1(x) = �m+1�mgm�1

�
��1
m
gm

�
x

�m+1

��
:

(18.20)

�°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¿ gm ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®£® ®¯¥° ²®° 
½¢®«¾¶¨¨ §  ·¨±«® ¸ £®¢, ° ¢®¥ ·¨±«³ �¨¡® ··¨ Fm.
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� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  r ¥¬®£® ¬¥¼¸¥¥, ° ¢®¥ ¨
¥¬®£® ¡®«¼¸¥¥ ª°¨²¨·¥±ª®£® rGM. �®¦® ±®±² ¢¨²¼ ¯°®£° ¬¬³
¤«¿ ª®¬¯¼¾²¥° , ª®²®° ¿ ±²°®¨«  ¡» £° ´¨ª¨ ´³ª¶¨© gm ¯°¨
m = 1; 2; 3; : : : �  °¨±. 18.7 ¯®ª § ®, ª ª ®¨ ¢»£«¿¤¿². �°¨ r =
= rGM § ¬¥· ¥¬, ·²® ¢¨¤ £° ´¨ª  ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¥ ¬¥¿¥²±¿, ½²®

�¨±. 18.7. �¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿   ´³ª¶¨¾ f(x) ¯°¨ k = 1 ¨ § ·¥¨¿µ
r ¬¥¼¸¥¬, ° ¢®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬ ª°¨²¨·¥±ª®£® rc(= rGM) = 0;60666106: : :

£®¢®°¨² ® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¯ ° ´³ª¶¨© (gm; gm�1)
ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. � ª²®°» �m ² ª¦¥ ±µ®-
¤¿²±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯°¥¤¥«³ �. �°¨ r < rGM ¨ ¯°¨ r > rGM
 ¡«¾¤ ¥²±¿ ³µ®¤ ®² ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨.

�®«³· ¾¹ ¿±¿ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨ m ! 1 ´³ª¶¨¿ g(x) ¤®«¦ 
³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ´³ª¶¨® «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ (Feigenbaum et al.,
1982; Dixon et al., 1996)

g(x) = �2g
�
��1g

�x
�

��
; (18.21)

ª®²®°®¥  §»¢ ¾² ³° ¢¥¨¥¬ �¥©£¥¡ ³¬ {� ¤ ®¢ {�¥ª¥° .
�¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿, ¯®¤·¨¥®¥ ¤®¯®«¨²¥«¼®¬³ ³±«®¢¨¾
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 «¨·¨¿ ª³¡¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡  ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², ¬®¦¥²
¡»²¼ ¯®«³·¥® ¡¥§  ¯¥««¿¶¨¨ ª ¨±µ®¤®© ´®°¬¥ À§ ²° ¢®·®£®Á ®²®-
¡° ¦¥¨¿ (18.11), ·²® ®§ · ¥² ³¨¢¥°± «¼®±²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£®
²¨¯  ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿. �®«³·¥®¥ ·¨±«¥® ¢ ¢¨¤¥ ¯®«¨-
®¬¨ «¼®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

g(�) = 1 + 0;765184x3 � 0;215464x6 � 0;053469x9 + 0;032921x12+

+ 0;001231x15� 0;004304x18+ 0;000668x21+ 0;000501x24+

+ 0;000177x27� 0;000042x30+ 0;000031x33� 0;000004x39 : : : ;
(18.22)

� ¬¥²¼²¥, ·²® §¤¥±¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ²®«¼ª® ±²¥¯¥¨, ª° ²»¥ ²°¥¬.
�®¯³²®  µ®¤¨²±¿ ² ª¦¥ ¬ ±¸² ¡»© ´ ª²®° �, ª®²®°»© ®ª §»-
¢ ¥²±¿ ° ¢»¬

� = �1;288574553954368866 : : : (18.23)

�° ´¨ª ³¨¢¥°± «¼®© ´³ª¶¨¨ g(x) ¯®ª §    °¨±. 18.8. (�²-
¬¥²¨¬, ·²® §  ¯°¥¤¥« ¬¨ ½²®£® ¨²¥°¢ «  �1 6 x 6 1 ¤«¿ ¢»·¨±«¥-
¨¿ § ·¥¨© ³¨¢¥°± «¼®© ´³ª-
¶¨¨ ±«¥¤³¥² ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ´³ª¶¨®-
 «¼»¬ ³° ¢¥¨¥¬ (18.21) ² ª,
·²®¡» ° §«®¦¥¨¥ (18.22) ¯°¨¬¥¿-
«®±¼ ²®«¼ª® ¢ ¯°¥¤¥« µ ³ª § ®£®
¨²¥°¢ « .)

�¨±. 18.8. �° ´¨ª ³¨¢¥°± «¼-
®© ´³ª¶¨¨ g(x), ¿¢«¿¾¹¥©±¿
¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© ³° ¢¥¨¿
�� (18.20)

�«¥¤³¾¹¨© ¸ £ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,
·²®¡» ° ±±¬®²°¥²¼ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥-
¨¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±¤¢¨£³ ¨§ ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ GM. �°¨ ½²®¬ ¯®«¥-
§¥ ² ª®© ¦¥ ²°¾ª, ª®²®°»© ¡»«
±¤¥«  ¯°¨ ��   «¨§¥ ³¤¢®¥¨© ¯¥-
°¨®¤ . �¬¥®, ¯®¤±² ¢¨¢ ¢¬¥±²® ¯¥-
°¥¬¥®£® ¬ ±¸² ¡®£® ´ ª²®°  ¢
(18.20) ª®±² ²³ � = �1;28857: : :,
¯®«³· ¥¬ °¥ª³°°¥²®¥ ´³ª¶¨® «¼-
®¥ ³° ¢¥¨¥

gm+1(x) = �2gm�1

�
��1gm

�x
�

��
; (18.24)

ª®²®°®¥ ¨¬¥¥² ²³ ¦¥ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ (18.22). �³¤¥¬ ¨±ª ²¼
°¥¸¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ gm(x) = g(x) + "hm(x), " � 1. � ¯¥°¢®¬ ¯®°¿¤ª¥
¯® " ¯®«³· ¥¬

hm+1(x) = �2g0
�
��1g

�x
�

��
hm

�x
�

�
+ �hm�1

�
��1g

�x
�

��
:

(18.25)
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�²®±¨²¥«¼® hm(x) ½²® ° §®±²®¥ «¨¥©®¥ ´³ª¶¨® «¼®¥
³° ¢¥¨¥, °¥¸¥¨¥ ª®²®°®£® ¬®¦® ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ hm(x) = �mh(x),
·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥   ±®¡±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ±®¡-
±²¢¥»¥ § ·¥¨¿:

�2h(x) = ��2g0
�
��1g

�x
�

��
h
�x
�

�
+ �h

�
��1g

�x
�

��
: (18.26)

�¨±«¥®¥ °¥¸¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ±³¹¥±²¢¥»µ
±®¡±²¢¥»µ ·¨±« , ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ¥¤¨-
¨¶³ (Dixon et al., 1996) 1):

�1 = �2;833610655891167799 : : : ;
�2 = �2 = 1;660424381098700680 : : :

(18.27)

�®¡±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿,  ±±®¶¨¨°³¾¹ ¿±¿ ± �1, ¨¬¥¥² ° §«®¦¥¨¥
�¥©«®°  ¢¨¤  h1(x) = 1 +

P
hnx

3n. �·¥¢¨¤®, ®  ±®®²¢¥²±²¢³¥²
¢®§¬³¹¥¨¾ ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ®±² ¢«¿¾¹¥¬³ ¥£®   ª°¨-
²¨·¥±ª®© «¨¨¨. �²®° ¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¢®¥¬
° §«®¦¥¨¨ ¢±¥ ±²¥¯¥¨ x. �  ¢ª«¾· ¥²±¿ ¯°¨  «¨·¨¨ ¢®§¬³-
¹¥¨¿, ³¢®¤¿¹¥£® ®²®¡° ¦¥¨¥ ± ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨.

�² ª, ¥±«¨ ¬» ±«¥£ª  ±¤¢¨¥¬±¿ ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ ¨§ ª°¨²¨·¥-
±ª®© ²®·ª¨ GM, ²® ®¯¥° ²®°» ½¢®«¾¶¨¨ ¤«¿ ¨²¥°¢ «®¢ ¢°¥¬¥¨,
§ ¤ »µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ·¨±« ¬¨ �¨¡® ··¨ Fm, ¡³¤³² ¢¥-
±²¨ ±¥¡¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² m ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

gm(x) = g(x) + C1�
m

1 h1(x) + C2�
m

2 h2(x); (18.28)

£¤¥ ª®½´´¨¶¨¥²» C1 ¨ C2 § ¢¨±¿² ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ ¨±µ®¤®£® ®²®-
¡° ¦¥¨¿ ¨ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥.

� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤®¡ ¢ª¨ ¬ «» ²®«¼ª® ¢ ¨±µ®¤®¬
®²®¡° ¦¥¨¨,   ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±² ®¢¿²±¿ § -
·¨²¥«¼»¬¨, °¥¸¥¨¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

gm(x) = G(x; C1�
m

1 ; C2�
m

2 ); (18.29)

£¤¥ ´³ª¶¨¿ ²°¥µ  °£³¬¥²®¢ G(x; C1; C2) ®²¢¥· ¥² ¤¢³¬¥°®¬³
¥³±²®©·¨¢®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ g(x), ¯°¨·¥¬
G(x; 0; 0) = g(x).

� ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¨ ¯°®¨««¾±²°¨°³¥¬ ¢»-
¢®¤», ª®²®°»¥ ¯°®¢¥¤¥»©   «¨§ ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ®²®±¨²¥«¼-
® ±¢®©±²¢ ±ª¥©«¨£  ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ GM ¨ ¢ ¥¥ ®ª°¥±²®±²¨.

1) �°®¬¥ �1 ¨ �2, ±¯¥ª²° ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ±®¤¥°¦¨² ¥±³¹¥±²¢¥»¥ ·¨-
±« , ±¢¿§ »¥ ± ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»¬¨ § ¬¥ ¬¨ ¯¥°¥¬¥®©,   ² ª¦¥ ± ¢®§¬³-
¹¥¨¿¬¨, ¢»¢®¤¿¹¨¬¨ °¥¸¥¨¥ ¨§ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ ´³ª¶¨-
® «¼»µ ¯ °. �²®¡» ¯®¿±¨²¼ ¯®±«¥¤¨© ¬®¬¥², § ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ®¯¥° ²®°»
½¢®«¾¶¨¨ fm (±¬. (18.13)) ª®¬¬³²¨°³¾², ². ¥. °¥§³«¼² ² ¨µ ¤¥©±²¢¨¿ ¥ § ¢¨±¨²
®² ¯®°¿¤ª , ¯®±ª®«¼ª³ ®¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¬®£®ª° ²»¥ ª®¬¯®§¨¶¨¨ ®¤®£®
¨ ²®£® ¦¥ ®²®¡° ¦¥¨¿. � ¯°¨¬¥°, fm

�
fm+1(x)

�
= fm+1

�
fm(x)

�
. �²® ¢«¥·¥² § 

±®¡®© ®¯°¥¤¥«¥»¥ ®£° ¨·¥¨¿ ¨   ¢¨¤ ´³ª¶¨© hm.



� ¥ ª ¶ ¨ ¿ 19

����������� �������� � ��������
��������� � ������ ����� ��������,

��������� ������� �������

� ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨ ¬» ¨§«®¦¨«¨ °¥§³«¼² ²» ��   «¨§ 
¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ®²¢¥· ¾¹¥© ¨°° ¶¨® «¼®¬³ ·¨±«³ ¢° -
¹¥¨¿, § ¤ ®¬³ §®«®²»¬ ±°¥¤¨¬ ! = (

p
5� 1)=2. � ½²®© «¥ª-

¶¨¨ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥» ¢»¢®¤» ®²®±¨²¥«¼® ¤¨ ¬¨ª¨ ¢ ª°¨²¨-
·¥±ª®© ²®·ª¥ GM ¨ ¢ ¥¥ ®ª°¥±²®±²¨, ª®²®°»¥ ¬®¦® ±¤¥« ²¼  
®±®¢ ¨¨ ��   «¨§ .

�²®¡» ¯®¿±¨²¼ ±¬»±« ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ GM, ¯°¥¤±² ¢¨¬
±¥¡¥, ·²® ¬» ¤¢¨¦¥¬±¿   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ (r; k) ®² k = 0
¢ ±²®°®³ ³¢¥«¨·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  k ¢¤®«¼ «¨¨¨ ¯®±²®¿®£® ·¨-
±«  ¢° ¹¥¨¿ w = ! (°¨±. 19.1). �°¨ k = 1 ®  ®ª ·¨¢ ¥²±¿,

�¨±. 19.1. �° ¥ª²®°¨¿   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ («¨¨¿ ¯®±²®¿®£® ¨°° ¶¨®-

 «¼®£® ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿ (
p
5�1)=2) ¨ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¬®¬¥²³

¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ° §°³¸¥¨¥ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿

¨ §¤¥±¼ ° ±¯®« £ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª . � ª ¬» ³¢¨¤¨¬, ¢ ¥©
 ²²° ª²®° ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ £« ¤ª¨¬ ²®°®¬ ¨ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢® ´° ª-
² «¼»© ®¡º¥ª².
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19.1. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° GM

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ¯ ° ¬¥²°» ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
¢»¡° » ²®·® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ GM. �®£¤ ,
±®£« ±® °¥§³«¼² ² ¬ ��   «¨§ , ®¯¥° ²®°» ½¢®«¾¶¨¨ ¢ ª°¨²¨-
·¥±ª®© ²®·ª¥ §  ¨²¥°¢ «» ¢°¥¬¥¨, ¤ ¢ ¥¬»¥ ( ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨
¡®«¼¸¨¬¨) ·¨±« ¬¨ �¨¡® ··¨ Fm, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ³¨¢¥°± «¼-
®© ´³ª¶¨¥©; ¯°¨ ½²®¬   ª ¦¤®¬ ®·¥°¥¤®¬ ¸ £¥ m ¯¥°¥±·¥²
¬ ±¸² ¡  ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥®© ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   ´ ª²®° � =
= � 1;28857: : : �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ±²°³ª²³°  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²-
²° ª²®°  ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡  ¤®«¦  ¢®±-
¯°®¨§¢®¤¨²¼ ±¥¡¿ ¯°¨ ³ª § ®¬ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡ .

�®¯»²ª  ¯°®¨««¾±²°¨°®¢ ²¼ ½²® ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨£    ®¡»·-
®© ¨²¥° ¶¨®®© ¤¨ £° ¬¬¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥ ®·¥¼ ³¤ ·®©: ²° -
¥ª²®°¨¿ ¯«®²® § ¯®«¿¥² ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¨§-§  ¯°¨±³¹¥©
ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¥ ½°£®¤¨·®±²¨, ¨ ¤¥² «¨ ±²°³ª²³°»
±² ®¢¿²±¿ ¥° §«¨·¨¬». �±¯®«¼§³¥¬ ¯®½²®¬³ ¤¨ £° ¬¬³, ¢»¯®«-
¥³¾ ¢ ²¥µ¨ª¥ ª®¤¨°®¢ ¨¿ ²® ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥²  ¯®¤®¡® ¯®°-
²°¥² ¬  ²²° ª²®°®¢ ¢ ª®¶¥ «¥ª¶¨¨ 8 (°¨±. 19.2). �®«¥¥ ²¥¬»¥
®¡« ±²¨   ¤¨ £° ¬¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¡®«¼¸¥¬³ ®²®±¨²¥«¼®¬³

�¨±. 19.2. �²¥° ¶¨® ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ¨««¾±²°¨°³¾¹ ¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨¢ °¨-
 ²®© ¬¥°»    ²²° ª²®°¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ GM.
�°¨ ¢»¢®¤¥ ª ¦¤®© ²®·ª¨   ½ª°  ª®¬¯¼¾²¥°  ·¨±«®, ª®¤¨°³¾¹¥¥ ¿°ª®±²¼ ¢
¤ ®¬ ¯¨ª±¥«¥, ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿   ¥¤¨¨¶³. �±² ¢ª  ¯®ª §»¢ ¥² ´° £¬¥² ¨§®-
¡° ¦¥¨¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡  ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ¨ °¥§³«¼² ²
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® ³¢¥«¨·¥¨¿ ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ¬ ±¸² ¡  ®² ³°®¢¿ ª ³°®¢¾ ¢
� ° §

¢°¥¬¥¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿,   ¡®«¥¥ ±¢¥²«»¥ | °¥¤ª®¬³ ¯®±¥¹¥¨¾. �®
±³¹¥±²¢³ ª °²¨  ®²° ¦ ¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°»  
ª°¨²¨·¥±ª®¬  ²²° ª²®°¥.

�±«¨ ¢»¤¥«¨²¼ ´° £¬¥² ª °²¨» ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡ , ²®
¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ±²°³ª²³°  ¯®«®± ¢ ¥¬ ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿
¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¬ ±¸² ¡    ´ ª²®° � (± ¨§¬¥¥¨¥¬ ®°¨¥² ¶¨¨,
¯®±ª®«¼ª³ ´ ª²®° ®²°¨¶ ²¥«¥).



19.1. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° GM 277

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ´° ª² «¼»¥ ±¢®©±²¢  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª-
²®°    ¯®°®£¥ ° §°³¸¥¨¿ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¢
° ±¯°¥¤¥«¥¨¨   ¥¬ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°». �²³ ¬¥°³ ¬®¦® ¨±-
±«¥¤®¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥£® ¯°¨¥¬ . � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥-
¨¥ ®ª°³¦®±²¨   ±¥¡¿, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ¯®¢®°®²¥   ´¨ª±¨°®¢ »©
³£®«:

yn+1 = yn + w (mod 1); (19.1)

£¤¥ w = (
p
5 � 1)=2 ¨ ¯®¯»² ¥¬±¿  ©²¨ ² ª³¾ ´³ª¶¨¾ '(y),

·²®¡» xn = '(yn) ¢ ²®·®±²¨ ¤ ¢ «  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨²¥° -
¶¨© ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ GM. �³ª¶¨¨
x = '(y) ¨ y = '�1(x) ¡³¤³² ®¯°¥¤¥«¿²¼ § ¬¥³, ¯¥°¥¢®¤¿¹³¾
®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®¢®°®²  ¢ ª°¨²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨ ¨
®¡° ²®. �«¿ y ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  ®²¢¥· ¥², ®·¥¢¨¤®, ° ¢®-
¬¥°®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾   ¥¤¨¨·®¬ ¨²¥°¢ «¥ [0; 1). �®®²-
¢¥²±²¢¥®, ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ x ¡³¤¥² ¯®«³· ²¼±¿ ª ª
�(x) =

R
�
�
x� '(y)

�
dy.

�° ´¨ª ´³ª¶¨¨ '(y) ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ·¨±«¥® ±«¥¤³¾¹¨¬
®¡° §®¬: ±² °²³¥¬ ¨§ x = 0, y = 0 ¨ ¡³¤¥¬ ¨²¥°¨°®¢ ²¼ ®¤®¢°¥-
¬¥® ª°¨²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨ (18.11) ¨ ®²®¡° ¦¥¨¥
¯®¢®°®²  (19.1), ®²ª« ¤»¢ ¿ ¯®«³· ¥¬»¥ ¯ °» ¢¥«¨·¨ ¢ ª®®°¤¨ -

�¨±. 19.3. �®±²°®¥»© ·¨±«¥® £° ´¨ª ´³ª¶¨¨ x = '(y), ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥-
«¿¥² § ¬¥³, ¯°¨¢®¤¿¹³¾ ª°¨²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨ ª ®²®¡° ¦¥¨¾
¯®¢®°®² . �«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨£ , ¯°¨±³¹¥£® ½²®© ´° ª² «¼®©
ª°¨¢®©, ´° £¬¥² £° ´¨ª  ¢®±¯°®¨§¢®¤¨²±¿   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ
¸ £ µ ¯¥°¥±·¥²  ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ x   ´ ª²®° � = �1;28857 ¨ ¯® ®±¨ y  
´ ª²®° � = �(

p
5 + 1)=2



278 �¥ª¶¨¿ 19. �°¨²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª 

² µ (y; x). �®«³·¥»© ² ª¨¬ ®¡° §®¬ £° ´¨ª ¯®ª §    °¨±. 19.3
¨ ® ¢»£«¿¤¨² ª ª ´° ª² «¼ ¿ ª°¨¢ ¿. �²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢  «¨-
·¨¨ ¬ ±¸² ¡®£® ¯®¤®¡¨¿, ¢»¤¥«¨¬ ´° £¬¥² ª°¨¢®© ¢ ®ª°¥±²®-
±²¨ ²®·ª¨ (0; 0). �°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ x   ´ ª²®° � ¨
¯® ®±¨ y   ´ ª²®° � = �(p5 + 1)=2 ª °²¨  ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿
²¥¬ ± ¡®«¼¸¥© ²®·®±²¼¾, ·¥¬ £«³¡¦¥ ³°®¢¥¼ ° §°¥¸¥¨¿.

�«¿   «¨§  ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ¬®¦® ¯°¨¢«¥·¼ ¬³«¼-
²¨´° ª² «¼»© ´®°¬ «¨§¬ (Halsey, 1986). �®±²°®¨¬ ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼®±²¼ xn, ¯®°®¦¤ ¥¬³¾ ª°¨²¨·¥±ª¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ®ª°³¦®-
±²¨ ¯°¨ ±² °²¥ ¨§ x0 = 0 ¤«¿ n = 1; 2; : : :; Fm+1, £¤¥ Fm+1 |

�¨±. 19.4. �¯¥ª²° ®¡®¡¹¥»µ ° §¬¥°®±²¥© ( ) ¨ ±ª¥©«¨£ ±¯¥ª²° (¡) ¤«¿ ª°¨-
²¨·¥±ª®£®  ²²° ª²®°  ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ¢ ²®·ª¥ GM

¥ª®²®°®¥ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® �¨¡® ··¨. �³±²¼ ln ®¡®§ -
· ¥² ¤«¨³ ¨²¥°¢ «  ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ xn ¨ xn+Fm�1 , ¢»·¨±«¥³¾
¯® ¬®¤³«¾ 1. � ¦¤®¬³ ¨²¥°¢ «³ ln, n = 1; : : :; Fm�1, ¯°¨¯¨¸¥¬
®¤¨ ª®¢³¾ ¬¥°³ (¢¥°®¿²®±²¼) pn = p = 1=Fm. � «¥¥, ®¯°¥¤¥«¨¬
±³¬¬» ¢¨¤ 

�(m)
q� =

FmX
i=1

pq

l�i
= F�qm

FmX
i=1

l��i (19.2)

¨ ¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ¯°¨ k !1 ®¨ ¥ ³¡»¢ «¨ ª ³«¾ ¨ ¥ °®±«¨
¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼. �«¿ ½²®£® ¯®« £ ¥¬

q(�) = lim
m!1

log �
(m)
q�

logFm
: (19.3)

�¬¥¿ ´³ª¶¨¾ q(�), ±²°®¨¬ £° ´¨ª ®¡®¡¹¥®© ° §¬¥°®±²¨ ª ª
§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ ¢¥«¨·¨ ¬¨ q = q(�) ¨ D(q) = �=(q � 1),  
² ª¦¥ ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ª ª § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ � = d�=dq ¨ f =
= �q � � (°¨±. 19.4).



19.1. �°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° GM 279

� ¬¥²¨¬, ·²® ° §¬¥°®±²¼ � ³±¤®°´  D(0) ° ¢  1. (� ª ¨
¤®«¦® ¡»²¼, ¯®±ª®«¼ª³ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¯°¥°»¢ ¿ § ¬¥ , ±¢®¤¿-
¹ ¿ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ª ®²®¡° ¦¥¨¾ ¯®¢®°®²  (19.1).) �¤-
 ª® ª°¨²¨·¥±ª¨©  ²²° ª²®° ¢±¥ ¦¥ ´° ª² «, ® ·¥¬ £®¢®°¨²  «¨-
·¨¥ ¥²°¨¢¨ «¼»µ ¤°®¡»µ ¨´®°¬ ¶¨®®© ¨ ª®°°¥«¿¶¨®®©
° §¬¥°®±²¥©: D(1) = 0;9220 ¨ D(2) = 0;8664. �°¨ q ! �1
¨¬¥¥¬ D(�1) = logw�1= log j�j = 1;8980 (¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°-
®±²¼) ¨ D(1) = logw�1= log j�j3 = 0;6326 (¬¨¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°-
®±²¼). �ª¥©«¨£-±¯¥ª²° ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢ ¨²¥°¢ «¥ ¨§¬¥¥¨¿ �
®² D(1) ¤® D(�1) ¨ ¨¬¥¥² ½ª±²°¥¬³¬, ° ¢»© ¢¥«¨·¨¥ µ ³±-
¤®°´®¢®© ° §¬¥°®±²¨  ²²° ª²®°  fmax = D(0) = 1.

�¥°¥©¤¥¬ ª ®¡±³¦¤¥¨¾ ±¯¥ª²°  �³°¼¥ ª°¨²¨·¥±ª®£®  ²²° ª-
²®° . �®±ª®«¼ª³ ¯¥°¥¬¥ ¿ x ¨¬¥¥² ±¬»±« ´ §», ²® ¢±¥ ´¨§¨-
·¥±ª¨ § ·¨¬»¥ ¢¥«¨·¨» ¤®«¦» § ¢¨±¥²¼ ®² ¥¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨.

�¨±. 19.5. �¯¥ª²°» �³°¼¥ ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ¤¨ ¬¨ª¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®-
±²¨ ( ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¶¨ª«®¬ ¯¥°¨®¤  N = F17 = 1597). �  ¢¥°µ¥© ¤¨ £° ¬¬¥
¨±¯®«¼§®¢  «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨© ¬ ±¸² ¡ ¯® ®±¨  ¬¯«¨²³¤ ¨ ®¡»·»© ¯°®¯®°¶¨-
® «¼»© ¯® ®±¨ · ±²®². �  ¨¦¥© ¤¨ £° ¬¬¥ ¨±¯®«¼§®¢  «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨©
¬ ±¸² ¡ ¯® ®¡¥¨¬ ®±¿¬, ¨ ¯°¨ ½²®¬ ±¯¥ª²° «¼»¥ ¨²¥±¨¢®±²¨ ®²¥±¥» ª f�,
£¤¥ ¯®ª § ²¥«¼ � � 4;0 ¯®¤®¡°  ½¬¯¨°¨·¥±ª¨

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬» ¤®«¦» ¨²¥°¥±®¢ ²¼±¿ ±¯¥ª²° «¼»¬ ±®±² -
¢®¬ ¥ ± ¬®© ¯® ±¥¡¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ xn,   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-
±²¥© ¢¨¤  sn = F (xn), £¤¥ F | ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¨®¤  1.
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�«¿ ¯° ª²¨·¥±ª®£® ¯®±²°®¥¨¿ ±¯¥ª²°  ¢®§¼¬¥¬ ¡«¨§ª®¥ ª ª°¨-
²¨·¥±ª®¬³, ® ¥ ° ¢®¥ ¥¬³ § ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  r ¢ ®²®¡° ¦¥¨¨
®ª°³¦®±²¨, ² ª, ·²®¡» ¯°¨ k = 1 °¥ «¨§®¢ «±¿ ±² °²³¾¹¨© ¨§
x = 0 ¶¨ª« ± ¯¥°¨®¤®¬ ° ¢»¬ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¬³ ·¨±«³ �¨-
¡® ··¨, ±ª ¦¥¬, N = F17 = 1597. � «¥¥, ¢»·¨±«¿¥¬  ¬¯«¨²³¤»
ª®¬¯®¥² �³°¼¥ ±² ¤ °²»¬ ®¡° §®¬:

cm =
1

N

N�1X
n=0

F (xn) exp

�
�2�i

N
mn

�
: (19.4)

�°¨ ½²®¬ f = m=N ¥±²¼ · ±²®²  m-© ª®¬¯®¥²»,   ª¢ ¤° ² ¬®-
¤³«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  | ¥¥ ¨²¥±¨¢®±²¼ S(f) = S(m=N) = jcmj2.
�²® ª ± ¥²±¿ ´³ª¶¨¨ F , ²® ¥¥ § ¤ ¤¨¬ ¯°®±²® ¢ ¢¨¤¥ F (x) =
= sin 2�x.

�  °¨±. 19.5 (¢¥°µ¿¿ ¤¨ £° ¬¬ ) ±¯¥ª²° ¯®ª §  ¢ ²®¬ ¢¨¤¥,
ª®²®°»© ®¡»·® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ -
¨¿µ: ¯® ®±¨  ¡±¶¨±± ®²«®¦¥  · ±²®² ,   ¯® ®±¨ ®°¤¨ ² |  ¬¯«¨-
²³¤  ª®¬¯®¥² ¢ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥ S(¤�) = 10 lg jcmj2.
�²®¡» ±¤¥« ²¼ ¢¨¤¨¬»¬¨ ¯°¨±³¹¨¥ ±¯¥ª²°³ ±¢®©±²¢  ¯®¤®¡¨¿, ¨±-
¯®«¼§³¾² ¤¢®©®© «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨© ¬ ±¸² ¡ (°¨±. 19.5, ¨¦¿¿
¤¨ £° ¬¬ ). � ª ¬®¦® § ¬¥²¨²¼, ®²®±¨²¥«¼ ¿ ¢»±®²  ¨ ¢§ ¨¬-
®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¯¨ª®¢ ¢®±¯°®¨§¢®¤¿² ¤°³£ ¤°³£  ± ¯° ¢¨«¼®©
¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾ ¯® ®±¨ «®£ °¨´¬  · ±²®².

19.2. �ª¥©«¨£   ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨

�»¢¥¤¥¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¯ -
° ¬¥²°  ° ±±²°®©ª¨ r, ®±² ¢¨¢ ¢¥«¨·¨³ k ¥¨§¬¥®© ¨ ° ¢®©
1. �°¨ ½²®¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ ±®µ° ¿¥² ª³¡¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ ¯¥°¥£¨¡  ±
³«¥¢»¬¨ ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®© ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¢ ¥©. � °¥¸¥¨¨ «¨-
¥ °¨§®¢ ®£® ³° ¢¥¨¿ ��

gm(x) = g(x) + C1�
m
1 h1(x) + C2�

m
2 h2(x) (19.5)

ª®½´´¨¶¨¥² C1 ¡³¤¥² ¯°®¯®°¶¨® «¥ r � rc,   ª®½´´¨¶¨¥² C2
¡³¤¥² ³«¥¢»¬:  «¨·¨¥ ¤®¡ ¢ª¨ h2(x) ¯°¨¢¥«® ¡» ª À° §°³¸¥-
¨¾Á ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡  ¨ ³µ®¤³ ± ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨. � ª¨¬ ®¡° -
§®¬,  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯¥°¥®°¬¨°®¢ ®£® ®¯¥° -
²®°  ½¢®«¾¶¨¨ §  Fm ¸ £®¢ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

gm(x) = g(x) + const � (r � rc)�
m
1 h1(x):

�±«¨³¬¥¼¸¨²¼ ®²ª«®¥¨¥ ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ �1=�2;8336: : :
° §, ²® ´®°¬  ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ §  Fm+1 ¸ £®¢ ¡³¤¥² ² ª®©
¦¥, ª ª®© ®  ¡»«  ¤«¿ Fm ¸ £®¢ ¯°¨ ±² °®¬ § ·¥¨¨ ¯ ° ¬¥-
²° . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, µ ° ª²¥° ¤¨ ¬¨ª¨ ¤®«¦¥ ¡»²¼   «®£¨·-
»¬, ® ± ¢°¥¬¥�»¬ ¬ ±¸² ¡®¬ ¢ Fm+1=Fm = !�1 = 1;6180: : :
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° §  ¡®«¼¸¥. �®®²¢¥²±²¢¥®, § ·¥¨¥ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿
¡³¤¥² ¢ ² ª®¥ ¦¥ ·¨±«® ° § ¬¥¼¸¥.

�  °¨±. 19.6 ¢¢¥°µ³ ¯®ª §  £° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨ «¿¯³®¢±ª®£®
¯®ª § ²¥«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥²°  ° ±±²°®©ª¨
¢¤®«¼ «¨¨¨ k = 1. À�°®¢ «»Á ¨¦¥ ³«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®¡« -

�¨±. 19.6. �¢¥°µ³ | £° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿
®ª°³¦®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥²°  r ¯°¨ k = 1. � ¦¤»© ±«¥¤³¾¹¨© °¨±³®ª ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ±®¡®© ³¢¥«¨·¥»© ´° £¬¥² ¯°¥¤»¤³¹¥£®. �¥°¥±·¥² ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨
¯ ° ¬¥²°  r ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   ´ ª²®° �1 = �2;8336: : :,   ¯® ®±¨ «¿¯³®¢±ª®£®
¯®ª § ²¥«¿ | ¢ !�1 = 1;6180: : : ° § 

±²¿¬ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨, ². ¥. ¿§»ª ¬ �°®«¼¤ ,   ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª,
£¤¥ ¯®ª § ²¥«¼ ³«¥¢®©, | ¬®¦¥±²¢³ ±®µ° ¨¢¸¨µ±¿   ª°¨²¨-
·¥±ª®© «¨¨¨ ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. � ¨¦¥© · ±²¨ °¨-
±³ª  ¯°¥¤±² ¢«¥» ¤¨ £° ¬¬», ¯®ª §»¢ ¾¹¨¥ ¤¥² «¨ ±²°³ª²³°»
¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ r = rc, ² ª ·²® ª ¦¤ ¿ ¯®±«¥¤³¾¹ ¿ ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ±®¡®© ³¢¥«¨·¥»© ´° £¬¥² ¯°¥¤»¤³¹¥©. �°¨ ½²®¬ ¬ ±-
¸² ¡ ¯® ®±¨ «¿¯³®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ !�1 ° §,
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  ¯® ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  r | ¢ �1 ° § ®²®±¨²¥«¼® ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨
r = rc. �®¦® ¢¨¤¥²¼, ·²® £° ´¨ª¨ µ®°®¸® ¢®±¯°®¨§¢®¤¿²±¿  
° §»µ ³°®¢¿µ ° §°¥¸¥¨¿. �  ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨µ ³°®¢¿µ ±²¥¯¥¼
±®®²¢¥²±²¢¨¿, ª ª ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼, ¡³¤¥² ¥¹¥ ¢»¸¥.

�°³£¨¬ ¯°®¿¢«¥¨¥¬ ±ª¥©«¨£  ±«³¦¨² ¬ ±¸² ¡®¥ ¯®¤®¡¨¥
À·¥°²®¢®© «¥±²¨¶»Á ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®© ¥¥ ²®·ª¨, £¤¥ ·¨±«® ¢° -
¹¥¨¿ ° ¢® §®«®²®¬³ ±°¥¤¥¬³. � ª ¨§¢¥±²®, ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª
 ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ §®«®²®£® ±°¥¤¥£® ®·¥°¥¤®© ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¤°®¡¼¾
¯®£°¥¸®±²¼ ³¬¥¼¸ ¥²±¿   ´ ª²®° � = (�w�2) (§ ª ¬¨³±
®§ · ¥², ·²® ¯®£°¥¸®±²¼ ¯®¯¥°¥¬¥® ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¨«¨ ®²°¨-
¶ ²¥«¼ ¿). �²® ¡³¤¥² ´ ª²®° ±ª¥©«¨£  ¯® ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨. �®
£®°¨§®² «¼®© ®±¨ ´ ª²®°®¬ ±ª¥©«¨£  ±«³¦¨², ª ª ±«¥¤³¥² ¨§

�¨±. 19.7. �««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨£  À·¥°²®¢®© «¥±²¨¶»Á ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨,
£¤¥ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ° ¢® §®«®²®¬³ ±°¥¤¥¬³. �²°³ª²³°  ¢®±¯°®¨§¢®¤¨²
±¥¡¿ ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡    ´ ª²®° �1 = �2;8336: : : ¯® £®°¨§®² «¨ ¨
� = (�w�2) = �2;6180: : : ¯® ¢¥°²¨ª «¨

¯°®¢¥¤¥»µ ° ±±³¦¤¥¨©, ª®±² ²  �1. �±«¨ ¢»¤¥«¨²¼ ´° £-
¬¥² À·¥°²®¢®© «¥±²¨¶»Á ¢¡«¨§¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²®·ª¨ ¨ ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¥£® ± ³¢¥«¨·¥¨¥¬   ³ª § »¥ ´ ª²®°» ¯® ®±¿¬ ª®®°¤¨-
 ², ²® ª®´¨£³° ¶¨¿ ±²³¯¥¥© ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥² ±¥¡¿ (°¨±. 19.7).

19.3. �ª¥©«¨£ ¿§»ª®¢ �°®«¼¤    ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢

� ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ��   «¨§ , ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨-
·¥±ª®© ²®·ª¨ GM ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨, ¯®«³· -
¥¬®¥ ¯°¨ ¬®£®ª° ²»µ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, § ¢¨±¨²
®² ¤¢³µ ¯ ° ¬¥²°®¢ | ª®½´´¨¶¨¥²®¢ C1 ¨ C2. �±«¨ ¯®±²°®¨²¼
ª °²³ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢   ¯«®±ª®±²¨ ½²¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢, ²®
® , ®·¥¢¨¤®, ¡³¤¥² ®¡« ¤ ²¼ ±¢®©±²¢®¬ ¤¢³¬¥°®£® ±ª¥©«¨£ .
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®¤®¢°¥¬¥»© ¯¥°¥±·¥² ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯® ¯° ¢¨«³
C 01 = C1=�1, C

0

2 = C2=�2 ¨ ³¢¥«¨·¥¨¥ ¨¤¥ª±  m   ¥¤¨¨¶³ ®±² -
¢«¿¥² ´®°¬³ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ ¥¨§¬¥®©. �®½²®¬³ ¢ ²®·ª¥
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(C1; C2) ¨ ¢ ²®·ª¥ (C01; C
0

2) ¡³¤³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¯®¤®¡»¥ °¥¦¨¬»,
®²«¨· ¾¹¨¥±¿ ¬ ±¸² ¡®¬ ¢°¥¬¥¨, ª®²®°»© ¢® ¢²®°®© ²®·ª¥ ¢
1=w ° § ¡®«¼¸¥. �±«¨ ¥¨§¢¥±²® ¢»° ¦¥¨¥, ±¢¿§»¢ ¾¹¥¥ ª®-
½´´¨¶¨¥²» C1 ¨ C2 ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ²®
§ ¤ ·  ¯®±²°®¥¨¿ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ², ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¤«¿ ¨««¾-
±²° ¶¨¨ ±ª¥©«¨£ , ¤®«¦  ¡»²¼ °¥¸¥  ·¨±«¥® ± ¤®±² ²®·®©
±²¥¯¥¼¾ ²®·®±²¨.

� ª ·¥±²¢¥  · «  ª®®°¤¨ ² ¥±²¥±²¢¥® ¢»¡° ²¼ ± ¬³ ª°¨-
²¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ GM. �®®°¤¨ ² ¿ ®±¼ C1, ª ª ¬» ³¦¥ § ¥¬,
¤®«¦  ¡»²¼  ¯° ¢«¥  ¢¤®«¼ ª°¨²¨·¥±ª®© «¨¨¨ k = 1, ¯®-
±ª®«¼ª³ ¨¬¥® ±®¡±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ h1 ®²¢¥· ¥² ¢®§¬³¹¥¨¾, ¥
° §°³¸ ¾¹¥¬³ ª³¡¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ ¯¥°¥£¨¡ . �²® ª ± ¥²±¿ ¢²®°®©

�¨±. 19.8. � ¢»¡®°³ À±ª¥©«¨£®¢»µ ª®®°¤¨ ²Á ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ GM
¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨

ª®®°¤¨ ²®© «¨¨¨ (C2), ²® ® , ª ª ¬®¦® ±®®¡° §¨²¼, ¤®«¦ 
¨¤²¨ ¢¤®«¼ ª°¨¢®©   ¯«®±ª®±²¨ (r; k), ®²¢¥· ¾¹¥© ¯®±²®¿®¬³
·¨±«³ ¢° ¹¥¨¿, §®«®²®¬³ ±°¥¤¥¬³ (°¨±. 19.8). �²³ ª°¨¢³¾ ¬®¦®
 ©²¨ ·¨±«¥®. �±¯®«¼§³¥¬  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾ ¯®«¨®¬®¬:

�k = c2; �r = ac2 + bc22 + o(c22); (19.6)

£¤¥ � = r � rc, �k = k � 1. �®£¤  ·¨±«¥»© ° ±·¥² ¤ ¥²

a = �0;01749; b = �0;00148: (19.7)

� ³·¥²®¬ ±¤¥« »µ § ¬¥· ¨©, ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ À±ª¥©«¨£®¢»¬¨ ª®-
®°¤¨ ² ¬¨Á (c1; c2) ¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¨±µ®¤®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¬®¦®
®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª

�r = c1 + ac2 + bc22; �k = c1: (19.8)

�²® ¯°¨¶¨¯¨ «¼®, § ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°¨¢®¤¿¹ ¿ ª ±ª¥©«¨£®-
¢»¬ ª®®°¤¨ ² ¬, ¯®«³·¨« ±¼ ¥«¨¥©®©. �°¨ ½²®¬ ³·¥² ª¢ ¤° ²¨·»µ
·«¥®¢ ° §«®¦¥¨¿ �¥©«®°  ±³¹¥±²¢¥,   ¯®±«¥¤³¾¹¨µ | ¥²! �²® ±¢¿-
§ ® ± ª®ª°¥²»¬, ¯°¨±³¹¨¬ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ GM, ±®®²®¸¥¨¥¬
´ ª²®°®¢ �1 ¨ �2. �²®¡» ° §º¿±¨²¼ ¤ »© ¬®¬¥², ¯°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥,
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·²® ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±¥°¨¾ ª °²¨®ª, ¯®ª §»¢ ¾¹¨µ ®ª°¥±²®±²¼ ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª¨   ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢® ¢±¥ ¬¥¼¸¨µ ¨ ¬¥¼¸¨µ
¬ ±¸² ¡ µ, ² ª ·²® c1 / ��m

1
, c2 / ��m

2
. �±«¨ ¬» ¯°¥¥¡°¥£ ¥¬ ª®-

½´´¨¶¨¥²®¬ ° §«®¦¥¨¿ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¯°¨ c
p

2
, ²® ¢ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨

¯¥°¢®¬ ±®¡±²¢¥®¬ ¢¥ª²®°¥ ¡³¤¥² ¢¥±¥  ¯®£°¥¸®±²¼ ¯®°¿¤ª  �
�pm

2
.

�®«»© ¦¥ ¢ª« ¤ ¯¥°¢®£® ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°  ± ³·¥²®¬ ¥£®  ° ±² ¨¿
¯® § ª®³ �m

1
¡³¤¥² ¯®°¿¤ª  �m

1
�
�pm

2
. �²®² ¢ª« ¤ ¥ ®¯ ±¥ ¨ ¨±·¥§ ¥² ¯°¨

�¨±. 19.9. �««¾±²° ¶¨¿ ¤¢³¬¥°®£® ±ª¥©«¨£  ª °²¨» ¿§»ª®¢ �°®«¼¤   
ª °²¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦®±²¨ ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨ GM. �°¨¢®«¨¥©»© ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª, ¢ ¶¥²°¥ ª®²®°®£® ° ±¯®« £ ¥²±¿
ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ®¡° §®¢  ª®®°¤¨ ²»¬¨ «¨¨¿¬¨ c1 = �0;1 ¨ c2 = �0;5.
�®¯ ¢¸ ¿ ¢³²°¼ ½²®£® ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª  · ±²¼ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®ª §  
®²¤¥«¼® ¢ ª®®°¤¨ ² µ (c1; c2). �¥°¥±·¥² ¬ ±¸² ¡    ¢±² ¢ª µ ®² ³°®¢¿ ª
³°®¢¾ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   ´ ª²®°» �1 = �2;8336: : : ¨ �2 = 1;6604: : :, ±®®²¢¥²-
±²¢¥®, ¯® £®°¨§®² «¨ ¨ ¢¥°²¨ª «¨. �¨´° ¬¨ ¢ ®±®¢»µ ¿§»ª µ �°®«¼¤ 
³ª § » ·¨±«  ¢° ¹¥¨¿
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m!1, ¥±«¨ j�1j < j�
p

2
j. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ �1 = �2;83361 ¨ �2 = 1;66044,

² ª ·²® j�2j < j�1j ¨ j�22j < j�1j, ® j�
p

2
j > j�1j ¯°¨ p > 3. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

¢ (19.8) ¤®±² ²®·® ³·¨²»¢ ²¼ «¨¥©»© ¨ ª¢ ¤° ²¨·»© ·«¥» ¯® c2.

�  °¨±. 19.9 ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ¤¢³¬¥°»© ±ª¥©«¨£ ª °²¨»
¿§»ª®¢ �°®«¼¤  ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ GM. �  ¢¥°µ¥© ¤¨ -
£° ¬¬¥ ¯® ®±¿¬ ª®®°¤¨ ² ®²«®¦¥» ¯ ° ¬¥²°» ¨±µ®¤®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿, r ¨ k. �°¨¢®«¨¥©»© ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª, ¢ ¶¥²°¥ ª®²®-
°®£® ° ±¯®« £ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ®¡° §®¢  ª®®°¤¨ ²»¬¨
«¨¨¿¬¨ c1 = �0;1 ¨ c2 = �0;5. � «¥¥, ¯®¯ ¢¸ ¿ ¢³²°¼ ½²®£®
·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª  · ±²¼ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®ª §   ®²¤¥«¼®,
²¥¯¥°¼ ³¦¥ ¢ ª®®°¤¨ ² µ (c1; c2),   § ²¥¬ ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥  ± ¯¥°¥-
±·¥²®¬ ¬ ±¸² ¡    ´ ª²®°» �1 ¨ �2 ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®±¿¬
ª®®°¤¨ ². �®±ª®«¼ª³ ´ ª²®° �1 ®²°¨¶ ²¥«¥, ª °²¨  ¨¢¥°²¨°³-
¥²±¿ ¯® £®°¨§®² «¨ ¯°¨ ª ¦¤®¬ ¬ ±¸² ¡®¬ ¯¥°¥±·¥²¥. �¡° ²¨²¥
¢¨¬ ¨¥, ª ª ¯°¨ ½²®¬ ¯¥°¥³¬¥°®¢»¢ ¾²±¿ ¿§»ª¨ �°®«¼¤ :
¥±«¨ ·¨±«® ¢° ¹¥¨¿ ¡»«® Fm�1=Fm, ²® ¤«¿   «®£¨·®£® ¿§»ª 
  ±«¥¤³¾¹¥© ª °²¨ª¥ ®® ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢»¬ Fm=Fm+1.

� ª ¨ ³¨¢¥°± «¼®±²¼ �¥©£¥¡ ³¬ , ¨¬¥¢¸ ¿ ¬¥±²® ¯°¨ ³¤¢®-
¥¨¿µ ¯¥°¨®¤ , ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  GM, ¬®¦¥² ¢±²°¥· ²¼±¿ ¥ ²®«¼-
ª® ¢ ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨¿µ, ® ¨ ¢ ¬®£®¬¥°»µ ¥«¨¥©»µ
¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ±¨±²¥¬ µ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ª¢ §¨¯¥°¨-
®¤¨·®±²¼. � ®¡¹¥© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ½²®² ²¨¯ ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥-
¤¥¨¿ ±«¥¤³¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±¨²³ ¶¨¾ ª®° §¬¥°®±²¨ ¤¢ .
�²® § ·¨², ·²® ®  ¡³¤¥² ¢®§¨ª ²¼ ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥, ¥±«¨ ¯°®-
±²° ±²¢® ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤¢³¬¥°®¥,   «¨¨¨, ¥±«¨ ®® ²°¥µ¬¥°-
®¥ ¨ ². ¤. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ·²®¡» °¥ «¨§®¢ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ±¨-
²³ ¶¨¾, ³¦® ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯®¤¡®°®¬ ¯ ° ¬¥²°®¢ ° ¢¥±²¢® ³«¾
¤¢³µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¢ (19.5); ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©
C1(A; B; C; : : :) = 0 ¨ C2(A; B; C; : : :) = 0 ®¯°¥¤¥«¨² ° ±¯®«®¦¥-
¨¥ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, «¨¨¨ ¨«¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯ -
° ¬¥²°®¢ ¨±µ®¤®© § ¤ ·¨ (A; B; C; : : :). � ®²«¨·¨¥ ®² ´¥©£¥¡ ³-
¬®¢±ª®© ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ¨¬¥¾¹¥© ª®° §¬¥°®±²¼ ®¤¨, ª°¨²¨-
·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ²¨¯  GM ²°³¤¥¥ ®¡ °³¦¨²¼ ¨  ¡«¾¤ ²¼. �¥¬
¥ ¬¥¥¥, ¢ «¨²¥° ²³°¥ ®¯¨± » ¢¯®«¥ ³±¯¥¸»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²»,
¢ ª®²®°»µ ³¤ «®±¼ °¥ «¨§®¢ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ²¨¯  GM,
¢ · ±²®±²¨, ¯°¨ ª®¢¥ª¶¨¨ �¥«¥¿{�¥ ° , ¢ ½«¥ª²°®»µ ±¨±²¥-
¬ µ ¨ ¤°. �»«¨ ®¶¥¥» ¬ ±¸² ¡»¥ ´ ª²®°» � ¨ �, ¯®«³·¥»
±¯¥ª²°» �³°¼¥ ¨ ¤ ¦¥ ±ª¥©«¨£-±¯¥ª²°» ¢ ° §³¬®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨
± ®¦¨¤ ¥¬»¬¨   ®±®¢¥   «¨§  ®¤®¬¥°®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ®ª°³¦-
®±²¨ (±¬. Stavans, 1985; ®¡§®° �¥¢¨, 1987).



������ ����������

�¨£¨

1. � ¤ ° ®  ® ¢ �.�., � ¨ ² ² �.�., �  © ª¨ �. �. �¥®°¨¿ ª®«¥¡ ¨©.|�.:
� ³ª , 1981.

2. � ¨¹¥ª ® �. �. �«®¦»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ¯°®±²»µ ±¨±²¥¬ µ.|�.: � ³ª ,
1990. 312±.

3. � ¨¹¥ª ® �. �., �   ¤ ¨ ¢  ± ® ¢   �. �., � ±²   µ ®¢ �. �. �¥«¨¥© ¿ ¤¨-
 ¬¨ª  µ ®²¨·¥±ª¨µ ¨ ±²®µ ±²¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.|� ° ²®¢: �§¤-¢® � ° ²®¢-
±ª®£® ³-² , 1999. 368±.

4. � ° ® « ¼ ¤ �. �. �®¯®«¨²¥«¼»¥ £« ¢» ²¥®°¨¨ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥-
¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©.|�.: � ³ª , 1978. 304±.

5. �   « ¥± ª ³ �. � ¢®¢¥± ¿ ¨ ¥° ¢®¢¥± ¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ¬¥µ ¨ª .|�.:
�¨°, 1978. �. 2. �°¨«®¦¥¨¥: �°£®¤¨·¥±ª ¿ ¯°®¡«¥¬ .

6. � ¥ °¦ ¥ �., � ®¬ ® �., � ¨ ¤   « ¼ �. �®°¿¤®ª ¢ µ ®±¥. � ¤¥²¥°¬¨¨±²¨·¥±ª®¬
¯®¤µ®¤¥ ª ²³°¡³«¥²®±²¨.|�.: �¨°, 1991. 368 ±.

7. � ³ ² ¥ ¨  �. �., � ¥ ©¬  ° ª �.�., � ³´  ¥ ¢ �. �. �¢¥¤¥¨¥ ¢
²¥®°¨¾ ¥«¨¥©»µ ª®«¥¡ ¨©.|�.: � ³ª , 1976. 384±.

8. � ¤ ® ¢¨ · ¥  ª ® �. �. � §¢¨²¨¥ ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¯°¨¶¨¯®¢ ±² ²¨±²¨·¥-
±ª®© ´¨§¨ª¨ ¢ ¯¥°¢®© ¯®«®¢¨¥ �� ¢¥ª .|�.: � ³ª , 1986. 160 ±.

9. �   « ¼ ¯¥ ° ¨  �. �., � ¥¬«¿ª ®¢ �. �. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¡¨«¼¿°¤». (�¨¡«¨®-
²¥·ª  À�¢ ²Á. �»¯. 77).|�.: � ³ª , 1990. 288±.

10. �   ° ¤ ¥ ° �. � ³-ª , ¤®£ ¤ ©±¿!|�.: �¨°, 1984. 213±.
11. � ¥ « ¼´ ¥° �. �. �±²®°¨¿ ¨ ¬¥²®¤®«®£¨¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®©

´¨§¨ª¨.|�.: �»±¸ ¿ ¸ª®« , 1969, ¢ 2-µ ²®¬ µ.
12. �¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¥³±²®©·¨¢®±²¨ ¨ ¯¥°¥µ®¤ ª ²³°¡³«¥²®±²¨ /�®¤ °¥¤.

�. �³¨¨ ¨ �¦. �®«« ¡ .|�.: �¨°, 1984. 344 ±.
13. �¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» (�®¢°¥¬¥»¥ ¯°®¡«¥¬» ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ´³¤ ¬¥-

² «¼»¥  ¯° ¢«¥¨¿). �. 1, 2.|�.: ������, 1985.
14. �¬ ¨ ² °¨ ¥ ¢ �. �., � ¨ ± « ® ¢ �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ° ¤¨®´¨§¨ª¥

¨ ½«¥ª²°®¨ª¥.|�.: � ³ª , 1989. 280±.

15. �   ± «   ¢ ±ª ¨ © �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª ¿ ¥®¡° ²¨¬®±²¼ ¢ ¥«¨¥©»µ
±¨±²¥¬ µ.|�.: � ³ª , 1970.

16. �   ± «   ¢ ±ª ¨ © �. �. �²®µ ±²¨·®±²¼ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.|�.: � ³ª ,
1984. 271±.

17. �®¬¯¼¾²¥°» ¨ ¥«¨¥©»¥ ¿¢«¥¨¿. �´®°¬ ²¨ª  ¨ ±®¢°¥¬¥®¥ ¥±²¥±²¢®-
§ ¨¥ /�°¥¤¨±«®¢¨¥ �. �. � ¬ °±ª®£®.|�.: � ³ª , 1988. 192±.

18. � °»« ® ¢ �. �. � ¡®²» ¯® ®¡®±®¢ ¨¾ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨.|�.{�.:
�§¤-¢® �� ����, 1950.

19. �    ¤   �. �. �¢²®ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ±¨±²¥¬ µ ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ±²¥¯¥¥©
±¢®¡®¤».|�.: � ³ª , 1980.

20. �    ¤   ³ �. �., � ¨ ´¸¨ ¶ �. �. �¨¤°®¤¨ ¬¨ª .|�.: � ³ª , 1986. �. 30.
21. � ® ± ª³ ² ® ¢ �.�., � ¨µ  ©« ® ¢ �. �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ±¨¥°£¥²¨ª³.|�.: � ³ª ,

1990. 272±.
22. � ¨µ ² ¥  ¡ ¥ ° £ �., � ¨ ¡ ¥ °¬   �. �¥£³«¿° ¿ ¨ µ ®²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª .|

�.: �¨°, 1984.
23. � ¿ ¯ ³ ® ¢ �. �. �¡¹ ¿ § ¤ ·  ®¡ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¤¢¨¦¥¨¿.|�.{�.: �����,

1950.

24. �   ¤ ¥ « ¼¸²  ¬ �. �. �¥ª¶¨¨ ¯® ª®«¥¡ ¨¿¬.|�.: �§¤-¢® �� ����, 1955.



�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» 287

25. �  ° ± ¤ ¥  �¦., �  ª - � °  ª ¥  �. �¨´³°ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ¶¨ª«  ¨ ¥¥
¯°¨«®¦¥¨¿.|�.: �¨°, 1980. 368±.

26. � ³ �. � ®²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿.|�.: �¨°, 1990. 312±.

27. � ¥© ¬  ° ª �.�. �¥²®¤ ²®·¥·»µ ®²®¡° ¦¥¨© ¢ ²¥®°¨¨ ¥«¨¥©»µ
ª®«¥¡ ¨©.|�.: � ³ª , 1972. 472±.

28. � ¥© ¬  ° ª �.�., �    ¤   �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ¨ µ ®²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿,
1987. 424±.

29. �¥«¨¥©»¥ ¢®«» /�®¤ °¥¤. �. �. � ¯®®¢ -�°¥µ®¢ .|�.: � ³ª , 1979.
360 ±.

30. �¥«¨¥©»¥ ¢®«». �²®µ ±²¨·®±²¼ ¨ ²³°¡³«¥²®±²¼ /�®¤ °¥¤.
�. �. � ¡¨®¢¨· .|�.: � ³ª , 1980. 220±.

31. �¥«¨¥©»¥ ¢®«». � ±¯°®±²° ¥¨¥ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ /�®¤ °¥¤.
�. �. � ¯®®¢ -�°¥µ®¢ .|�.: � ³ª , 1981. 244 ±.

32. �¥«¨¥©»¥ ¢®«». � ¬®®°£ ¨§ ¶¨¿ /�®¤ °¥¤. �. �. � ¯®®¢ -�°¥µ®¢  ¨
�. �. � ¡¨®¢¨· .|�.: � ³ª , 1983. 264±.

33. �¥«¨¥©»¥ ¢®«». �²°³ª²³°» ¨ ¡¨´³°ª ¶¨¨ /�®¤ °¥¤. �. �. � ¯®®¢ -
�°¥µ®¢  ¨ �. �. � ¡¨®¢¨· .|�.: � ³ª , 1987.

34. �¥«¨¥©»¥ ¢®«». �¨ ¬¨ª  ¨ ½¢®«¾¶¨¿ /�®¤ °¥¤. �. �. � ¯®®¢ -�°¥µ®¢ 
¨ �. �.� ¡¨®¢¨· .|�.: � ³ª , 1989. 400 ±.

35. � ¥¬» ¶ª¨© �. �., � ² ¥ ¯    ® ¢ �. �. � ·¥±²¢¥ ¿ ²¥®°¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨-
 «¼»µ ³° ¢¥¨©.|�.{�.: �����, 1947. 551 c.

36. � ¨ª ® «¨ ± �., � ° ¨ £ ®¦ ¨ �. �®§ ¨¥ ±«®¦®£®: �¢¥¤¥¨¥.|�.: �¨°,
1990. 342±.

37. �   © ² £ ¥ �.-�., � ¨µ ² ¥° �.�. �° ±®²  ´° ª² «®¢.|�.: �¨°, 1993. 176±.

38. � °¨ £ ®¦ ¨ �. �² ±³¹¥±²¢³¾¹¥£® ª ¢®§¨ª ¾¹¥¬³.|�.: � ³ª , 1985.
328 ±.

39. � °¨ £ ®¦ ¨ �., � ² ¥  £ ¥ ° ± �. �®°¿¤®ª ¨§ µ ®± .|�.: �¨°, 1986. 430±.

40. � ³    ª   °¥ �. �®¢»¥ ¬¥²®¤» ¥¡¥±®© ¬¥µ ¨ª¨. �§¡° »¥ ²°³¤».
�. 1, 2.|�.: � ³ª , 1971.

41. �   ¡ ¨ ®¢ ¨ · �. �., � ° ³ ¡ ¥ ¶ ª ® ¢ �. �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ª®«¥¡ ¨© ¨
¢®«.|�.: � ³ª , 1984. 432±.

42. �²° »¥  ²²° ª²®°» /�®¤ °¥¤. �. �. �¨ ¿ ¨ �. �.�¨«¼¨ª®¢ .|�.: �¨°,
1981.

43. � ° ³ ¡ ¥ ¶ ª ® ¢ �. �. �®«¥¡ ¨¿ ¨ ¢®«» ¤«¿ £³¬ ¨² °¨¥¢.|� ° ²®¢: �§¤-
¢® �®±��� À�®««¥¤¦Á, 1997. 393±.

44. � ¥¤ ¥ ° �. �° ª² «».|�.: �¨°, 1991. 254 ±.

45. �   ª ¥  �. �¨¥°£¥²¨ª .|�.: �¨°, 1980.
46. �   ª ¥  �. �¨¥°£¥²¨ª . �¥° °µ¨¿ ¥³±²®©·¨¢®±²¥© ¢ ± ¬®®°£ ¨§³¾¹¨µ±¿

±¨±²¥¬ µ ¨ ³±²°®©±²¢ µ.|�.: �¨°, 1985.

47. �¨ ·¨  �.�. �¥¯»¥ ¤°®¡¨.|�.: � ³ª , 1978. 112 ±.
48. �  °ª ®¢ ± ª ¨ © �.�., �  © ± ² ° ¥ ª ® �. �., � ® ¬    ¥  ª ® �.�. � §-

®±²»¥ ³° ¢¥¨¿ ¨ ¨µ ¯°¨«®¦¥¨¿.|�¨¥¢: � ³ª®¢  �³¬ª , 1986. 280±.

49. � ³ ± ² ¥° �. �¥²¥°¬¨¨°®¢ »© µ ®±.|�.: �¨°, 1988.
50. B e c k C., S c h l �o g l F. Thermodynamics of chaotic systems.|Cambridge

University Press, 1993. 281p.
51. D e v an e y R. L. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems.|Addison{

Wesley Publ. Co., Inc., 1989. 336p.

52. Do r fman J.R. An Introduction to Chaos in Nonequilibrium Statistical
Mechanics.|Cambridge University Press, 1999. 288p.



288 �¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

53. E c kmann J.-P., C o l l e t P. Iterated Maps as Dynamical Systems.|Basel:
Birkh�auser, 1980.

54. G l e i c k J. Chaos. Making a new science.|N.Y.: Penguin Books, 1987. 354 p.
55. G u c k enh e i me r J., H o lme s P. J. Nonlinear oscillations, dynamical sys-

tems, and bifurcations of vector �elds.|Berlin: Springer-Verlag, 1983.
56. M and e l b r o t B. B. The Fractal Geometry of Nature.|San Francisco: Free-

man, 1982.
57. O t t E. Chaos in Dynamical Systems.|Cambridge University Press, 1993.

385 p.
58. R e i c h l L. E. The Transition to Chaos In Conservative Classical Systems:

Quantum Mani�stations.|N.Y.: Springer-Verlag, 1992.
59. S c h r o e d e r M. Fractals, Chaos, Power Laws.|N. Y.: Freeman & Co, 1991.

430 p.
60. Th omp s on J.M. T., S t ewa r t H. B. Nonlinear dynamics and chaos.|

N. Y.: Wiley, 1986. 376p.

�¡§®°»

1. � ¨¹¥ª ® �. �. �²²° ª²®°» ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ==�§¢. ¢³§®¢. �°¨-
ª« ¤ ¿ ¥«¨¥© ¿ ¤¨ ¬¨ª . 1997. �. 5, Â 1. �. 109{127.

2. � ° ® ¸² ¥ ©  �. �. �®¢®¥ ® ª¢ ¤° ²®¬ ²°¥µ·«¥¥ == �®°®±®¢±ª¨© ®¡° §®-
¢ ²¥«¼»© ¦³° «. 1999. Â 9. �. 123{127.

3. � ³ « �. �., � ¨    © �. �., �   ¨  �. �. �¨¢¥°± «¼®±²¼ �¥©£¥¡ ³¬  ¨
²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨© ´®°¬ «¨§¬ ==���. 1984. �. 39, Â 3. �. 3{37.

4. �   ¯ ® ® ¢ - � ° ¥ µ ® ¢ �.�., �   ¡ ¨ ® ¢¨ · �. �. �. �. � ¤¥«¼¸² ¬ ¨ ±®¢°¥-
¬¥ ¿ ²¥®°¨¿ ª®«¥¡ ¨© ¨ ¢®« ==���. 1979. �. 128, Â 3. �. 579{624.

5. �   ¯ ® ® ¢ - � ° ¥ µ ® ¢ �. �., �   ¡ ¨ ® ¢ ¨ · �. �. � ®²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª  ¯°®-
±²»µ ±¨±²¥¬ ==�°¨°®¤ . 1981. Â 2. �. 54{65.

6. �   ¯ ® ® ¢ - � ° ¥ µ ® ¢ �.�., �   ¡ ¨ ®¢ ¨ · �.�. �¥«¨¥© ¿ ´¨§¨ª . �²®µ -
±²¨·®±²¼ ¨ ±²°³ª²³°».|� ±¡.: �¨§¨ª  �� ¢¥ª : � §¢¨²¨¥ ¨ ¯¥°±¯¥ª²¨¢».|
�.: � ³ª , 1984. �. 219{280.

7. � ¼¾ ¤¨ �. �. �´´¨»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ´° ª² «¼»¥ ±²°³ª-
²³°» ==� ¬¨°¥  ³ª¨. 1990. Â 7. �. 82{86.

8. �¨ ª ® ¢ �. �. �° ª² «» == �®°®±®¢±ª¨© ®¡° §®¢ ²¥«¼»© ¦³° «. 1996.
Â 12. �. 115{121.

9. �   ± «   ¢ ±ª ¨ © �. �., �¨ °¨ ª ® ¢ �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª ¿ ¥³±²®©·¨¢®±²¼ ¥-
«¨¥©»µ ª®«¥¡ ¨© ==���. 1971. �. 105, Â 1. �. 3{40.

10. �   ¤    ® ¢ �. �. �³²¨ ª µ ®±³.|� ±¡.: �¨§¨ª  §  °³¡¥¦®¬. �»¯. 85.|�.:
�¨°, 1985. �. 9{32.

11. � °   ² ·´ ¨« ¤ �. �., �  °¬ ¥° �. �., �   ª ª  ° ¤ �. �., �®³ �. �. � ®±
==� ¬¨°¥  ³ª¨. 1987. Â 2. �. 16{28.

12. � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �. �., � ³ §  ¥ ¶ ®¢ �. �. �°¨²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª  ®¤®¬¥°»µ
®²®¡° ¦¥¨©. �. I. �¶¥ °¨© �¥©£¥¡ ³¬  ==�§¢. ¢³§®¢. �°¨ª« ¤ ¿ ¥«¨-
¥© ¿ ¤¨ ¬¨ª . 1993. �. 1, Â 1, 2. �. 15{32.

13. � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �.�., � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �. �., �   ²   ¥¢ �. �. �°¨²¨·¥±ª ¿ ¤¨ -
¬¨ª  ®¤®¬¥°»µ ®²®¡° ¦¥¨©. �. II. �¢³µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯¥°¥µ®¤ ª µ -
®±³ ==�§¢. ¢³§®¢. �°¨ª« ¤ ¿ ¥«¨¥© ¿ ¤¨ ¬¨ª . 1993. �. 1, Â 2. �. 17.

14. � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �.�., � ³§  ¥ ¶ ®¢ �. �., �   ²   ¥ ¢ �.�. �®° §¬¥°®±²¼ ¨ ²¨-
¯¨·®±²¼ ¢ ª®²¥ª±²¥ ¯°®¡«¥¬» ®¯¨± ¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥¨¿
¯¥°¨®¤  ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ µ ==�¥£³«¿° ¿ ¨ µ ®²¨·¥-
±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª . 1997. �. 2, Â 3, 4. �. 90-105.



�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» 289

15. � ¥ ¢ ¨ �. �. �®¢»© £«®¡ «¼»© ´° ª² «¼»© ´®°¬ «¨§¬ ®¯¨±»¢ ¥² ° §«¨·-
»¥ ±¶¥ °¨¨ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³.|� ±¡.: �¨§¨ª  §  °³¡¥¦®¬. �»¯. 87.|�.:
�¨°, 1987. �. 263{270.

16. � ® ¨ �. �. � ¯°¨°®¤¥ ²³°¡³«¥²®±²¨ ==���. 1978. �. 125, Â 1. �. 97{
122.

17. � ® ¨ �. �. �¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª ¿¥³±²®©·¨¢®±²¼ ==���. 1986. �. 150, Â 1.
�. 62{105.

18. � °   ¥ ¢ ± ª ¨© �. �. � §¥°», « §¥°» ¨ ±²° »¥  ²²° ª²®°» ==�¢ ²®¢ ¿
½«¥ª²°®¨ª . 1981. �. 8, Â 1. �. 130{142.

19. � °   ¥ ¢ ± ª ¨© �.�. �¨ ¬¨ª  ®¤®¬®¤®¢»µ « §¥°®¢ ¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨©
µ ®± ==�§¢. ¢³§®¢. �°¨ª« ¤ ¿ ¥«¨¥© ¿ ¤¨ ¬¨ª . 1996. �. 4, Â 1, 2.
�. 3{32.

20. �   ¡ ¨ ®¢ ¨ · �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ²³°¡³«¥²®±²¼ ==���.
1978. �. 125, Â 1. �. 123{167.

21. �   ¡ ¨ ®¢ ¨ · �.�., � ³¹¨ ª �.�. �¥£³«¿° ¿ ¨ µ ®²¨·¥±ª ¿ ¤¨ ¬¨ª 
±²°³ª²³° ¢ ²¥·¥¨¿µ ¦¨¤ª®±²¨ ==���. 1990. �. 160, Â 1. �. 3{64.

22. � ¨  © �. �. � ¯®¿²¨¨ ½²°®¯¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ==��� ����.
1959. �. 124, Â 4. �. 768{771.

23. � ° ³ ¡ ¥ ¶ ª ® ¢ �.�. �³°¡³«¥²®±²¼ ¨ ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »© µ ®±
== �®°®±®¢±ª¨© ®¡° §®¢ ²¥«¼»© ¦³° «. 1998. Â 1. �. 77{83.

24. � ¥© £ ¥ ¡   ³¬ �. �¨¢¥°± «¼®±²¼ ¢ ¯®¢¥¤¥¨¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬
==���. 1983. �. 141, Â 2. �. 343{374.

25. � ®²¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ==�¥¬ ²¨·¥±ª¨© ¢»¯³±ª ¦³° «  �����. 1987. �. 75,
Â 8. 175 ±.

26. � ª¬   �.-�. �¥°¥µ®¤ ª ²³°¡³«¥²®±²¨ ¢ ¤¨±±¨¯ ²¨¢»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ
±¨±²¥¬ µ.|� ª.: �¨¥°£¥²¨ª  /�®¤ °¥¤. �. �. � ¤®¬¶¥¢ .|�.: �¨°, 1984.
�. 190{219.

27. �° £ ¥  ± �., �   © ² £ ¥  �.-�., �   ³ ¯ ¥ �. �§»ª ´° ª² «®¢ ==� ¬¨°¥  ³ª¨.
1990. Â 10. �. 36{44.

28. Cv i t a n o v i�c P. Universality in Chaos (or Feigenbaum for cyclists) ==Acta
Physica Polonica. 1984. V. A65. P. 203{239.

29. E c kmann J.-P. Roads to Turbulence in Dissipative Dynamical Sys-
tems ==Rev. Mod. Phys. 1981. V. 53. P. 643{654.

30. H as l e r M. == Int. J. of Bifurcations and Chaos. 1998. V. 8, Â 4. P. 647.
31. O t t E. Strange Attractors and Chaotic Motion of Dynamical Systems ==Rev.

Mod. Phys. 1981. V. 53. P. 655{672.

�² ²¼¨

1. � ¨¹¥ª ® �. �., � ± ²   µ ® ¢ �. �. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¬¥-
µ ¨§¬  ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ¨ ±²°³ª²³°» ±²° ®£®  ²²° ª²®°  ¢ £¥¥° ²®°¥ ±
¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨ ½«¥ª²°®¨ª . 1983. �. 28,
Â 6. �. 1109{1115.

2. � ¨¹¥ª ® �. �., � ±²   µ ®¢ �. �., � ¥² ·´ ® ° ¤ �.�., �   ´ ® -
 ® ¢  �.�. � ¡¨´³°ª ¶¨¿µ ¢ ²°¥µ¬¥°®© ¤¢³µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®©  ¢²®-
®¬®© ª®«¥¡ ²¥«¼®© ±¨±²¥¬¥ ± ¨¥°¶¨®®© ¥«¨¥©®±²¼¾ ==�§¢. ¢³§®¢.
� ¤¨®´¨§¨ª . 1983. �. 26, Â 7. �. 832{842.

3. � ± ²   µ ®¢ �. �., � ¥ § ° ³ · ª ® �. �., � ¥ « ¥ § ¥ ¢ �. �. �±±«¥¤®¢ ¨¥ ¤¨-
 ¬¨ª¨ ¥«¨¥©®£® ª®«¥¡ ²¥«¼®£® ª®²³°  ¯°¨ £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¢®§¤¥©-
±²¢¨¨ ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨ ½«¥ª²°®¨ª . 1987. �. 32, Â 12. �. 2558.



290 �¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

4. � ¥ § °³ · ª ® �. �., � ³ §  ¥¶ ® ¢ �. �., � °³ ¡ ¥ ¶ ª ® ¢ �.�. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼-
®¥  ¡«¾¤¥¨¥ ±²®µ ±²¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ¨© ¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥
½«¥ª²°®»© ¯®²®ª| ®¡° ² ¿ ½«¥ª²°®¬ £¨² ¿ ¢®«  ==�¨±¼¬  ¢����.
1979. �. 29. �»¯. 3. �. 180{184.

5. � ¥ § °³ · ª ® �. �., � ³ « £  ª ® ¢   �. �., � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �. �.,
� ° ³ ¡ ¥ ¶ ª ® ¢ �.�. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥  ¢²®ª®«¥¡ ¨¿ ¨ ¥³±²®©·¨¢®±²¼ ¢
« ¬¯¥ ®¡° ²®© ¢®«» ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨ ½«¥ª²°®¨ª . 1983. �. 28, Â 6.
�. 1136{1139.

6. � ¨ § ¡ ³° £ �. �., � ³ §  ¥ ¶ ® ¢ �. �. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ¨ ±²®µ ±²¨·¥±ª¨¥  ¢-
²®¬®¤³«¿¶¨®»¥ °¥¦¨¬» ¢ ½«¥ª²°®»µ £¥¥° ²®° µ ± ° ±¯°¥¤¥«¥»¬
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬.|� ±¡.: �¥«¿²¨¢¨±²±ª ¿ ¢»±®ª®· ±²®² ¿ ½«¥ª²°®¨ª .|
�®°¼ª¨©: ��� �� ����, 1981. �. 101{144.

7. �¬ ¨ ² °¨ ¥ ¢ �. �., � ¨ ± « ® ¢ �. �. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢  ¢²®£¥¥-
° ²®°¥ ± ¨¥°¶¨®»¬ § ¯ §¤»¢ ¨¥¬ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨
½«¥ª²°®¨ª . 1984. �. 29, Â 12. �. 2389{2398.

8. �¬ ¨ ² °¨ ¥ ¢ �. �., � ¨ ±« ® ¢ �. �., � ²   ° ª ® ¢ �. �. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ¨±-
±«¥¤®¢ ¨¥ ®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±²° »µ  ²²° ª²®°®¢ ¢ ª®«¼¶¥-
¢®¬  ¢²®£¥¥° ²®°¥ ==���. 1985. �. 55, Â 12. �. 2417{2419.

9. � ¨ ± « ® ¢ �. �., �  « ® £ ¨  �. �., �¿ ± ¨  �. �. �±±«¥¤®¢ ¨¥ ±²®µ -
±²¨·¥±ª¨µ  ¢²®ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¢  ¢²®£¥¥° ²®° µ ± § ¯ §¤»¢ -
¨¥¬ ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨ ½«¥ª²°®¨ª . 1979. �. 24, Â 6. �. 1118{1130.

10. � ¨ ¿¸ª ® �. �., � ¨ ª ® ¢ ± ª¨ © �. �., �   ¡¨  ® ¢ ¨ · �.�. �¢²®£¥¥° ²®° ° -
¤¨®¤¨ ¯ §®  ±® ±²®µ ±²¨·¥±ª¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ==� ¤¨®²¥µ¨ª  ¨ ½«¥ª²°®¨ª .
1980. �. 25, Â 2. �. 336{343.

11. � ® «¬ ® £® ° ® ¢ �.�. �¡ ½²°®¯¨¨   ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨, ª ª ¬¥²°¨·¥±ª®¬
¨¢ °¨ ²¥  ¢²®¬®°´¨§¬®¢ ==��� ����. 1959. �. 124. �. 754, 755.

12. � ® «¬ ® £® ° ® ¢ �. �. �®ª «¼ ¿ ±²°³ª²³°  ²³°¡³«¥²®±²¨ ¢ ¥±¦¨¬ ¥¬®©
¢¿§ª®© ¦¨¤ª®±²¨ ¯°¨ ®·¥¼ ¡®«¼¸¨µ ·¨±« µ �¥©®«¼¤±  ==��� ����. 1941.
�. 30, Â 4. �. 299{303.

13. �    ¤   ³ �. �. � ¯°®¡«¥¬¥ ²³°¡³«¥²®±²¨ ==��� ����. 1944. �. 44, Â 8.
�. 339{342.

14. � ¥« ¼ ¨ª ® ¢ �. �. �±²®©·¨¢®±²¼ ¶¥²°  ¯°¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¯® ¢°¥¬¥¨
¢®§¬³¹¥¨¿µ ==�°. �®±ª. ¬ ². ®¡¹¥±²¢ . 1963. �. 12. �. 3{52.

15. � ¡ ³µ ® ¢ �. �. � ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ½¥°£¨¨ ¢ ±¯¥ª²°¥ ²³°¡³«¥²®£® ¯®-
²®ª  ==��� ����. 1941. �. 32, Â 1. �. 22{24.

16. � ± ¥ « ¥ ¤ ¥¶ �. �. �³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢ ¿ ½°£®¤¨·¥±ª ¿ ²¥®°¥¬ . � ° ª²¥°¨±²¨-
·¥±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨ �¿¯³®¢  ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ==�°. �®±ª. ¬ ². ®¡¹¥-
±²¢ . 1968. �. 19. �. 179{210.

17. �¨ ª ® ¢ ±ª ¨ © �. �. � ¯®¢¥¤¥¨¨ ±¯¥ª²°  ±²° ®£®  ²²° ª²®°  ¢ ª°¨²¨·¥-
±ª®© ²®·ª¥ ==�§¢. ¢³§®¢. � ¤¨®´¨§¨ª . 1982. �. 25, Â 7. �. 883, 884.

18. �¨ ª ® ¢ ±ª ¨ © �. �., �   ¡¨  ® ¢ ¨ · �.�. �°®±²®©  ¢²®£¥¥° ²®° ±® ±²®µ -
±²¨·¥±ª¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ==��� ����. 1978. �. 239, Â 2. �. 301{304.

19. � «» ª¨ �. �. � £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ  ²²° ª²®° µ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ==���.
1980. �. 35, Â 3. �. 94{104.

20. � ¥°¬¨ �., �   ± ²   �¦., � «  ¬ �. �±±«¥¤®¢ ¨¥ ¥«¨¥©»µ § ¤ ·.|
� ª.: � ¥ °¬¨ �. � ³·»¥ ²°³¤». �. 2.|�.: � ³ª , 1972. �. 645{656.

21. �  °ª ®¢ ± ª ¨ © �.�. �®±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¶¨ª«®¢ ¥¯°¥°»¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿
¯°¿¬®© ¢ ±¥¡¿ ==�ª°. ¬ ². ¦³°. 1964. Â 1. �. 61{71.

22. �¨«¼ ¨ª ® ¢ �. �. �¡ ®¤®¬ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ±·¥²®£® ¬®¦¥±²¢ 
¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¤¢¨¦¥¨© ==��� ����. 1965. �. 160, Â 3. �. 558{561.



�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» 291

23. �¨«¼ ¨ª ® ¢ �. �. � ¢®¯°®±³ ® ±²°³ª²³°¥ ° ±¸¨°¥®© ®ª°¥±²®±²¨ £°³-
¡®£® ±®±²®¿¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ²¨¯  ±¥¤«®-´®ª³± ==� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ±¡®°¨ª.
1970. �. 81(123), Â 1. �. 92{103.

24. �¨«¼ ¨ª ® ¢ �. �. �¥®°¨¿ ¡¨´³°ª ¶¨© ¨ ¬®¤¥«¼ �®°¥¶ .|� ª.:
�  ° ± ¤ ¥  �¦., �  ª - � °  ª ¥  �. �¨´³°ª ¶¨¿ °®¦¤¥¨¿ ¶¨ª«  ¨ ¥¥
¯°¨«®¦¥¨¿.|�.: �¨°, 1980.

25. A d l e r R.C., K onhe i m A. C., M cAnd r ew M.H. Topological En-
tropy ==Trans. Am. Math. Soc. 1965. V. 114, Â 2. P. 309{319.

26. A ndr e e v Yu.V., Dm i t r i ev A. S., Chu a L. O., Wu C.W. Associative
and Random Access Memory Using One-Dimensional Maps == Int. J. of Bifur-
cation and Chaos. 1992. V. 3, Â 2. P. 483{504.

27. A rn e o d o A., C ou l l e t P., T r e s s e r C. Oscillators with chaotic behav-
ior /An illustration of a theorem by Shilnikov == J. Stat. Phys. 1982. V. 27.
P. 171{182.

28. A u re l l E. Feigenbaum attractor as a spin system ==Phys. Rev. 1987. V. A35,
Â 9. P. 4016{4019.

29. B a e s en s C., Gu c k e nh e ime r J., K im S., Ma cKay R. S. Three
coupled oscillators: mode-locking, global bifurcations and toroidal
chaos ==Physica. 1991. V. D49. P. 387{475.

30. B e n e t t i n G., G a l g a n i L., S t r e l cy n J.-M. Kolmogorov entropy and
numerical experiments ==Phys. Rev. 1976. V. A14. P. 2338{2345.

31. B e n e t t i n G., Ga l g a n i L., G i o r g i l l i A., S t r e l c y n J.-M.
Lyapunov characteristic exponents for smooth dynamical systems
and for Hamiltonian systems: A method for computing all of them.
P. I: Theory. P. II: Numerical application ==Meccanica. 1980. V. 15.
P. 9{30.

32. B e n s imon D., J e n s e n M. H., Kad an o f f L. P. Renormalization-group
analysis of the global structure of the period-doubling attractor ==Phys. Rev.
1986. V. A33, Â5. P. 3622{3624.

33. B o l l t E.M., M e i s s J. D. Targeting chaotic orbits to the Moon through
recurrence ==Phys. Lett. 1995. V. A204. P. 373{378.

34. B oh r T., B a k P., J e n s e n M. H. Transition to chaos by interaction of res-
onances in dissipative systems. II. Josephson junctions, charge-density waves,
and standard maps ==Phys. Rev. 1984. V. A30. P. 1970{1981.

35. B o r n M. Vorhersagbarkeit in der klassischen Mechanik == Z. Physik. 1958.
V. B153, Â 3. S. 372{388.

36. B r o omhe ad D. S., K i n g G. P. Extracting qualitative dynamics from ex-
perimental data ==Physica. 1986. V. D20. P. 217{236.

37. C a r tw r i g h t M. L., L i t t l ew o od J. E. On nonlinear di�erential equations
of the second order. I. The equation �y+k(1� y2) _y+ y = = b�k cos (�t + a),
k large == J. Lond. Math. Soc. 1945. V. 20. P. 180{189.

38. Ch r i s t i a n s e n F., C v i t a n o v i�c P., Ru gh H. H. The spectrum of the
period-doubling operator in terms of cycles == J. Phys. 1990. V. A23. P. L713{
L717.

39. Chu a L. O., Komu r o M., Ma t s umo t o T. The Double Scroll Family
== IEEE Trans. 1986. V. CAS33. P. 1073{1118.

40. C r emer s J., H �ub l e r A. Construction of di�erential equations from exper-
imental data == Z. Naturforschung. 1987. V. A42. S. 797{802.

41. C r u t c h f i e l d J. P., McNamar a B. S. Equations of motion from a data
series ==Complex Systems. 1987. V. 1. P. 417{452.



292 �¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

42. Cv i t a n o v i�c P., G un ar a t n e G. H., P r o c a c c i a I. Topological and met-
ric properties of H�enon-type strange attractors ==Phys. Rev. 1988. V. A38.
P. 1503{1520.

43. D e r r i d a B., G e rv o i s A., P omeau Y. Universal metric properties of
bifurcations of endomorphisms == J. Phys. 1979. V. A12, Â 3. P. 269{296.

44. D i x on T.W., K enny B. G. Transition to criticality in circle maps at the
golden mean == J. Math. Phys. 1998. V. 39, Â 11. P. 5952{5963.

45. D i x on T.W., Gh e r g h e t ta T., K enny B. G. Universality in the
quasiperiodic route to chaos ==CHAOS. 1996. V. 6, Â 1. P. 32{42.

46. C o l l e t P., E c kmann J.-P., K o c h H. Period doubling bifurcations for
famlies of maps on Rn == J. Stat. Phys. 1981. V. 25. P. 1{14.

47. E c kmann J.-P., K amphor s t S. O., Ru e l l e D., G i l b e r to D. Lya-
punov exponents from a time series ==Phys. Rev. 1986. V. A34. P. 4971{4979.

48. E c kmann J.-P., Ru e l l e D. Fundamental limitations for estimating dimen-
sions and Lyapunov exponents in dynamical systems ==Physica. 1992. V. D56.
P. 185{187.

49. F e i g e n b aum M. J. Quantitative universality for a class of nonlinear trans-
formations == J. Stat. Phys. 1978. V. 19, Â 1. P. 25{52.

50. F e i g e n b aum M. J. The universal metric properties of nonlinear transfor-
mations == J. Stat. Phys. 1979. V. 21, Â 6. P. 669{706.

51. F e i g e n b aum M. J. The onset spectrum of turbulence ==Phys. Lett. 1979.
V. A74, Â 6. P. 375{378.

52. F e i g e n b aum M. J. The transition to aperiodic behavior in turbulent sys-
tems ==Commun. Math. Phys. 1980. V. 77, Â 1. P. 65{86.

53. F e i g e n b aum M. J., K ad an o f f L. P., S h e n k e r S. J. Quasiperiodicity in
dissipative systems: A renormalization group analysis ==Physica. 1982. V. D5.
P. 370.

54. G r a s s be r g e r P. Generalized dimensions of strange attractors ==Phys. Lett.
1983. V. A97. P. 227{230.

55. G r a s s be r g e r P. On the fractal dimension of the H�enon attractor ==Phys.
Lett. 1983. V. A97. P. 224{226.

56. G r a s s be r g e r P., P r oc a c c i a I. Measuring the strangeness of strange
attractors ==Physica. 1983. V. D9. P. 189{208.

57. G r a s s be r g e r P., B ad i i R., P o l i t i A. Scaling laws for invariant mea-
sures on hyperbolic and non-hyperbolic attractors == J. Stat. Phys. 1988. V. 51.
P. 135{178.

58. G r e bo g i C., O t t E., P e l i ka n S., Y o r k e J.A. Strange attractors that
are not chaotic ==Physica. 1984. V. D13. P. 261{268.

59. G r e bo g i C., O t t E., Y o r k e J. A. Attractors on an N -torus. Quasiperi-
odicity versus chaos ==Physica. 1985. V. D15. P. 354{373.

60. G r e en e J.M., K im J.-S. The calculation of Lyapunov spectra ==Physica.
1987. V. D24. P. 213{225.

61. H a l s e y T. C., J en s e n M. H., Kad an o f f L. P., P r o ca c c i a I.,
S h r a i man B. I. Fractal measures and their singularities: The characteri-
zation of strange sets ==Phys. Rev. 1986. V. A33. P. 1141{1151.

62. H ea g y J. F. A physical interpretation of the H�enon map ==Physica. 1992.
V. D57. P. 436{446.



�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» 293

63. H�e n on M. A two-dimensional mapping with a strangeattractor ==Commun.
Math. Phys. 1976. V. 50. P. 69{77. (�¥°¥¢®¤: � ¥ ®  �. �¢³¬¥°®¥ ®²®¡° -
¦¥¨¥ ±® ±²° »¬  ²²° ª²®°®¬.|� ±¡.: �²° »¥  ²²° ª²®°» /�®¤ °¥¤.
�. �. �¨ ¿ ¨ �. �.�¨«¼¨ª®¢ .|�.: �¨°, 1981. �. 152{163.)

64. H�e n on M. On the numerical computation of Poincar�e maps ==Physica. 1982.
V. D5, Â 2, 3. P. 412{414.

65. H�e n on M., H e i l e s C. The applicability of the third integral of the motion:
Some numerical experiments ==Astron. J. 1964. V. 69. P. 73{79.

66. H en t s c h e l H.G. E., P r o ca c c i a I. The in�nite number of generalized
dimensions of fractals and strange attractors ==Physica. 1983. V. D8. P. 435{
444.

67. H i r s c h J. E., N au e nb e r g M., S c a l a p i n o D. J. Intermittency in the
presence of noise: A renormalization group formulation ==Phys. Lett. 1982.
V. A87. P. 391.

68. H op f E. A mathematical example displaying the features of turbu-
lence ==Comm. Pure Appl. Math. 1948. V. 1. P. 303{322.

69. H u B., Rudn i k J. Exact solution of the Feigenbaum renormalization group
equations for intermittency ==Phys. Rev. Lett. 1982. V. 48. P. 1645.

70. H u B., Rudn i k J. Di�erential-equation approach to functional equations:
exact solutions intermittency ==Phys. Rev. 1986. V. A34. P. 2453.

71. H ube rman B., Z i s o o k A. Power spectra of strange attractors ==Phys.
Rev. Lett. 1981. V. 26, Â 10. P. 626{632.

72. I k e d a K., Da i d o H., Ak imo t o O. Optical turbulence: chaotic behavior
of transmitted light from a ring cavity ==Phys. Rev. Lett. 1980. V. 45. P. 709{
712.

73. J e n se n M. H., B a k P., B oh r T. Complete devil's staircase, fractal di-
mension, and universality of mode-locking structure in the circle map ==Phys.
Rev. Lett. 1983. V. 50. P. 1637{1639.

74. J e n se n M.H., B a k P., B oh r T. Transition to chaos by interaction of
resonances in dissipative systems. I. Circle maps ==Phys. Rev. 1984. V. A30.
P. 1960{1969.

75. K ap l a n J. L., Y o r k e J. A. The onset of chaos in a uid ow model of
Lorenz ==Ann. N.Y. Acad. Sci. 1979. V. 316. P. 400.

76. K ap l a n J. L., Y or k e J. A. Preturbulence: a regime observed in a uid ow
model of Lorenz ==Commun. Math. Phys. 1979. V. 67. P. 93.

77. K ap l a n J. L., Y o r k e J. A. A chaotic behavior of multi-dimensional dif-
ferential equations.|In: Functional Di�erential Equations and Approxima-
tions of Fixed Points. Lecture Notes in Mathematics /Eds H. O. Peitgen,
H. O.Walther.|Berlin; N. Y.: Springer, 1979. V. 730. P. 204{227.

78. K ap l a n H. Return to Type-I Intermittency ==Phys. Rev. Lett. 1992. V. 68,
Â 5. P. 553{556

79. K ap l a n H. Type-I intermittency for the Henon-like family ==Phys. Rev.
1993. V. E48, Â 3. P. 1655{1669.

80. K u zn e t s o v A. P., K u zn e t s o v S. P., S a t a ev I. R. A variety of period-
doubling universality classes in multi-parameter analysis of transition to
chaos ==Physica. 1997. V. D109. P. 91{112.

81. K u zn e t s o v A.P., Ku z n e t s ov S. P., S a t a e v I. R., C hu a L. O. Two-
parameter study of transition to chaos in Chua's circuit: renormalization
group, universality and scaling == International Journal of Bifurcation and
Chaos. 1993. V. 3, Â 4. P. 943{962.



294 �¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

82. K u zn e t s o v A. P., Ku z n e t s o v S. P., S a t ae v I. R., Chu a L. O. Multi-
parameter criticality in Chua's circuit at period-doubling transition to
chaos == International Journal of Bifurcation and Chaos. 1996. V. 6, Â 1.
P. 119{148.

83. L i T.-Y., Y o r k e J. A. Period Three Implies Chaos ==Amer. Math. Monthly.
1975. V. 82. P. 982{985.

84. M au re r J., L i b c h ab e r A. Rayleigh{B�enard experiment in liquid helium;
frequency locking and the onset of turbulence == J. de Phys. Lett. 1979. V. 40.
P. L419{L423.

85. L i n s a y P. S. Period Doubling and Chaotic Behavior in a DrivenAnharmonic
Oscillator ==Phys. Rev. Lett. 1981. V. 47. P. 1349{1352.

86. L o r en z E. N. Deterministic Nonperiodic Flow == J. Atmos. Sci. 1963.
V. 20. P. 130{141. (�¥°¥¢®¤: � ® ° ¥  ¶ �. �¥²¥°¬¨¨°®¢ ®¥ ¥¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª®¥ ²¥·¥¨¥.|� ±¡.: �²° »¥  ²²° ª²®°» /�®¤ °¥¤. �. �. �¨ ¿ ¨
�. �.�¨«¼¨ª®¢ .|�.: �¨°, 1981. �. 88{116.)

87. M a l r a i s o n B., A t t e n P., B e r g�e P., Dub o i s M. Dimension of strange
attractors. An experimental determination for the chaotic regime of two con-
vective systems == J. Phys. Lett. 1983. V. 44. P. 897{902.

88. M an�e R. On the dimension of the compact invariant sets of certain nonlinear
maps.|In: Dynamical systems and turbulence. Lecture Notes in Mathemat-
ics /Eds D.A. Rand, L.-S. Young.|Berlin: Springer-Verlag, 1981. V. 898.
P. 230{242.

89. M ay R.M. Simple mathematical models with very complicated dynam-
ics ==Nature. 1976. V. 261. P. 459{467.

90. M o r i H., S o B. C., K u r o k i S. Spectral structure of intermittent
chaos ==Physica. 1986. V. D21. P. 355{370.

91. N au e nb e r g M., Rudn i k J. Universality and the power spectrum at the
onset of chaos ==Phys. Rev. 1981. V. B24, Â 1. P. 493{495.

92. N ew hou s e S. E., Ru e l l e D., T a k e n s F. Occurrence of strange axiom
A attractors near quasi-periodic ows on Tm (m = 3 or more) ==Commun.
Math. Phys. 1978. V. 64. P. 35{40.

93. P a c k a rd N. H., C r u t ch f i e l d J. P., F a rme r J. D., S h aw R. S. Geom-
etry from a Time Series ==Phys. Rev. Lett. 1980. V. 45. P. 712{715.

94. O s t l u nd S., R and D., S e t h n a J., S i g g i a E. D. Universal properties of
the transition from quasi-periodicity to chaos in dissipative systems ==Physica.
1983. V. D8, Â 3. P. 303{342.

95. O t t E., G r e b og i C., Y o r k e J. A. Theory of First Order Phase Transitions
for Chaotic Attractors of Nonlinear Dynamical Systems ==Phys. Lett. 1989.
V. A135. P. 343{348.

96. O t t E., G re b o g i C., Y o r k e J.A. Controlling Chaos ==Phys. Rev. Lett.
1990. V. 64. P. 1196{1199.

97. P omeau Y., M ann ev i l l e P. Intermittent transition to turbulence in dis-
sipative dynamical systems ==Commun. Math. Phys. 1980. V. 74. P. 189.

98. P r o c ac c i a I., Th oma e S., T r e s s e r C. First return maps as a uni�ed
renormalization scheme for dynamical systems ==Phys. Rev. 1987. V. A35.
P. 1884{1900.

99. R and D., O s t l u nd S., S e t h n a J., S i g g i a E. D. Universal transition
from quasiperiodicity to chaos in dissipative systems ==Phys. Rev. Lett. 1982.
V. 49, Â 2. P. 132{135.



�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» 295

100. R e yn o l d s O. An Experimental Investigation on the Circumstances which
Determine whether the Motion of Water shall be Direct or Sinuous, and of the
Law of Resistance in Parallel Channels ==Phil. Trans. Roy. Soc. 1883. V. 174.
P. 935.

101. R�o s s l e r O.E. An equation for continuous chaos ==Phys. Lett. 1976. V. A57,
Â 5. P. 397, 398.

102. R�o s s l e r O. E. An equation for hyperchaos==Phys. Lett. 1979. V. A71, Â 2, 3.
P. 155{159.

103. Rub en f e l d L. A., S i e gman W. L. Nonlinear dynamic theory for a double-
di�usive convection model ==SIAM J. Appl. Math. 1977. V. 32. P. 871.

104. Ru e l l e D., T a k e n s F. On the nature of turbulence ==Comm. Math. Phys.
1971. V. 20. P. 167{192.

105. S i n h a S., D i t to W. L. Dynamics Based Computation ==Phys. Rev. Lett.
1998. V. 81, Â 10. P. 2156{2159.

106. S h e n k e r S. J. Scaling behavior in a map of a circle onto itself: Empirical
results ==Physica. 1982. V. D5. P. 405{411.

107. S o B. C., M o r i H. Asymptotic shapes of power spectra of intermittent chaos
near its onset point ==Physica. 1986. V. D21. P. 126{136.

108. S p r o t t J. C. Some simple chaotic ows ==Phys. Rev. 1994. V. E50, Â 2.
P. 647{650.

109. S t a v a n s J., H e l s o t F., L i b c h ab er A. Fixed winding number and the
quasiperiodic route to chaos in a convective uid ==Phys. Rev. Lett. 1985.
V. 55. P. 595{599.

110. T a k e n s F. Detecting strange attractors in turbulence.|In: Dynamical
Systems and Turbulence. Lecture Notes in Mathematics /Eds D.A. Rand,
L.-S. Young.|Berlin: Springer-Verlag, 1980. V. 898. P. 366{381.

111. T a v a k o l R.K., Two r k ow s k i A. S. On the occurrence of quasiperiodic
motion on three tori ==Phys. Lett. 1984. V. A100, Â 2. P. 65{67.

112. T a v a k o l R.K., Two r k ow s k i A. S. An example of quasiperiodic motion
on T 4 ==Phys. Lett. 1984. V. A100, Â 6. P. 273{276.

113. T e s t a J., P e r e z J., J e f f r i e s C. Evidence for Universal Chaotic Behavior
of a Driven Nonlinear Oscillator ==Phys. Rev. Lett. 1982. V. 48. P. 714{717.

114. U ed a Y. SteadyMotions Exhibited by Du�ng's Equation: A Picture Book of
Regular and Chaotic Motions.|In: New Approaches to Nonlinear Problems
in Dynamics /Ed. P. J.Holmes.|Philadelphia: SIAM, 1980. P. 311{322.

115. U l am S.M., v o n Neumann J. On combination of stochastic and deter-
ministic processes ==Bull. Amer. Math. Soc. 1947. V. 53, Â 11. P. 1120.

116. V an d e r P o l B., V an d e r Ma r k J. Frequency demultiplica-
tion ==Nature. 1927. V. 120. P. 363, 364.

117. W o l f A., Sw i f t J. B., Sw i n n e y H. L., V a s t a n o J. A. Determining Lya-
punov exponents from a time series ==Physica. 1985. V. D16. P. 285{317.




