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Пусть 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1, 1 ≤ 𝑞 <∞, 𝐺 — кольцевая область в евклидовом пространстве

𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2; 𝐸 — компактное множество в 𝑅𝑛. В статье рассматривается решение
задачи Хедберга о представлении 𝑞-емкости кольца 𝐺 относительно 𝐸 через 𝑝-
модуль семейства поверхностей в 𝐺 ∖ 𝐸, разделяющих граничные компоненты
кольца 𝐺, когда 𝑞 = 1, 𝑝 = ∞.
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Let 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1, 1 ≤ 𝑞 < ∞, 𝐺 be a ring domain in Euclidean space 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2; 𝐸 be

the compact set in 𝑅𝑛. In the paper we consider the solution of the Hedberg problem
of representating the 𝑞-capacity of the ring 𝐺 with respect to 𝐸 by the 𝑝-module of a
family of surfaces in 𝐺 ∖ 𝐸 separating the boundary components of the ring 𝐺 when
𝑞 = 1, 𝑝 = ∞.
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Введение

Отметим, что решение сформулированной выше задачи Хедберга (см. [1],
стр. 193) в случае 1 < 𝑞 < ∞ было дано в [2] и использует существенно
равномерную выпуклость пространств 𝐿𝑝(𝐺 ∖ 𝐸), 𝐿𝑞(𝐺 ∖ 𝐸).

Здесь для 𝑛 ≥ 2 обозначим через 𝑅𝑛 = 𝑅𝑛 ∪ {∞} одноточечную
компактификацию пространства 𝑅𝑛. Все топологические рассмотрения
проводятся в метрическом пространстве (𝑅𝑛, ℎ), где ℎ — хордальная мет-
рика, порожденная стереографической проекцией (см. [3]). Через 𝐻𝑛−1
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обозначим обычную (𝑛−1)-мерную меру Хаусдорфа, и пусть 𝑚𝑛 — мера
Лебега в 𝑅𝑛. Под кольцом 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛 понимаем область, для которой 𝑅𝑛∖𝐺
состоит из двух непустых связных компонент 𝐹0 и 𝐹1, где ∞ ∈ 𝐹0.

Пусть 𝐸 будет замкнутым множеством в 𝑅𝑛. Будем говорить, что
компакт 𝜎 ⊂ 𝐺 ∖ 𝐸 разделяет 𝐹0 и 𝐹1 в 𝐺 ∖ 𝐸, если существуют непере-
секающиеся открытые множества 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑅𝑛 такие, что 𝑅𝑛 ∖𝜎 = 𝐴∪𝐵 и
𝐹0 ⊂ 𝐴, 𝐹1 ⊂ 𝐵. Такой компакт 𝜎 будем называть поверхностью, разде-
ляющей 𝐹0 и 𝐹1 в 𝐺∖𝐸. Пусть Σ = Σ(𝐹0, 𝐹1, 𝐺∖𝐸) обозначает семейство
всех поверхностей, которые разделяют 𝐹0 и 𝐹1 в 𝐺 ∖ 𝐸.

Для борелевской функции 𝜌 : 𝐺 ∖ 𝐸 → [0,+∞] положим ‖𝜌‖∞ =
ess sup
𝐺∖𝐸

𝜌 по 𝑚𝑛-мере.

Определим ∞-модуль семейства Σ1 ⊂ Σ как величину 𝑀∞(Σ1) =
inf ‖𝜌‖∞, где инфимум берется по всем борелевским функциям 𝜌 : 𝐺 ∖
𝐸 → [0,+∞] таким, что

�
𝜎

𝜌𝑑𝐻𝑛−1 ≥ 1 для всех 𝜎 ∈ Σ1. В случае Σ1 = Σ

положим𝑀∞(Σ) =𝑀∞(𝐺∖𝐸). Функции 𝜌 в определении𝑀∞(Σ1) будем
называть допустимыми метриками для Σ1. Емкость 𝐶1(𝐺/𝐸) определим
так же, как и в [1].

Нетрудно заметить, что если одна из компонент связности множества
𝐸 соединяет 𝐹0 и 𝐹1, то Σ = ∅. В этом случае положим по определению
𝑀∞(𝐺 ∖ 𝐸) = 0, 𝐶1(𝐺/𝐸) = ∞, что влечет равенство 𝑀∞(𝐺 ∖ 𝐸) =

1
𝐶1(𝐺/𝐸) . Ниже считаем, что ни одна из компонент связности множества
𝐸 не соединяет 𝐹0 и 𝐹1.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть Σ1 = {𝜎 ∈ Σ : 𝐻𝑛−1(𝜎) = ∞}. Тогда 𝑀∞(Σ1) = 0.
Теорема 2. 𝐶1(𝐺/𝐸) <∞.
Теорема 3. Если 𝑀∞(Σ) = ∞, то 𝐶1(𝐺/𝐸) = 0. Справедливо об-

ратное: если 𝐶1(𝐺/𝐸) = 0, то 𝑀∞(Σ) = ∞.
Теорема 4. Если 𝐶1(𝐺/𝐸) > 0, то 𝜌 = 1

𝐶1(𝐺/𝐸) — допустимая мет-

рика для Σ.
Теорема 5. 𝐶1(𝐺/𝐸) =

1
𝑀∞(𝐺∖𝐸).
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