
УДК 501.1
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Рассматривается новый класс базисных сплайнов, которые получаются много-
кратным интегрированием функции Уолша. Установлено, что система сжатия
и сдвигов, порожденная двоичным базисным сплайном, является базисом в про-
странстве непрерывных функций. Доказано, что двоичный базисный сплайн удо-
влетворяет масштабирующему уравнению и построен кратномасштабный анализ
общего вида, который не является ортогональным. Проведена оценка приближе-
ния для функций из пространства Соболева.
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We are exploring a new class of basic splines, which are obtained by multiple
integration of the Walsh function. We found that the scales and shifts system was
generated by a binary basic spline is a basis in the space of continuous functions.
It is proved that the binary basis spline satisfies the scaling equation, and a general
multi-resolution analysis is constructed but is not orthogonal. The approximation is
estimated for functions from the Sobolev space.
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Введение

Пусть 𝐼𝑓(𝑥) =
𝑥�
0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 (𝑥 ∈ [0, 1]) – оператор интегрирования,

𝑊2𝑛−1(𝑥) =
𝑛−1∏︀
𝑘=0

𝑟𝑘(𝑥) – функции Уолша, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2.

Определение 1. Функцию

𝜓𝑛,𝑁(𝑥) =

{︃
𝑄𝑛,𝑁𝐼𝑁𝑊2𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1],

0, 𝑥 /∈ [0, 1].

будем называть двоичным базисным сплайном 𝑛-й степени 𝑁 -го по-
рядка гладкости(𝑁 ≤ 𝑛,𝑁 ∈ N), где 𝑄𝑛,𝑁 - нормирующий коэффициент

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
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в 𝐶[0, 1]

Будем рассматривать систему сжатий и сдвигов 𝜙𝑚,𝑗𝑛 (𝑥) = 𝜙𝑛(2
𝑚𝑥−𝑗)

Теорема 1.Система 𝜙𝑚,𝑗𝑛 (𝑥) является базисом в пространстве
𝐶0[0, 1] и справедливо неравенство

|𝑓(𝑥)− 𝑆2𝑚+𝑗(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓(
1

2𝑚+2
) + 𝜔2

𝑓(
1

2𝑚+2
).

[1]

Теорема 2. Справедливо равенство

𝜓𝑛,𝑛 (𝑥) =
1

2𝑛
𝜓𝑛,𝑛 (2𝑥− 0) +

2𝑛−1∑︁
𝑡=1

1

2𝑛−1
𝜓𝑛,𝑛

(︂
2𝑥− 𝑡

2𝑛

)︂
+

1

2𝑛
𝜓𝑛,𝑛 (2𝑥− 1) .

Лемма 1. Пусть 𝐹 (𝑥) = 𝜓
(︀
𝑥
2𝑛

)︀
. Определим преобразование Фурье

равенством

𝑓(𝜔) =

∞�

−∞

𝑓(𝜔)𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥.

Тогда

𝐹 (𝜔) =
𝑄𝑛,𝑛

2

(︂
1

𝜋𝑖𝜔

)︂𝑛+1 𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒−2𝑘𝜋𝑖𝜔

)︁
При 𝑚 ∈ Z образуем подпространства 𝑉𝑚 = (2

𝑚
2 𝐹 (2𝑛𝑥+ 𝑘)𝑘∈𝑍)

Определение 2. Если выполнены условия (аксиомы)
A1) 𝑉𝑚 ∈ 𝑉𝑚+1,
A2)

⋃︀
𝑚∈𝑍 𝑉𝑚 = 𝐿2(R),

A3)
⋂︀
𝑚∈𝑍 𝑉𝑚 = 0,

то совокупность (𝑉𝑚)𝑚∈Z называют обобщенным кратномасштабным
анализом. Говорят также, что функция 𝜙 порождает обобщенный
КМА.

Теорема 3. Совокупность (𝑉𝑛)𝑛∈𝑍 образует обобщенный КМА.

Замечание 1. Из леммы 1 видно, что КМА не является риссовским,
так как не существует положительной константы, ограничивающей 𝐹
снизу.
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Определение 3.Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2 (R). Выражение

[𝑓, 𝑔] (𝜔)
𝑑𝑓
=
∑︁
𝑘∈Z

𝑓 (𝜔 + 𝑘) 𝑔 (𝜔 + 𝑘)

называют скобочным произведением.

Определение 4. Пусть 𝑠 > 0. Множество

𝑊 𝑠
2 (R) =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿2 (R) : ||𝑓 ||𝑊 𝑠

2 (R) = || (1 + | · |)𝑠 𝑓 ||𝐿2(R) < +∞
}︁

называют пространством Соболева.

Определение 5.Пусть 𝜙 ∈ 𝐿2 (R) , 𝜙𝑚,𝑘(𝑥) = 2
𝑚
2 𝜙 (2𝑛𝑥+ 𝑘). Опера-

тор

𝛽𝑚 : 𝑓 →
∑︁
𝑘∈𝑍

(𝑓, 𝜙𝑛,𝑘)𝜙𝑛,𝑘

называют квазиинтерполяционным оператором.

Определение 6.Оператор 𝛽𝑚 доставляет аппроксимацию порядка
𝑡 ∈ R+, если для всех 𝑓 ∈ 𝑊 𝑡

2 (R) ||𝑓 − 𝛽𝑚𝑓 ||𝐿2(R) = 𝑂(2−𝑚𝑡).

Теорема 4.Оператор 𝛽𝑚, построенный по функции 𝜙(𝑥) = 𝐶𝑛𝐹 (𝑥),

где 𝐶𝑛 =
2

𝑛2+𝑛
2

𝑄(𝑛, 𝑛)
, доставляет аппроксимацию порядка 1.
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