
УДК 517.982.256

Равномерно выпуклые несимметричные
пространства1

И. Г. Царьков (Москва, Россия)
tsar@mech.math.msu.su

Для равномерно выпуклых несимметричных пространств рассматриваются во-
просы о непустых пересечениях вложенной системы выпуклых ограниченных
замкнутых множеств. Изучаются вопросы аппроксимативной единственности в
этих пространствах для случая непустых замкнутых выпуклых подмножеств.
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For uniformly convex asymmetrical spaces, we consider questions about non-empty
intersections of a nested system of convex bounded closed sets. Questions about
approximative uniqueness in these spaces are studied for the case of non-empty closed
convex subsets.
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Введение

В настоящей работе мы будем рассматривать обобщения линейно нор-
мированных пространств, а именно, линейные пространства с некоторой
несимметричной нормой ‖ · | на нем. От несимметричной нормы на ли-
нейном пространстве 𝑋 будем требовать свойства: 1). ‖𝛼𝑥| = 𝛼‖𝑥| для
всех 𝛼 ⩾ 0, 𝑥 ∈ 𝑋; 2). ‖𝑥+ 𝑦| ⩽ ‖𝑥|+ ‖𝑦| для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и 3). ‖𝑥| ⩾ 0
для всех 𝑥 ∈ 𝑋, и 3𝑎). ‖𝑥| = 0 ⇔ 𝑥 = 0. Несимметричная норма задается
функционалом Минковского некоторого, вообще говоря, несимметрично-
го тела, содержащего ноль в своем ядре. Отметим также, что вместе с
несимметричной нормой ‖ · | часто удобно рассматривать норму симмет-
ризации: ‖𝑥‖ := max{‖𝑥|, ‖− 𝑥|} (𝑥 ∈ 𝑋). В общем случае пространство
с несимметричной нормой удовлетворяет только аксиоме отделимости
T1 (т.е. для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 найдутся их окрестности 𝑂(𝑎), 𝑂(𝑏) такие,
что 𝑎 /∈ 𝑂(𝑏), 𝑏 /∈ 𝑂(𝑎)) и может быть нехаусдорфовым (т.е. может не
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удовлетворять аксиоме 𝑇2). Более подробно свойства несимметричных
пространств можно посмотреть в работах [1]–[3].

В несимметричных пространствах мы выделим подкласс прост-
ранств, которые будем называть равномерно выпуклыми. Отметим, что
главной целью здесь является нахождение такого определения, при кото-
ром большинство свойств равномерно выпуклых пространств (в случае
симметричной нормы) переносились бы на существенно несимметричные
пространства (норма которых не эквивалентна норме симметризации).

Через 𝐵(𝑥, 𝑟) и 𝐵(𝑥, 𝑟) обозначим соответственно ”замкнутый“ и от-
крытый шар в линейном несимметричном нормированном пространстве
или в полунормированном пространстве 𝒳 = (𝑋, ‖ · |) с центром 𝑥
радиуса 𝑟, т.е. соответственно множества {𝑦 ∈ 𝑋 | ‖𝑦 − 𝑥| ⩽ 𝑟} и
{𝑦 ∈ 𝑋 | ‖𝑦 − 𝑥| < 𝑟}. Надо отметить, что шар 𝐵(𝑥, 𝑟) может не быть
замкнутым множеством относительно топологии, порожденной откры-
тыми шарами как предбазой.

Для произвольного множества 𝑀 некоторого несимметричного нор-
мированного пространства или полунормированого 𝑋 через 𝜚(𝑦,𝑀)
(𝑦 ∈ 𝑋, 𝑀 ⊂ 𝑋) обозначим расстояние до множества 𝑀, т.е. величи-
ну inf

𝑧∈𝑀
‖𝑧 − 𝑦|.

Через 𝑃𝑀𝑥 обозначим множество всех ближайших точек из 𝑀 для
𝑥 ∈ 𝑋, т.е. множество {𝑦 ∈𝑀 | ‖𝑦 − 𝑥| = 𝜚(𝑥,𝑀)}.

Основные результаты

Перейдем к определению равномерно выпуклых несимметричных про-
странств.

Положим

Δ(𝑎) := ‖𝑓 − 𝑎𝑔|+ 𝑎‖𝑔| − ‖𝑓 |, 𝑎 ∈ [0, 1].

Надо отметить, что из этого определения вытекает, что для любых
𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋: ‖𝑓 | = ‖𝑔| = 1 из
условия ‖(𝑓 + 𝑔)/2| ⩾ 1− 𝛿 вытекает, что ‖𝑓 − 𝜇𝑔| ⩽ 𝜀) для некоторого
𝜇 ∈ [1− 𝜀, 1].

Определение 1. Несимметричное проcтранство 𝑋 = (𝑋, ‖ · |) на-
зывается равномерно выпуклым, если для любых 𝜀 > 0 и 𝑎 ∈ (0, 1] суще-
ствует 𝛿 > 0 такое, что для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋: ‖𝑓 | = ‖𝑔| = 1 из условия
Δ(𝑎) < 𝛿 вытекает, что 𝑓 ∈ 𝐵(𝜇𝑔, 𝜀) для некоторого 𝜇 ∈ [1− 𝜀, 1].

Определение 2. Несимметричное пространство 𝑋 = (𝑋, ‖ · |) на-
зывается право- (лево-) полным, если для любой последовательности
{𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 из условия, что для любого 𝜀 > 0 существует 𝑁 ∈ N
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такое, что ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 для всех 𝑚 ⩾ 𝑛 ⩾ 𝑁 (такая последова-
тельность называется фундаментальной), вытекает, что существу-
ет точка 𝑥 ∈ 𝑋 такая, что ‖𝑥 − 𝑥𝑛| → 0 (‖𝑥𝑛 − 𝑥| → 0) при 𝑛 → ∞.
Право полное пространство будем называть просто полным простран-
ством.

Теорема 1. Пусть 𝑁 – непустое замкнутое выпуклое подмноже-
ство в несимметричном равномерно выпуклом право-полном простран-
стве 𝑋 = (𝑋, ‖ · |). Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑋 существует единственная
точка 𝑦 ∈ 𝑁 (ближайшая для 𝑥 во множестве 𝑁): ‖𝑦 − 𝑥| = 𝜚(𝑥,𝑁),
и для любой (минимизирующей) последовательности {𝑦𝑛} ⊂ 𝑁 такой,
что ‖𝑦𝑛−𝑥| → 𝜚(𝑥,𝑁) (𝑛→ ∞) вытекает, что ‖𝑦𝑛− 𝑦| → 0 (𝑛→ ∞).

Теорема 2. Пусть 𝑁 – непустое замкнутое выпуклое подмноже-
ство в несимметричном равномерно выпуклом лево-полном простран-
стве 𝑋 = (𝑋, ‖ · |) с аксиомой отделимости 𝑇2. Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑋
существует единственная точка 𝑦 ∈ 𝑁 (ближайшая для 𝑥 во мно-
жестве 𝑁): ‖𝑦 − 𝑥| = 𝜚(𝑥,𝑁), и для любой (минимизирующей) после-
довательности {𝑦𝑛} ⊂ 𝑁 такой, что ‖𝑦𝑛 − 𝑥| → 𝜚(𝑥,𝑁) (𝑛 → ∞)
вытекает, что ‖𝑦𝑛 − 𝑦| → 0 (𝑛→ ∞).

Теорема 3. Пусть 𝑋 = (𝑋, ‖ · |) — лево-полное равномерно выпук-
лое несимметричное пространство с аксиомой отделимости 𝑇2, {𝑁𝑘} –
вложенная последовательность непустых выпуклых ограниченных за-

мкнутых множеств. Тогда пересечение 𝑁 :=
∞⋂︀
𝑘=1

𝑁𝑘 непусто.
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