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Дан метод решения обратной задачи для обыкновенного дифференциального
уравнения о нахождении равномерных приближений к правой части в случае,
когда заданы среднеквадратичные приближения к точному решению.
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Towards one inverse problem1
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A method is given for solving the inverse problem for an ordinary differential equation
on finding the uniform approximations to the right-hand side in the case when the
mean square approximations to the exact solution are given.

Keywords: ordinary differential equations, inverse problem, regularization.

Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑝0(𝑥)𝑦
(𝑛)(𝑥) + 𝑝1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)(𝑥) + . . .+ 𝑝𝑛(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)

где 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶𝑛[0, 1], 𝑝𝑖(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑖 = 0, . . . , 𝑛.
Предполагается, что нам известно приближение 𝑦𝛿(𝑥) к точному ре-

шению 𝑦(𝑥), такое, что ‖𝑦𝛿(𝑥)− 𝑦(𝑥)‖𝐿2[0,1]
≤ 𝛿. Требуется найти равно-

мерные приближения к 𝑓(𝑥).
Такая задача в несколько иной постановке(в случае, когда 𝑦𝛿(𝑥) -

равномерное приближение к 𝑦(𝑥)), рассматривалась в [1,2] и там пред-
лагались для её решения различные методы регуляризации. В частно-
сти, в [2] рассматривался метод, сводящий поставленную задачу к задаче
восстановления производных любого порядка функции 𝑦(𝑥), заданной с
погрешностью, и там применялся простой по конструкции метод, бази-
рующийся на операторах Стеклова. Но этот метод может вызвать труд-
ности в вопросе согласования параметра регуляризации с погрешностью
𝛿 при решении прикладных задач, поскольку при больших значениях 𝑛
на параметр налагаются всё большие ограничения.

С целью устранения этого недостатка здесь предлагается метод, ис-
пользующий семейство операторов с разрывной областью значений, вве-
дённое в [3].

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Итак, рассматривается семейство операторов

𝑇 (𝑚)
𝛼 𝑦 =

{︃
𝑇

(𝑚)
𝛼2 𝑦, 𝑥 ∈ [0, 12 ]

𝑇
(𝑚)
𝛼1 𝑦, 𝑥 ∈ [12 , 1],

где

𝑇
(𝑚)
𝛼2 𝑦 = 𝐴𝑚𝛼

−(2𝑚+1)

𝑥+𝛼�

𝑥

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[(𝑡− 𝑥)𝑚(𝛼− (𝑡− 𝑥))𝑚] 𝑦(𝑡)𝑑𝑡,

𝐴𝑚 =

(︃
𝑚∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙
𝐶 𝑙
𝑚

𝑚+ 𝑙 + 1

)︃−1

, 𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑛.

𝑇
(𝑚)
𝛼1 отличается от 𝑇 (𝑚)

𝛼2 заменой интервала [𝑥, 𝑥 + 𝛼] на [𝑥 − 𝛼, 𝑥], а
(𝑡− 𝑥) − на (𝑥− 𝑡).

Известно [3], что⃦⃦⃦
𝑇 (𝑚)
𝛼 𝑦 − 𝑦(𝑚)

⃦⃦⃦
𝐿∞[0,1]

→ 0 при 𝛼 → 0 (2)(︁
‖·‖𝐿∞

= max
{︁
‖·‖𝐶[0,1/2] , ‖·‖𝐶[1/2,1]

}︁)︁
и что ⃦⃦⃦

𝑇 (𝑚)
𝛼

⃦⃦⃦
𝐿2→𝐿∞

= 𝐶𝑚𝛼
− 2𝑚+1

2 . (3)

Константа 𝐶𝑚 определяется в следующей лемме
Лемма. Имеет место формула

𝐶𝑚 = 𝐴𝑚𝐵𝑚, где 𝐵𝑚 = (
∑︀

1+
∑︀

2)
1
2 ,∑︀

1 =
𝑚∑︁
𝑘=0

(𝐶𝑘
𝑚)

2 [(𝑘 + 1)(𝑘 + 2) . . . (𝑘 +𝑚)]2 (2𝑘 + 1)−1,

∑︀
2 = 2

𝑚∑︁
𝑘,𝑙=0(𝑘 ̸=𝑙)

𝐶𝑘
𝑚𝐶

𝑙
𝑚(−1)𝑘+𝑙(𝑘+1)(𝑘+2) . . . (𝑘+𝑚)(𝑙+1)(𝑙+2) . . .

(𝑙 +𝑚)(𝑘 + 𝑙 + 1)−1

Определим функцию

𝑓𝛼𝛿 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑝𝑛−𝑚(𝑥)𝑇
(𝑚)
𝛼 𝑦𝛿(𝑥). (4)

Из (1)-(4) и оценки⃦⃦⃦
𝑇 (𝑚)
𝛼 𝑦𝛿 − 𝑦(𝑚)

⃦⃦⃦
𝐿∞

≤
⃦⃦⃦
𝑇 (𝑚)
𝛼

⃦⃦⃦
𝐿2→𝐿∞

𝛿 +
⃦⃦⃦
𝑇 (𝑚)
𝛼 𝑦 − 𝑦(𝑚)

⃦⃦⃦
𝐿∞
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вытекают следующие теоремы.
Теорема 1. Если 𝛼 = 𝛼(𝛿) так, что 𝛼(𝛿) → 0 и 𝛿 (𝛼(𝛿))−

2𝑛+1
2 → 0

при 𝛿 → 0, то
⃦⃦⃦
𝑓
𝛼(𝛿)
𝛿 (𝑥)− 𝑓(𝑥)

⃦⃦⃦
𝐿∞[0,1]

→ 0 при 𝛿 → 0.

Теорема 2. Если существует непрерывная 𝑦(𝑛+1)(𝑥) при 𝑥 ∈ [0, 1],
то справедлива оценка⃦⃦⃦

𝑓
𝛼(𝛿)
𝛿 (𝑥)− 𝑓(𝑥)

⃦⃦⃦
𝐿∞

≤ 2𝑀
2𝑛+1
2𝑛+3 (𝑃0𝐶𝑛)

2
2𝑛+3 𝛿

2
2𝑛+3+

+
𝑛−1∑︁
𝑚=0

𝑃𝑛−𝑚𝐶𝑚

(︂
𝑃0𝐶𝑛
𝑀

)︂− 2𝑚+1
2𝑛+3

𝛿
2(𝑛−𝑚)+2

2𝑛+3 ,

где 𝛼(𝛿) =

(︂
𝑃0𝐶𝑛
𝑀

)︂ 2
2𝑛+3

𝛿
2

2𝑛+3 , 𝑃𝑘 = ‖𝑝𝑘(𝑥)‖𝐶[0,1], 𝑘 = 0, . . . , 𝑛,

𝑀 =
𝑛∑︀

𝑚=0
𝑃𝑛−𝑚𝑀𝑚, 𝑀𝑚 =

⃦⃦
𝑦(𝑚+1)(𝑥)

⃦⃦
𝐶[0,1]

.
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