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Расходящиеся ряды и обобщенная
смешанная задача для волнового уравнения1

А. П. Хромов (Саратов, Россия)
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Используя операцию интегрирования расходящегося ряда, приводятся результа-
ты по смешанной задаче для волновго уравнения, не требующие привлечения
классических решений.
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By integrating divergent series the results, concerning mixed problem for wave
equation, are obtained without use of classic solution.
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1. Рассмотрим следующую смешанную задачу:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0,∞), (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (2)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0. (3)

Формальное решение по методу Фурье есть

𝑢(𝑥, 𝑡) = 2
∞∑︁
𝑛=1

(𝜙(𝜉), sin𝑛𝜋𝜉) sin𝑛𝜋𝑥 cos𝑛𝜋𝑡, (4)

где (𝑓, 𝑔) =
1�
0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Определение. Классическим решением смешанной задачи (1)–
(3) называется функция 𝑢(𝑥, 𝑡), непрерывная вместе с производными
𝑢′𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢

′
𝑡(𝑥, 𝑡), причем, в свою очередь, 𝑢′𝑥(𝑥, 𝑡) (𝑢′𝑡(𝑥, 𝑡)) абсолютно

непрерывна по 𝑥 (по 𝑡), удовлетворяющая условиям (2), (3) и почти всю-
ду по 𝑥 и 𝑡 уравнению (1).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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Отсюда следует, что для классического решения необходимо считать,
что 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥) абсолютно непрерывны и 𝜙(0) = 𝜙(1) = 0.

Относительно классического решения справедлива
Теорема 1 [1]. Если 𝑢(𝑥, 𝑡) есть классическое решение задачи (1)–

(3) с условием, что 𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡2 класса 𝑄, то оно единственно и находится

по формуле (4), в которой ряд справа при любом фиксированном 𝑡 > 0
сходится абсолютно и равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1].

Здесь и в дальнейшем считаем, что функция 𝑓(𝑥, 𝑡) переменных
(𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1] × [0,∞) есть функция класса 𝑄, если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿[𝑄𝑇 ] при
любом 𝑇 > 0, где 𝑄𝑇 = [0, 1]× [0, 𝑇 ].

Таким образом, у нас задача (1)–(3) и ряд (4) тесно связаны.
Расширим понятие этой связи. Ряд (4) имеет смысл для любой 𝜙(𝑥) ∈

∈ 𝐿[0, 1], хотя теперь он может быть и расходящимся. Тем не менее будем
считать, что он является формальным решением задачи (1)–(3), но по-
нимаемой теперь чисто формально. Эту задачу (1)–(3) и будем называть
обобщенной смешанной задачей. Найти решение обобщенной смешанной
задачи — значит найти «сумму» расходящегося ряда (4) («сумма» в ка-
вычках означает, что это сумма именно расходящегося ряда [2, 3]). По-
мимо аксиом о расходящихся рядах из [3, с. 19], будем пользоваться еще
следующим правилом интегрированния расходящегося ряда:� ∑︁ 𝑑𝑓

=
∑︁ �

, (5)

где
�
— определенный интеграл.

Итак, рассмотрим ряд (4). Имеем

𝑢(𝑥, 𝑡) = Σ+ + Σ−, (6)

где Σ± =
∞∑︀
𝑛=1

(𝜙(𝜉), sin𝑛𝜋𝜉) sin𝑛𝜋(𝑥± 𝑡). Отсюда следует, что для нахож-

дения «суммы» ряда (4) надо найти «сумму» тригонометрического ряда
Фурье функции 𝜙(𝑥), т. е. ряда

2
∞∑︁
𝑛=1

(𝜙(𝜉), sin𝑛𝜋𝜉) sin𝑛𝜋𝑥, (7)

Пусть «сумма» ряда (7) при 𝑥 ∈ [0, 1] есть какая-то функция 𝑔(𝑥) ∈
∈ 𝐿[0, 1]. Тогда в соответствие с правилом (5) имеем

𝑥�

0

𝑔(𝜂) 𝑑𝜂 = 2
∞∑︁
𝑛=1

(𝜙(𝜉), sin𝑛𝜋𝜉)

𝑥�

0

sin𝑛𝜋𝜂 𝑑𝜂. (8)
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По теореме 3 ([4, с. 320]) ряд в (8) сходится при любом 𝑥 ∈ [0, 1] и его

сумма есть
𝑥�
0

𝜙(𝜂) 𝑑𝜂, т. е.

2
∞∑︁
𝑛=1

(𝜙(𝜉), sin𝑛𝜋𝜉)

𝑥�

0

sin𝑛𝜋𝜂 𝑑𝜂 =

𝑥�

0

𝜙(𝜂) 𝑑𝜂.

Таким образом, получили, что
𝑥�
0

𝑔(𝜂) 𝑑𝜂 =
𝑥�
0

𝜙(𝜂) 𝑑𝜂. Отсюда 𝑔(𝑥) =

= 𝜙(𝑥) почти всюду, т. е. нашли «сумму» 𝑔(𝑥) расходящегося ряда (7).
Далее, sin𝑛𝜋𝑥 нечетна и 2-периодична. Тогда получаем, что «сумма» ря-
да (7) при 𝑥 ∈ (−∞,∞) есть 𝜙(𝑥), где 𝜙(𝑥) — нечетное, 2-периодическое
продолжение 𝜙(𝑥) с отрезка [0, 1] на всю ось. В силу (6) получаем, что
«сумма» 𝑢(𝑥, 𝑡) ряда (4) есть

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥+ 𝑡) + 𝜙(𝑥− 𝑡)]. (9)

Таким образом, получена

Теорема 2. Решением обобщенной смешанной задачи (1)–(3) явля-
ется функция 𝑢(𝑥, 𝑡) класса 𝑄, определенная по формуле (9).

2. Рассмотрим следующую обобщенную смешанную задачу:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0,∞), (10)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (11)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0, (12)

где 𝑓(𝑥, 𝑡) есть функция класса 𝑄.
Формальное решение ее по методу Фурье есть

𝑢(𝑥, 𝑡) = 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑡�

0

(𝑓(𝜉, 𝜏), sin𝑛𝜋𝜉)
1

𝑛𝜋
sin𝑛𝜋𝑥 sin𝑛𝜋(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏. (13)

Так как 2
𝑛𝜋 sin𝑛𝜋𝑥 sin𝑛𝜋(𝑡− 𝜏) =

𝑥+𝑡−𝜏�
𝑥−𝑡+𝜏

sin𝑛𝜋𝜂 𝑑𝜂, то (13) переходит в

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑡�

0

(𝑓(𝜉, 𝜏), sin𝑛𝜋𝜉) 𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

sin𝑛𝜋𝜂 𝑑𝜂. (14)
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Из (14) в силу правила (5) получаем

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡�

0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

∞∑︁
𝑛=1

(𝑓(𝜉, 𝜏), sin𝑛𝜋𝜉) sin𝑛𝜋𝜂 𝑑𝜂 =

=
1

2

𝑡�

0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

𝑓(𝜂, 𝜏) 𝑑𝜂 (15)

поскольку ряд в (15), как это следует из п. 1, имеет «сумму» 1
2𝑓(𝜂, 𝜏),

где 𝑓(𝜂, 𝜏) есть нечетное, 2-периодическое продолжение по 𝜂 на всю ось
функции 𝑓(𝜂, 𝜏).

Таким образом, справедлива

Теорема 3. Решение 𝑢(𝑥, 𝑡) обобщенной смешанной задачи (10)–(12)
есть функция класса 𝑄, определяемая по формуле

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡�

0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

𝑓(𝜂, 𝜏) 𝑑𝜂. (16)

Отметим, что без привлечения операции интегрирования расходяще-
гося ряда формула (16) приводится в [5].

То, что 𝑢(𝑥, 𝑡) есть функция класса 𝑄, дается следующей леммой.

Лемма. Имеет место оценка

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐿[𝑄𝑇 ] ≤ 𝑇 (𝑇 + 2)‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖𝐿[𝑄𝑇 ].

3. Расcмотрим такую обобщенную смешанную задачу:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0,∞), (17)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (18)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0. (19)

Здесь 𝑓(𝑥, 𝑡) — функция класса 𝑄 и 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1]. Формальное решение
по методу Фурье [1] есть

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡),

где 𝑢0(𝑥, 𝑡) есть ряд (4), 𝑢1(𝑥, 𝑡) есть ряд (13). Поэтому, исходя из п.п. 1,
2 получаем
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Теорема 4.Обобщенная смешанная задача (17)–(19) имеет решение
класса 𝑄, определяемое по формуле:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥+ 𝑡) + 𝜙(𝑥− 𝑡)] +

1

2

𝑡�

0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

𝑓(𝜂, 𝜏) 𝑑𝜂. (20)

4. Наконец, рассмотрим как приложение к пп. 1–3 следующую задачу:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), (21)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (22)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0. (23)

где 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) класса 𝑄.
Тогда из результатов п. 3 получаем, что нахождение решения зада-

чи (21)–(23) в класссе 𝑄 сводится к нахождению в классе 𝑄 решения
интегрального уравнения

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜙(𝑥+ 𝑡) + 𝜙(𝑥− 𝑡)

2
− 1

2

𝑡�

0

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

˜𝑞(𝜂)𝑢(𝜂,𝜏) 𝑑𝜂, (24)

где ˜𝑞(𝜂)𝑢(𝜂,𝜏) есть нечетное, 2-периодическое по 𝜂 продолжение функции
𝑞(𝜂)𝑢(𝜂, 𝜏) на всю ось.

Для случая классических решений переход к уравнению (24) исполь-
зовался ранее в [6].

Интегральное уравнение (24) имеет единственное решение в классе𝑄,
получаемое по методу последовательных подстановок. Теперь привлече-
ние операции интегрирования расходящегося ряда приводит к измене-
нию методики исследования расходящихся рядов, содержащейся в [7–10]:
для обоснования правильности получаемых результатов уже не требует-
ся привлечения классических решений.

5. Важность введения операции интегрирования расходящегося ряда
подчеркивается следующим рассуждением. Если сохранить п. 1, удалить
из п. 2 предложение после формулы (16), и из п. 4 — третье и послед-
нее предложения, то получаем цельный текст без ссылок на какие-либо
источники, кроме [1–4].

6. Хорошо известные факты можно объяснить с точки зрения расхо-
дящихся рядов. Так, если рассматривать малые значения спектрального
параметра 𝜆 в уравнении Фредгольма второго рода, то решение этого
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уравнения представляется сходящимся рядом последовательных подста-
новок, и выдающийся результат Фредгольма о решении уравнения вто-
рого рода при произвольных 𝜆 представляет собой явную «сумму» рас-
ходящегося ряда по отношению к упомянутому сходящемуся ряду после-
довательных подстановок.

Другой пример — полное аналитическое продолжение ряда Тейлора
аналитической в окрестности фиксированной точки функции вне круга
сходимости есть «сумма» расходящегося ряда по отношению к упомяну-
тому ряду Тейлора.
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