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Рассматривается 2𝜋 – периодическая функция 𝑓(𝑥) принадлежащая простран-
ству 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) на периоде и преобразование типа свертки, содержащее
некоторую действительную функцию ограниченной вариации на всей веществен-
ной оси. Это преобразование представляет собой обобщение некоторых конкрет-
ных преобразований, связанных различными характеристиками рассматривае-
мой функции. В порядке обобщения некоторых из результатов, касающихся осо-
бенностей интегральной метрики 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), с учетом особенности случая
1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, здесь исследуется вопрос о зависимости между этим преобразовани-
ем и наилучшими приближениями функции тригонометрическими полиномами.
Получены оценки сверху и снизу для рассматриваемой свертки в зависимости от
величины наилучшего приближения функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).
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We consider a 2𝜋 – periodic function 𝑓(𝑥) belonging to the space 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) on
the period and a convolution type transformation containing some real function of
bounded variation on the entire real axis. This transformation is a generalization of
some specific transformations related to various characteristics of the function under
consideration. As generalization of some results concerning features of the integral 𝑆𝑝–
metric 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), taking into account the peculiarity of the case 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, the
question of the relationship between this transformation and the best approximations
of the function by trigonometric polynomials is investigated here. Top and bottom
estimates for the considered convolution are obtained depending on the value of the
best approximation of the functions 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).
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Пусть 𝑆𝑝 – пространство периодических периода 2𝜋 интегрированных
по Лебегу функций 𝑓(𝑥), для которых сходится ряд

∑︁
𝑘∈𝑍

|𝑐𝑘|𝑝 (𝑐𝑘 =
1√
2𝜋

𝜋�

−𝜋

𝑓(𝑥)𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑘𝑥)𝑑𝑥),
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с нормой

‖𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝
= (
∑︁
𝑘∈𝑍

|𝑐𝑘|𝑝)
1
𝑝 <∞ (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞),

‖𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝
= max

𝑣∈𝑍
|𝑐𝑣| (𝑝 = ∞).

Вопросы приближения периодических функций тригонометрически-
ми полиномами в пространстве 𝑆𝑝 достаточно полно исследованы в ра-
ботах А.И. Степанца [1], [2].

С помощью функции 𝜎(𝑢), которая задана на всей действительной
оси и тождественно не равна нулю на (−∞,∞), и которая является
функцией ограниченной вариации на (−∞,∞), для каждой функции
𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 рассматривается следующее преобразование

𝐹𝜎(𝑓 ;𝑥, ℎ) =

∞�

−∞

𝑓(𝑥− ℎ𝑢)𝑑𝜎(𝑢),

где ℎ – действительный параметр. При этом, указанная выше функция
𝜎(𝑢) удовлетворяет еще условиям:

∞�

−∞

𝑑𝜎(𝑢) = 0, ̂︀𝜎(−𝑢) = ̂︀𝜎(𝑢)
где

̂︀𝜎(𝑢) = ∞�

−∞

𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑢𝑥)𝑑𝜎(𝑢).

Такие общие преобразования, которые принято называть преобразо-
ваниями типа свертки для классических Лебеговых пространств 𝐿𝑝(1 ≤
𝑝 <∞) ранее рассматривались в работах [3] – [6].

С помощью указанного преобразования 𝐹𝜎(𝑓 ;𝑥, ℎ), для каждой
функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 рассматривается характеристика 𝐷(𝑓 ;𝜎;ℎ; 𝑝) =
‖𝐹𝜎(𝑓 ;𝑥, ℎ)‖𝑠𝑝.

Нетрудно заметить, что ряд Фурье преобразования 𝐹𝜎(𝑓 ;𝑥, ℎ) име-
ет вид

∑︀
𝑘∈𝑍

𝑐𝑘̂︀𝜎(𝑘ℎ)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥). Благодаря этому, имеет место неравенство

𝐷(𝑓 ;𝜎;ℎ; 𝑝) ≤ 𝑉 (𝜎)‖𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝
, где

∞�
−∞

|𝑑𝜎(𝑢)| = 𝑉 (𝜎) <∞.

Известно [1], что наилучшим приближением функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 три-
гонометрическими полиномами 𝑇𝑛−1(𝑥) порядка не выше 𝑛−1 в метрике
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пространства 𝑆𝑝(1 ≤ 𝑝 <∞) является частная сумма Фурье порядка не
выше 𝑛− 1, т.е.

𝐸𝑛(𝑓)𝑆𝑝
= inf

𝑇𝑛−1

‖𝑓(𝑥)− 𝑇𝑛−1(𝑥)‖𝑆𝑝
= ‖𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)‖𝑆𝑝

,

где

𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) =
∑︁

|𝑘|≤𝑛−1

𝑐𝑘 ·
𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥)√

2𝜋
,

𝑐𝑘- коэффициенты Фурье функции 𝑓(𝑥). Таким образом

𝐸𝑛(𝑓)𝑆𝑝
=

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|≤𝑛−1

|𝑐𝑘|𝑝
⎞⎠ 1

𝑝

.

Теперь сформулируем следующие утверждения, которые устанавли-
вают оценки𝑊 (𝑓 ;𝜎; 𝑡; 𝑝) и 𝐷(𝑓 ;𝜎;ℎ; 𝑝) через величины наилучшего при-
ближения функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝, а последовательность целых
чисел {𝑛𝜈} такая, что

𝑛0 = 1 < 𝑛1 < 𝑛2 < . . . < 𝑛𝜈 < 𝑛𝜈+1 < . . . (𝜈 ∈ 𝑍, 𝑛−𝜈 = −𝑛𝜈).

Тогда, при 𝑛𝑚+1 ≤ 1
ℎ имеет место оценка

𝐷𝑝(𝑓 ;𝜎;ℎ; 𝑝) ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝜈|≤𝑚

𝑛𝜈+1−1∑︁
𝑘=𝑛𝜈

𝐸𝑝
𝑘(𝑓)𝑆𝑝

(|̂︀𝜎(𝑘ℎ)|𝑝 − |̂︀𝜎((𝑘 − 1)ℎ)|𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

+𝐸𝑝
𝑛𝑚+1

(𝑓)𝑆𝑝
(𝑉 𝑝(𝜎)− |̂︀𝜎((𝑛𝑚+1 − 1)ℎ)|𝑝).

Теорема 2. В предположениях условий теоремы 1 справедлива сле-
дующая оценка

𝐷𝑝(𝑓 ;𝜎;ℎ; 𝑝) + 𝑉 𝑝(𝜎)𝐸𝑝
𝑛𝑚+1−1(𝑓)𝑆𝑝

≥

≥
∑︁

|𝜈|≤𝑚−1

𝑛𝜈+1−1∑︁
𝑘=𝑛𝜈

𝐸𝑝
𝑘(𝑓)𝑆𝑝

(|̂︀𝜎(𝑘ℎ)|𝑝 − |̂︀𝜎((𝑘 − 1)ℎ)|𝑝).
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