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Обсуждаются трансцендентные уравнения вида sin 𝑧 = 𝑧 и sh 𝑧 = 𝑧, исследова-
ние которых восходит к работе Харди (1902). Приводятся уточненные результаты
о распределении корней на множестве C ∖ {0}. Отмечается связь с теорией це-
лых функций типа Миттаг-Леффлера. Интерес к тематике был вызван вопросом
о кратных нулях одной целой функции порядка 𝜌 = 1/2. Эта последняя возникла
из спектральных соотношений в обратных задачах математической физики.
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The transcendental equations of the form sin 𝑧 = 𝑧 and sh 𝑧 = 𝑧 are discussed.
Their study goes back to Hardy’s paper (1902). We present more precise results on
the distribution of roots on the set C ∖ {0}. A connection with the theory of entire
functions of Mittag-Leffler type is noted. Our interest in the subject was prompted by
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В 1902 г. опубликована работа [1], посвященная корням уравнения

sin 𝑧 = 𝑧 (1)

на множестве 𝑧 ∈ C ∖ {0}. Там же, в [1], введено обобщенное уравнение

sin 𝑧 = 𝑎𝑧 (2)

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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с параметром 𝑎 ̸= 0. На заложенной теоретической основе проводились
дальнейшие исследования по численному анализу корней трансцендент-
ных уравнений (1), (2), их обобщений и аналогов (см. [2]–[7]). Отметим,
что подобные уравнения возникают в математической физике при рас-
смотрении спектральных задач механики сплошной среды (см. [8]–[11]).
Их также используют как важный иллюстративный материал в теории
целых функций (см. [12, с. 64–68]).

Наряду с (1) встречается «гиперболическое» уравнение вида

sh 𝑧 = 𝑧. (3)

Исходная версия (1) получается из (3) при замене 𝑧 на 𝑖𝑧. Поэтому мно-
жества корней этих уравнений связаны простым поворотом на угол 𝜋/2.
По причинам технического характера нам удобнее сейчас иметь дело
с уравнением (3). Будем рассматривать его на множестве 𝑧 ∈ C ∖ {0}.

Отметим сначала факты общего характера. Легко проверяется, что
уравнение (3) не имеет корней 𝑧 ̸= 0 на осях Re и Im. При этом корней
бесконечно много, и они образуют счетный набор на плоскости. Учиты-
вая естественные симметрии, корни уравнения (3) можно представить
в виде

±𝑧𝑛, 𝑛 ∈ Z ∖ {0}, 𝑧−𝑛 = 𝑧𝑛. (4)

Здесь основная серия корней

𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛, . . . (5)

расположена в первом квадранте C++ ≡ {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}
и упорядочена по возрастанию модулей. Понятно, что нужно дать описа-
ние лишь для этой основной серии (5).

При анализе уравнения (3) полезно учитывать связь

sh 𝑧 − 𝑧

𝑧3
=

∞∑︁
𝑚=0

𝑧2𝑚

(2𝑚+ 3)!
= 𝐸1/2(𝑧

2; 4) (6)

с соответствующей функцией типа Миттаг-Леффлера. Напомним, что
это классическое семейство (см. [13]) образуют целые функции

𝐸𝜌(𝑧;𝜇) =
∞∑︁
𝑚=0

𝑧𝑚

Γ(𝜌−1𝑚+ 𝜇)
, 𝑧 ∈ C,

с параметрами 𝜌 > 0, 𝜇 ∈ C (и Γ-функцией в знаменателе). Тем самым,
к исследованию множества (4) можно привлекать общие результаты мо-
нографии [14]. Например, из указанной там теоремы 4.3.1 следует, что
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основная серия корней (5) локализуется в правой полуплоскости

Re 𝑧 >
√
2 + ln(

√
2 + 1) = 2.2955 . . . . (7)

Затем, применяя теорему 2.1.1, после несложных вычислений получим
для основной серии (5) следующую асимптотическую формулу

𝑧𝑛 = ln(4𝑛𝜋)+
1

4𝑛
+ 𝑖

(︂
2𝑛𝜋 +

𝜋

2
− ln(4𝑛𝜋)

2𝑛𝜋

)︂
+𝑂

(︂
ln2 𝑛

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞. (8)

Формула (8) согласуется с результатом [12, с. 67] (если переделать ответ
из книги [12] на уравнение (3) вместо разобранного там уравнения (2)).

Отметим близкий шаблон асимптотики из работы [9] (см. также [1]),
откуда извлекается приближенная формула

𝑧𝑛 = ln((4𝑛+ 1)𝜋) + 𝛿𝑛 + 𝑖

(︂
2𝑛𝜋 +

𝜋

2
− 2 ln((4𝑛+ 1)𝜋)

(4𝑛+ 1)𝜋
+ 𝜀𝑛

)︂
(9)

при 𝑛 ∈ N со значениями 𝛿𝑛, 𝜀𝑛 ∈ R, такими, что 𝛿𝑛 → 0 и 𝜀𝑛 → 0, ко-
гда 𝑛→ ∞. На первый взгляд, вариант (8) кажется проще и даже чуть
сильнее, но именно представление (9) позволяет вывести по-настоящему
точный результат.

Теорема 1. В формуле (9) для основной серии (5) корней уравне-
ния (3) при всех номерах 𝑛 ∈ N действуют оценки

0 < 𝛿𝑛 <
2 ln2

(︀
(4𝑛+ 1)𝜋

)︀
(4𝑛+ 1)2𝜋2

, |𝜀𝑛| <
4 ln3

(︀
(4𝑛+ 1)𝜋

)︀
(4𝑛+ 1)3𝜋3

. (10)

Такое сочетание формулы (9) с оценками (10) дает весьма полное
представление о поведении корней уравнения (3). Как видим, итоговый
ответ оказывается неасимптотическим, фактически применимым при
всех номерах 𝑛 ∈ N. Укажем еще один неасимптотический результат
несколько иного характера.

Теорема 2. Для уравнения (3) рассматриваем основную серию кор-
ней (5) в первом квадранте C++ ≡ {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}. Тогда
справедливы утверждения.

� Все корни (5) находятся на кривой 𝛾 ⊂ C++ с уравнением

𝑦 = cth𝑥
√︀

sh2 𝑥− 𝑥2 ∼ 𝑦 = ch𝑥

√︂
1− 𝑥2

sh2 𝑥
. (11)

� Корень 𝑧𝑛 при фиксированном 𝑛 ∈ N попадает в область

ch𝑥− 1 < 𝑦 < ch𝑥, 2𝑛𝜋 +
𝜋

3
< 𝑦 < 2𝑛𝜋 +

𝜋

2
. (12)
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� Все корни (5) расположены в полуплоскости

Re 𝑧 > ln 5𝜋 = 2.7541 . . . , (13)

что точнее прежней оценки (7).

Перечисленные факты, связанные с формулами (9)–(13), получаются
аналитическим путем. Их, в целом, достаточно для основных приложе-
ний, использующих корни уравнения (3) при 𝑧 ∈ C ∖ {0}.

Кроме того, имеются таблицы первых корней уравнения (1), т. е. урав-
нения sin 𝑧 = 𝑧 (см., например, [2], [8], [9]). Отсюда при замене значе-
ний 𝑎+ 𝑏𝑖 значениями 𝑏+ 𝑎𝑖 получаем первые корни уравнения (3).
(Понятно, что в наши дни более естественно обратиться к системам ком-
пьютерной математики, с помощью которых находится любое разумное
количество корней с высокой степенью точности.)

Как уже отмечалось, трансцендентные уравнения вида (1)–(3) встре-
чаются в математической физике. Помимо прежних работ [8]–[11], свя-
занных с механикой сплошной среды, укажем одну новую ситуацию, вы-
звавшую наш особый интерес к уравнению (3).

Некоторое время назад при изучении одной обратной задачи для абс-
трактного дифференциального уравнения второго порядка (см. [15], [16])
возник вопрос о нулях элементарной целой функции

𝐻(𝜆) = 𝐻(𝜆; 𝑝) =
2√
𝜆
sh

√
𝜆

2
+ 𝑝 ch

√
𝜆

2
(14)

переменной 𝜆 ∈ C порядка 𝜌 = 1/2 с параметром 𝑝 ∈ C ∖ {0}. Здесь,
кроме общего исследования нулей, требовалось узнать, существуют ли
значения 𝑝 ∈ C ∖ {0}, при которых целая функция (14) имеет кратные
нули. Несмотря на внешнюю однородность конструкции по параметру 𝑝,
ситуация с кратными нулями оказалась весьма неординарной.

Как выяснилось, практически всегда все нули функции (14) явля-
ются простыми, но, в то же время, существует счетное множество ис-
ключительных значений 𝑝 = 𝑝𝑛 , при каждом из которых функция (14)
обладает еще и одним нулем кратности два. Окончательный результат
формулируется в терминах корней уравнения (3), попадающих в правую
полуплоскость Re 𝑧 > 0. Нужное подмножество корней получается из
основной серии (5) в форме 𝑧 = 𝑧𝑛 при 𝑛 ∈ Z ∖ {0}, где 𝑧−𝑛 = 𝑧𝑛.

Теорема 3. Рассматриваем целую функцию 𝐻(𝜆; 𝑝) вида (14) с па-
раметром 𝑝 ∈ C ∖ {0}. Определим счетное множество значений

𝑝𝑛 = − 2

1 + ch 𝑧𝑛
, 𝑛 ∈ Z ∖ {0}, 𝑝−𝑛 = 𝑝𝑛, (15)
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где 𝑧𝑛 — корни уравнения (3), попадающие в полуплоскость Re 𝑧 > 0.
Тогда справедливы утверждения.

� При каждом 𝑝 ∈ C ∖ {0}, не входящем в множество (15), целая
функция 𝐻(𝜆; 𝑝) имеет только простые нули.

� При каждом 𝑝 = 𝑝𝑛 из множества (15) с выбранным значением
корня 𝑧𝑛 целая функция 𝐻(𝜆; 𝑝𝑛), помимо бесконечного числа про-
стых нулей, имеет в точности один кратный нуль 𝜆 = 𝑧2𝑛 крат-
ности два.

Добавим еще, что при 𝑛 ∈ N все значения 𝑝𝑛 из формулы (15) попа-
дают в прямоугольник

−0.11 < Re 𝑝 < 0, 0 < Im 𝑝 < 0.22, (16)

причем 𝑝𝑛 → 0 при 𝑛→ ∞. Границы (16) вместе с изображением по-
следовательности 𝑝𝑛 нетрудно получить компьютерными расчетами.

Теорема 3 полезна при построении присоединенных элементарных ре-
шений исходной обратной задачи в некоторых специальных ситуациях
(см. заметку М.Алмохамеда и И.В.Тихонова в настоящем сборнике).
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