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Построены и исследованы интерполяционные квадратурные формулы с узлами
различной кратности для гиперсингулярного интеграла по действительной оси
для плотностей из пространства целых функций экспоненциального типа.
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Interpolation quadrature formulas with nodes of various multiplicities for a
hypersingular integral along the real axis for densities from the space of integer
functions of exponential type are constructed and investigated.
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Рассмотрим понимаемый в смысле конечного значения по Адамару син-
гулярный интеграл

𝐴𝑞𝑓 = 𝐴𝑞(𝑓 ;𝑥) =
1

𝜋

+∞�

−∞

𝑓(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝑞
𝑑𝑡, 𝑞 = 2, 3, ..., (1)

где 𝑓(𝑥) - плотность интеграла, ограниченная на вещественной оси 𝑅
функция.

Пусть 𝐿𝑝(𝑅) (1 < 𝑝 <∞) - пространство всех измеримых на 𝑅 функ-
ций 𝑓 с обычной нормой, 𝜔𝑘(𝑓, 𝑡)𝑝 = 𝜔𝑘(𝑓, 𝑡)𝐿𝑝

- модуль гладкости 𝑘-
го порядка 𝑓 в 𝐿𝑝(𝑅), 𝐿𝑟𝑝(𝑅) - подпространство функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅),
для которых производная 𝑓 (𝑟−1) абсолютно непрерывна на 𝑅 и ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 =
‖𝑓 (𝑟)‖𝐿𝑝

<∞, 𝐵𝑝,𝜎 - множество целых функций экспоненциального типа
≤ 𝜎, принадлежащих 𝐿𝑝(𝑅).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
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Для 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝜎 введем [1], [2] интерполяционный оператор

𝐿𝜎𝑓 = 𝐿𝜎(𝑓 ;𝑥) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂
sin 𝑐𝜎(𝑥− 𝑘𝜋

𝜎
), sin 𝑐𝑥 =

sin𝑥

𝑥
, 𝜎 > 0. (2)

Аппроксимируя плотность интеграла (1) выражением (2), получим
квадратурную формулу

𝐴𝑞𝑓 = 𝐴𝑞(𝐿𝜎𝑓 ;𝑥) +𝑅𝜎𝑞𝑓, (3)

где 𝑅𝜎𝑞𝑓 = 𝑅𝜎𝑞(𝑓 ;𝑥) - остаточный член. Приведем явный вид формулы
(3) при 𝑞 = 2:

𝐴2𝑓 = 𝐴2(𝐿𝜎𝑓 ;𝑥) +𝑅𝜎2𝑓 =

=
𝜎

2

+∞∑︁
−∞

𝑓

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂(︂
sin 𝑐2

𝜎𝑥− 𝑘𝜋

2
− 2 sin 𝑐(𝜎𝑥− 𝑘𝜋)

)︂
+𝑅𝜎2𝑓. (4)

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝(𝑅) ∩ 𝐵𝑝,𝜎, 𝑟 = 1, 2, ..., 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝜎 ≥ 1.

Если 𝑓(𝑥) = 𝑂
(︀
(| 𝑥 | +1)−𝑑

)︀
, 𝑑𝑝 ≥ 1, 𝑥 ∈ 𝑅, то для остаточного члена

квадратурной формулы (3) справедлива оценка

‖𝑅𝜎𝑞𝑓‖𝑝 ≤ 𝐶𝑟,𝑝,𝑞𝜎
−𝑟+𝑞𝜔1

(︂
𝑓 (𝑟),

1

𝜎

)︂
𝑝

,

где 𝐶𝑟,𝑝,𝑞 - постоянная, зависящая только от 𝑟, 𝑝 и 𝑞.
Из теоремы 1 и известных результатов по неравенствам разных мет-

рик (см., напр., [3]) вытекает
Следствие. Пусть в условиях теоремы 1 𝜔1(𝑓, 𝛿)𝑝 = 0(𝛿𝛼), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1.

Тогда для 𝑅𝜎𝑞𝑓 справедлива равномерная оценка

‖𝑅𝜎𝑞𝑓‖𝐶 = 𝑂
(︁
𝜎−𝑟−𝛼+𝑞+

1
𝑝

)︁
, 𝑟 + 𝛼 ≥ 𝑞 +

1

𝑝
.

Заметим, что если 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝜎 и 2𝜋 - периодична, то квадратурная
формула (4) точна для любого тригонометрического полинома вида
𝑛∑︀

𝑘=−𝑛
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑥, 𝑛 ≤ [𝜎] ([𝜎] - целая часть 𝜎 ) (см. [4]). Далее, для целых

функций экспоненциального типа , по теореме М. Картрайт [3], усло-
вие ограниченности 𝑓(𝑥) на 𝑅 можно заменить на условие |𝑓

(︀
𝑘𝜋
𝜎

)︀
| ≤𝑀

(𝑀 ≥ 0, 𝑘 = 0,±1,±2, ...) .
Рассмотрим квадратурную формулу с кратными узлами для интегра-

ла (1).
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По аналогии с [5] для 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝜎 введем интерполяционный оператор

𝐻𝜎𝑓 = 𝐻𝜎(𝑓 ;𝑥), удовлетворяющий условиям𝐻
(𝑣)
𝜎

(︀
𝑓 ; 𝑘𝜋𝜎

)︀
= 𝑓 (𝑣)

(︀
𝑘𝜋
𝜎

)︀
(𝑣 =

0,𝑚− 1):
𝐻𝜎𝑓 = 𝐻𝜎 (𝑓 ;𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=−∞

sin 𝑐𝑚𝜎

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂𝑚−1∑︁
𝑣=0

1

𝑣!

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂𝑣
𝑓 (𝑣)

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂
.

Тогда
𝐴𝑞𝑓 = 𝐴𝑞 (𝐻𝜎𝑓 ;𝑥) +𝑅(𝑞)

𝜎𝑚𝑓, (5)

где 𝑅(𝑞)
𝜎𝑚𝑓 = 𝑅

(𝑞)
𝜎𝑚(𝑓 ;𝑥) - остаточный член.

При 𝑞 = 2 квадратурная формула (5) примет вид:

𝐴2𝑓 = 𝐴2 (𝐻𝜎𝑓 ;𝑥) +𝑅(2)
𝜎𝑚𝑓 =

=
1

22𝑛−1𝜎2𝑛

+∞∑︁
𝑘=−∞

2𝑛−1∑︁
𝑣=0

1

𝑣!
𝑓 (𝑣)

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂ 𝑛−1∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛−𝑠+1𝐶𝑠
2𝑛

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂−2𝑛+𝑣−1

(
2𝑛−𝑣∑︁
𝜇=1

1

(𝜇− 1)!
(2𝑛− 𝑣 − 𝜇+ 1)

(︂
2𝜎(𝑛− 𝑠)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂)︂𝜇−1

cos
𝜇𝜋

2
+

+2𝜎(𝑛− 𝑠)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
cos 2𝜎(𝑛− 𝑠)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
− (2𝑛− 𝑣) sin 2𝜎(𝑛− 𝑠)(︂

𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
) +𝑅(2)

𝜎𝑚𝑓,𝑚 = 2𝑛;

𝐴2𝑓 = 𝐴2 (𝐻𝜎𝑓 ;𝑥) +𝑅(2)
𝜎𝑚𝑓 =

1

22𝑛−2𝜎2𝑛−1

+∞∑︁
𝑘=−∞

2𝑛−2∑︁
𝑣=0

1

𝑣!
𝑓 (𝑣)

(︂
𝑘𝜋

𝜎

)︂ 𝑛−1∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛−𝑠+1𝐶𝑠
2𝑛−1

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂−2𝑛+𝑣

(
2𝑛−𝑣−1∑︁
𝜇=1

1

(𝜇− 1)!
(2𝑛− 𝑣 − 𝜇)

(︂
𝜎(2𝑛− 2𝑠− 1)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂)︂𝜇−1

sin
𝜇𝜋

2
−

−𝜎(2𝑛− 2𝑠− 1)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
sin𝜎(2𝑛− 2𝑠− 1)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
−

(2𝑛− 𝑣 − 1) cos𝜎(2𝑛− 2𝑠− 1)

(︂
𝑥− 𝑘𝜋

𝜎

)︂
) +𝑅(2)

𝜎𝑚𝑓,𝑚 = 2𝑛− 1;

где 𝐶𝑘
𝑛 - биноминальные коэффициенты.
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Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑟𝑝(𝑅) ∩ 𝐵𝑝,𝜎, 𝑟 = 1, 2, ...., 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝜎 ≥ 1,

𝜔𝑘(𝑓, 𝛿)𝑝 = 0(𝛿𝛼), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 и 𝑓 (𝜈)(𝑥) = 𝑂
(︀
(| 𝑥 | +1)−𝑑𝜈

)︀
, 𝑑𝜈𝑝 ≥ 1,

𝜈 = 0,𝑚− 1, 𝑥 ∈ 𝑅. Тогда

‖𝑅(𝑞)
𝜎𝑚𝑓‖𝑝 = 𝑂

(︀
𝜎−𝑟−𝛼+𝑞+𝑚−1

)︀
, 𝑟 + 𝛼 ≧ +𝑚− 1.

Следствие. В условиях теоремы 2 для 𝑅(𝑞)
𝜎𝑞 𝑓 справедлива равномер-

ная оценка

‖𝑅(𝑞)
𝜎𝑞 𝑓‖𝐶 = 𝑂

(︁
𝜎−𝑟−𝛼+𝑞+𝑚−1+ 1

𝑝

)︁
, 𝑟 + 𝛼 ≧ +

1

𝑝
+𝑚− 1.

В заключение отметим, что аналогичные вопросы для интеграла 𝐴1𝑓
рассматривались в работе [6].
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