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Заметка посвящена исследованию свойства периодичности функций нескольких
действительных переменных. Доказывается теорема о представлении кратного
интеграла с переменными верхними пределами периодической функции многих
действительных переменных, что является обобщением леммы о представлении
интеграла периодической функции одной переменной в виде суммы линейной и
периодической функций. Без ограничения общности, рассматриваются функции,
имеющие в качестве множества периодов прямоугольную решётку.
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This note deals with the study of the periodicity property of a multivariate functions.
Theorem on the representation of a multiple integral with variable upper boundaries
of a periodic multivariate function is proved. This theorem is a generalization to the
multidimensional case of the Lemma on the representation of the integral of a periodic
function of one variable as a sum of linear and periodic functions. Without loss of
generality, we consider functions with a rectangular lattice as the set of periods.
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Ранее в заметке [1] была описана структура множества P𝑓 периодов
периодической функции 𝑓 : R𝑛 → R, и показано, что, не ограничивая
общности, всякую периодическую функцию 𝑓 : R𝑛 → R можно считать
периодической по первым 𝑚1 переменным и постоянной по следующим
𝑚2 переменным. Всюду далее будем полагать, что функция 𝑓 : R𝑛 → R
является периодической по всем переменным с множеством периодов P𝑓
решёткой Λ(𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛), порождённой векторами 𝑇𝑖 = 𝑇𝑖ē𝑖, система
векторов {ē}𝑛𝑖=1 означает классический базис Галеля, и 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Следующая теорема является обобщением леммы о представлении
интеграла периодической функции одной переменной [2, стр. 57].

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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Теорема. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R непрерывна по совокупности
всех переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 и является периодической с множеством
периодов P𝑓 , тогда имеет место равенство

�

𝑃𝐽𝑛

𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛 =

=
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝑘⩽𝑛

∏︁
𝑖∈𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘}

𝑥𝑖

�

𝑃𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑆𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘} 𝑑𝑡𝑖1𝑑𝑡𝑖2 . . . 𝑑𝑡𝑖𝑘+

+ (−1)𝑛−1
∏︁
𝑖∈𝐽𝑛

𝑥𝑖 𝑆𝐽𝑛 + 𝜀(𝑟), 𝑟 ∈ R𝑛, (1)

где 𝑃𝑖1,...,𝑖𝑘 = [0, 𝑥𝑖1]× . . .× [0, 𝑥𝑖𝑘] обозначает 𝑘-мерный параллелепипед,
𝐽𝑛 = {1, 2, . . . , 𝑛} — множество индексов, а выражение

𝑆𝑖1,...,𝑖𝑘 =
1

𝜇(𝑃Λ(𝑇𝑖1 ,...,𝑇𝑖𝑘 )
)

�

𝑃Λ(𝑇𝑖1
,...,𝑇𝑖𝑘

)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑖1𝑑𝑥𝑖2 . . . 𝑑𝑥𝑖𝑘

определяет среднее значение функции 𝑓 по переменным 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘 на
фундаментальном параллелепипеде 𝑃Λ(𝑇𝑖1 ,...,𝑇𝑖𝑘 )

решётки Λ(𝑇𝑖1, . . . , 𝑇𝑖𝑘)

меры Жордана 𝜇(𝑃Λ(𝑇𝑖1 ,...,𝑇𝑖𝑘 )
), функция 𝜀 : R𝑛 → R периодическая с

множеством периодов P𝜀 таким, что P𝑓 ⊆ P𝜀.
При 𝑛 = 1 приведённая выше теорема играет сущестенную роль при

построении периодических решений обыкновенных дифференциальных
уравнений [2], а также интегральных уравнений, например, [3]. Несмотря
на громоздкий вид, формула (1) имеет простую структуру и напоминает
формулу включения-исключения из теории множеств.

Доказательство заключается в проверке периодичности функции
𝜀 : R𝑛 → R с периодами 𝑇𝑖 = 𝑇𝑖ē𝑖, где, здесь и всюду далее, 𝑖 ∈ 𝐽𝑛.
Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R периодическая с множеством периодов P𝑓 ,
и 𝑗 ∈ 𝐽𝑛. Тогда имеет место соотношение

𝜀(𝑟 + 𝑇𝑗)− 𝜀(𝑟) =

�

𝑃𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑇𝑗�

0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛−

−
𝑛−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝑘⩽𝑛
𝑖ℓ ̸=𝑗, ℓ∈𝐽𝑛

∏︁
𝑖∈𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗}

𝑥𝑖

𝑇𝑗�

0

�

𝑃𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑆𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗} 𝑑𝑡𝑖1 . . . 𝑑𝑡𝑖𝑘−
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−
𝑛−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝑘⩽𝑛
𝑖ℓ ̸=𝑗, ℓ∈𝐽𝑛

∏︁
𝑖∈𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗}

𝑥𝑖

𝑇𝑗�

0

�

𝑃𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑆𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗} 𝑑𝑡𝑖1 . . . 𝑑𝑡𝑖𝑘−

−
𝑇𝑗�

0

�

𝑃𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛 − (−1)𝑛−2
∏︁

𝑖∈𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑥𝑖

𝑇𝑗�

0

𝑆𝐽𝑛∖{𝑗} 𝑑𝑡𝑗−

−(−1)𝑛−1
∏︁

𝑖∈𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑥𝑖

𝑇𝑗�

0

𝑆𝐽𝑛∖{𝑗}𝑑𝑡𝑗 = 0,

правая часть которого обращается в нуль, в силу выполнения равенства

�

𝑃𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑥𝑗+𝑇𝑗�

𝑥𝑗

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛 =

�

𝑃𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑇𝑗�

0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛,

левая часть которого не зависит от переменной интегрирования 𝑥𝑗, что
следует из периодичности с периодом 𝑇𝑗 функции 𝑓 по этой переменной
и соотношения

𝜕𝑥1𝑥2...𝑥𝑛

�

𝑃𝐽𝑛∖{𝑗}

𝑥𝑗+𝑇𝑗�

𝑥𝑗

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛 = 𝑓(𝑟 + 𝑇𝑗)− 𝑓(𝑟),

которое в силу непрерывности функции 𝑓 по совокупности переменных
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 является верным. Таким образом, периоды 𝑇𝑖 = 𝑇𝑖ē𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽𝑛,
порождающие множество периодов P𝑓 функции 𝑓 являются периодами
и функции 𝜀, т. е. имеет место включение P𝑓 ⊆ P𝜀.

Отметим, что представление (1) инвариантно относительно выбора
периодов по переменным 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽𝑛 функции 𝑓 : R𝑛 → R. Поскольку
функция 𝑓 : R𝑛 → R непрерывна на R𝑛 по совокупности переменных,
то функция 𝜀 : R𝑛 → R имеет непрерывную всюду на R𝑛 смешанную
производную 𝜕𝑥1...𝑥𝑛𝜀 и является решением следующей задачи типа Гурса

𝜕𝑥1...𝑥𝑛𝜀 = 𝑓(𝑟)−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝑆𝐽𝑛∖{𝑖1,...,𝑖𝑘} − (−1)𝑛−1𝑆𝐽𝑛,

𝜀|𝑥𝑗=0 = 𝜀|𝑥𝑖=0 = 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽𝑛,

которая является однозначно разрешимой [4, с. 298]. Отсюда немедленно
следует, что представление (1) единственно. Если функция 𝑓 : R𝑛 → R
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тождественно постоянна или представима как сумма функций, которые
зависят от каждой переменной с отдельности, т. е.

𝑓(𝑟) = 𝑓1(𝑥1) + . . .+ 𝑓𝑛(𝑥𝑛),

тогда уравнение задачи типа Гурса окажется однородным 𝜕𝑥1...𝑥𝑛𝜀 = 0,
и рассматриваемая задача будет иметь тождественно нулевое решение.
Иными словами, в этом случае, множество периодов функции 𝜀 : R𝑛 → R
совпадает со всем пространством R𝑛.

Следующее утверждение является прямым следствием приведённой
выше теоремы. Введём обозначение

𝐹 (𝑟) =

�

𝑃𝐽𝑛

𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛, 𝑟 ∈ R𝑛,

где 𝑃𝐽𝑛 — 𝑛-мерный параллелепипед из теоремы 1.
Следствие. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R является непрерывной функцией

по совокупности переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 и периодической c решёткой
периодов P𝑓 . Тогда для того чтобы кратный интеграл 𝐹 : R𝑛 → R был
периодической функцией по всем переменным 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 необходимо
и достаточно, чтобы для каждого 𝑖 ∈ 𝐽𝑛 выполнялось соотношение

𝑇𝑖�

0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑡, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝑡 = 0,

при всех (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛−1. При этом P𝐹 = P𝑓 .
Приведённые результаты планируется применить к изучению вопроса

существования периодических решений дифференциальных уравнений в
частных производных, в том числе, и к построению множеств периодов
найденных решений.
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