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In this paper certain properties for the partial moduli of smoothness of functions with
lacunary Fourier coefficients in the Lebesgue space with the mixed norm are refined.
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Для функций одного переменного В.И. Коляда [1] доказал неравен-
ство, уточняющее известное неравенство П.Л. Ульянова [2, 3]. В данной
работе получено аналогичное неравенство для частных модулей гладко-
сти для функций с лакунарными коэффициентами Фурье в простран-
ствах Лебега со смешанной нормой. Свойства частных модулей гладко-
сти изучались в ряде работ (см., например, [4] - [7]).

Обозначим через
− 𝐿𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 < ∞, 𝑖 = 1, 2 − множество измеримых функций двух

переменных 𝑓(𝑥1, 𝑥2), 2𝜋 - периодических по каждому переменному, для
которых

||𝑓 ||𝑝1𝑝2 =

(︃ 2𝜋�

0

(︃ 2𝜋�

0

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑝1𝑑𝑥1

)︃𝑝2
𝑝1

𝑑𝑥2

)︃ 1
𝑝2

<∞;

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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− 𝐿0
𝑝1𝑝2

— множество функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 таких, что
2𝜋�
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 0;

для почти всех 𝑥1 и
2𝜋�
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 = 0; для почти всех 𝑥2;

− 𝑆𝑚1,∞(𝑓), 𝑆∞,𝑚2
(𝑓), 𝑆𝑚1,𝑚2

(𝑓) — частичные суммы ряда Фурье
функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2), т.е.

𝑆𝑚1,∞(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋�
0

𝑓(𝑥1 + 𝑡1, 𝑥2)𝐷𝑚1
(𝑡1)𝑑𝑡1, 𝑆∞,𝑚2

(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋�
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2)×

×𝐷𝑚2
(𝑡2)𝑑𝑡2, 𝑆𝑚1,𝑚2

(𝑓) = 1
𝜋2

2𝜋�
0

2𝜋�
0

𝑓(𝑥1 + 𝑡1, 𝑥2 + 𝑡2)𝐷𝑚1
(𝑡1)𝐷𝑚2

(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

(𝑚𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑖 = 1, 2), где 𝐷𝑚(𝑡) =
sin (𝑚+ 1

2 )𝑡

2 sin 𝑡
2

(𝑚 = 0, 1, 2...) − ядро
Дирихле;

− 𝑓 (𝜌1,𝜌2) — производную в смысле Вейля функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) порядка
𝜌1(𝜌1 ≥ 0) по переменной 𝑥1 и порядка 𝜌2(𝜌2 ≥ 0) по переменной 𝑥2 ([8],
гл. III, стр. 238 ),

− 𝐸𝑚1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 — частное наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
по переменной 𝑥1, т. е. 𝐸𝑚1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 = inf

𝑇𝑚1∞
‖𝑓 − 𝑇𝑚1∞‖𝑝1𝑝2, где функции

𝑇𝑚1∞(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 и являются тригонометрическими полиномами по-
рядка не выше, чем 𝑚1, по переменной 𝑥1;

− 𝐸∞𝑚2
(𝑓)𝑝1𝑝2 — частное наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2

по переменной 𝑥2,, т. е. 𝐸∞𝑚2
(𝑓)𝑝1𝑝2 = inf

𝑇∞𝑚2

‖𝑓 − 𝑇∞𝑚2
‖𝑝1𝑝2, где функ-

ции 𝑇∞𝑚2
(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 и являются тригонометрическими полиномами

порядка не выше, чем 𝑚2, по переменной 𝑥2.
Для функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 определим разности с шагами ℎ1 и ℎ2

положительных порядков 𝛼1 и 𝛼2 соответственно, по переменным 𝑥1 и
𝑥2, следующим образом:

Δ𝛼1

ℎ1
(𝑓) =

∞∑︀
𝜈1=0

(−1)𝜈1
(︀
𝛼1
𝜈1

)︀
𝑓(𝑥1 + (𝛼1 − 𝜈1)ℎ1, 𝑥2), Δ𝛼2

ℎ2
(𝑓) =

∞∑︀
𝜈2=0

(−1)𝜈2
(︀
𝛼2
𝜈2

)︀
𝑓(𝑥1, 𝑥2 + (𝛼2 − 𝜈2)ℎ2), где (𝛼𝜈 ) = 1 для 𝜈 = 0, (𝛼𝜈 ) = 𝛼 для

𝜈 = 1, (𝛼𝜈 ) =
𝛼(𝛼−1)...(𝛼−𝜈+1)

𝜈! для 𝜈 ≥ 2.
Обозначим через
− 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2− частный модуль гладкости положительного поряд-

ка 𝛼1 по переменной 𝑥1, то есть

𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ1|≤𝛿1

‖Δ𝛼1

ℎ1
(𝑓)‖𝑝1𝑝2,

− 𝜔0,𝛼2
(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2− частный модуль гладкости положительного поряд-

ка 𝛼2 по переменной 𝑥2, то есть
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𝜔0,𝛼2
(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2 = sup

|ℎ2|≤𝛿2
‖Δ𝛼2

ℎ2
(𝑓)‖𝑝1𝑝2.

Для неотрицательных функционалов 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) и 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2) бу-
дем писать, что 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2), если существует поло-
жительная постоянная 𝐶, не зависящая от 𝑓, 𝛿1 и 𝛿2, такая, что
𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≤ 𝐶𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2). Если одновременно 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)
и 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2), то будем писать, что 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≍
𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2).

Скажем, что 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 < ∞, 𝑖 = 1, 2, если 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝1𝑝2

и имеет
ряд Фурье

∞∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=0

𝑎𝜇1,𝜇2
𝜙1(2

𝜇1𝑥1)𝜙2(2
𝜇2𝑥2),

где 𝜙𝑖(𝑡) = cos 𝑡 или 𝜙𝑖(𝑡) = sin 𝑡, 𝑖 = 1, 2.
Сформулируем основные результаты.
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 < ∞, 𝛽𝑖 > 𝛼𝑖 > 0, 𝑛𝑖 =

0, 1, 2 · · · , 𝛿𝑖 ∈ (0, 12), 𝑖 = 1, 2. Тогда

𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓,

1

2𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

≍ 1

2𝑛1𝛼1

{︃
𝑛1∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

𝑎2𝑘1𝑘22
2𝑘1𝛼1

}︃ 1
2

+

{︃ ∞∑︁
𝑘1=𝑛1+1

∞∑︁
𝑘2=0

𝑎2𝑘1𝑘2

}︃ 1
2

,

𝜔0,𝛼2

(︁
𝑓,

1

2𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

≍ 1

2𝑛2𝛼2

{︃ ∞∑︁
𝑘1=0

𝑛2∑︁
𝑘2=0

𝑎2𝑘1𝑘22
2𝑘2𝛼2

}︃ 1
2

+

{︃ ∞∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=𝑛2+1

𝑎2𝑘1𝑘2

}︃ 1
2

,

𝜔𝛼1,0

(︂
𝑓,

1

2𝑛1

)︂
𝑝1𝑝2

≍ 1

2𝛼1𝑛1

(︃
𝑛1∑︁
𝜇1=0

22𝛼1𝜇1𝐸2
2𝜇1−1∞(𝑓)𝑝1𝑝2

)︃ 1
2

,

𝜔0,𝛼2

(︂
𝑓,

1

2𝑛2

)︂
𝑝1𝑝2

≍ 1

2𝛼2𝑛2

(︃
𝑛2∑︁
𝜇1=0

22𝛼2𝜇2𝐸2
∞,2𝜇2−1(𝑓)𝑝1𝑝2

)︃ 1
2

,

𝜔𝛼1,0

(︂
𝑓,

1

2𝑛1

)︂
𝑝1𝑝2

≍

(︃ ∞∑︁
𝜇1=𝑛1+1

2−2𝛼1𝜇1‖𝑆(𝛼1,0)
2𝜇1∞ (𝑓)‖2𝑝1𝑝2

)︃ 1
2

,

𝜔0,𝛼2

(︂
𝑓,

1

2𝑛2

)︂
𝑝1𝑝2

≍

(︃ ∞∑︁
𝜇2=𝑛2+1

2−2𝛼2𝜇2‖𝑆(0,𝛼2)
∞2𝜇2 (𝑓)‖2𝑝1𝑝2

)︃ 1
2

,
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𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 ≍ 𝛿𝛼1
1

⎛⎝ 1�

𝛿1

[︀
𝑡−𝛼1
1 𝜔𝛽1,0(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

]︀2 𝑑𝑡1
𝑡1

⎞⎠
1
2

,

𝜔0,𝛼2
(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2 ≍ 𝛿𝛼2

2

⎛⎝ 1�

𝛿2

[︀
𝑡−𝛼2
2 𝜔0,𝛽2(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2

]︀2 𝑑𝑡2
𝑡2

⎞⎠
1
2

.

Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1), 𝑖 = 1, 2. Тогда
I. при 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 𝜃1 =

1
𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 <∞

𝛿𝛼1−𝜃1
1

(︃ 1�

𝛿1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1𝛼1,0

(𝑓, 𝑡1)𝑞1𝑝2
𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑝1

≪

(︃ 𝛿1�

0

𝑡−𝑞1𝜃11 𝜔𝑞1𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑞1

,

(1)
II. при 1 < 𝑝2 < 𝑞2 <∞, 𝜃2 =

1
𝑝2
− 1

𝑞2
, 1 < 𝑝1 <∞

𝛿𝛼2−𝜃2
2

(︃ 1�

𝛿2

𝑡
−𝑝2(𝛼2−𝜃2)
2 𝜔𝑝20,𝛼2

(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑞2
𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑝2

≪

(︃ 𝛿2�

0

𝑡−𝑞2𝜃22 𝜔𝑞20,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑞2

.

(2)
Причем в соотношениях (1) и (2) знак ≪ нельзя заменить на ≍ .

Теорема 3.
I. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝1 < 𝑞1 < ∞, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 < ∞, 𝛼1 >

𝜃1, 𝑛1 = 1, 2, .... Тогда

(︃ 2−𝑛1�

0

𝑡−𝑞1𝜃11 𝜔𝑞1𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑞1

≍

≍ 2𝑛1(𝜃1−𝛼1)
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑛1∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 1
2 +

(︁ ∞∑︁
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 ,

2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)

(︃ 1�

2−𝑛1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1𝛼1,0

(𝑓, 𝑡1)𝑞1𝑝2
𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑝1

≍

≍ 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)
(︁ 𝑛1∑︁
𝜈1=0

2𝜈1𝑝1(𝛼1−𝜃1)
(︁ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁𝑝1
2
)︁ 1

𝑝1 +
(︁ ∞∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=𝑛1+1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2

,
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II. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝2 < 𝑞2 < ∞, 𝜃2 = 1
𝑝2

− 1
𝑞2
, 1 < 𝑝1 < ∞, 𝛼2 >

𝜃2, 𝑛2 = 1, 2, .... Тогда(︃ 2−𝑛2�

0

𝑡−𝑞2𝜃22 𝜔𝑞20,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑞2

≍

≍ 2𝑛2(𝜃2−𝛼2)
(︀ 𝑛2∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇2𝛼2

)︀ 1
2 +

(︁ ∞∑︁
𝜈2=𝑛2

2𝜈2𝑞2𝜃2
(︀ ∞∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜈2

)︀ 𝑞2
2

)︁ 1
𝑞2 ,

2−𝑛2(𝛼2−𝜃2)

(︃ 1�

2−𝑛2

𝑡
−𝑝2(𝛼2−𝜃2)
2 𝜔𝑝20,𝛼2

(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑞2
𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑝2

≍

≍ 2−𝑛2(𝛼2−𝜃2)
(︁ 𝑛2∑︀
𝜈2=0

2𝜈2𝑝2(𝛼2−𝜃2)
(︁ ∞∑︀
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜈2

)︁𝑝2
2
)︁ 1

𝑝2 +
(︁ ∞∑︀
𝜇1=0

∞∑︀
𝜇2=𝑛2+1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2

.

Аналогичные теоремы для функции одного переменного доказаны в
работе [9], для смешанных модулей гладкости – в работах [10], [11].

Замечание. Из теоремы 2 следует следующая оценка частных мо-
дулей гладкости производной функции через частные модули гладкости
самой функции.

Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1), 𝑖 = 1, 2. Тогда
I. при 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 𝜃1 =

1
𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 <∞, 𝜌1 > 0

𝛿𝛼1−𝜃1
1

(︃
1�
𝛿1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1𝛼1,0

(𝑓 (𝜌1,0), 𝑡1)𝑞1𝑝2
𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑝1

≪

≪

(︃
𝛿1�
0

𝑡
−𝑞1(𝜌1+𝜃1)
1 𝜔𝑞1𝛼1+𝜌1,0

(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2
𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑞1

,

II. при 1 < 𝑝2 < 𝑞2 <∞, 𝜃2 =
1
𝑝2
− 1

𝑞2
, 1 < 𝑝1 <∞, 𝜌2 > 0

𝛿𝛼2−𝜃2
2

(︃
1�
𝛿2

𝑡
−𝑝2(𝛼2−𝜃2)
2 𝜔𝑝20,𝛼2

(𝑓 (0,𝜌2), 𝑡2)𝑝1𝑞2
𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑝2

≪

≪

(︃
𝛿2�
0

𝑡
−𝑞2(𝜃2+𝜌2)
2 𝜔𝑞20,𝛼2+𝜌2

(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2
𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑞2

.
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