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Специальные тригонометрические ряды

𝑓(𝑥, 𝑎) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑎 cos 𝑘𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑎) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑎 sin 𝑘𝑥, 𝑎 > 0,

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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часто встречаются в математической литературе. Известны следующие
асимптотики [1, гл. II (13.11) и гл.V, § 2]:

𝑓(𝑥, 𝑎) ∼ sin
(︁𝜋𝑎
2

)︁
Γ(1− 𝑎)𝑥𝑎−1, 𝑥→ 0+, 𝑎 ∈ (0, 1), (1)

𝑔(𝑥, 𝑎) ∼ cos
(︁𝜋𝑎
2

)︁
Γ(1− 𝑎)𝑥𝑎−1, 𝑥→ 0+, 𝑎 ∈ (0, 2). (2)

Равномерны ли они по 𝑎 ∈ (0, 1)? Мы доказали равномерность асимпто-
тики (2) и равномерность видоизменённой асимптотики (1), добавив в её
правую часть отрицательное слагаемое 𝜁(𝑎) (𝜁 — дзета-функция Рима-
на). Обозначим

𝑓0(𝑥, 𝑎) = sin
(︁𝜋𝑎
2

)︁
Γ(1−𝑎)𝑥𝑎−1+𝜁(𝑎), 𝑔0(𝑥, 𝑎) = cos

(︁𝜋𝑎
2

)︁
Γ(1−𝑎)𝑥𝑎−1.

Напомним, что функция 𝜁(𝑎) убывает на полуинтервале [0, 1), 𝜁(0) =
−1/2, lim

𝑎→1−
𝜁(𝑎) = −∞.

Теорема. При любых 𝑥 ∈ (0, 𝜋] и 𝑎 ∈ (0, 1) верны двойные неравен-
ства

𝑓0(𝑥, 𝑎) +
𝜁(3)

4𝜋3
𝑥2 sin

𝜋𝑎

2
< 𝑓(𝑥, 𝑎) < 𝑓0(𝑥, 𝑎) +

𝑥2

18
sin

𝜋𝑎

2
, (3)

𝑔0(𝑥, 𝑎)−
𝑥

2
< 𝑔(𝑥, 𝑎) < 𝑔0(𝑥, 𝑎)−

𝑥

12
. (4)

Замечание 1. Нетрудно убедиться в справедливости равенства
lim
𝑎→1

𝑔0(𝑥, 𝑎) = 𝜋/2 (при любом 𝑥 > 0), которое вместе с тождеством

𝑔(𝑥, 1) =
∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝑥

𝑘
=

𝜋 − 𝑥

2
показывает, что оценка снизу в (4) при

𝑎 = 1 превратилась бы в равенство. Это означает, что функцию 𝑔(𝑥, 𝑎)
(при всех 𝑎 ∈ (0, 1) и 𝑥 ∈ (0, 𝜋]) нельзя оценить снизу через 𝑔0(𝑥, 𝑎)−𝑘𝑥,
где 𝑘 — какое-либо число из интервала (0, 1/2). В том же смысле неулуч-
шаема и оценка сверху в (4).

Замечание 2. Константу
𝜁(3)

4𝜋3
в левом неравенстве (3) увеличить

нельзя: после её замены бо́льшим числом неравенство при достаточно
близких к нулю 𝑎 и 𝑥 перестало бы выполняться. Что же касается право-
го неравенства, то в нём нельзя заменить 1/18 на число, меньшее 1/24:
тогда неравенство не будет выполняться при достаточно малых 𝑥 и 𝑎,
близких к 1. В действительности, мы вывели более сильное, но более
громоздкое неравенство

𝑓(𝑥, 𝑎) < 𝑓0(𝑥, 𝑎) +
𝑥2

24

(︁
1− 𝑥2

4𝜋2

)︁−1

sin
𝜋𝑎

2
, 0 < 𝑎 < 1, 0 < 𝑥 ⩽ 𝜋,
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в котором нельзя уменьшить постоянную 1/24, но, возможно, удастся
уменьшить множитель

(︀
1− 𝑥2

4𝜋2

)︀−1
.

Доказательство основано на разложении в ряд

L𝑎(𝑧)− Γ(1− 𝑎)

(︂
ln

1

𝑧

)︂𝑎−1

=
∞∑︁
𝑛=0

𝜁(𝑎− 𝑛)

𝑛!
(ln 𝑧)𝑛, (5)

где L𝑎 (полилогарифм) — аналитическое продолжение суммы степенно-

го ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑘−𝑎𝑧𝑘 из круга |𝑧| < 1 в C ∖ [1,+∞). Под ln 𝑧 понимается

ln(𝑟𝑒𝑖𝜙) = ln 𝑟 + 𝑖𝜙, и в разложении (5) предполагается, что 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 ле-
жит на римановой поверхности {0 < 𝑟 < +∞,−2𝜋 < 𝜙 < 2𝜋}. Ряд в (5)
сходится в области | ln 𝑧| < 2𝜋, лежащей на этом многообразии. После
вычитания из L𝑎(𝑧) функции Γ(1−𝑎)

(︀
ln 1

𝑧

)︀𝑎−1
особенность в точке 𝑧 = 1

(при 𝑎 ∈ (0, 1) она является точкой ветвления как у степенной функ-
ции 𝑤𝑝 в точке 𝑤 = 0) “стирается”. Разложение (5) найдено довольно
давно (см., например, [3] и [2, 1.11 (8)]).
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