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Хорошо известно, что для действительнозначной функции, интегри-
руемой по Хенстоку на отрезке, этот отрезок покрывается счётной си-
стемой замкнутых множеств, на каждом из которых рассматриваемая
функция интегрируема по Мак-Шейну. Доказательство данного факта
существенно использует то, что для действительнозначных функций ин-
теграл Хенстока эквивалентен узкому интегралу Данжуа, а интеграл
Мак-Шейна—интегралу Лебега. С другой стороны, в [1] построен при-
мер интегрируемой по Хенстоку на отрезке функции со значениями в
пространстве 𝑐0, которая не интегрируема по Мак-Шейну ни на каком
невырожденном подотрезке. Таким образом, для получения аналогов
упомянутого выше результата для векторнозначных функций потребу-
ются или дополнительные условия на пространство значений или огра-
ничения на рассматриваемую функцию (или же на её неопределённый
интеграл). Понятие измеримости по Риману естественным образом воз-
никает при рассмотрении векторнозначных обобщений интеграла Рима-
на [2]. Все измеримые по Бохнеру функции измеримы по Риману, однако
измеримые по Риману функции могут иметь несепарабельную область
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значений. В настоящей работе, мы продолжаем изучение взаимоотноше-
ния векторнозначных интегралов Мак-Шейна и Хенстока в классе изме-
римых по Риману функций, начатое в [3], [4].

Пусть 𝑋 —действительное банахово пространство и [𝑎, 𝑏] есть фикси-
рованный невырожденный отрезок действительной оси. На протяжении
всей работы 𝐼 и 𝐸 будут обозначать произвольный невырожденный подо-
трезок и произвольное измеримое по Лебегу подмножество отрезка [𝑎, 𝑏]
соответственно. Если 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋, то Δ𝐹 (𝐼) обозначает приращение
𝐹 на 𝐼. Положительная функция на 𝐸 будет называться масштабом на
множестве 𝐸. Наконец, 𝜇 обозначает меру Лебега на действительной оси.

Частичное разбиение Мак-Шейна отрезка [𝑎, 𝑏] есть конечный набор
{(𝐼𝑘, 𝑡𝑘)}𝐾𝑘=1 пар отрезок-точка такой, что отрезки {𝐼𝑘}𝐾𝑘=1 попарно не
перекрываются и 𝑡𝑘 ∈ [𝑎, 𝑏] для каждого 𝑘. Частичное разбиение Мак-
Шейна отрезка [𝑎, 𝑏] называется частичным разбиением Хенстока от-
резка [𝑎, 𝑏] если 𝑡𝑘 ∈ 𝐼𝑘 для всех 𝑘. Частичное разбиение Мак-Шейна
(Хенстока) отрезка [𝑎, 𝑏] называется разбиением Мак-Шейна (Хенсто-
ка) отрезка [𝑎, 𝑏] если его отрезки покрывают отрезок [𝑎, 𝑏].

Определение 1. Функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 называется интегрируемой
по Мак-Шейну (Хенстоку) на [𝑎, 𝑏], с интегралом Мак-Шейна (Хенсто-
ка) 𝑤 ∈ 𝑋, если для каждого 𝜀 > 0 найдется масштаб 𝛿 на [𝑎, 𝑏] такой,
что неравенство ⃦⃦⃦⃦ 𝐾∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑡𝑘)𝜇(𝐼𝑘)− 𝑤

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀

выполняется для всякого разбиения Мак-Шейна (Хенстока) {(𝐼𝑘, 𝑡𝑘)}𝐾𝑘=1

отрезка [𝑎, 𝑏] с условием 𝐼𝑘 ⊂ (𝑡𝑘 − 𝛿(𝑡𝑘), 𝑡𝑘 + 𝛿(𝑡𝑘)) для всех 𝑘.

Определение 2. Функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 ℳ-интегрируема (ℋ-
интегрируема) на [𝑎, 𝑏] если она интегрируема по Мак-Шейну (Хенсто-
ку) на [𝑎, 𝑏] и каждому 𝜀 > 0 в определении интеграла Мак-Шейна (Хен-
стока) функции 𝑓 по [𝑎, 𝑏] соответствует измеримый масштаб 𝛿. Функция
𝑓 ℳ-интегрируема (ℋ-интегрируема) на множестве 𝐸 если функция
𝑓 · 𝜒𝐸, где 𝜒𝐸 обозначает характеристическую функцию множества 𝐸,
ℳ-интегрируема (ℋ-интегрируема) на [𝑎, 𝑏].

Определение 3. Функция 𝑓 : 𝐸 → 𝑋 называется измеримой по
Риману на 𝐸 если для каждого 𝜀 > 0 найдутся замкнутое множество
𝐹 ⊂ 𝐸, удовлетворяющее условию 𝜇(𝐸 ∖𝐹 ) < 𝜀, и положительное число
𝛿 такие, что неравенство⃦⃦⃦⃦ 𝐾∑︁

𝑘=1

{𝑓(𝑡𝑘)− 𝑓(𝑡′𝑘)} · 𝜇(𝐼𝑘)
⃦⃦⃦⃦
< 𝜀
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выполняется для всякого конечного набора {𝐼𝑘}𝐾𝑘=1 попарно неперекры-
вающихся отрезков с условием max

1≤𝑘≤𝐾
𝜇(𝐼𝑘) < 𝛿 и для всех 𝑡𝑘, 𝑡′𝑘 ∈ 𝐼𝑘 ∩ 𝐹 .

Все ℋ-интегрируемые функции обязательно измеримы по Риману,
более того, интеграл Мак-Шейна (Хенстока) оказывается эквивалентен
ℳ-интегралу (ℋ-интегралу) для измеримых по Риману функций [2].

Определение 4. 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 есть 𝑠𝑉 𝐵 функция на 𝐸 если

sV(𝐹,𝐸) = sup
𝐾∑︁
𝑘=1

‖Δ𝐹 (𝐼𝑘)‖ <∞,

где супремум берется по всем наборам попарно неперекрывающихся от-
резков {𝐼𝑘}𝐾𝑘=1 с условием 𝜕𝐼𝑘 ⊂ 𝐸 для всех 𝑘.

Определение 5. 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 есть 𝑉 𝐵* функция на 𝐸 если

V(𝐹,𝐸) = sup

⃦⃦⃦⃦ 𝐾∑︁
𝑘=1

Δ𝐹 (𝐼𝑘)

⃦⃦⃦⃦
<∞,

где супремум берется по всем наборам попарно неперекрывающихся от-
резков {𝐼𝑘}𝐾𝑘=1 с условием 𝜕𝐼𝑘 ∩ 𝐸 ̸= ∅ для всех 𝑘.

Определение 6. 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 есть 𝐴𝐶 (𝐴𝐶*) функция на 𝐸 если
для каждого 𝜀 > 0 существует 𝜂 > 0 такое, что⃦⃦⃦⃦ 𝐾∑︁

𝑘=1

Δ𝐹 (𝐼𝑘)

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀

выполняется для каждого конечного набора попарно неперекрывающих-
ся отрезков {𝐼𝑘}𝐾𝑘=1 с условием 𝜕𝐼𝑘 ⊂ 𝐸 (𝜕𝐼𝑘 ∩ 𝐸 ̸= ∅) для всех 𝑘 и
𝐾∑︀
𝑘=1

𝜇(𝐼𝑘) < 𝜂.

Определение 7. 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 есть 𝑠𝑉 𝐵𝐺 (𝑉 𝐵𝐺*, 𝐴𝐶𝐺, 𝐴𝐶𝐺*)
функция на 𝐸 если можно покрыть счётной системой множеств, на каж-
дом из которых 𝐹 есть 𝑠𝑉 𝐵 (𝑉 𝐵*, 𝐴𝐶, 𝐴𝐶*) функция.

Определение 8. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 интегрируема на [𝑎, 𝑏]. Тогда
норма Алексича функции 𝑓 определяется равенством

‖𝑓‖𝐴 = sup
𝑎<𝑡≤𝑏

⃦⃦⃦⃦� 𝑡

𝑎

𝑓

⃦⃦⃦⃦
.

Теорема 1. Пусть 𝑋 не содержит подпространства, изоморфно-
го 𝑐0. Если 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 ℋ-интегрируема на [𝑎, 𝑏], то [𝑎, 𝑏] можно
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покрыть счётной системой замкнутых множеств, на каждом из ко-
торых неопределённый интеграл функции 𝑓 есть 𝑉 𝐵* и 𝐴𝐶 функция,
а также функция 𝑓 ℳ-интегрируема.

Теорема 2. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 ℋ-интегрируема на [𝑎, 𝑏]. Ес-
ли неопределённый интеграл функции 𝑓 есть 𝑠𝑉 𝐵𝐺 функция на [𝑎, 𝑏],
то [𝑎, 𝑏] можно покрыть счётной системой замкнутых множеств, на
каждом из которых неопределённый интеграл функции 𝑓 есть 𝑠𝑉 𝐵 и
𝐴𝐶 функция, а также функция 𝑓 ℳ-интегрируема.

Теорема 3. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 интегрируема по Хенстоку на
[𝑎, 𝑏]. Если существует множество 𝑁 ⊂ [𝑎, 𝑏] такое, что 𝜇(𝑁) = 0
и [𝑎, 𝑏] ∖𝑁 можно покрыть счётной системой замкнутых множеств,
на каждом из которых 𝑓 интегрируема по Мак-Шейну, то [𝑎, 𝑏] ∖ 𝑁
есть объединение счётной возрастающей последовательности замкну-
тых множеств {𝐹𝑛}∞𝑛=1, на каждом из которых 𝑓 интегрируема по
Мак-Шейну и условие

‖𝑓𝜒𝐹𝑛
− 𝑓‖𝐴 <

1

𝑛
(1)

выполнено для всех 𝑛.

Следствие 1. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 ℋ-интегрируема на [𝑎, 𝑏] и
выполняется по крайней мере одно из следующих условий:

1. 𝑋 не содержит подпространства, изоморфного 𝑐0;

2. неопределённый интеграл функции 𝑓 есть 𝑠𝑉 𝐵𝐺 функция на [𝑎, 𝑏].

Тогда [𝑎, 𝑏] есть объединение счётной возрастающей последовательно-
сти замкнутых множеств {𝐹𝑛}∞𝑛=1, на каждом из которых 𝑓 инте-
грируема по Мак-Шейну и условие (1) выполнено для всех 𝑛.

Теорема 4. Пусть функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 ℋ-интегрируема на [𝑎, 𝑏].
Тогда найдется множество 𝑁 ⊂ [𝑎, 𝑏] такое, что 𝜇(𝑁) = 0 и [𝑎, 𝑏] ∖𝑁
есть объединение счётной возрастающей последовательности замкну-
тых множеств {𝐹𝑛}∞𝑛=1, на каждом из которых 𝑓 ограничена и условие
(1) выполнено для всех 𝑛.
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