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Введение

В работах Шарапудинова И.И. (см. [1, 2] и приведенные там списки ли-
тературы) исследуются свойства систем функций, ортогональных отно-
сительно скалярного произведения

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝑓 (𝜈)(𝑎)𝑔(𝜈)(𝑎) +

� 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡, (1)

и рядов Фурье по ним. Одно из замечательных свойств частичных сумм
рядов Фурье 𝑆𝑟,𝑛(𝑓) по таким системам заключается в том, они 𝑟-кратно
совпадают с функцией 𝑓 в точке 𝑎. Указанное свойство делает эти ряды

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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удобным инструментом для приближенного решения спектральными ме-
тодами задачи Коши для нелинейного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения [3,4]. Однако для решения двухточечных краевых задач
упомянутого свойства совпадения в начале отрезка уже недостаточно: в
этом случае хотелось бы совпадения частичных сумм с приближаемой
функцией на обоих концах рассматриваемого отрезка. В связи с этим
возникает задача об изучении систем функций, ортогональных относи-
тельно скалярного произведения с двумя дискретными точками:

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

(︁
𝑓 (𝜈)(𝑎)𝑔(𝜈)(𝑎) + 𝑓 (𝜈)(𝑏)𝑔(𝜈)(𝑏)

)︁
+

� 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡. (2)

Основной целью данной работы является получение представлений для
функций из систем Φ1 = {𝜙1,𝑘}, ортонормированных относительно (2)
при 𝑟 = 1, в терминах функций, ортогональных относительно класси-
ческих скалярных произведений. Мы будем считать одну из функций
системы Φ1 равной константе (в рамках данной работы без потери общ-
ности можно считать, что константой является 𝜙1,0(𝑡)). Без требования,
связанного с константой, получение содержательных результатов стано-
вится гораздо более сложной задачей. С другой стороны, это требование
является довольно естественным, поскольку известные ортогональные
системы, как правило, включают в себя константу. Отметим, что ука-
занная задача в безвесовом случае рассматривалась в работе [5].

Основные результаты

Обозначим через 𝑊 1
𝐿2
𝑤
= 𝑊 1

𝐿2
𝑤
[𝑎, 𝑏] пространство Соболева, состоящее из

абсолютно непрерывных на [𝑎, 𝑏] функций 𝑓 , таких что 𝑓 ′ ∈ 𝐿2
𝑤[𝑎, 𝑏], где

𝐿2
𝑤 = 𝐿2

𝑤[𝑎, 𝑏] — пространство Лебега с весовой (неотрицательной, почти
всюду положительной и измеримой) функцией 𝑤:

𝐿2
𝑤[𝑎, 𝑏] = {𝑓 :

� 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑡)|2𝑤(𝑡)𝑑𝑡 <∞}.

Нетрудно убедиться в том, что формула (2) при 𝑟 = 1

⟨𝑓, 𝑔⟩𝑆 = 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) +

� 𝑏

𝑎

𝑓 ′(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡 (3)

задает скалярное произведение в пространстве 𝑊 1
𝐿2
𝑤
. Через Φ1 = {𝜙1,𝑘}

будем обозначать систему функций из 𝑊 1
𝐿2
𝑤
.
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Предложение 1. Если 𝜙1,0(𝑡) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то Φ1 будет ортогональной
системой тогда и только тогда, когда

𝜙1,𝑘(𝑎) + 𝜙1,𝑘(𝑏) = 0, 𝑘 ≥ 1, (4)

2𝜙1,𝑘(𝑎)𝜙1,𝑛(𝑎) +

� 𝑏

𝑎

𝜙′
1,𝑘(𝑡)𝜙

′
1,𝑛(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘, 𝑛 ≥ 1, 𝑘 ̸= 𝑛. (5)

Предложение 2. Обозначим через Φ систему функций {𝜙𝑘(𝑥) =
𝜙′
1,𝑘+1(𝑥)}∞𝑘=0. Тогда выполнение любых двух из следующих условий вле-

чет выполнение и третьего:

� Level 0 Item 0 система функций Φ ортогональна в 𝐿2
𝑤;

� Level 0 Item 1 система функций Φ1 ортогональна относительно
(3);

� Level 0 Item 2 функции 𝜙1,𝑘, 𝑘 ≥ 1, удовлетворяют условиям:

𝜙1,1(𝑎) + 𝜙1,1(𝑏) = 0, (6)
𝜙1,𝑘(𝑎) = 𝜙1,𝑘(𝑏) = 0, 𝑘 ≥ 2. (7)

Предложение 3. Пусть 𝜙𝑘(𝑥) = 𝜙′
1,𝑘+1(𝑥), 𝑘 ≥ 0. Тогда выполнение

любых двух из следующих условий влечет выполнение и третьего:

� Level 0 Item 0 функция 𝜙𝑘(𝑥) нормирована в 𝐿
2
𝑤[𝑎, 𝑏];

� Level 0 Item 1 функция 𝜙1,𝑘+1(𝑥) нормирована относительно (3);

� Level 0 Item 2 на концах отрезка функция 𝜙1,𝑘+1(𝑥) обращается в
ноль:

𝜙1,𝑘+1(𝑎) = 𝜙1,𝑘+1(𝑏) = 0. (8)

Теорема 4. Пусть Φ = {𝜙𝑘} — система функций, удовлетворяющая
условию � 𝑏

𝑎

𝜙𝑘(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 ≥ 1. (9)

Тогда ортонормированность в 𝐿2
𝑢 системы Φ = {𝜙𝑘} равносильна ор-

тонормированности в 𝑊 1
𝐿2
𝜌
, 𝜌(𝑥) = 1

𝑢(𝑥), системы функций Φ1 = {𝜙1,𝑘},
заданной равенствами

𝜙1,0(𝑥) =
1√
2
,
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𝜙1,1(𝑥) =
1√︁

1 + 1
2𝐽

2
0

(︁
−1

2
𝐽0 +

� 𝑥

𝑎

𝜙0(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
)︁
, 𝐽0 =

� 𝑏

𝑎

𝜙0(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡,

𝜙1,𝑘+1(𝑥) =

� 𝑥

𝑎

𝜙𝑘(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ≥ 1.

Теорема 5. Пусть Φ = {𝜙𝑘} ⊂ 𝐿2
𝜌 — ортонормированная система

функций, обладающая свойством

� 𝑏

𝑎

𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 ≥ 𝑚. (10)

Тогда система функций Φ1 = {𝜙1,𝑘}, в которой 𝜙1,𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, полу-
чены ортогонализацией системы функций

1,

� 𝑥

𝑎

𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚− 1, (11)

и

𝜙1,𝑘(𝑥) =

� 𝑥

𝑎

𝜙𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ≥ 𝑚+ 1, (12)

будет ортонормированной в 𝑊 1
𝐿2
𝜌
.
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