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О 𝑝-адических жестких вейвлет фреймах1
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Предлагается способ построения жестких вейвлет фреймов в произвольной нуль-
мерной группе по известной масштабирующей функции. В качестве группы мож-
но выбирать аддитивную группу поля 𝑝-адических чисел, аддитивную группу
поля положительной характеристики, группу Виленкина. Предлагаемый метод
не использует принцип унитарного расширения. Приведен пример построения
жесткого фрейма в группе 2-адических чисел.
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We propose a method for constructing tight wavelet frames in an arbitrary zero-
dimensional group from a known scaling function. As a group, one can choose the
additive group of the field of 𝑝 -adic numbers, the additive group of the field of
positive characteristic, or the Vilenkin group. The proposed method does not use the
principle of unitary expansion. An example of constructing a tight wavelet frame in
the group of 2-adic numbers is given.
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Введение

В работах [2-4] разработаны методы построения жестких вейвлет фрей-
мов в группах Виленкина и полях положительной характеристики. Для
этого авторы использовали принцип унитарнрго расширения. В [1] ука-
зан способ построения фреймов в поле 𝑝-адических чисел, но нет даже
примеров жестких фреймов. Мы предлагаем способ построения жестких
вейвлет фреймов в любой нульмерной группе, по известной масштабиру-
ющей функции. Этот спсоб позволяет достаточно прсто строить жесткие
вейвлет фреймы и в поле 𝑝-адических чисел. Предлагаемый способ не ис-
пользует принцип унитарного расширения.

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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1. Нульмерные группы и их характеры

Пусть 𝐺-локально компактная нульмерная группа с основной цепочкой
подгрупп · · · ⊃ 𝐺−𝑛 ⊃ · · · ⊃ 𝐺−1 ⊃ 𝐺0 ⊃ 𝐺1 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ · · · , порядок
фактор групп ♯𝐺𝑛/𝐺𝑛+1 = 𝑝 - простое число, 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛 ∖ 𝐺𝑛+1 -базисная
последовательность.
𝐻0 = {ℎ ∈ 𝐺 : ℎ = 𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . +̇𝑎−𝑠𝑔−𝑠, 𝑠 ∈ N, 𝑎𝑗 = 0, 𝑝− 1},
множество сдвигов. Оператор 𝒜 : 𝐺 → 𝐺, определенный равенством,

𝒜𝑥 :=
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛−1, при 𝑥 =

+∞∑︀
𝑛=−∞

𝑎𝑛𝑔𝑛 ∈ 𝐺 - оператор растяжения в

𝐺, 𝒜𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1,𝒜𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1.
Пусть далее 𝑋 –группа характеров, 𝐺⊥

𝑛 = {𝜒 ∈ 𝑋 : ∀𝑥 ∈ 𝐺𝑛 , 𝜒(𝑥) =
1} аннуляторы, 𝑟𝑛 ∈ 𝐺⊥

𝑛+1 ∖ 𝐺⊥
𝑛 – функции Радемахера. Оператор

растяжения в 𝑋 определяется равенством (𝜒𝒜, 𝑥) := (𝜒,𝒜𝑥).

При𝑀,𝑁 ∈ N. Обозначим через D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁) множество функций 𝑓 ∈

𝐿2(𝐺) таких, что 1) supp 𝑓 ⊂ 𝐺−𝑁 , и 2) 𝑓 постоянна на смежных классах
𝐺𝑀+̇𝑔. Класс D𝐺⊥

−𝑁
(𝐺⊥

𝑀) определяется аналогично.

Лемма 1. Для любых фиксированных 𝛼0, 𝛼1, ..., 𝛼𝑠 = 0, 1, ..., 𝑝 − 1 мно-
жество 𝐻0 есть ортонормированный базис в 𝐿2(𝐺

⊥
0 𝑟

𝛼0
0 𝑟

𝛼1
1 ...𝑟

𝛼𝑠
𝑠 ).

Лемма 2. Пусть 𝑠 ∈ N. Для любых фиксированных 𝛼𝑢...𝛼0𝛼−1, ..., 𝛼−𝑠 =
0, 𝑝− 1 семейство 𝑝

𝑠
2𝒜𝑠𝐻0 есть ортонормированный базис в

𝐿2(𝐺
⊥
−𝑠𝑟

𝛼−𝑠

−𝑠 ...𝑟
𝛼−1

−1 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑢
𝑢 ).

Пусть функцию 𝜙 ∈ 𝐿2(𝐺) удовлетворяет масштабирующему урав-
нению , 𝜙(𝜒) = 𝑚0(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1), с маской 𝑚0(𝜒) =

∑︀
ℎ∈𝐻0

𝛽ℎ(𝜒𝒜−1, ℎ).

Лемма 3. Если масштабирующая функция 𝜙 ∈ D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁), 𝑀,𝑁 ∈ N,

то масштабирующее уравнение имеет вид

𝜙(𝑥) = 𝑝
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ).

2. Построение жестких фреймов без принципа уни-

тарного расширения

Пусть 𝜙 ∈ D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁), т.е. 𝜙 ∈ D𝐺⊥

−𝑁
(𝐺⊥

𝑀). Маска

𝑚0(𝜒) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ(𝜒,𝐴−1ℎ)

постоянна на смежных классах по подгруппе 𝐺⊥
−𝑁 .
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Лемма 4. Пусть маски 𝑚𝑗 (𝑗 = 1, ..., 𝑞) удовлетворяют условиям

𝜓(𝑗)(𝜒) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚𝑗(𝜒) = 1

на смежных классах

𝐺⊥
−𝑠𝑟

𝛾−𝑠

−𝑠 ...𝑟
𝛾−1

−1 𝑟
𝛾0
0 ...𝑟

𝛾𝑢
𝑢 , 𝑠 = 𝑠(𝑗).

Тогда∑︁
ℎ∈𝐻0

|𝑐(𝑗)𝑛,ℎ(𝑓)|
2 =

∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝜓(𝑗)
𝑛,ℎ, 𝑓)|

2 =

�
𝐺⊥

𝑛−𝑠𝑟
𝛾−𝑠
𝑛−𝑠...𝑟

𝛾−1
𝑛−1𝑟

𝛾0
𝑛−0

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒).

Теорема 3. Пусть 𝜙 ∈ D𝐺⊥
−𝑁
(𝐺⊥

𝑀) масштабирующая функция с мас-
кой 𝑚0. Определим маски 𝑚𝑗 : 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑞 так, что
1)𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚𝑗(𝜒) = 1𝐸𝑗

(𝜒), где 𝐸𝑗 = 𝐺⊥
−𝑠(𝑗)𝑟

𝛼−𝑠(𝑗)

−𝑠(𝑗) 𝑟
𝛼−𝑠(𝑗)+1

−𝑠(𝑗)+1...𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀

𝑀 дизъ-

юнктные смежные классы, и 𝐸𝑗𝒜𝑡 дизъюнктные множества.
2)существуют целые числа 𝑡(𝑗), такие, что⨆︁

𝑗

𝐸𝑗𝒜𝑡(𝑗) = 𝐺⊥
𝑀+1 ∖𝐺⊥

𝑀 .

Тогда функции 𝜓1, 𝜓2, ..., 𝜓𝑞 порождают жесткий фрейм.

Доказательство теоремы основано на леммах 1-4.
Пример.( 2-adic фрейм) Операция +̇ удовлетворяет условию 𝑝𝑔𝑛 = 𝑔𝑛+1.
Рассмотрим простейший случай: 𝑝 = 2,𝑀 = 𝑁 = 1 т.е. 𝜙 ∈ D𝐺⊥

−1
(𝐺⊥

1 )

Маску 𝑚0(𝜒) =
∑︀

ℎ∈𝐻(2)
0
𝛽ℎ(𝜒,𝐴−1ℎ), ищем такую, что 𝑚0(𝜒)𝑚0(𝜒𝒜−1) =

0 на 𝐺⊥
2 ∖𝐺⊥

1 . Обозначим 𝑚 = 𝛼−1 + 𝛼0𝑝+ 𝛼1𝑝
2, 𝑛 = 𝑎−1 + 𝑎−2𝑝,

(𝜒𝒜−1, ℎ) = (𝐺⊥
−1𝑟

𝛼−1

−1 𝑟
𝛼0
0 𝑟

𝛼1
1 , 𝑎−1𝑔0+̇𝑎−2𝑔−1)̇ = 𝐴𝑚,𝑛,

𝐴𝑚,𝑛 = 𝑒2𝜋𝑖(𝛼−1+𝛼0𝑝
−1+𝛼1𝑝

−2)(𝑎−1+
𝑎−2
𝑝 ), 𝑚0(𝐺

⊥
−1𝑟

𝛼−1

−1 𝑟
𝛼0
0 𝑟

𝛼1
1 ) = 𝜆𝑚

𝐴 = (𝐴𝑚,𝑛)𝑚=0,7,𝑛=0,3, 𝐵 = (𝛽0, ..., 𝛽3)
𝑇 , Λ = (𝜆0, ..., 𝜆7)

𝑇 .

Для нахождения маски 𝑚0 имеем систему

𝐴𝐵 = Λ. (1)
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Решение системы ищем такое, чтобы 𝑚0(𝜒)𝑚0(𝜒𝒜−1) = 0 на 𝐺⊥
2 ∖ 𝐺⊥

1 .
Полагаем 𝜆0 = 1, 𝜆2 = 𝜆6 = 𝜆7 = 0, решаем систему⎛⎜⎜⎜⎝

𝐴0,0 𝐴0,1 𝐴0,2 𝐴0,3

𝐴2,0 𝐴2,1 𝐴2,2 𝐴2,3

𝐴6,0 𝐴6,1 𝐴6,2 𝐴6,3

𝐴7,0 𝐴7,1 𝐴7,2 𝐴7,3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝛽0

𝛽1

𝛽2

𝛽3

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆0

𝜆2

𝜆6

𝜆7

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠
и находим 𝛽0 = 1

2 , 𝛽1 = 𝑖
2 , 𝛽2 = −𝑖

2 , 𝛽3 = 1
2 . Подставляя их в систему (1)

находим 𝜆1 = 1 + 𝑖, 𝜆3 = 1− 𝑖, 𝜆4 = 1 + 𝑒
3𝜋𝑖
4 , 𝜆5 = 1. Полагаем

𝑚1(𝜒) =
1

1+𝑖1𝐺⊥
−1𝑟0

(𝜒), 𝜓(1)(𝜒) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚1(𝜒),

𝑚2(𝜒) =
1
21𝐺⊥

0 𝑟0𝑟1
(𝜒), 𝜓(2)(𝜒) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚2(𝜒).

-
𝐺⊥

−1

0

𝐺⊥
0

𝐺⊥
0 𝑟0𝑟1

0

𝐺⊥
1 𝐺⊥

2

1/2
0

𝑚2(𝜒)

-
𝐺⊥

−1

0

𝐺⊥
0

1/(1 + 𝑖)
0

𝐺⊥
1 𝐺⊥

2

0
𝐺⊥

−1𝑟0

0

𝑚1(𝜒)

Рис.1. Графики масок 𝑚2 и 𝑚1.

Восстанавливаем
𝜓(1)(𝑥) =

�
𝑋

1𝐺⊥
−1𝑟0

(𝜒, 𝑥)𝑑𝜈(𝑥) = 2𝑟0(𝑥)1𝐺−1
(𝑥)

𝜓(2)(𝑥) =
�
𝑋

1𝐺⊥
0 𝑟0𝑟1

(𝜒, 𝑥)𝑑𝜈(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑟1(𝑥)1𝐺0
(𝑥)

Так как 𝐺⊥
−1𝑟0𝒜

⨆︀
𝐺⊥

0 𝑟0𝑟1 = (𝐺⊥
2 ∖𝐺⊥

1 ), то функции 𝜓
(1), 𝜓(2) порож-

дают жесткий фрейм. Графики масок приведены на рисунке 1.
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