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Эффективное применение метода Фурье к
решению смешанной задачи для

телеграфного уравнения1
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Приведен алгоритм построения быстро сходящегося ряда, представляющего со-
бой обобщенное или классическое решение смешанной задачи для телеграфно-
го уравнения, рассматриваемого в полуполосе. Рассмотрен случай существенно
несамосопряженного оператора по пространственной переменной. Построенный
ряд представляет собой обобщенную формулу Даламбера.
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Effective application of the Fourier method to
solving a mixed problem for the telegraph

equation1
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An algorithm for constructing a rapidly converging series is presented, which is
a generalized or classical solution of a mixed problem for the telegraph equation
considered in a half-strip. The case of an essentially non-self-adjoint operator with
respect to the spatial variable is considered. The constructed series is a generalized
d’Alembert formula.
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Рассмотрим смешанную задачу для телеграфного уравнения

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = (0, 1)× (0,∞), (1)

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡), 𝑡 ≥ 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ [0, 1], (3)

𝑞(𝑥), 𝜙(𝑥) — комплекснозначные, интегрируемые на (0, 1) функции.
Обозначим через 𝑅0

𝜆 = (𝐿0 − 𝜆𝐸)−1 — резольвенту оператора 𝐿0 :
−𝑦′′(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 𝑦′(1); 𝜆 = 𝜚2, 𝑅𝑒 𝜚 ≥ 0, 𝐸 — единич-
ный оператор. Пусть 𝑦 = 𝑅0

𝜆𝑔, тогда 𝑦 является решением задачи

−𝑦′′(𝑥)− 𝜚2𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 𝑦′(1).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Решив эту задачу, получим

𝑅0
𝜆𝑔(𝑥) = − sin 𝜚𝑥

2𝜚 sin2 𝜚2

1�

0

cos 𝜚(1− 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡− 1

𝜚

𝑥�

0

sin 𝜚(𝑥− 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡. (4)

Решение задачи (1)–(3) при 𝑞(𝑥) = 0 по методу Фурье запишем в виде

𝑢0(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑛≥0

�

𝛾𝑛

(𝑅0
𝜆𝜙) cos 𝜚𝑡𝑑𝜆, (5)

где 𝜆 = 𝜚2, 𝑅𝑒 𝜚 ≥ 0, 𝛾𝑛 — образ в 𝜆-плоскости окружности ̃︀𝛾𝑛 = {𝜚 :
|𝜚− 2𝜋𝑛| = 𝛿}, 𝛿 > 0 и достаточно мало, так что внутри 𝛾𝑛 находится по
одному собственному значению оператора 𝐿0.

Подставив (4) в (5) и применив теорему о вычетах, получим

𝑢0(𝑥, 𝑡) =
1

2

[︀
2(𝑥+ 𝑡)(1, 𝜙) + 4

∞∑︁
𝑛=1

[(𝜙, (1− 𝜏) sin 2𝜋𝑛𝜏) sin 2𝜋𝑛(𝑥+ 𝑡)+

+(𝜙, cos 2𝜋𝑛𝜏)(𝑥+ 𝑡) cos 2𝜋𝑛(𝑥+ 𝑡)]+

+2(𝑥− 𝑡)(1, 𝜙) + 4
∞∑︁
𝑛=1

[(𝜙, (1− 𝜏) sin 2𝜋𝑛𝜏) sin 2𝜋𝑛(𝑥− 𝑡)+

+(𝜙, cos 2𝜋𝑛𝜏)(𝑥− 𝑡) cos 2𝜋𝑛(𝑥− 𝑡)]
]︀
=

1

2
[̃︀𝜙(𝑥+ 𝑡) + ̃︀𝜙(𝑥− 𝑡)],

последнее равенство объясняется тем, что функция ̃︀𝜙(𝑥) имеет следую-
щее разложение по рассматриваемой системе корневых функций: ̃︀𝜙(𝑥) =
2𝑥(1, 𝜙) + 4

∞∑︀
𝑛=1

[(𝜙, (1− 𝜏) sin 2𝜋𝑛𝜏) sin 2𝜋𝑛𝑥+ (𝜙, cos 2𝜋𝑛𝜏)𝑥 cos 2𝜋𝑛𝑥].

Подставим 𝑢0(𝑥, 𝑡) =
1

2
[̃︀𝜙(𝑥 + 𝑡) + ̃︀𝜙(𝑥 − 𝑡)] в краевые условия (2).

Получим два соотношения: ̃︀𝜙(𝑥) = −̃︀𝜙(−𝑥), 𝑥 ∈ R, т. е. функция ̃︀𝜙(𝑥)
— нечетная, и

̃︀𝜙′(1 + 𝑥) = 2̃︀𝜙′(𝑥)− ̃︀𝜙′(1− 𝑥), 𝑥 ∈ R, (6)

где учтено, что ̃︀𝜙′(𝑥) — четная функция.
Проинтегрировав равенство (6) по отрезку [0, 𝑥], получим

̃︀𝜙(1 + 𝑥) = 2̃︀𝜙(𝑥) + ̃︀𝜙(1− 𝑥), 𝑥 ∈ R, (7)

Соотношение (7) позволяет продолжить функцию ̃︀𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈
[0, 1], с отрезка [0, 1] на полуось 𝑥 > 0.
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Обозначим 𝑄𝑇 = (0, 1) × (0, 𝑇 ) для произвольного фиксированного
числа 𝑇 > 0.

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Для того чтобы существовало единственное классиче-

ское решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3), необходимо и достаточно, чтобы
функции 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥) были абсолютно непрерывны на отрезке [0, 1] и
𝜙(0) = 0, 𝜙′(0) = 𝜙′(1). Это решение дается формулой

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥, 𝑡), (8)

где

𝑎0(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) =
1

2
[̃︀𝜙(𝑥+ 𝑡) + ̃︀𝜙(𝑥− 𝑡)],

𝑎𝑛(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡�

0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏�

𝑥−𝑡+𝜏

̃︀𝑓𝑛−1(𝜂, 𝜏)𝑑𝜂, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

̃︀𝜙(𝑥) есть нечетное продолжение функции 𝜙(𝑥) с отрезка [0, 1], опре-

деляемое соотношением (7), ̃︀𝑓𝑛(𝜂, 𝜏) = 𝑓𝑛(𝜂, 𝜏) = −𝑞(𝜂)𝑎𝑛(𝜂, 𝜏) при
𝜂 ∈ [0, 1], 𝑛 = 0, 1, . . ., 𝑓𝑛(𝜂, 𝜏) продолжается по переменной 𝜂 с [0, 1] на

всю прямую так же, как функция 𝜙(𝑥), ̃︀𝑓𝑛(𝜂, 𝜏) = −𝑞(𝜂)𝑎𝑛(𝜂, 𝜏).
Формулу (8) можно назвать обобщенной формулой Даламбера.
Теорема 2. Если 𝜙 ∈ ℒ(0, 1), то ряд 𝐴(𝑥, 𝑡) (8) сходится абсолютно

и равномерно (с экспоненциальной скоростью) в 𝑄𝑇 для любого 𝑇 > 0.

Теорема 3. Если 𝜙 ∈ ℒ(0, 1), а функции 𝜙ℎ(𝑥), ℎ = 1, 2, . . ., удо-
влетворяют условиям теоремы 1 и ‖𝜙ℎ − 𝜙‖1 → 0 при ℎ → ∞, то
соответствующие функциям 𝜙ℎ(𝑥) классические решения 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) за-
дачи (1)–(3) сходятся по норме ℒ(𝑄𝑇 ) к 𝐴(𝑥, 𝑡), т.е. в этом случае ряд
(8) является обобщенным решением задачи (1)–(3).

Таким образом, из теорем 1–3 следует, что один и тот же ряд 𝐴(𝑥, 𝑡),
быстро сходящийся, является классическим или обобщенным решением
задачи (1)–(3) в зависимости от гладкости функции 𝜙(𝑥).
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