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Для конечной ортогональной системы равномерно ограниченных функций уста-
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Пусть Φ = {𝜙𝑘}∞𝑘=1 — ортонормированная система функций (О.Н.С.),
заданных на вероятностном пространстве (𝑋,𝜇). Система Φ называется
𝑝–лакунарной (𝑝 > 2) или 𝑆𝑝–системой, если для некоторой постоянной

𝐾 и любого полинома 𝑃 =
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝜙𝑘 по системе Φ справедливо неравен-

ство

‖𝑃‖𝐿𝑝 ≤ 𝐾 ‖𝑃‖𝐿2 . (1)

Естественный вопрос о максимальной плотности 𝑆𝑝–подсистем в данной
О.Н.С. оказался весьма сложным. Он оставался открытым даже в слу-
чае тригонометрической системы до появления прорывной работы [1]
Ж.Бургейна, в которой была установлена

Теорема А. Пусть 𝑝 > 2 и О.Н.С. Φ = {𝜙𝑘}𝑁𝑘=1 такова, что

‖𝜙𝑘‖𝐿∞ ≤𝑀, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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International License (CC-BY 4.0)

175



Тогда найдётся множество Λ ⊂ ⟨𝑁⟩ такое, что |Λ| ≥ 𝑁 2/𝑝 и для лю-
бого полинома 𝑃 =

∑︀
𝑘∈Λ 𝑎𝑘𝜙𝑘 имеет место оценка (1) с 𝐾 = 𝐾(𝑀, 𝑝).

Здесь и далее ⟨𝑁⟩ обозначает множество чисел {1, 2, . . . , 𝑁}.
Пусть Λ ⊂ ⟨𝑁⟩ и 𝑆Λ — оператор, действующий по правилу

𝑆Λ({𝑎𝑘}𝑘∈Λ) =
∑︀
𝑘∈Λ

𝑎𝑘𝜙𝑘(𝑥). Ясно, что для множества Λ, существование

которого установлено в Теореме А,

‖𝑆Λ : 𝑙∞(Λ) → 𝐿𝑝(𝑋)‖ ≤ |Λ|1/2 ·𝐾(𝑀, 𝑝). (2)

Введём пространство Орлича 𝐿𝜓𝛼
, где

𝜓𝛼(𝑡) = 𝑡2
ln𝛼(𝑒+ |𝑡|)
ln𝛼(𝑒+ 1/|𝑡|)

, 𝛼 > 0, (3)

а норма функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝛼
(𝑋) определяется по формуле

‖𝑓‖𝜓𝛼
= inf

⎧⎨⎩𝜆 > 0 :

�

𝑋

𝜓𝛼

(︂
𝑓(𝑥)

𝜆

)︂
𝑑𝜇 ≤ 1

⎫⎬⎭ .

В работе [2] установлены аналоги оценки (2) для пространств Орлича
𝐿𝜓𝛼

для произвольных ортогональных систем с равномерно ограничен-
ными элементами. Естественно, что в этом случае можно гарантировать
большую, чем в Теореме А, плотность множества Λ. Однако для прост-
ранства Орлича, порождённого функцией (3), нельзя ожидать, что слу-
чайная подсистема мощности ≥ 𝑁/(log𝑁)𝛽 (𝛽 — сколь угодно большая
постоянная) окажется 𝜓𝛼–лакунарной. Поэтому естественно искать под-
системы ΦΛ := {𝜙𝑘}𝑘∈Λ, для которых справедлив аналог более слабого,
чем 𝑝–лакунарность, свойства (2). Доказательство результатов из рабо-
ты [2] основано на некоторой модификации метода Бургейна [1].

Ниже нам удобнее рассматривать ортогональные (не обязательно
нормированные в 𝐿2(𝑋,𝜇)) системы со свойством

‖𝜙𝑘‖𝐿∞(𝑋) ⩽ 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁. (4)

Пусть {𝜉𝑖(𝜔)}𝑁𝑖=1 — набор независимых случайных величин, прини-
мающих значения 0 и 1 (селекторов), заданных на вероятностном про-
странстве (Ω, 𝜈) с

E𝜉𝑖 =
�

Ω

𝜉𝑖(𝜔)𝑑𝜈 = 𝛿, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁.
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Для 𝜔 ∈ Ω будем обозначать

Λ𝜔 = {𝑖 ∈ ⟨𝑁⟩ : 𝜉𝑖(𝜔) = 1} .

Теорема 1. Пусть 𝛼 > 0 и 𝜌 > 0 фиксированы. Для произвольной
ортогональной системы Φ = {𝜙𝑘}𝑁𝑘=1 со свойством

‖𝜙𝑘‖𝐿∞(𝑋) ⩽ 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

с вероятностью большей 1 − 𝐶(𝜌)𝑁−9 для случайного множества

Λ = Λ𝜔, порождённого набором {𝜉𝑖(𝜔)}𝑁𝑖=1 с E𝜉𝑖 = 𝛿 =
(︀
log(𝑁 + 3)

)︀−𝜌
,

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 , имеет место неравенство

‖𝑆Λ : 𝑙∞(Λ) → 𝐿𝜓𝛼
(𝑋)‖ ≤ 𝐾(𝛼, 𝜌)|Λ|1/2

(︁(︀
log(𝑁 + 3)

)︀𝛼
2−

𝜌
4 + 1

)︁
.

Следствие. При 𝛿 =
(︀
log(𝑁 + 3)

)︀−2𝛼
норма оператора 𝑆Λ · |Λ|−1/2,

действующего из 𝑙∞(Λ) в 𝐿𝜓𝛼
(𝑋), с вероятностью близкой к 1 ограни-

чена величиной, не зависящей от 𝑁 .
Максимальный оператор 𝑆*

Φ (или, что то же, оператор мажоранты
частных сумм) задаётся соотношением: для {𝑎𝑘}𝑁𝑘=1 ∈ R𝑁

𝑆*
Φ({𝑎𝑘})(𝑥) = sup

1≤𝑀≤𝑁

⃒⃒⃒⃒ 𝑀∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝜙𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
.

Теорема 2. При 𝜌 > 4 для любой ортогональной системы
Φ = {𝜙𝑘}𝑁𝑘=1 со свойством (4) найдётся Λ ⊂ ⟨𝑁⟩, мощности

|Λ| ≥ 𝑁
(︀
log(𝑁 + 3)

)︀−𝜌
, такое, что⃦⃦

𝑆*
ΦΛ

: 𝑙∞(Λ) → 𝐿2(𝑋)
⃦⃦
≤ 𝐶(𝜌)|Λ|1/2. (5)

Замечание. Существует ортогональная система, основанная на мат-
рице Гильберта (см. [3], гл. 9), со свойством (4), для которой выполнение
оценки (5) для Λ ⊂ ⟨𝑁⟩ возможно только при |Λ| ≤ 𝑁

(︀
log(𝑁 + 3)

)︀−2
.
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