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В работе изучаются задачи поиска областей однолистности и обрати-
мости на классах голоморфных отображений круга в себя.

Рассматривая класс ограниченных фиксированной постоянной голо-
морфных отображений 𝑓 единичного круга с центром в нуле с внутрен-
ней неподвижной точкой 𝑧 = 0 и таких, что 𝑓 ′(0) = 1, Ландау [1] устано-
вил существование единого круга однолистности на этом классе и точно
вычислил его радиус. Кроме того, он обнаружил существование круга,
в котором все функции из указанного класса обратимы, точно вычислив
и его радиус.

Горяйнов [2], изучая влияние угловой производной на поведение
функции внутри круга, выделил область однолистности на классе голо-
морфных функций 𝑓 , отображающих единичный круг с центром в нуле в

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

164



себя, со свойствами 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1 и 𝑓 ′(1) ⩽ 𝛼. Вопрос о нахождении
неулучшаемых областей однолистности оставался открытым.

В настоящей работе решены задачи поиска точных областей одно-
листности и обратимости на классах голоморфных отображений круга в
себя с внутренней и граничной неподвижными точками и ограничением
на значение угловой производной в граничной неподвижной точке.

Теорема 1. Пусть 𝛼 ∈ (1, 4]. Если 𝑓 — голоморфная функция, отоб-
ражающая единичный круг с центром в нуле в себя и удовлетворяющая
условиям 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1 и 𝑓 ′(1) ⩽ 𝛼 (в смысле углового предела),
тогда 𝑓 однолистна в области

D =

{︃
𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1 и

⃒⃒
1− 2𝑧 + |𝑧|2

⃒⃒
1− |𝑧|2

<
1√
𝛼− 1

}︃
.

Какова бы ни была область U , содержащаяся в единичном круге с
центром в нуле, D ⊂ U , U ̸= D , найдется голоморфная функция 𝑓 ,
отображающая единичный круг с центром в нуле в себя, со свойствами
𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1 и 𝑓 ′(1) ⩽ 𝛼, не однолистная в области U .

Теорема 2. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2). Если 𝑓 — голоморфная функция, отоб-
ражающая единичный круг с центром в нуле в себя и удовлетворяющая
условиям 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1 и 𝑓 ′(1) ⩽ 𝛼 (в смысле углового предела),
тогда существует функция, обратная к 𝑓 и конформно отображающая
область

Y =

{︂
𝑤 ∈ C : |𝑤| < 1 и

|1− 𝑤|
1− |𝑤|

<
𝛼

2
√
𝛼− 1

}︂
на некоторую область X , содержащуюся в единичном круге с центром
в нуле.

Какова бы ни была область V , содержащаяся в единичном круге с
центром в нуле, Y ⊂ V , V ̸= Y , найдется голоморфная функция 𝑓 ,
отображающая единичный круг с центром в нуле в себя, со свойствами
𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1 и 𝑓 ′(1) ⩽ 𝛼, не имеющая обратной в области V .
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