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В работе приводится частный случай построения жестких фреймов в произволь-
ной нульмерной группе по известной масштабирующей функции.
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arbitrary zerodimensional gruop from a known scaling function.
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Пусть (𝐺, +̇) – локально-компактная нульмерная аддитивная топологи-
ческая группа, топология в которой задана счетной системой вложенных
подгрупп ... ⊃ 𝐺−𝑛 ⊃ ... ⊃ 𝐺−1 ⊃ 𝐺0 ⊃ 𝐺1 ⊃ 𝐺2 ⊃ ... ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ ... та-

ких, что
∞⋃︀

𝑛=−∞
𝐺𝑛 = 𝐺,

∞⋂︀
𝑛=−∞

𝐺𝑛 = {0} (0 – нулевой элемент группы 𝐺),

(𝐺𝑛∖𝐺𝑛+1)
# = 𝑝, где 𝑝 – простое число. 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛∖𝐺𝑛+1 – базисная по-

следовательность. При каждом 𝑛 ∈ Z выбираем элемент 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛 ∖𝐺𝑛+1

и фиксируем его. Тогда любой элемент 𝑥 ∈ 𝐺 однозначно представим

в виде 𝑥 =
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛, 𝑎𝑛 = 0, 𝑝− 1. Оператор растяжения 𝒜 : 𝐺 → 𝐺

задается равенством 𝒜𝑥 :=
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛−1.

Пусть 𝑋 – совокупность характеров группы 𝐺, которая является
группой относительно умножения. Обозначим через 𝐺⊥

𝑛 – аннулятор
группы 𝐺𝑛, т.е. 𝐺⊥

𝑛 = {𝜒 ∈ 𝑋 : ∀𝑥 ∈ 𝐺𝑛, (𝜒, 𝑥) = 1}.
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Обозначим через D𝑀(𝐺−𝑁) множество ступенчатых функций 𝑓 ∈
𝐿2(𝐺) таких, что 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑓 ⊂ 𝐺−𝑁 и 𝑓 постоянна на множествах
вида 𝐺𝑀+̇𝑔. Для таких функций масштабирующее уравнение име-
ет вид 𝜙(𝑥) = 𝑝

∑︀
ℎ∈𝐻(𝑁+1)

0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ), где 𝐻
(𝑁)
0 = {ℎ ∈ 𝐺 : ℎ =

𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . +̇𝑎−𝑁𝑔−𝑁 , 𝑎𝑗 = 0, 𝑝− 1}, 𝑁 ∈ N.
В частотной форме масштабирующее уравнение можно записать в

виде: 𝜙(𝜒) = 𝑚0(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1).
Если сдвиги (𝜙(𝑥−̇ℎ))ℎ∈𝐻0

не ортогональны, то будем строить функ-
ции 𝜓ℓ(𝑥) так, чтобы для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺)

𝑓(𝑥) =
𝑟∑︁
ℓ=1

∑︁
𝑛∈Z

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ(𝒜𝑛 · −̇ℎ))𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ).

В этом случае аффинная система 𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ) называется фреймом Пар-
севаля или жестким вейвлет фреймом.

Теорема 1. Пусть 𝐺⊥
−𝑁 𝜒ℓ (ℓ = 1, 𝑞 − 1) смежные классы, для ко-

торых 𝑚0(𝐺
⊥
−𝑁𝜒ℓ) = 0 и 𝜙(𝐺⊥

−𝑁𝜒ℓ𝒜−1) ̸= 0. Определим маски 𝑚ℓ и
вейвлеты 𝜓ℓ равенствами

𝑚ℓ(𝜒) = 1𝐺⊥
−𝑁𝜒ℓ

(𝜒) (ℓ = 1, 𝑞 − 1), 𝜓ℓ(𝜒) = 𝑚ℓ(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1).

Тогда вейвлеты (𝜓ℓ) (ℓ = 1, 𝑞 − 1) порождают жесткий фрейм.
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