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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦 (1)

со спектральным параметром 𝜌, где 𝐴,𝐵, 𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞) – 𝑛×𝑛 (𝑛 > 2)
матрицы, причем матрицы 𝐴 и 𝐵 постоянны, 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), эле-
менты 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 – различные ненулевые комплексные числа. Относитель-
но матриц 𝐴 и 𝐵 будем считать выполненными те же условия, что в [2].

Обозначим через Σ объединение прямых вида:

Σ =
⋃︁

(𝑘,𝑗):𝑗 ̸=𝑘

{𝜌 : Re(𝜌𝑏𝑗) = Re(𝜌𝑏𝑘)} .

Представим множество C∖Σ в виде C∖Σ =
𝑁⋃︀
𝜈=1

𝒮𝜈 объединения непересе-

кающихся открытых секторов 𝒮𝜈. В каждом из секторов 𝒮𝜈 существует
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перестановка 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 чисел 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 такая, что Re(𝑅1𝜌) < Re(𝑅2𝜌) <
· · · < Re(𝑅𝑛𝜌) при 𝜌 ∈ 𝒮𝜈.

Определение. Пусть 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} фиксированы. Решение
Ψ𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ (0,∞) системы (1) называется 𝑘-м решением типа Вейля,
если оно удовлетворяет условиям:

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝑥𝜇𝑘) , 𝑥→ 0,

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ ∞.

Здесь {𝜇𝑘}𝑛𝑘=1 – собственные значения матрицы 𝐴, (f1, . . . , f𝑛) = f – мат-
рица перестановок, такая что (𝑅1, . . . , 𝑅𝑛) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)f.

В простейшем случае 𝑞 = 0 решения типа Вейля существуют для
всех 𝜌 ̸= 0 при выполнении условия информативности [1], [2]. В общем
случае 𝑘-е решение типа Вейля существует и единственно для всех та-
ких 𝜌 ∈ C ∖ Σ, для которых Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, где Δ𝑘(𝜌) характеристическая
функция [1].

Обозначим через Σ𝜈 открытый луч, разделяющий секторы 𝒮𝜈 и 𝒮𝜈+1

(здесь предполагается, что нумерация секторов осуществляется в на-
правлении против часовой стрелки и 𝒮𝑁+1 := 𝒮1). Если некоторая функ-
ция 𝑓(𝜌) определена при 𝜌 ∈ 𝒮𝜈 ∪𝒮𝜈+1, то через 𝑓±(𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝜈 обозначим
пределы

𝑓±(𝜌) = lim
𝜀→+0

𝑓(𝜌± 𝑖𝜀𝜌).

Известно [1], что предельные значения Δ±
𝑘 (𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝜈 существуют для

всех 𝑘, 𝜈. Будем говорить, что 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0, если для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 и

для всех 𝜌 ∈ 𝒮𝜈
𝑛∏︁
𝑘=1

Δ±
𝑘 (𝜌) ̸= 0.

Если 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0, то для любого 𝜌 ∈ Σ′ :=

𝑁⋃︀
𝜈=1

Σ𝜈 = Σ ∖ {0} существу-

ют предельные значения Ψ±(𝑥, 𝜌), где Ψ(𝑥, 𝜌) := (Ψ1(𝑥, 𝜌), . . . ,Ψ𝑛(𝑥, 𝜌)).
Поскольку каждая из матриц Ψ−(𝑥, 𝜌), Ψ+(𝑥, 𝜌) удовлетворяет системе
(1), для каждого 𝜌 ∈ Σ′ определена (единственная) матрица 𝑣(𝜌) такая,
что Ψ+(𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌).

Матрицу-функцию 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ будем называть данными рассеяния.

Задача 1. Найти 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 по известным данным рассеяния 𝑣(·).

Далее рассматривается вопрос о необходимых и достаточных услови-
ях разрешимости Задачи 1.

Определим пространствоℋ(Σ) как пространство, состоящее из функ-
ций 𝜙 ∈ 𝐿2(Σ), таких что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 ограничение 𝜙(𝜌)|𝜌∈Σ𝜈
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непрерывно и существуют lim
𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) и lim
𝜌→∞,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌), причем

lim
𝜌→∞,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) = 0.

Через ℋ0(Σ) обозначим подпространство, состоящее из таких 𝜙(·) ∈
ℋ(Σ), что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 lim

𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) = 0. Введем при 𝜌 ∈ Σ′

матрицу перестановок Π(𝜌) такую, что

(𝑅+
1 (𝜌), . . . , 𝑅

+
𝑛 (𝜌)) = (𝑅−

1 (𝜌), . . . , 𝑅
−
𝑛 (𝜌))Π(𝜌).

Ясно, что Π(𝜌) представляет собой блочно–диагональную матрицу, по-
стоянную на каждом из лучей Σ𝜈. Через ℋΠ

0 (Σ) будем обозначать прост-
ранство нижнетреугольных блочно - диагональных (где блочная струк-
тура - та же, что у матрицы Π(·)) матриц-функций с элементами из
ℋ0(Σ).

Для 𝜌 ∈ Σ′ определим 𝐼− как множество 𝑘 таких, что Re(𝜌𝑅−
𝑘 ) =

Re(𝜌𝑅−
𝑘+1).

Определение. Будем говорить, что матрица-функция 𝑣 = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈
Σ′ принадлежит классу V, если

1. 𝑣(·)− 𝑣0(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ) (здесь и далее 𝑣0(·) – данные рассеяния невоз-

мущенной системы (1) c 𝑞 = 0);

2. нетривиальные диагональные блоки матрицы 𝑣(𝜌) расположены в
строках с номерами 𝑘 и 𝑘 + 1, где 𝑘 ∈ 𝐼−, и имеют вид(︃

𝑣𝑘𝑘 0

1 𝑣𝑘+1,𝑘+1

)︃
,

причем 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1 = −1.

Теорема 1. Если матрица-функция 𝑣 = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ является
данными рассеяния для некоторой системы вида (1) с 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝

0, то
𝑣(·) ∈ V.

Обозначим через Ψ0(𝑥, 𝜌) матрицу Ψ(𝑥, 𝜌) в случае невозмущенной
системы (1) с 𝑞 = 0. Для заданной матрицы-функции 𝑣 = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′

определим:
𝑣(𝜌) := 𝑣(𝜌)𝑣−1

0 (𝜌)− 𝐼,

𝑉 = 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) := Ψ−
0 (𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)𝑣

−1
0 (𝜌)(Ψ−

0 (𝑥, 𝜌))
−1,

𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) := 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌)− 𝐼 = Ψ−
0 (𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)(Ψ

−
0 (𝑥, 𝜌))

−1.
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Введем зависящие от параметров 𝑣 ∈ V, 𝑥 ∈ [0,∞) операторы

A(𝑣, 𝑥)𝑓(𝜌) := 𝐶+𝑓(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) = 𝑓(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌).

Далее, определим (при тех значениях параметров, при которых пра-
вая часть имеет смысл):

p(𝑣, 𝑥, ·) := (A(𝑣, 𝑥))−1𝑉 (𝑣, 𝑥, ·),

q(𝑣, ·) := Φ(𝑣(·),p(𝑣, ·, ·)) + F𝑣(·),
где F = 𝑠− lim

𝑟→∞
F𝑟,

F𝑟𝑓(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

�

Σ∩{|𝜌|<𝑟}

𝑑𝜌
[︀
𝐵,Ψ−

0 (𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)(Ψ
−
0 (𝑥, 𝜌))

−1
]︀
,

Φ(𝑢, 𝜙)(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

⎡⎣𝐵, �
Σ

𝑑𝜌
(︀
𝐶−𝜙(𝑥, ·)

)︀
(𝜌)𝑉 (𝑢, 𝑥, 𝜌)

⎤⎦ ,
𝑉 (𝑢, 𝑥, 𝜌) := Ψ−

0 (𝑥, 𝜌)𝑢(𝜌)(Ψ
−
0 (𝑥, 𝜌))

−1,

𝐶±𝑓(𝜌) := (𝐶𝑓)±(𝜌), 𝐶𝑓(𝜌) :=
1

2𝜋𝑖

�

Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝑓(𝜁), 𝜌 ∈ C ∖ Σ;

Теорема 2. Пусть дана матрица-функция 𝑣(·) ∈ V. Для того, что-
бы 𝑣(·) являлась данными рассеяния для некоторого 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝

0, необхо-
димо и достаточно выполнение следующих условий:

1. для каждого 𝑥 ∈ [0,∞) оператор A(𝑣, 𝑥) обратим;

2. для каждого 𝑘 = 1, 𝑛 найдется функция 𝛿𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖Σ, аналити-
ческая в C ∖ Σ и такая, что:

� для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 существует непрерывное продолжение
функции 𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘(𝜌) в 𝒮𝜈;

� 𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘(𝜌) не обращается в нуль ни для каких 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 ;

� при 𝜌 ∈ Σ′ справедливы формулы сопряжения 𝛿−(𝜌) =
𝑣𝑘𝑘(𝜌)𝛿

+
𝑘 (𝜌);

� при 𝜌 → ∞, 𝜌 ∈ C ∖ Σ справедлива асимптотика 𝛿(𝜌) =
𝛿0(𝜌)(𝐼 + 𝑜(1)), кроме того, 𝛿±(·)(𝛿±0 (·))−1 − 𝐼 ∈ 𝐿2(Σ). Здесь
𝛿0(𝜌) – диагональная матрица, такая что 𝛿0,𝑘𝑘(𝜌)Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) =
𝑥𝜇𝑘(h𝑘 + 𝑜(1)) при 𝑥 → 0, h𝑘 - собственный вектор матрицы
𝐴, соответствующий собственному значению 𝜇𝑘.
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3. q𝑘𝑗(𝑣, ·) ∈ 𝑋𝑝.
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