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Задача суммирования функций является одной из основных задач
теории конечных разностей и решает ее знаменитая формула Эйлера-
Маклорена, полученная Эйлером в 1733 году и независимо от него Ма-
клореном в 1738 году (cм. [1]).

1Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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В работах [2], [4] исследовалась задача рационального суммирования,
т. е. отыскания сумм вида

𝑆(𝑥) =
𝑥∑︁
𝑡=0

𝜙(𝑡), (1)

где функция 𝜙(𝑡) — рациональная функция. Решение задачи состоит
в отыскании решения в символьном виде, т. е. явно в виде математиче-
ской функции (формулы).

Задача суммирования сводится к решению так называемого (cм. [3])
телескопического уравнения — неоднородного разностного уравнения

(𝛿 − 1)𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥), (2)

где 𝛿 — оператор сдвига: 𝛿𝑓(𝑥) := 𝑓(𝑥+ 1).
По аналогии с задачей интегрирования функций, решение 𝑓(𝑥) урав-

нения (2) называют дискретной первообразной функции 𝜙(𝑥). Если 𝑓(𝑥)
— дискретная первообразная функции 𝜙(𝑥), тогда искомая сумма равна

𝑆(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 1)− 𝑓(0). (3)

Формула (3) называется дискретным аналогом формулы Ньютона–
Лейбница.

Подход Эйлера к задаче отыскания дискретной первообразной осно-
ван на операторном равенстве 𝛿 = 𝑒𝐷, которое позволяет записать урав-
нение (2) в виде

𝐷𝑓(𝑥) =

[︂
𝐷

𝑒𝐷 − 1

]︂
𝜙(𝑥),

где 𝐷 — оператор дифференцирования.
Выражение в квадратных скобках правой части последнего равен-

ства называется оператором Тодда и понимается следующим образом:[︂
𝐷

𝑒𝐷−1

]︂
=

∞∑︀
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!𝐷

𝑚, где 𝑏𝑚 — числа Бернулли (см., например, [5]). Та-

ким образом, получаем формулу Эйлера-Маклорена

𝑥∑︁
𝑡=0

𝜙(𝑡) =

𝑥+1�

0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡+
∞∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚
𝑚!

[︁
𝜙(𝑚−1)(𝑥+ 1)− 𝜙(𝑚−1)(0)

]︁
.

Подход Эйлера к задаче суммирования функции 𝜙(𝑡) = 𝜙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)
нескольких переменных предполагает, что нужно найти многомерный
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аналог уравнения (2), дать определение дискретной первообразной и по-
лучить аналог формулы Ньютона-Лейбница (3). В данной работе это ре-
ализовано в задаче суммирования функции по целым точкам 𝑛-мерного
параллелепипеда (теорема 1 и лемма 1).

Для функции нескольких дискретных аргументов 𝜙(𝑡) = 𝜙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)
рассматривается задача отыскания суммы ее значений по всем целочис-
ленным точкам 𝑛-мерного параллелепипеда с «переменной» вершиной
𝑥 ∈ Z𝑛⩾ :

Π(𝑥) = {𝑡 ∈ R𝑛
⩾ : 0 ⩽ 𝑡𝑗 ⩽ 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}. (4)

Искомую сумму можно записать так:

𝑆(𝑥) =

𝑥1∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑥𝑛∑︁
𝑡𝑛=0

𝜙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) =
∑︁
𝑡∈Π(𝑥)

𝜙(𝑡). (5)

Решить задачу суммирования — значит найти формулу, выражаю-
щую сумму (5) через не зависящее от 𝑥 (конечное) число слагаемых.

Разностное уравнение относительно неизвестной функции 𝑓(𝑥) запи-
сывается следующим образом:

𝑃 (𝛿)𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ Z𝑛⩾. (6)

Определение. Полиномиальный разностный оператор 𝑃 (𝛿) назовем
оператором, обладающим суммирующим эффектом, если существует
решение 𝑓(𝑥) уравнения (6), такое что сумма (5) выражается через зна-
чения 𝑓(𝑥) в конечном и не зависящем от 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) числе точек.

В этом случае, естественным образом, 𝑓(𝑥) можно называть дис-
кретной первообразной функции 𝜙(𝑥), а соответствующее выражение,
решающее задачу суммирования (5) — дискретным аналогом формулы
Ньютона–Лейбница.

Для любой точки 𝑥 определим оператор проекции 𝜋𝑗 вдоль оси 𝑥𝑗:

𝜋𝑗𝑥 := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 0, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛),

и определим его действие на функциях: 𝜋𝑗𝑓(𝑥) := 𝑓(𝜋𝑗𝑥).
Обозначим 𝒫(𝐴) – булеан (множество всех подмножеств) множества

𝐴. Пусть 𝑉 := 𝒫({1, . . . , 𝑛}), 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} ∈ 𝑉 .
Если обозначить 𝜋𝐽 = 𝜋𝑗1 ∘ . . . ∘ 𝜋𝑗𝑘 , то множество вершин параллеле-

пипеда (4) можно записать в виде {𝜋𝐽𝑥, 𝐽 ∈ 𝑉 }. Отметим, что 𝜋∅𝑥 = 𝑥.

Лемма 1. Пусть в уравнении (6) разностный оператор 𝑃 (𝛿) =
𝑅(𝛿)(𝛿−𝐼), где 𝑅(𝛿) — некоторый полиномиальный оператор. Тогда для
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любого решения 𝑓 уравнения (6) справедлив дискретный аналог форму-
лы Ньютона-Лейбница∑︁

𝑡∈Π(𝑥)

𝜙(𝑡) = 𝑅(𝛿)
∑︁
𝐽∈𝑉

(−1)#𝐽𝑓(𝜋𝐽(𝑥+ 𝐼)),

где #𝐽 — число элементов множества 𝐽 .
Мы видим, что в лемме 1 нахождение значения суммы (5) сводит-

ся к вычислению значений функции 𝑓(𝑥) в вершинах параллелепипеда
Π(𝑥+ 𝐼), число которых равно 2𝑛 и не зависит от 𝑥. Таким образом,
оператор 𝑃 (𝛿) = 𝑅(𝛿)(𝛿 − 𝐼) обладает суммирующим эффектом.

Теорема 1. В задаче суммирования (5) cуммирующим эффектом
обладают полиномиальные разностные операторы 𝑃 (𝛿) вида

𝑃 (𝛿) = 𝑅(𝛿)
𝑛∏︁
𝑗=1

(𝛿𝑗 − 1),

где 𝑅(𝛿) — некоторый полином, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, и только они.

Пример. Найти сумму 𝑆(𝑥1, 𝑥2) =
𝑥1∑︀
𝑡1=0

𝑥2∑︀
𝑡2=0

𝜙(𝑡1, 𝑡2), где

𝜙(𝑡1, 𝑡2) =
1

(𝑡1 + 𝑡2 + 1)(𝑡1 + 𝑡2 + 2)(𝑡1 + 𝑡2 + 3)
.

Функция 𝑓(𝑡1, 𝑡2) = 1
2(𝑡1 + 𝑡2 + 1)−1 является решением разностного

уравнения (𝛿1−1)(𝛿2−1)𝑓(𝑡) = 𝜙(𝑡). Имеем 𝑃 (𝛿) = (𝛿1−1)(𝛿2−1), 𝑅 ≡ 1.
Искомая сумма равна

𝑆(𝑥) = 𝑓(𝑥1 + 1, 𝑥2 + 1)− 𝑓(𝑥1 + 1, 0)− 𝑓(0, 𝑥2 + 1) + 𝑓(0, 0) =

=
1

2

(︁ 1

𝑥1 + 𝑥2 + 3
− 1

𝑥1 + 2
− 1

𝑥2 + 2
+ 1
)︁
.
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