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In this paper we study the properties of a point of the boundary surface for the
system of initial coefficients in the class of bounded univalent functions, delivered by
a symmetrized Pick function.
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Введение

Пусть 𝑆− класс однолистных аналитических в единичном круге D = {𝑧 :
|𝑧| < 1} функций 𝑓 , нормированных разложением

𝑓(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛𝑧
𝑛

и 𝑆(𝑀)− класс функций 𝑓 ∈ 𝑆, удовлетворяющих в D ограничению
|𝑓(𝑧)| < 𝑀, 𝑀 > 1. Класс 𝑆(𝑀) обладает более сложной структурой
по сравнению с классом 𝑆(∞) = 𝑆. На данный момент для всех 𝑀 > 1
известны точные оценки второго [1] и третьего [2] тейлоровских коэффи-
циентов. В первом случае max

𝑓∈𝑆(𝑀)
|𝑎2| достигается только для вращений

функции Пика

𝑃𝑀(𝑧) =𝑀𝐾−1

(︃
𝐾(𝑧)

𝑀

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛(𝑀)𝑧𝑛,
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где 𝐾(𝑧)− функция Кёбе, во втором - max
𝑓∈𝑆(𝑀)

|𝑎3|, 𝑀 ≤ 𝑒 достигается

функцией Пика 𝑃𝑀2(𝑧) =
[︀
𝑃𝑀2(𝑧2)

]︀1/2
и её вращениями. При 𝑀 > 𝑒

функции Пика не являются экстремальными. Точные оценки четвёртого
коэффициента известны только для 𝑀 близких к единице [3], со зна-
ком равенства для вращений симметризованной функции 𝑃𝑀3(𝑧). Эти
результаты позволили, в своё время, Хажинскому и Тамми сформулиро-
вать гипотезу о том, что для каждого 𝑛 ≥ 2 существует 𝑀𝑛 > 1 такое,
что для всех 𝑀 ∈ (1,𝑀𝑛) и всех функций 𝑓 ∈ 𝑆(𝑀) справедливы нера-
венства

|𝑎𝑛| ≤
2

𝑛− 1

(︂
1− 1

𝑀𝑛−1

)︂
со знаком равенства для вращений функции 𝑃𝑀𝑛(𝑧) = [𝑃𝑀𝑛(𝑧𝑛)]1/𝑛, ко-
торая была доказана в работах [4],[5]. Отыскание констант 𝑀𝑛 является
трудной задачей.

Структура класса 𝑆(𝑀) формирует интерес к описанию свойств гра-
ницы множеств значений функционалов 𝑉𝑛(𝑀) = (𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛), в част-
ности, к отысканию седловых точек. Первый из таких результатов для
𝑛 = 3 получен в работе [6].

Формулы, теоремы

Исследуем характер точки граничной поверхности 𝜕𝑉5(𝑀) множества
значений 𝑉5(𝑀) = {𝑎2, 𝑎3, 𝑎4,Re 𝑎5 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝑀)}, доставляемой сим-
метризованной функцией Пика 𝑃𝑀4(𝑧). В работе [7] найдено значе-
ние 𝑀 *

5 = 2.06263 . . . такое, что для всех 𝑀 ∈ (1,𝑀*
5 ) точка 𝐴𝑀 =

(0, 0, 0, 1/2(1 − 1/𝑀4)) граничной поверхности 𝜕𝑉5(𝑀), доставляемая
функцией 𝑃𝑀4(𝑧), является точкой локального максимума, что доказы-
вает локальную гипотезу Хажинского-Тамми. Попутно было установле-
но, что вдоль одного из направлений эта точка имеет угловой характер.

В данной работе, методами теории оптимального управления с при-
менением принципа максимума Понтрягина, продолжено исследование
свойств точки 𝐴𝑀 . Известно [8], что функции 𝑓 доставляющие точки
граничной поверхности 𝜕𝑉5(𝑀), выражаются через интегралы обобщён-
ного дифференциального уравнения Лёвнера

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑤

3∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
𝑒𝑖𝑢𝑘 + 𝑤

𝑒𝑖𝑢𝑘 − 𝑤
, 𝑤|𝑡=0 = 𝑧, 0 ≤ 𝑡 < log𝑀,

с непрерывными функциями 𝑢𝑘 = 𝑢𝑘(𝑡) и постоянными числами 𝜆𝑘 ≥ 0,
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𝑘 = 1, . . . , 4,
4∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘 = 1. Уравнение Лёвнера позволяет записать фазо-

вую систему для коэффициентов функции 𝑓(𝑧) =𝑀𝑤(𝑧, log𝑀). Гранич-
ная поверхность множества 𝑉5(𝑀) параметризуется вектором начальных
данных сопряжённой гамильтоновой системы и числами 𝜆𝑘 [8]. Вариация
вектора начальных данных и чисел 𝜆𝑘 в окрестности точки 𝐴𝑀 , позво-
ляет получить утверждение

Теорема 1. Точка 𝐴𝑀 = (0, 0, 0, 1/2(1−1/𝑀4)) граничной поверхно-
сти множества 𝑉5(𝑀) = {𝑎2, 𝑎3, 𝑎4,Re 𝑎5 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝑀)}, доставляемая
симметризованной функцией Пика 𝑃𝑀4(𝑧), является седловой точкой
для всех 𝑀 ≥ 2.550812 . . . .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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