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Ââåäåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R2
+ → C èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà R2

+, ò.å. f ∈
L1(R2

+). Òîãäà äâîéíûå êîñèíóñ- è êîñèíóñ-ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

f̂cc(x, y) =
2

π

� ∞

0

� ∞

0

f(u, v) cosux cos vy du dv,

f̂cs(x, y) =
2

π

� ∞

0

� ∞

0

f(u, v) cosux sin vy du dv.
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Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñì. [2]. Îáå ôóíêöèè f̂cc(x, y) è f̂cs(x, y) ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíû è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà max(x, y) → ∞. Ôóíêöèþ
f̂cc(x, y) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê äâîéíîå êîìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïðîäîëæåííîé ÷åòíûì îáðàçîì ïî îáåèì ïåðåìåííûì ôóíêöèè f ,
àíàëîãè÷íî, õîòÿ è áîëåå ñëîæíî ìîæíî îïðåäåëèòü f̂cs(x, y). Ïóñòü

△̇m,n
t,τ f(x, y) =

m∑
j=0

n∑
k=0

(−1)j+k
(
m

j

)(
n

k

)
f(x+ (m− 2j)

t

2
, y + (n− 2k)

τ

2
)

åñòü ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü ïîðÿäêîâ m,n ∈ N ñ øàãàìè t, τ ôóíêöèè f
â òî÷êå (x, y). Ðàññìîòðèì êëàññ Φ(2) ïîëîæèòåëüíûõ íà R2

+ \ {(0, 0)}
ôóíêöèé ω, äëÿ êîòîðûõ ω(0, 0) = 0, ω(x1, y1) ≤ ω(x2, y1), ω(x1, y1) ≤
ω(x1, y2) ïðè x2 ≥ x1, y2 ≥ y1, xi, yi ∈ R+, i = 1, 2.

Åñëè ω ∈ Φ(2) òàêîâà, ÷òî
� u

0

� v

0

ω(x, y)

xy
dx dy = O(ω(u, v)), u, v > 0,

òî ω ïðèíàäëåæèò êëàññó BB. Åñëè m,n > 0 è ω ∈ Φ(2) òàêîâà, ÷òî
� ∞

u

� ∞

v

ω(x, y)

xm+1yn+1
dx dy ≤ C

ω(u, v)

umvn
,

òî áóäåì ïèñàòü ω ∈ BmBn.
Äëÿ m,n ∈ N è ω ∈ Φ(2) ïî îïðåäåëåíèþ f ∈ Hm,n(ω), åñëè äëÿ âñåõ

δ1, δ2 ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ωmn(f, δ1, δ2) = sup{|△̇m,n
t,τ f(x, y)| : 0 ≤ t ≤ δ1, 0 ≤ τ ≤ δ2} ≤ Cω(δ1, δ2),

ãäå x, y ∈ R+. Ðàññìîòðèì òàêæå êëàññ

hm,n(ω) = {f ∈ Hm,n(ω) : ωmn(f, δ1, δ2) = o(ω(δ1, δ2)), δ1, δ2 → 0}.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. a) Ïóñòü f : R2
+ → C òàêîâà, ÷òî f ∈ L1

loc(R2
+). Åñëè

m,n ∈ N, ω ∈ BB ∩∆2 è âûïîëíåíî óñëîâèå

� t

0

� s

0

xmyn|f(x, y)| dy dx = O(tmsnω(t−1, s−1)), s, t ≥ 0, (1)

òî f̂cc ∈ Hm,n(ω).
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b) Ïóñòü m,n ∈ N, f : R2
+ → R+ òàêîâà, ÷òî f ∈ L1(R2

+). Åñëè

ω ∈ BB ∩∆2 è m,n ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, òî èç óñëîâèÿ f̂cc ∈ Hm,n(ω)
âûòåêàåò, ÷òî (1) èìååò ìåñòî. Åñëè æå m èëè n íå÷åòíî è ω ∈
BB ∩BmBn , òî óñëîâèå f̂cc ∈ Hm,n(ω) òàêæå âëå÷åò (1).

Òåîðåìà 2. a) Ïóñòü f : R2
+ → C òàêîâà, ÷òî f ∈ L1

loc(R2
+). Åñëè

m,n ∈ N, ω ∈ BB ∩∆2 è âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òî f̂cs ∈ Hm,n(ω).
b) Ïóñòü m,n ∈ N, f : R2

+ → R+ òàêîâà, ÷òî f ∈ L1(R2
+). Åñëè

ω ∈ BB ∩ ∆2 è m ÷åòíî, à n íå÷åòíî, òî èç óñëîâèÿ f̂cs ∈ Hm,n(ω)
âûòåêàåò, ÷òî (1) èìååò ìåñòî. Åñëè æå m íå÷åòíî èëè n ÷åòíî è

ω ∈ BB ∩BmBn , òî óñëîâèå f̂cs ∈ Hm,n(ω) òàêæå âëå÷åò (1).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : R2

+ → R+ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ìîíîòîííî óáûâà-
þùåé, åñëè Cf(x1, y1) ≥ f(x, y) äëÿ âñåõ x1 ∈ [x/2, x], y1 ∈ [y/2, y] (ñì.
ïîõîæåå îäíîìåðíîå îïðåäåëåíèå â [2].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ìîíîòîííî óáûâàþùåé
ôóíêöèåé, m,n ∈ N, ω ∈ BB ∩BmBn, f ∈ L1(R2

+). Òîãäà óñëîâèÿ
a) f(x, y) = O(x−1y−1ω(x−1, y−1)), x, y > 0;

b) f̂cc ∈ Hm,n(ω);

c) f̂cs ∈ Hm,n(ω);
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Òåîðåìà 4. a) Ïóñòü f : R2
+ → C òàêîâà, ÷òî f ∈ L1

loc(R2
+). Åñëè

m,n ∈ N, ω ∈ BB ∩∆2 è âûïîëíåíî óñëîâèÿ (1) è

� t

0

� s

0

xmyn|f(x, y)| dy dx = o(tmsnω(t−1, s−1)), s, t→ ∞, (2)

òî f̂cc ∈ hm,n(ω).
b) Ïóñòü m,n ∈ N, f : R2

+ → R+ òàêîâà, ÷òî f ∈ L1(R2
+). Åñëè

ω ∈ BB ∩ ∆2 è m,n ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, òî èç óñëîâèÿ f̂cc ∈ hm,n(ω)
âûòåêàåò, ÷òî (2) èìååò ìåñòî. Åñëè æå m èëè n íå÷åòíî è ω ∈
BB ∩BmBn, òî óñëîâèå f̂cc ∈ hm,n(ω) òàêæå âëå÷åò (2).

Àíàëîã òåîðåìû 4 âåðåí äëÿ f̂cs. Òåîðåìà 1 îáîáùàåò, à òåîðåìà 2 ðàñ-
ïðîñòðàíÿåò íà ñëó÷àé f̂cs íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Â.Ôþëîï è Ô.Ìîðèöà
[3], ïîëó÷åííûå äëÿ ω(δ1, δ2) = δα1 δ

β
2 , m = n = 1 è m = n = 2.
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