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Àíàëîãè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà1
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Ïðèâåäåíû íîâûå ìàòðè÷íî-àëãîðèòìè÷åñêèå ôîðìû çàïèñè áûñòðîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Õààðà, êîòîðûå äîïóñêàþò p-è÷íîå îáîáùåíèå. Ïðåäëîæåíû äåéñòâè-
òåëüíûå ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî ÷àñòîòå è ïî âðåìåíè âàðèàíòû ýòèõ îáîáùåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà, îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà,
áûñòðûé àëãîðèòì.

Analogues of the fast Haar transform1

M. S. Bespalov (Vladimir, Russia)
bespalov@vlsu.ru

New matrix-algorithmic notation forms for the fast Haar transform, which admit p-ary
generalization, are presented. Real versions of these generalizations with decimation
in frequency and in time are proposed.

Keywords: discrete Haar transform, orthogonal system, fast algorithm.

Ñðåäè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, ê êîòîðûì
îòíîñÿòñÿ àëãîðèòì Êóëè - Òüþêè äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå (ÄÏÔ) è àëãîðèòìû Ãóäà äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óî-
ëøà (ÄÏÓ), âûäåëÿåòñÿ àëãîðèòì ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Õààðà (ÄÏÕ) â âèäå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà (ÁÏÕ). Åñëè
÷èñëî îïåðàöèé äëÿ ÄÏÔ èëè ÄÏÓ ïîðÿäêàN = 2n îöåíèâàåòñÿ: âåëè÷è-
íîé N 2 â ñëó÷àå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ, âåëè÷èíîé nN = N logN â ñëó÷àå
áûñòðîãî àëãîðèòìà, òî äëÿ ÁÏÕ îíî ðàâíîN . Ïðè÷åì äëÿ ÄÏÔ ýòî îïå-
ðàöèè êîìïëåêñíîãî ñëîæåíèÿ ïëþñ êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ. Ðàçëè÷èå
íà ïîðÿäîê â ýòèõ öèôðàõ îáóñëîâëåíî îñîáûì âèäîì ÄÏÕ, ìèíèìèçè-
ðóåùåì ÷èñëî îïåðàöèé íà êëàññå ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

Â îáçîðå [1] ïî ýòîé òåìàòèêå ñàì àëãîðèòì ÁÏÕ íå ïðèâîäèòñÿ. Â [2]
îòìå÷åíî, ÷òî êðîìå îñíîâíîãî ÄÏÕ, ãäå ïðîðåæèâàíèå ýëåìåíòîâ áåðåò-
ñÿ ïî ÷àñòîòå, ñóùåñòâóåò âàðèàíò ÄÏÕ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè.

Àëãîðèòì ÁÏÕ ïî ÷àñòîòå.
Äëÿ k îò 0 äî n− 1 âûïîëíÿåì
(äëÿ j îò 0 äî 2n−k−1 − 1 âûïîëíÿåì

a2n−k−1+j := x2j − x2j+1, xj := x2j + x2j+1). a0 := x0.

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

1This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)
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Àëãîðèòì ÁÏÕ ïî âðåìåíè.
Äëÿ k îò 0 äî n− 1 âûïîëíÿåì
(äëÿ j îò 0 äî 2n−k−1 − 1 âûïîëíÿåì{

xj := xj + x2n−k−1+j

a2n−k−1+j := xj − x2n−k−1+j

)
. a0 := x0.

Â ýòèõ àëãîðèòìàõ â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî ìàññèâà èñïîëüçîâàëè èñõîä-
íûé ìàññèâ. Âî âòîðîì àëãîðèòìå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âñåãî îäíèì ìàñ-
ñèâîì, çàìåíèâ âûõîäíîé ìàññèâ A = {aj}N−1

j=0 íà âõîäíîé ìàññèâ X, òàê
êàê ðåçóëüòàòû îïåðàöèé ïîìåùàþòñÿ â òå æå ÿ÷åéêè, îòêóäà áåðóòñÿ.

Â [1] àëãîðèòì ÄÏÕ (íî íå ÁÏÕ) ïðèâåäåí â óíèòàðíîé ôîðìå ìàò-
ðè÷íîãî âàðèàíòà. Ñðàâíèâàòü åãî ñ áûñòðûìè àëãîðèòìàìè äëÿ ÄÏÔ
è ÄÏÓ çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê äëÿ ïîñëåäíèõ ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íûé
âàðèàíò áûñòðîãî àëãîðèòìà â âèäå ôàêòîðèçàöèè.

Ïðåäëîæèì ìàòðè÷íî-àëãîðèòìè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ÁÏÕ. Äëÿ ýòî-
ãî âõîäíîé îäíîìåðíûé ìàññèâ x ïðåäñòàâèì â âèäå ìàòðèöû X0 íóëå-
âîãî øàãà (âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò øàã àëãîðèòìà) ðàçìåðà 2× 2n−1.
Ïðè÷åì, äëÿ àëãîðèòìà ïî ÷àñòîòå ðàñïîëàãàåì x â ìàòðèöå ïî ñòîëáöàì
(òî åñòü ïî ïàðàì), äëÿ àëãîðèòìà ïî âðåìåíè ðàñïîëàãàåì x â ìàòðèöå
ïî ñòðîêàì (ïîë-ìàññèâà ââåðõó è ïîë-ìàññèâà âíèçó). Ñóììà ñòðîê ìàò-
ðèöû X0 îáðàçóåò âõîäíîé îäíîìåðíûé ìàññèâ x1 ñëåäóþùåãî øàãà, à
ðàçíîñòü ýòèõ æå ñòðîê çàïîìèíàåòñÿ â âûõîäíîì ìàññèâå m1 êàê íàáîð
ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. È òàê äàëåå.

Ìàòðè÷íî-àëãîðèòìè÷åñêèé âèä ÁÏÕ.
Äëÿ k îò 1 äî n âûïîëíÿåì(

xk

mk

)
=

(
1 1

1 −1

)
·Xk−1, (1)

ãäå ìàòðèöà Xk èç äâóõ ñòðîê åñòü ïðåäñòàâëåíèå îäíîìåðíîãî ìàñ-
ñèâà xk: ïî ñòîëáöàì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî ÷àñòîòå èëè ïî ñòðîêàì
â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî âðåìåíè.

Âûõîäíîé îäíîìåðíûé ìàññèâ (ñòðîêà) ôîðìèðóåòñÿ èç îäíîìåðíûõ
ìàññèâîâ ðàçíîãî îáúåìà â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå

A = (xn mn mn−1 . . .m1).

Ïðåäëîæåííàÿ (1) ôîðìà (·) = HXk−1 àëãîðèòìà ÁÏÕ äîïóñêàåò
ñëåäóþùåå p-è÷íîå îáîáùåíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ çàìåíîé ìàòðèöû H íà
ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Q ïîðÿäêà p ñ íà÷àëüíîé ñòðî-
êîé èç åäèíèö. Ïåðâîíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè φj ýòîé ìàò-
ðèöû Q îðòîãîíàëüíû. Íîâûå âàðèàíòû òàêîé ìàòðèöû Q äëÿ âõîäíîãî
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îäíîìåðíîãî ìàññèâà x ∈ RN ïðè N = pn ïðåäëîæåíû â [3]. Åñëè p ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî â êà÷åñòâå Q ïîäîéäåò ìàòðèöà ÄÏÓ. Åñ-
ëè ðàçðåøèòü ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì, òî â êà÷åñòâå Q ïîäîéäåò
ìàòðèöà ÄÏÔ.

Ìàòðè÷íî-àëãîðèòìè÷åñêèé p-è÷íûé àíàëîã ÁÏÕ.
Äëÿ k îò 1 äî n âûïîëíÿåì(

xk

Mk

)
= Q ·Xk−1,

ãäå ìàòðèöà Xk ðàçìåðà p × pn−k−1 åñòü ïðåäñòàâëåíèå îäíîìåðíîãî
ìàññèâà xk (ñòðîêè): ïî ñòîëáöàì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî ÷àñòîòå èëè
ïî ñòðîêàì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî âðåìåíè.

Âûõîäíîé ìàññèâ A = (xn Mn Mn−1 . . .M 1).
Ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ âûõîäíîãî ìàññèâà A äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ àë-

ãîðèòìà ñëåäóåò ïðîäóìàòü.
Ìàòðè÷íî-àëãîðèòìè÷åñêèé îáðàòíûé p-ÀÁÏÕ.
Äëÿ k îò n äî 1 âûïîëíÿåì

Xk−1 = Q−1 ·

(
xk

Mk

)
,

ãäå xk åñòü ðàçâåðòêà (ïî ñòîëáöàì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî ÷àñòîòå
èëè ïî ñòðîêàì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ïî âðåìåíè) ìàòðèöû Xk â âèäå
ñòðîêè.

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîê φj ìàòðèöû Q èìååì Q−1 = Q∗ ·D
ñ äèàãîíàëüíîé D, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ÷èñëà 1

∥φj∥2 .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àëãîðèòìà ÁÏÕ (1) ñ ìàòðèöåé H èìååì H−1 = 1
2H,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè îáðàòíîì ÁÏÕ âû÷èñëÿåì ïîëóñóììû è ïîëó-
ðàçíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 4. Â [3] â êà÷åñòâå ìàòðèö
Q ïðåäëîæåíû ìàòðèöû

1 1 1 1

3 −1 −1 −1

0 2 −1 −1

0 0 1 −1

 &


1 1 1 1

1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

 . (2)

Íîâûé âàðèàíò ñ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè Óîëøà â êà÷åñòâå áàçè-
ñà R4 ñ ìàòðèöåé Q = H⊗2 â âèäå êðîíåêåðîâà êâàäðàòà ìàòðèöû H. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû Q ìîæíî ïðèìåíèòü áûñòðûé àëãîðèòì Ãóäà â
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ëþáîì èç äâóõ âàðèàíòîâ. Â [4] ïðåäëîæåíà çàïèñü îñíîâíîãî àëãîðèòìà
Ãóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè b-ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñèìâîë îïåðà-
öèè ⊘): H⊗2 = (H ⊘ E)2, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåííàÿ ôîðìà çàïèñè ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ, òî åñòü âû÷èñëåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå. Îáîçíà÷èì (íà
êàæäîì k-ì øàãå) ñòðîêè îáðàáàòûâàåìîé ìàòðèöû Xk−1 ñèìâîëàìè X0,
X1, X2 è X3. Â ñëó÷àå ìàòðèöû Q âèäà (2) ôîðìóëû, âûïèñàííûå â [3]
äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòðîê. Â ñëó÷àå Q = H⊗2

ýòî âûãëÿäèò òàê: âû÷èñëÿåì íîâûå ñòðîêè â ïîðÿäêå X0+X2, X0−X2,
X1 +X3, X1 −X3; ïåðåîáîçíà÷àåì èõ ïðåæíèìè ñèìâîëàìè X0, X1, X2

è X3; ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèé øàã. ×èñëî îïåðàöèé íàä ñòðîêàìè: â ïåð-
âîì ñëó÷àå � 2 óìíîæåíèÿ è 7 ñëîæåíèé (X2 + X3 ñ÷èòàåì îäèí ðàç),
âî âòîðîì � 6 ñëîæåíèé (âû÷èòàíèé), â òðåòüåì � 8 ñëîæåíèé. Ïðîñòî-
òà âû÷èñëåíèÿ âî âòîðîì ñëó÷àå êîìïåíñèðóåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ÷åì â
ïåðâîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ, âèäîì îáðàòíîé ìàòðèöû Q−1.

Âàðèàíò àëãîðèòìà ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè äîïóñêàåò ðåàëè-
çàöèþ áåç ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû Xk−1 ñ p ñòðîêàìè íà êàæäîì øàãå.
Ìîæíî ïðîñòî îáðàáàòûâàåìûé îäíîìåðíûé ìàññèâ ðàçáèòü íà p äèçú-
þíêòèâíûõ îäèíàêîâûõ ïî îáúåìó ïîäìàññèâîâ � X0, X1, X2 è X3 â
ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå p = 4.

Âñþ êîíñòðóêöèþ íå ñëîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñòóïåí-
÷àòûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîì îòðåçêå. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëüíûé ñëó÷àé p-è÷íîé âåéâëåòíîé ñõåìû íà êëàññå
ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ãäå òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà åñòü ìàñøòàáèðóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ, îñòàëüíûå p− 1 ôóíêöèé áàçèñà ñîñòàâëÿþò íàáîð ìàòå-
ðèíñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå âûäåëÿþòñÿ p-è÷íûå ñæàòèÿ è ñäâèãè.
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