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Äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òðåõìåðíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ëþáîå
ñòðîãîå ñîëíöå (ìíîæåñòâî Êîëìîãîðîâà) ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. À èìåííî,
â òðåõìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ëþáîå ñòðîãîå ñîëíöå ìîíîòîííî
ëèíåéíî ñâÿçíî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
ïðîñòðàíñòâî X ãëàäêî; X = Y ⊕∞ R (ò.å. åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðîñòðàíñòâà X �
öèëèíäð).
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Monotone path-connectedness of strict suns1
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We characterize the three-dimensional Banach spaces in which any strict sub is
monotone path-connected. Namely, we show that in a three-dimensional space X
any strict sun is monotone path-connected if and only if one of the two conditions is
satis�ed: the space X is smooth or X = Y ⊕∞ R, i.e., the unit sphere of the space X
is a cylinder.
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Âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, èëè ðàññòîÿíèåì îò çàäàííî-
ãî ýëåìåíòà x ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X äî çàäàí-
íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ρ(x,M) :=
infy∈M ∥x − y∥. Ìíîæåñòâî âñåõ áëèæàéøèõ òî÷åê (ýëåìåíòîâ íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ) èç ìíîæåñòâà M äëÿ çàäàííîãî x ∈ X îáîçíà÷àåòñÿ
PMx. Èíûìè ñëîâàìè, PMx := {y ∈M | ρ(x,M) = ∥x− y∥}.

Äëÿ íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊂ X òî÷êà x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PMx (íàçûâàåìàÿ òî÷-
êîé ñâåòèìîñòè) òàêàÿ, ÷òî y ∈ PM

(
(1−λ)y+λx

)
äëÿ âñåõ λ ⩾ 0. Òî÷êà

x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè PMx ̸= ∅ è
óñëîâèå y ∈ PM

(
(1 − λ)y + λx

)
äëÿ âñåõ λ ⩾ 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé

òî÷êè y ∈ PMx. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñîëíöåì (ñîîòâåòñòâåí-
íî ñòðîãèì ñîëíöåì), åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñîëíå÷íîñòè (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè) äëÿ M .

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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¾Ñîëíöà¿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè îáúåêòàìè, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåí îáîáùåííûé êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ (ñì. [1]). Èì ïðèñóùè òå èëè èíûå ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè: øàð
ìîæíî îòäåëèòü îò òàêîãî ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì áîëüøåãî øàðà èëè
îïîðíîãî êîíóñà (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ k(τ), 0 ⩽ τ ⩽ 1, â ëèíåéíîì íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
f(k(τ)) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïî τ äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ extS∗

(çäåñü è íèæå extS∗ � ìíîæåñòâî êðàéíèõ (ýêñòðåìàëüíûõ) òî÷åê åäè-
íè÷íîé ñôåðû S∗ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà). Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà-
çûâàåòñÿ ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíûì (ñì. [1]), åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷-
êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé êðèâîé, ëåæàùåé â ýòîì
ìíîæåñòâå. Ìîíîòîííàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì ñâîé-
ñòâîì, ÷åì âûïóêëîñòü, è áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
â êîòîðûõ ëþáîå ñòðîãîå ñîëíöå ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî (òåîðåìà 1).
Íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâàõ ℓ∞n è â ïðîñòðàíñòâàõ âèäà Y1⊕∞. . .⊕∞Yn,
ãäå dimYi ⩽ 2, ëþáîå ñîëíöå ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. Òðåõìåðíûå
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ëþáîå ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî ìîíî-
òîííî ëèíåéíî ñâÿçíî, îõàðàêòåðèçîâàíû À.Ð. Àëèìîâûì è Á.Á. Áåä-
íîâûì [2]. Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ëþáîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî ñ íåïðåðûâíîé (ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöè-
åé ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî, îõàðàêòåðèçîâàíû À.Ð. Àëèìîâûì [4].
À. Ð. Àëèìîâ è È. Ã. Öàðüêîâ [5] óñòàíîâèëè, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå C(Q)
îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì åñëè è òîëüêî åñ-
ëè îíî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïî ïîâîäó äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ
ñì. òàêæå [6].

Òåîðåìà 1. B òðåõìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ñòðîãîå
ñîëíöå ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) ïðîñòðàíñòâî X ãëàäêî (ò. å. smS = S);
2) ïðîñòðàíñòâî X èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ íîðìó, ò. å. X = Y⊕∞R,

dimY = 2.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 âàæíóþ ðîëü èãðàåò íîâûé àïïàðàò

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ ïî êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì åäèíè÷íîé ñôå-
ðû [3].
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