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Анализ сети массового обслуживания из двух параллельных систем
с ненадежным прибором и задержкой информации

Тананко И. Е.1, Рогачко Е. С.2
1tanankoie@info.sgu.ru, 2rogachkoes@info.sgu.ru

Саратовский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия

Рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания, состоящая из двух параллельных
систем массового обслуживания. Первая система является одноприборной, а вторая— двухприборной. Один
из обслуживающих приборов во второй системе является ненадежным. Длительности наработки на отказ и вос-
становления прибора имеют экспоненциальное распределение. В процессе функционирования сети в моменты
изменения состояния ненадежного прибора осуществляется управление маршрутизацией требований, посту-
пающих в сеть. Информация об изменении состояния ненадежного прибора поступает с задержками, которые
имеют экспоненциальное распределение. Целью управления является обеспечение равенства математических
ожиданий длительностей пребывания требований в системах обслуживания. Получены дифференциальные
уравнения для определения вероятностей состояний сети в переходном режиме функционирования сети. Для
случая ограниченного числа требований в системах сети найдено стационарное распределение сети.

Ключевые слова: сеть массового обслуживания, ненадежный прибор, управление маршрутизацией требова-
ний, задержка информации, переходной режим, стационарное распределение, матрично-аналитический метод

Analysis of two parallel queues with unreliable server and information delay

Tananko I. E.1, Rogachko E. S.2
Saratov State University, Russia

Consider an open Markovian queueing network consisting of two parallel nodes. The first node is an infinite capacity
single-server queueing system and the second node is an infinite capacity two server queueing system. One of
the servers in the second system is unreliable. Failure and repair times for an unreliable server have an exponential
distribution. The routing control is performed after the unreliable server passes from an active state into an inactive
state or back. Assume that information about the unreliable server’s state transitions is formed in the network not
immediately, but through exponentially distributed delay times. The routing matrix changes so that the response
times in queues are the same. Differential equations that describe the transient behaviour of the queueing network are
derived. The stationary distribution for the case of two parallel queues with restricted capacities is obtained.

Keywords: queueing network, unreliable server, routing control, information delay, transient analysis, stationary
distribution, matrix-analytic method

Введение

Решение задач анализа и синтеза дискретных стохастических сетевых систем, в которых возможен
выход из строя и восстановление отдельных элементов, способствует развитию теории и методов анализа
сетей массового обслуживания с ненадежными системами и изменяемой структурой.

Большинство работ, связанных с изучением ненадежных сетей массового обслуживания, посвяще-
но вычислению стационарных распределений и других стационарных характеристик [1–4]. В работе [5]
находятся переходные вероятности числа требований в ненадежных системах открытой сети массового
обслуживания. При управлении в ненадежных сетях массового обслуживания большое значение имеет
актуальность информации о состоянии ненадежных обслуживающих приборов. В работе [6] рассматри-
вается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания с управлением потоками требований
и с задержкой передачи информации об изменении состояний ненадежных приборов.

В данной работе рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания, состоя-
щая из двух параллельных систем массового обслуживания, первая из которых содержит один обслужива-
ющий прибор, а вторая— два прибора. Один из приборов во второй системе является ненадежным, то есть
может выходить из строя и восстанавливаться. В процессе функционирования сети в моменты изменения
состояния ненадежного прибора осуществляется управление маршрутизацией требований, поступающих
в сеть. Целью управления является обеспечение равенства математических ожиданий длительностей пре-
бывания требований в системах обслуживания. Предполагается, что информация об изменении состояния
ненадежного прибора поступает с задержкой. Для рассматриваемой сети массового обслуживания при-
водятся уравнения состояний, описывающие функционирование сети в переходном режиме. С помощью
матрично-аналитического метода [7] получены формулы для вычисления стационарных вероятностей со-
стояний сети.

1. Описание сети

Рассматривается открытая сеть массового обслуживания Γ, содержащая две параллельные системы
массового обслуживания S1 и S2: система S1— типа M/M/1 с интенсивностью обслуживания µ1, систе-
ма S2— типа M/M/2 с интенсивностью обслуживания одним прибором µ2. Требования поступают в сеть
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из источника согласно пуассоновскому процессу с интенсивностью λ. Обозначим через θi, i = 1, 2, веро-
ятность поступления требований из источника в Si. Вероятности θi определяются таким образом, чтобы
обеспечить равенство математических ожиданий длительностей пребывания требований в системах [6],
то есть ū1 = ū2.

Система S1 является абсолютно надежной, а в системе S2 один из приборов может выходить из строя
и восстанавливаться. На время восстановления прибора вероятности поступления требований из источ-
ника в системы изменяются управляющим устройством на θ′i, i = 1, 2, таким образом, чтобы обеспечить
равенство математических ожиданий длительностей пребывания требований в системах. Предполагается,
что длительности наработки на отказ и восстановления прибора системы S2 являются экспоненциально

распределенными случайными величинами с математическими ожиданиями
1

α
и

1

β
соответственно.

После отказа прибора системы S2 или его восстановления информация об этих событиях поступа-
ет управляющему устройству со случайными задержками, имеющими экспоненциальное распределение,

с математическими ожиданиями
1

ϕ
и

1

τ
соответственно. Только после получения соответствующей ин-

формации изменяются вероятности поступления требований из источника в системы.
Будем различать четыре такта функционирования сети Γ, характеризующихся различным числом рабо-

тоспособных приборов в системе S2 и различными вероятностями поступления требований из источника
в системы (см. Таблицу 1).

Таблица 1. ПАРАМЕТРЫ ТАКТОВ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СЕТИ Γ

Параметры Такт 1 Такт 2 Такт 3 Такт 4

Математическое ожидание длитель-
ности такта

1

α

1

ϕ

1

β

1

τ

Число работоспособных приборов
в системе S2

2 1 1 2

Вероятности поступления требова-
ний из источника в системы

θi, i = 1, 2 θi, i = 1, 2 θ′i, i = 1, 2 θ′i, i = 1, 2

2. Уравнения состояний

Обозначим через P (s1, s2, k; t) вероятность состояния (s1, s2, k) сети Γ в момент времени t, где si—
число требований в системе Si, i = 1, 2, si > 0, k— такт функционирования сети, k = 1, 2, 3, 4.

Пусть

ε(si) =

{
0, если si = 0,

1, если si > 0;
δ(s2, k) =


1, если s2 > 0, k = 2, 3,

1, если s2 = 0, 1, k = 1, 4,

2, если s2 > 2, k = 1, 4.

Запишем систему дифференциальных уравнений, описывающих функционирование сети Γ в переход-
ном режиме: для s1, s2 > 0

dP (s1, s2, 1; t)

dt
= −(λθ1 + λθ2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 1)µ2 + α)P (s1, s2, 1; t)+

+ε(s1)λθ1P (s1 − 1, s2, 1; t) + ε(s2)λθ2P (s1, s2 − 1, 1; t)+

+µ1P (s1 + 1, s2, 1; t) + δ(s2 + 1, 1)µ2P (s1, s2 + 1, 1; t) + τP (s1, s2, 4; t);

dP (s1, s2, 2; t)

dt
= −(λθ1 + λθ2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 2)µ2 + ϕ)P (s1, s2, 2; t)+

+ε(s1)λθ1P (s1 − 1, s2, 2; t) + ε(s2)λθ2P (s1, s2 − 1, 2; t)+

+µ1P (s1 + 1, s2, 2; t) + δ(s2 + 1, 2)µ2P (s1, s2 + 1, 2; t) + αP (s1, s2, 1; t);

dP (s1, s2, 3; t)

dt
= −(λθ′1 + λθ′2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 3)µ2 + β)P (s1, s2, 3; t)+

+ε(s1)λθ′1P (s1 − 1, s2, 3; t) + ε(s2)λθ′2P (s1, s2 − 1, 3; t)+

+µ1P (s1 + 1, s2, 3; t) + δ(s2 + 1, 3)µ2P (s1, s2 + 1, 3; t) + ϕP (s1, s2, 2; t);

dP (s1, s2, 4; t)

dt
= −(λθ′1 + λθ′2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 4)µ2 + τ)P (s1, s2, 4; t)+

+ε(s1)λθ′1P (s1 − 1, s2, 4; t) + ε(s2)λθ′2P (s1, s2 − 1, 4; t)+

+µ1P (s1 + 1, s2, 4; t) + δ(s2 + 1, 4)µ2P (s1, s2 + 1, 4; t) + βP (s1, s2, 3; t).
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Стационарные вероятности состояний сети P (s1, s2, k) = lim
t→∞

P (s1, s2, k; t), s1, s2 > 0, k = 1, 2, 3, 4,

могут быть найдены как решение системы линейных алгебраических уравнений, получаемой из системы
дифференциальных уравнений при t→∞.

3. Стационарное распределение

Обозначим через X множество состояний сети Γ̂, отличающейся от сети Γ ограничением L на число
требований в системах сети,

X = {s = (s1, s2, k)| 0 6 s1, s2 6 L, k = 1, 2, 3, 4}.

Определим макросостояния сети Γ̂

Xn = {s = (s1, s2, k) ∈ X| s1 + s2 = n}, n = 0, 1, . . . , 2L.

Очевидно, что X =
2L⋃
n=0

Xn. Упорядочим состояния в множестве Xn следующим образом:

Xn = {(0, n, k)| k = 1, 2, 3, 4; (1, n− 1, k)| k = 1, 2, 3, 4; . . . ;

(n− 1, 1, k)| k = 1, 2, 3, 4; (n, 0, k)| k = 1, 2, 3, 4} ∩X.

Инфинитезимальный оператор Q марковского процесса, описывающего функционирование сети Γ̂,
имеет вид:

Q =



B0 C0 0 0 . . . 0 0
A1 B1 C1 0 . . . 0 0
0 A2 B2 C2 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . C2L−2 0
0 0 0 0 . . . B2L−1 C2L−1

0 0 0 0 . . . A2L B2L


,

где Bn, n = 0, 1, . . . , 2L,— квадратные матрицы порядка |Xn| (|Xn|— мощность множества Xn) с элемен-
тами

bns,s′ =



−(λθ1 + λθ2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 1)µ2 + α), если s = (s1, s2, 1), s′ = s,

−(λθ1 + λθ2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 2)µ2 + ϕ), если s = (s1, s2, 2), s′ = s,

−(λθ′1 + λθ′2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 3)µ2 + β), если s = (s1, s2, 3), s′ = s,

−(λθ′1 + λθ′2 + ε(s1)µ1 + ε(s2)δ(s2, 4)µ2 + τ), если s = (s1, s2, 4), s′ = s,

α, если s = (s1, s2, 1), s′ = (s1, s2, 2),

ϕ, если s = (s1, s2, 2), s′ = (s1, s2, 3),

β, если s = (s1, s2, 3), s′ = (s1, s2, 4),

τ, если s = (s1, s2, 4), s′ = (s1, s2, 1),

0, в остальных случаях,

An, n = 1, . . . , 2L— матрицы размерности |Xn| × |Xn−1| с элементами

ans,s′ =


ε(s1)µ1, если s′ = (s1 − 1, s2, k),

ε(s2)δ(s2, k)µ2, если s′ = (s1, s2 − 1, k),

0, в остальных случаях,

Cn, n = 0, 1, . . . , 2L− 1— матрицы размерности |Xn| × |Xn+1| с элементами

cns,s′ =



λθ1, если s′ = (s1 + 1, s2, k), k = 1, 2,

λθ′1, если s′ = (s1 + 1, s2, k), k = 3, 4,

λθ2, если s′ = (s1, s2 + 1, k), k = 1, 2,

λθ′2, если s′ = (s1, s2 + 1, k), k = 3, 4,

0, в остальных случаях.

Вектор P (t) = (P (s; t), s ∈ X) вероятностей состояний сети Γ̂ в момент времени t может быть найден
по формуле P (t) = P (0)eQt.
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Обозначим через π = (π0, π1, . . . , π2L) стационарное распределение марковского процесса, описы-
вающего функционирование сети Γ̂; πn = (πn,1, πn,2, . . . , πn,|Xn|)— вектор размерности |Xn|. Вектор π
является решением уравнения πQ = 0 с условием πe = 1, где e— единичный вектор. Тогда

π0B0 + π1A1 = 0;

πn−1Cn−1 + πnBn + πn+1An+1 = 0, n = 1, 2, . . . , 2L− 1;

π2L−1C2L−1 + π2LB2L = 0.

Откуда следует, что
πn = −πn−1Cn−1R

−1
n , n = 1, 2, . . . , 2L, (1)

где
Rn = Bn − CnR−1

n+1An+1, n = 2L− 1, 2L− 2, . . . , 1, R2L = B2L. (2)

Вектор π0 находится из условия π0(B0 − C0R
−1
1 A1) = 0 с точностью до мультипликативной константы.

После нахождения по формулам (1), (2) векторов πn, n = 1, 2, . . . , 2L, используется условие нормировки
2L∑
n=0

|Xn|∑
l=1

πn,l = 1.
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