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Анализ системы массового обслуживания с групповым обслуживанием
требований∗

Станкевич Е. П.1, Тананко И. Е.2, Пагано М.3
1StankevichElena@mail.ru, 2Tanankoie.sgu@gmail.com, 3Michele.pagano@iet.unipi.it

12Саратовский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия;
3Пизанский университет, Италия

Рассматривается система массового обслуживания, состоящая из неограниченной очереди и одного обслужива-
ющего прибора. В систему поступает пуассоновский поток требований. Требования обслуживаются группами
заданного размера. Длительность обслуживания группы требований является экспоненциально распределенной
случайной величиной. Если в момент завершения обслуживания группы требований количество требований
в очереди меньше заданного числа, то обслуживающий прибор простаивает до тех пор, пока в систему не
поступит необходимое количество требований. Предполагается, что стационарное распределение вероятно-
стей состояний рассматриваемой системы эквивалентно стационарному распределению процесса рождения и
гибели. Получены выражения для вычисления интенсивностей переходов процесса рождения и гибели через
параметры системы. Доказаны свойства «предельной» интенсивности обслуживания. Получено выражение для
вычисления математического ожидания длительности пребывания требований в системе с групповым обслу-
живанием требований.

Ключевые слова: система массового обслуживания, групповое обслуживание, стационарное распределение,
мультипликативная форма

Analysis of queueing system with batch service

Stankevich E. P.1, Tananko I. E.2, Pagano M.3
12Saratov State University, Russia; 3University of Pisa, Italy

In this paper we consider a single server queueing system with infinite buffer and Poissonian arrivals. Requests are
served in fixed-size batches with exponentially distributed service time. If the number of requests in the queue is less
than the predefined batch size at the time of service completion, the server remains idle until the required number of
requests (batch size) arrives. To analyze such queueing system, an equivalent birth-death process is introduced and its
transition rates are derived in terms of the parameters of the original system. Then, the properties of the asymptotic
service rate are investigated and the analytical expression of the average sojourn time in the system is derived.

Keywords: queueing system, batch service, stationary distribution, product form

Введение

Системы массового обслуживания с групповым обслуживанием требований представляют особый ин-
терес, так как могут использоваться в качестве математических моделей реальных систем с групповой
обработкой объектов таких, как системы управления запасами, транспортные, производственные и соци-
альные системы. В общем случае в системах с групповым обслуживанием требований на обслуживание
может выбираться группа требований размера от a до b, b > a > 0, которые обслуживаются прибором од-
новременно с одной интенсивностью обслуживания [1,2]. Интерес также представляют системы, в которых
a = 1 [3, 4] или a = b [5–9]. Для анализа таких систем, как правило, используются производящая функ-
ция, z-преобразование, преобразование Лапласа–Стилтьеса, метод вложенных цепей Маркова [1, 2, 4, 5].
В этой работе для системы массового обслуживания с групповым обслуживанием требований, в которой
a = b, с использованием процесса рождения и гибели получена мультипликативная форма стационарного
распределения.

1. Описание системы и метод анализа

Рассматривается система массового обслуживания, состоящая из неограниченной очереди и одного
обслуживающего прибора. В систему поступает пуассоновский поток с интенсивностью λ. Если в очере-
ди находятся меньше чем b, b > 1, требований, то обслуживающий прибор простаивает, иначе из очереди
выбирается группа, состоящая из b требований, которые обслуживаются прибором одновременно. Дли-
тельность обслуживания группы требований является случайной величиной, имеющей экспоненциальное
распределение с параметром µ. Состояние системы определяется числом требований n, n > 0, которые в
ней находятся.

Система уравнений равновесия для этой системы обслуживания имеет вид
λπ(0) = µπ(b),

λπ(n) = λπ(n− 1) + µπ(b+ n), 1 6 n 6 b− 1,

(λ+ µ)π(n) = λπ(n− 1) + µπ(b+ n), n > b,

(1)
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где π(n) – стационарная вероятность пребывания системы в состоянии n.
Построим процесс ξ рождения и гибели, который является эквивалентным по стационарному рас-

пределению вероятностей состояний системы марковскому процессу, описывающему эволюцию системы.
Процесс ξ определен на множестве состояний {0, 1, . . .}:
— λ(n), n ∈ {0, 1, . . . }, — интенсивность перехода процесса ξ из состояния n в состояние n+1. Полагаем,

что λ(n) не зависит от состояния n;
— µ̃(n), n ∈ {1, 2, . . . } — интенсивность перехода процесса ξ из состояния n в состояние n− 1.

Состояния {0, 1, . . . } и параметр λ(n) процесса ξ соответствуют состояниям {0, 1, . . . } и параметру λ
системы. Стационарные вероятности состояний процесса ξ рождения и гибели

π(k) = π(0)

k∏
n=1

λ

µ̃(n)
, k = 1, 2, . . . , (2)

где

π(0) =

(
1 +

∞∑
k=1

k∏
n=1

λ

µ̃(n)

)−1

.

Подставив (2) в (1), получим выражения для вычисления µ̃(n), n = 1, 2, . . .,
µ̃(n) = λ− µ λb

µ̃(n+ 1) · . . . · µ̃(b+ n)
, 1 6 n 6 b− 1,

µ̃(n) = λ+ µ− µ λb

µ̃(n+ 1) · . . . · µ̃(b+ n)
, n > b.

(3)

Обозначим M = lim
n→∞

µ̃(n). Тогда уравнения в системе (3) при n→∞ примут вид

M b+1 − (λ+ µ)M b + λbµ = 0. (4)

Утверждение 1. Уравнение

xb+1 − (λ+ µ)xb + λbµ = 0 (5)

имеет два положительных вещественных корня, причем больший корень принадлежит интервалу(
b(λ+ µ)

b+ 1
,

(λ+ µ)b+1 − λbµ
(λ+ µ)b

)
.

Доказательство. Рассмотрим функцию

f(x) = xb+1 − (λ+ µ)xb + λbµ

при λ < bµ и b > 1. Функция f(x) является непрерывной для x ∈ R.
Первым корнем уравнения (5) является x1 = λ. Производная функции f(x) имеет вид:

f ′(x) = (b+ 1)xb−1

(
x− b

b+ 1
(λ+ µ)

)
. (6)

Уравнение f ′(x) = 0 имеет один положительный корень x∗ =
b(λ+ µ)

b+ 1
, причем x∗ > x1. Действительно,

x∗ − x1 =
b

b+ 1
(λ+ µ)− λ =

bµ− λ
b+ 1

> 0,

так как λ < bµ и b > 1. Так как f ′(x) > 0 при x ∈
(
b(λ+ µ)

b+ 1
, λ+ µ

)
, то на этом интервале функция

f(x) возрастает. Вследствие того, что f

(
b(λ+ µ)

b+ 1

)
< 0 и f(λ+µ) > 0, на интервале

(
b(λ+ µ)

b+ 1
, λ+ µ

)
существует x такое, что f(x) = 0. На этом интервале функция f(x) — выпуклая, так как

f ′′(x) = bxb−2((b+ 1)x− (b− 1)(λ+ µ)) > 0

при

x >
b(λ+ µ)

b+ 1
>

(b− 1)(λ+ µ)

b+ 1
> 0.

Уравнение касательной к графику функции f(x) в точке λ+ µ имеет вид
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y(x) = λbµ+ (λ+ µ)b(x− (λ+ µ)).

Корнем уравнения y(x) = 0 является x0 = (λ+µ)− λbµ

(λ+ µ)b
. Таким образом, касательная, проведенная

к графику выпуклой функции f(x) в точке λ + µ, пересекает ось абсцисс в точке (λ + µ) − λbµ

(λ+ µ)b
,

следовательно, больший корень уравнения (5) принадлежит интервалу

(
b(λ+ µ)

b+ 1
,

(λ+ µ)b+1 − λbµ
(λ+ µ)b

)
.

�

Таким образом, стационарное распределение вероятностей состояний системы можно представить в
мультипликативной форме (2), где интенсивности µ̃(n) определяются последовательно из выражения (3)
при n = b− 1, b− 2, . . . , 1 и µ̃(n) = M при n > b.

Утверждение 2. Для системы массового обслуживания с обслуживанием групп требований фиксирован-
ного размера математическое ожидание длительности пребывания требований в системе

ū =
b− 1

2λ
− x2(1− xb−1)

λb(1− x)2
+

(b− 1)xb+1

λb(1− x)
+

x

bµ(1− x)
+

1

µ
, (7)

где x =
λ

M
.

Доказательство. Подставив (2) в первое уравнение системы (1), получаем

λ

µ
=

λb

µ̃(1)µ̃(2) . . . µ̃(b)
. (8)

Учитывая (8), получаем

π(n+ b) = π(0)
λ

µ

(
λ

M

)n
, n > 0, b > 1. (9)

Обозначив x =
λ

M
, перепишем систему (1):

π(b) = π(0)
λ

µ
,

π(n) = π(0)
n∑
i=0

xi, 1 6 n 6 b− 1,

π(n) = π(0)xn−b
λ

µ
, n > b.

(10)

Используя формулу Литтла и определение математического ожидания (м. о.) числа требований в
системе, найдем м. о. длительности пребывания требований в системе

ū =
1

λ

∞∑
n=0

nπ(n). (11)

Подставив (10) в (11), получим

ū =
1

λ

(
π(0)(1 + x) + 2π(0)(1 + x+ x2) + . . .+ (b− 1)π(0)(1 + x+ . . .+ xb−1) +

∞∑
n=b

nπ(0)xn−b
λ

µ

)
.

Перегруппировав слагаемые, имеем

ū =
π(0)

λ

(
(1 + x)

b−1∑
i=1

i+ x2
b−1∑
i=2

i+ . . .+ xb−1(b− 1) +

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ

)
.

Систему (1) можно переписать в виде

λπ(0) = µπ(b),

λπ(1) = µπ(b) + µπ(b+ 1),

. . .

λπ(b− 1) = µ(π(b) + π(b+ 1) + · · ·+ π(2b− 1),

λπ(b) = µ(π(b+ 1) + π(b+ 2) + · · ·+ π(2b+ 1),

. . .
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Просуммировав все уравнения этой системы, получим

λ

∞∑
n=0

π(n) = bµ

∞∑
n=b

π(n)

или
∞∑
n=b

π(n) =
λ

bµ
. (12)

Подставив (9) в (12) и применив формулу суммы бесконечной геометрической прогрессии, получим

π(0) =
1− x
b

.

Таким образом,

ū =
1− x
bλ

(
(1 + x)

b−1∑
i=1

i+ x2
b−1∑
i=2

i+ . . .+ xb−1(b− 1) +

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ

)
.

Перегруппировав слагаемые, получим

ū =
1

bλ

(
(1− x2)

b−1∑
i=1

i+ (1− x)x2
b−1∑
i=2

i+ . . .+ (1− x)xb−1(b− 1)

)
+

1− x
bλ

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ
=

=
1

bλ

(
b−1∑
i=1

i−

[(
b−1∑
i=1

i−
b−1∑
i=2

i

)
x2 +

(
b−1∑
i=2

i−
b−1∑
i=3

i

)
x3 + . . .+ ((b− 2) + (b− 1)− (b− 1))xb−1 + (b− 1)xb

])
+

+
1− x
bλ

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ
=

или

ū =
1

bλ

(
b−1∑
i=1

i−
[
x2 + 2x3 + · · ·+ (b− 1)xb

])
+

1− x
bλ

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ
.

Таким образом,

ū =
1

bλ

(
b−1∑
i=1

i−
b−1∑
i=1

(i− 1)xi

)
+

1− x
bλ

∞∑
n=b

nxn−b
λ

µ
.

Применяя формулы для вычисления сумм арифметической и арифметико-геометрической прогрессий,
получаем (7). �
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