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ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 519.853

Â.Â. Àáðàìîâà, Ñ.È. Äóäîâ

Î ÂÍÅØÍÅÉ ÎÖÅÍÊÅ ÊÎÌÏÀÊÒÀ
ËÅÁÅÃÎÂÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ çàäà÷à î âëîæåíèè çàäàííîãî êîì-
ïàêòà â íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) íèæíåå ëåáåãîâî ìíîæåñòâî âûïóê-
ëîé ôóíêöèè. Ñðåäñòâàìè âûïóêëîãî àíàëèçà óñòàíîâëåí êðèòåðèé ðå-
øåíèÿ çàäà÷è. Ïîêàçàíî, åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì îò êîíå÷-
íîãî ÷èñëà àôôèííûõ ôóíêöèé, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîìåðíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Rp, à f(x) � âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ íà Rp

ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ âëîæèòü ìíîæåñòâîD â íèæíåå ëåáåãîâî ìíîæåñòâî
G(α) = {y ∈ Rp : f(y) ≤ α} ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì α çà ñ÷åò åãî
ñìåùåíèÿ, òî åñòü ðåøèòü çàäà÷ó{

α −→ min
(α,x)∈Rp+1

,

D − x ⊂ G(α).
(1)

Çàäà÷à òàêîãî âèäà âîçíèêàåò ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðóå-
ìûõ óñòðîéñòâ [1]. Äëÿ êîððåêòíîñòè è íåòðèâèàëüíîñòè çàäà÷è áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G(α∗), ãäå α∗ = min

x∈Rp
f(x), îãðàíè÷åíî è

G(α∗)
∗
−D = {z : z +D ⊂ G(α∗)} = ∅.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìàêñíîé çàäà÷å

ϕ(x) ≡ max
y∈D

f(y − x) −→ min
x∈Rp

. (2)

Ïðè ýòîì åñëè ϕ(x∗) = min
x∈Rp

ϕ(x), òî ïàðà (ϕ(x∗), x∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì çàäà÷è (1).
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Íåòðóäíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåøå-
íèå çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì òàêæå, çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì çàäà÷è î ÷åáûøåâñêîì öåíòðå ìíîæåñòâà (ñëó÷àé, êîãäà f(x) �
íåêîòîðàÿ íîðìà íà Rp).

Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) è ïîêàçàòü, ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì îò êîíå÷íîãî ÷èñëà
àôôèííûõ ôóíêöèé, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.

2. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ϕ(x), âûòå-
êàþùèå èç óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà f(x). À èìåííî ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ:

1) âûïóêëîé êîíå÷íîé ôóíêöèåé;
2) ñòðîãî âûïóêëîé íà Rp, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rp, α ∈ (0, 1) :

ϕ(αx1 + (1− α)x2) < αϕ(x1) + (1− α)ϕ(x2), åñëè ôóíêöèÿ f(x) � ñòðîãî
âûïóêëà íà Rp;

3) ñèëüíî âûïóêëîé íà Rp, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rp, α ∈ [0, 1] :
ϕ(αx1 + (1− α)x2) ≤ αϕ(x1) + (1− α)ϕ(x2)− æ

2α(1− α)||x1 − x2||2, åñëè
ôóíêöèÿ f(x) ñèëüíî âûïóêëà íà Rp. Çäåñü æ > 0 � ïàðàìåòð ñèëüíîé
âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(x);

4) ñòðîãî êâàçèâûïóêëîé íà Rp, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rp, α ∈
∈ (0, 1) : ϕ(αx1 + (1 − α)x2) < max{ϕ(x1), ϕ(x2)}, åñëè ôóíêöèÿ f(x)
ñòðîãî êâàçèâûïóêëà íà Rp;

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå 4) (è òåì áîëåå â ñëó÷àÿõ 2) è 3)) çàäà÷à (2),
î÷åâèäíî, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ā, intA, coA ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå, âíóòðåí-
íîñòü, âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà , ∂f(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x, Qϕ(x) = {z ∈ D : ϕ(x) = f(z − x)}, B(x, r) =
= {y : ||x− y|| ≤ r}, 0p = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rp, < ·, · > − ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå.

Òåîðåìà 1. 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè ϕ(x) íà Rp, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0p ∈ co{∂f(z − x) : x ∈ Qϕ(x∗)}. (3)

2. Åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

B(0p, δ) ⊂ co{∂f(z − x) : x ∈ Qϕ(x∗)}, (4)

òî

ϕ(x) ≥ ϕ(x∗) + δ||x− x∗||, ∀x ∈ Rp. (5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçâåñò-
íîé â âûïóêëîì àíàëèçå òåîðåìû î ôîðìóëå ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ
ôóíêöèè ñóïðåìóìà ïî ïàðàìåòðó (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë. 2, �3] èëè [3,
�1.17]). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ôàêòîì ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíê-
öèè ϕ(x) ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé:

∂ϕ(x) = c̄o{∂f(z − x) : x ∈ Qϕ(z)}. (6)

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà {∂f(z − x) : x ∈ Qϕ(z)} î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Qϕ(z) è ñâîéñòâ ñóáäèôôåðåíöèàëà.
Ïîýòîìó çíàê çàìûêàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (6) ìîæíî ñíÿòü. Äëÿ çàâåðøå-
íèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 1) òåîðåìû îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî, êàê èçâåñòíî (íàïðèìåð, [2, ãë. 4, �2]),

ϕ(x∗) = min
x∈Rp

ϕ(x) ⇔ 0p ∈ ∂ϕ(x∗).

2) Èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (4) îçíà÷àåò
B(0p, δ) ⊂ ∂ϕ(x∗). Ïîýòîìó â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà èìå-
åì

ϕ(x)− ϕ(x∗) ≥< v, x− x∗ >,∀v ∈ B(0p, δ), x ∈ Rp.

Îòñþäà ïðè x 6= x∗, ïîëîæèâ v = δ(x− x∗)||x− x∗||, ïîëó÷àåì (5).
3. Ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) àâòîðû

ïðåäïîëàãàþò èñïîëüçîâàòü áàçîâûé ñëó÷àé, êîãäà f(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ìàêñèìóìà îò àôôèííûõ ôóíêöèé:

f(x) = max
i=1,m
{< Ai, x > +bi}, Ai ∈ Rp, bi ∈ R.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (2) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(x) ≡ max
i=1,m
{ci + bi− < Ai, x >} → min

x∈Rp
, (7)

ãäå ci = max
y∈D

< Ai, y > .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ïðèåì ([4, c. 244]), íåòðóäíî äîêàçàòü,
÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (7) ýêâèâàëåíòà çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ {

z → min
x̃=(x,z)∈Rp+1

,

z − ci − bi+ < Ai, x >≥ 0; i = 1,m.
(8)

5



Ïðè÷åì åñëè x̃∗ = (x∗, z∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (8), òî x∗ � ðåøåíèå
çàäà÷è (7). È íàîáîðîò, åñëè x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (7), òî x̃∗ = (x∗, z∗),
ãäå z∗ = max

i=1,m
{ci + bi− < Ai, x

∗ >}, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (8).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè
ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014/Ê).
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ÓÄÊ 517.984
Í.Ï. Áîíäàðåíêî, Ì.À. Êóçíåöîâà

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß

ÍÀ ÃÐÀÔÅ-ÇÂÅÇÄÅ

Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðàôàõ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòèêàìè è èìåþò ïðèëîæå-
íèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îðãàíè÷åñêîé õèìèè, íàíîòåõíîëîãèÿõ, òåî-
ðèè âîëíîâîäîâ è äðóãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ (ñì. [1]). Â äàííîé
ñòàòüå âûâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå-çâåçäå èç òð¼õ ðåáåð ñ ïîòåíöè-
àëîì èç êëàññà L2. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ñîñòîÿùèõ â âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ ïî èõ
ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïå-
ðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòå
[2], îäíàêî ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû â ýòîé îáëàñòè äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ
îòêðûòûìè.

Ðàññìîòðèì ãðàô-çâåçäó Γ ñ òðåìÿ ð¼áðàìè. Ââåä¼ì ïàðàìåòðèçàöèþ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëèíû ð¼áåð ðàâíû π, xj ∈ [0, π], âíóòðåííåé âåðøèíå
ñîîòâåòñòâóåò xj = π, âíåøíèì � xj = 0, j = 1, 3.

Íà ãðàôå Γ ìîæåò áûòü çàäàíà ôóíêöèÿ y = [yi]
3
i=1, å¼ êîìïîíåíòû

yi ∈ W 2
2 [0, π]. ÏóñòüH � ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé y, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì ñêëåéêè
y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0;
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y′1(π) + y′2(π) + y′3(π) = 0;

y1(π) = y2(π) = y3(π).

Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé H çàäàäèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ Ly = [Ljyj]

3
j=1,

Ljyj = −d
2yj
dx2

j

+ qjyj, j = 1, 3,

ãäå qj � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè èç L2[0, π].
Ïóñòü ôóíêöèè Sj(x, λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

−y′′j (x) + qj(x)yj(x) = λyj(x), yj(0) = 0, yj(0) = 1, j = 1, 3.

Îïåðàòîð L èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå
ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

∆(λ) := S ′1(π, λ)S2(π, λ)S3(π, λ) + S1(π, λ)S ′2(π, λ)S3(π, λ)+

+ S1(π, λ)S2(π, λ)S ′3(π, λ) = 0. (1)

Ôóíêöèÿ ∆(λ) àíàëèòè÷íà âî âñåé C.
Ïóñòü ωj =

∫ π
0 qj(t) dt, D îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D =
(ω1 − ω2)

2

2
+

(ω1 − ω3)
2

2
+

(ω2 − ω3)
2

2
.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî α =
√
D � òàêîé êâàäðàòíûé êîðåíü, ÷òî Reα > 0, ëèáî

Reα = 0, Imα ≥ 0.
Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ìîæíî îáîçíà÷èòü

êàê λ
(1)
k , λ

(2)
k , λ

(3)
k , k ∈ N (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé), òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

ρ
(1)
k = k − 1

2
+
ω1 + ω2 + ω3

6πk
+

κ(1)
k

k
,
{
κ(1)
k

}
∈ l2,

ρ
(2)
k = k +

ω1 + ω2 + ω3 + α

6πk
+

κ(2)
k

k
,
{
κ(2)
k

}
∈ l2,

ρ
(3)
k = k +

ω1 + ω2 + ω3 − α
6πk

+
κ(3)
k

k
,
{
κ(3)
k

}
∈ l2,

ãäå ρ
(j)
k =

√
λ

(j)
k , j = 1, 3.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëîæèì ρ =
√
λ, τ = Im ρ, Re ρ > 0, ëèáî

Re ρ = 0, τ ≥ 0. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

ρSj(x, λ) = sin ρx+O(e|τ |xρ−1), S ′j(x, λ) = cos ρx+O(e|τ |xρ−1),
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ôîðìóëó (1) è òåîðåìó Ðóøå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ρ
(1)
k = k − 1

2
+O(k−1), ρ

(2)
k = k +O(k−1), ρ

(3)
k = k +O(k−1), k ∈ N.

Óòî÷íèì ïîëó÷åííûå îöåíêè. Ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì îïèñàííîìó â
[3, ñ. 11�12], ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

Sj(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

sin ρ(x− t)
ρ2

sin ρt qj(t) dt+O

(
e|τ |x

ρ3

)
, (2)

S ′j(x, λ) = cos ρx+

∫ x

0

cos ρ(x− t)
ρ

sin ρt qj(t) dt+O

(
e|τ |x

ρ2

)
. (3)

Ïîäñòàâèì â (1) îöåíêè (2), (3) ïðè ρ(1)
k = k − 1

2 + ε
(1)
k , ρ(2)

k = k + ε
(2)
k ,

ρ
(3)
k = k + ε

(3)
k , ε(j)

k = O(k−1). Òîãäà

−3πε
(1)
k +

ω1 + ω2 + ω3 + ν
(1)
k

2k
= 0,

3
(
πε

(s)
k

)2 −
ω1 + ω2 + ω3 + µ

(s)
k

k
πε

(s)
k +

ω1ω2 + ω1ω3 + ω2ω3 + ν
(s)
k

4k2
= 0,

s = 2, 3, (4)

ãäå
{
µ

(s)
k

}
,
{
ν

(j)
k

}
∈ l2, s = 2, 3, j = 1, 3. Äëÿ ρ(1)

k ñðàçó ïîëó÷àåì íóæíóþ

îöåíêó. Äèñêðèìèíàíòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ áóäåò D + θ
(s)
k ,
{
θ

(s)
k

}
∈ l2.

Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà èçâëå÷¼ì êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà:
±α +O

(
θ

(s)
k

)
, D 6= 0. Òîãäà

ε
(2)
k =

ω1 + ω2 + ω3 ± α
6πk

+
κ(2)
k

k
, ε

(3)
k =

ω1 + ω2 + ω3 ± α
6πk

+
κ(3)
k

k
.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðóøå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ε(2)
k è ε(3)

k ñëàãàåìîå α
áåð¼òñÿ ñ ðàçíûìè çíàêàìè.

Ñëó÷àé D = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî c èñïîëüçîâàíèåì ïðè¼ìà

ïåðåíîðìèðîâêè: âû÷òåì èç qj ÷èñëî
b

π
, b = ω1 = ω2 = ω3, âçàìåí ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñäâèíóòñÿ íà
b

π
. Ïóñòü λ(2)

k −
b

π
= (ρ̃k)

2, òîãäà èç

óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (4), áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ρ̃k = k+
ν̃k
k
, {ν̃k} ∈ l2.

C ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà ýòî äà¼ò, ÷òî ρ(2)
k = k +

b+ η
(2)
k

2πk
,
{
η

(2)
k

}
∈ l2, è

îöåíêè òåîðåìû âåðíû íåçàâèñèìî îò D.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 15-01-04864 è
� 16-01-00015).
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ÓÄÊ 501.1
Ä.À. Áðåäèõèí

Î ÊËÀÑÑÀÕ ÏÎËÓÐÅØÅÒÎ×ÍÎ È ÐÅØÅÒÎ×ÍÎ
ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÂ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ

Ñ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛÌÈ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Àëãåáðîé îòíîøåíèé íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (Φ,Ω), ãäå Φ �
ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè. Îñíîâû àáñòðàêòíî-àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð îòíîøåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À. Òàð-
ñêîãî [1]. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé è êâàçèìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ðàçëè÷íûìè
èõ êëàññàìè [2�5].

Îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëîãè-
÷åñêèìè. Âàæíûì êëàññîì ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ äèîôàí-
òîâûõ îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé [4,5] (â äðóãîé òåð-
ìèíîëîãèè � ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé [6]), åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå
ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèþ êîíúþíêöèè è êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Îò-
íîøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ ⊂ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì
îòíîñèòåëüíî äèîôàíòîâûõ îïåðàöèé, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ àëãåáðà îò-
íîøåíèé (Φ,Ω) ñ äèîôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê óïîðÿäî÷åííàÿ (Φ,Ω,⊂) ýòèì îòíîøåíèåì.

Àëãåáðà îòíîøåíèé ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé îáðàçóåò ãðóïïîèä
áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ìîòèâàöèþ ðàññìîòðåíèÿ ãðóïïîèäîâ áèíàðíûõ
îòíîøåíèé è ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[7�10].
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Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè
îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} (R{Ω,⊂}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáð),
èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü V ar{Ω}
(V ar{Ω,⊂}) � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω} (R{Ω,⊂}).

Ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåé áèíàðíîé äèîôàíòîâîé îïå-
ðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñÿêèõ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ è σ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå U , ïîëîæèì

ρ ∗ σ = {(x, y) ∈ U × U : (∃u, v)(x, u) ∈ ρ ∧ (u, v) ∈ σ}.
Íàðÿäó ñ óêàçàííîé îïåðàöèåé ìû òàêæå ðàññìîòðèì òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è îáúåäèíåíèÿ ∪ îòíîøåíèé.
Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðû îòíîøåíèé âèäà (Φ, ∗,∩) è (Φ, ∗,∩,∪) ìîãóò áûòü
ðàñìîòðåíû ñîîòâåòñòâåííî êàê ïîëóðåøåòî÷íî è ðåøåòî÷íî óïîðÿäî-
÷åííûå ãðóïïîèäû áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ òåî-
ðåìàõ, â êîòîðûõ íàéäåíû áàçèñû òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ
ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè ãðóïïîèäîâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Òåîðåìà 1. Àëãåáðà (A, ·,∧) òèïà (2, 2) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
çèþ V ar{∗,∩} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A,∧) � ïîëóðåøåòêà è
âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

(x2y)y = x2y (1), (xy)2 = xy (2), x2y2 = y2x2 (3),
(x2y)z = (x2z)y (4), (x2y2)z = x2(y2z) (5), x2 ∧ y2 = x2y2 (6),

(x ∧ y)z ∧ xz = (x ∧ y)z (7), x(y ∧ z) ∧ xy = x(y ∧ z) (8).
Òåîðåìà 2. Àëãåáðà (A, ·,∨,∧) òèïà (2, 2, 2) ïðèíàäëåæèò ìíîãî-

îáðàçèþ V ar{∗,∪,∩} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A,∨,∧) � äèñòðè-
áóòèâíàÿ ðåøåòêà, âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1) � (6) è òîæäåñòâà

x(y ∨ z) = xy ∨ xz, (x ∨ y)z = xz ∨ yz.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Tarski A. On the calculus of relations // J. Symbolic Logic. 1941. Vol. 4. P. 73�89.
2. J�onsson B. Varieties of relation algebras // Algebra Univers. 1982. Vol. 54. P. 273�

299.
3. Andreka H., Bredikhin D.A. The equational theory of union-free algebras of

relations // Algebra Univers. 1994. Vol. 33. P. 516�532.
4. Áðåäèõèí Ä.À. Î êâàçèòîæäåñòâàõ àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè îïåðà-

öèÿìè // Ñèá. ìàò. æóðí. 1997. Ò. 38. Ñ. 29�41.
5. Áðåäèõèí Ä.À. Îá àëãåáðàõ îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè // Äîêë.

ÐÀÍ. 1998. Ò. 360. Ñ. 594�595.
6. B�oner F., P�oschel F.R. Clones of operations on binary relations // Contributions

to general algebras. 1991. Vol. 7. P. 50�70.
7. Bredikhin D.A. On Varieties of Groupoids assosiated with involuted restrictive

bisemigroups of binary relations // Semigroup Forum. 1992. Vol. 44. P. 87�92.

10



8. Áðåäèõèí Ä.À. Î ìíîãîîáðàçèÿõ ãðóïïîèäîâ îòíîøåíèé // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà.
Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2013. Ò. 13, � 1, ÷. 1. Ñ. 93�98.

9. Áðåäèõèí Ä.À. Î ìíîãîîáðàçèÿõ ãðóïïîèäîâ îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè îïå-
ðàöèÿìè // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.
2013. Ò. 13, âûï. 4, ÷. 2. Ñ. 28�34.

10. Bredikhin D.A. On Varieties of Groupoids of Relations with Operation of Binary

Cylindri�cation // Algebra Univers. 2015. Vol. 73. P. 73�89.

ÓÄÊ 514.76
À.Â. Áóêóøåâà

ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÛÅ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÛ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ

ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ Ñ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÉ
ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

Íà ðàñïðåäåëåíèè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïîëíûé ëèôò ~vc äîïóñòèìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~v ÿâëÿåòñÿ
èíôèíèòåçèìàëüíûì àâòîìîðôèçìîì ôîðìû Ω.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+ 1,
m ≥ 1, ñ çàäàííîé íà íåì êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ϕ, ~ξ, η, g),
ãäå ϕ � òåíçîð òèïà (1,1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì,
~ξ è η � âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñòðóêòóðíûì
âåêòîðîì è êîíòàêòíîé ôîðìîé. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ϕ2 = −I + η ⊗ ~ξ, η(~ξ) = 1, (1)

g(ϕ~x, ϕ~y) = g(~x, ~y)− η(~x)η(~y), (2)

dη(~x, ~y) = Φ(~x, ~y), (3)

ãäå Φ(~x, ~y) = g(~x, ϕ~y) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñòðóêòóðû, ~x, ~y ∈
∈ Γ(TM), Γ(TM) � ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè M .

Ìíîãîîáðàçèå, íàäåëåííîå êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, íà-
çûâàåòñÿ êîíòàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ãëàäêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå D = ker η íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

Èç ðàâåíñòâ (1)�(3) ñëåäóåò, ÷òî ϕ(~ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0, η(~x) = g(~x, ~ξ),
g(ϕ~x, ~y) = g(~x, ϕ~y).

Âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ∇ [1] íà ìíîãîîáðàçèè ñ êîíòàêòíîé
ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ∇ : Γ(D) × Γ(D) → Γ(D), óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1) ∇f1~x+f2~y = f1∇~x + f2∇~y,

2) ∇~xf~y = f∇~x~y + (~xf)~y,

3) ∇~x(~y + ~z) = ∇~x~y +∇~x~z,
ãäå Γ(D) � ìîäóëü äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (âåêòîðíûõ ïîëåé, â
êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæàùèõ ðàñïðåäåëåíèþ D).

Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ êîýôôèöèåíòû Γcab âíóòðåííåé ñâÿç-
íîñòè ∇ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì ∇~ea~eb = Γcab~ec. Èç ðàâåíñòâà ~ea =

= Aa′
a ~ea′, ãäå A

a′
a = ∂xa

′

∂xa , ñëåäóåò ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ñâÿçíîñòè: Γcab = Aa′

a A
b′

b A
c
c′Γ

c′

a′b′ + Ac
c′~eaA

c′

b .
Ïóñòü P : TM → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì

TM = D ⊕D⊥. Òåíçîðíîå ïîëå R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z −
−P [Q[~x, ~y], ~z], ãäå Q = 1 − P , íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà
[1]. Áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåD ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû,
åñëè òåíçîð Ñõîóòåíà îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Íà ðàñïðåäåëåíèè D êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M

ôîðìû [1,2] (dxa,Θn = dxn + Γnadx
a,Θn+a = dxn+a + Γabcx

n+cdxb) îïðå-
äåëÿþò ïîëå êîáàçèñîâ, ñîïðÿæåííîå ê ïîëþ áàçèñîâ (~εa = ∂a − Γna∂n −
−Γbacx

n+c∂n+b, ~u = ∂n, ∂n+a). Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå TD = H̃D ⊕ V D,
ãäå H̃D = HD ⊕ Span(~u), HD = Span(~εa).

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñòðóêòóð-
íûå óðàâíåíèÿ:

[~εa, ~εb] = 2ωba∂n + xn+dRc
bad∂n+c, (4)

[~εa, ∂n] = xn+d∂nΓ
c
ad∂n+c, (5)

[~εa, ∂n+b] = Γcab∂n+c. (6)

Îïðåäåëèì íà ðàñïðåäåëåíèè äîïóñòèìóþ ñòðóêòóðó Ω, ïîëàãàÿ Ω =
= gabΘ

n+a∧dxb. Ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(ñì. [2]) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (D̃, J, ~u = ∂n, λ = η ◦ π∗, G,D), ãäå
G(~xh, ~yh) = G(~xv, ~yv) = g(~x, ~y), G(~xh, ~yv) = G(~xv, ~yh) = G(~xh, ~u) =
= G(~xv, ~u) = 0, ~x, ~y ∈ Γ(D).

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå D êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû, òî Ω � ñèìïëåêòè-
÷åñêàÿ ôîðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

3dΩ(~εA, ~εB, ~εC) = ~εAΩ(~εB, ~εC) + ~εBΩ(~εC , ~εA) + ~εCΩ(~εA, ~εB)−

−Ω([~εA, ~εB], ~εC)− Ω([~εB, ~εC ], ~εA)− Ω([~εC , ~εA], ~εB),
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ãäå (~εA) = (~εa, ∂n+b, ∂n). Ðàñïèñûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
èíäåêñîâ, ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè 3dΩ(~εa, ~εb, ~εc) = −Ω(Re

ba∂n+e, ~εc)−
−Ω(Rn+e

cb ∂n+e, ~εa) − Ω(Re
ac∂n+e, ~εb) = 1

2(Re
bagec + Rn+e

cb gea + Re
acgeb), ãäå

Rn+a
bc = Ra

bcdx
n+d. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ Ê-êîíòàêòíîé, åñëè L~ξg = 0.

Òåîðåìà 2. Åñëè êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà (M,ϕ, ~ξ, η, g,D) ÿâëÿåòñÿ
Ê-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, òî ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòà ìåòðèêè G
ñîâìåñòèìà ñî ñòðóêòóðîé Ω.

Áóäåì èñêàòü èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðû Ω, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ëèôòàìè âåêòîðíûõ ïîëåé íà áàçå. Ïóñòü ~v � äî-
ïóñòèìîå âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ïîëþ ~v åãî ïîëíûé ëèôò ~vc = va~εa + xn+b~εbv

a∂n+a.
Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëíûé ëèôò ~vc âåêòîðíîãî ïîëÿ ~v áûë

èíôèíèòåçèìàëüíûì àâòîìîðôèçìîì ôîðìû Ω, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå ~v áûëî èíôèíèòåçèìàëüíûì äâèæåíèåì
ìåòðèêè g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì óðàâíåíèÿ L~vcΩ = 0, èñïîëüçóÿ àäàï-
òèðîâàííûå êîîðäèíàòû è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (4)�(6). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå L~vg = 0, ÷òî è
äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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ìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîãîçíà÷íîãî äèíàìè÷åñêî-
ãî ðÿäà àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì, ñîçäàíèå ýôôåêòèâíîãî ñ òî÷êè çðå-
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ìå âðåìåíè àëãîðèòìà.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïóñòü íà ñåòêå T = {t0 < ... < tN}
çàäàíû ãðàíèöû äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî ðÿäà, ê ïðèìåðó,
öåíà îòêðûòèÿ è öåíà çàêðûòèÿ òîðãîâ, ïðè÷¼ì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íè-
ìè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè: y2,k , y1,k, k = 0, N (ñëó÷àé y2,k > y1,k

ðàññìîòðåí â [1]). Ïóñòü n > 0 � öåëîå ÷èñëî, pn(A, t) = a0+a1t+...+ant
n,

A = (a0, a1, ..., an) ∈ Rn+1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ρ(A) = max
k∈0,N

max {y2,k − pn(A, tk); pn(A, tk)− y1,k} → min
A∈Rn+1

. (1)

Áàçèñîì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî σ =
{
tj0 < ... < tjn+1

}
⊂ T. Àìïëèòóä-

íûìè íàçîâ¼ì ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè:

ϕ1−i(σ, k) =

{
iy2,jk + (1− i)y1,jk, k − ÷¼òíî,

iy1,jk + (1− i)y2,jk, k − íå÷¼òíî,
k = 0, n+ 1, i = 0, 1.

Ïðèìåíÿÿ äëÿ àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé ÷åáûøåâñêóþ èíòåðïîëÿöèþ
[2, ñ. 14], ïîëó÷àåì ÷èñëà h0(σ) è h1(σ) è âåêòîðû A0(σ), A1(σ) ∈ Rn+1,
îïðåäåëÿåìûå èç ñîîòíîøåíèé (i = 0, 1):

hi(σ) =

{
y2,jk − pn(A0(σ), tjk), åñëè(k + i)− ÷¼òíî,

−y1,jk + pn(A
1(σ), tjk), åñëè(k + i)− íå÷¼òíî,

k = 0, n+ 1.

Ïîëîæèì
m = 0.5 max

k=0,N
(y2,k − y1,k).

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåøåíèÿ).
Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð A∗ ∈ Rn+1 ÿâëÿëñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
(à) ρ(A∗) = m; (á) äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà σ ⊂ T äëÿ i = 0 èëè i = 0
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ρ(A∗) = hi(σ) ïðè A∗ = Ai(σ).

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ). Äëÿ òîãî
÷òîáû çàäà÷à (1) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (á) òåîðåìû 1 èëè óñëîâèå (à) ñ
òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ âî ìíîæåñòâå

M = {tk ∈ T : y2,k − y1,k = 2m}

íå ìåíåå ÷åì (n+1) ýëåìåíòîâ.
Îáîçíà÷èì

µ = 0.5 min
k=0,N

(y2,k − y1,k).
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Ïðåîáðàçóåì öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (1), âû÷èòàÿ âåëè÷èíó µ:

ρ(A)− µ = max
k∈0,N

max {(y2,k − µ)− pn(A, tk);

pn(A, tk)− (y1,k + µ)→ min
A∈Rn+1

.

Îáîçíà÷èì ỹ2,k = y2,k − µ, ỹ1,k = y1,k + µ. Èìååì ỹ2,k > ỹ1,k, k = 0, N .
Òîãäà óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 2 íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
óòâåðæäåíèé èç [1] ê äèàïàçîíàì [ỹ2,k; ỹ1,k]. Ïðè íååäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí ìåòîä îòûñêàíèÿ êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà
ðåøåíèé [3]. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (á) òåîðå-
ìû 1, òîãäà èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) è çàäà÷è
Ï. Ë. ×åáûø¼âà äëÿ îïðåäåë¼ííîãî áàçèñà è àìïëèòóäíîé ôóíêöèè.

2. Àëãîðèòì. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîé ñìåíå áàçèñà è îñóùåñòâëåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷ Ï. Ë. ×åáûø¼âà
äëÿ àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî ðåøå-
íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (á) òåîðåìû 1. Â ñèòóàöèè íåâîçìîæíî-
ñòè ïåðåõîäà ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ (á)
òåîðåìû 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåëàåòñÿ âûâîä î íååäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ è ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê êðàéíåé òî÷êè (ñì. [3]). Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ïîëèíîìà. Èìååì A = (a0, a1).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çà-
äà÷è ×åáûø¼âà äëÿ íåêîòîðîé àìïëèòóäíîé ôóíêöèè.

Áåð¼ì ïðîèçâîëüíî áàçèñ σ = {tj0 < tj1 < tj2} ⊂ T è ïîëó÷àåì êîýô-
ôèöèåíòû ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà (ñì. [2, c. 14]): y2,j0, y1,j1, y2,j2 ∼ a0

0, a
0
1,

y1,j0, y2,j1, y1,j2 ∼ a1
0, a

1
1. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ:

a0
1 =

y2,j2 − y2,j0

tj2 − tj0
, a0

0 =
1

2
(y2,j0 + y1,j1 − a0

1(tj0 + tj1)), h0 = y2,j0 − a0
0 − a0

1 tj0,

a1
1 =

y1,j2 − y1,j0

tj2 − tj0
, a1

0 =
1

2
(y1,j0 + y2,j1 − a1

1(tj0 + tj1)), h1 = a1
0 + a1

1 tj0 − y1,j0.

Ïóñòü max{h0, h1} = hβ, ãäå β = 0 èëè β = 1. Åñëè äëÿ âñåõ k = 0, ..., N

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà aβ0 + aβ1 tk − y1,k 6 hβ, y2,k − aβ0 − a
β
1 tk 6 hβ,

òî àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äëÿ
íîâîãî áàçèñà. Íà âûõîäå ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (aβ0 , a

β
1 ).

3. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû
1) Ïðîâåä¼ì ñîïîñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ ðåøåíèåì ïðèìåíå-

íèÿ çàäà÷è ×åáûø¼âà è ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) äëÿ ðÿäà
èç ñåðåäèí äèàïàçîíîâ. Ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà âûñîêîå êà÷åñòâî àï-
ïðîêñèìàöèè ïî ìîäåëè (1), (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Àíàëèç êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, n=2

2) Ïðèâåä¼ì àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷¼òîì ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé,
êîãäà y2,k < y1,k (÷¼ðíàÿ ñâå÷à â òðåòüåì ïåðèîäå òîðãîâ), (ðèñ. 2). Ïî-
ëó÷åíà êîððåêöèÿ òåíäåíöèè â ñòîðîíó ñíèæåíèÿ, ÷òî âïîëíå ëîãè÷íî.

Ðèñ. 2. Àíàëèç ñèòóàöèè ñêðó÷èâàíèÿ, n=1
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Ñ.Â. Ãàëàåâ

Î ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÕ
Ê-ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé
ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè Ê-êîíòàêòíûå ìåòðè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû ñâÿçàíû ãåîäåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âíóòðåííèå ñâÿçíîñòè íàõîäÿòñÿ â ïðîåêòèâíîì ñîîòâåò-
ñòâèè.

1. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, íàäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûìè
ñòðóêòóðàìè, âíåñåí Â. Ô. Êèðè÷åíêî è åãî ó÷åíèêàìè (ñì., íàïðèìåð, [1,
2]). Â ðàáîòå [1] ââåäåíî ïîíÿòèå êîíòàêòíî-ãåîäåçè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû êàê ãåîäåçè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî ïî÷òè êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó. À èìåííî ïî÷òè
êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åí-
íîé êîíòàêòíî-ãåîäåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåò-
ðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (M, ~ξ, η, ϕ, g,D), åñëè ïñåâäîðèìàíîâà ñòðóêòóðà
(M, g̃) íàõîäèòñÿ â ïðîåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ñòðóê-
òóðîé (M, g). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êîíòàêòíî-ãåîäåçè÷åñêîìó ïðåîáðàçî-
âàíèþ ñîïîñòîâëÿåòñÿ áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå, íàçâàííîå íàìè ãåî-
äåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîãî èçìåíåíèÿ ñâÿçíîñòè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ââåäåíî Â. Â. Âàãíåðîì â [3]. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû Â. Â. Âàãíåð
èñïîëüçîâàë ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåèíòåãðèðóåìîé
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ëèíåéíîé ñâÿçüþ [4]. Ââåäåííîå â ðàáîòå ïîíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òåñíî ñâÿçàíî
ñ ïîíÿòèåì ãåîäåçè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè ïî÷òè
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíè-
åì âíóòðåííèõ ñâÿçíîñòåé è èõ ïðîäîëæåíèé, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ
[5�7].

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+ 1,
m ≥ 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàííûå íà ìíîãîîáðàçèèM ïî÷òè êîíòàêò-
íûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû (M, ~ξ, η, ϕ, g,D), (M, ~ξ, η, ϕ̃, g̃, D) íàõîäÿòñÿ
â ïðîåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè (ñâÿçàíû ãåîäåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì),
åñëè îíè èìåþò îáùèå ãåîäåçè÷åñêèå. Ïóñòü Γ̃αβγ, Γαβγ (α, β, γ =
= 1, ..., n; a, b, c = n − 1) � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà ìåò-
ðè÷åñêèõ òåíçîðîâ g̃ è g, çàäàííûå â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(ñì. [1]). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïðî-
åêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñâÿçíîñòåé, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

Γ̃αβγ = Γαβγ + δαβpγ + δαγ pβ, (1)

ãäå pc � íåêîòîðûé êîâåêòîð.
Âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ∇ (ñì. [5]) íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî÷òè

êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

∇ : Γ(D)× Γ(D)→ Γ(D),

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ∇f1~x+f2~y = f1∇~x + f2∇~y,

2) ∇~xf~y = (~xf)~y + f∇~x~y,
3) ∇~x(~y + ~z) = ∇~x~y +∇~x~z,

ãäå Γ(D) � ìîäóëü äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (âåêòîðíûõ ïîëåé, â
êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæàùèõ ðàñïðåäåëåíèþ D). Ñî âñÿêîé ïî÷òè êîí-
òàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé àññîöèèðóåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä [3;5]: Γabc = 1

2g
ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc). Ïðè ýòîì äîïóñòèìûå

ãåîäåçè÷åñêèå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

d2xa

dt2
+ Γabc

dxb

dt

dxc

dt
= 0,

dxn

dt
= −Γna

dxa

dt
.

Èçâåñòíî (ñì. [3]), ÷òî ïî÷òè êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû (M, ~ξ, η, ϕ, g,D),
(M, ~ξ, η, ϕ̃, g̃, D) èìåþò îáùèå äîïóñòèìûå ãåîäåçè÷åñêèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

Γ̃abc = Γabc + δab qc + δac qb, (2)
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ãäå qc � äîïóñòèìûé êîâåêòîð.
2. Ïóñòü∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ êîíòàêòíîé

ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (M, ~ξ, η, ϕ, g,D). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. (ñì. [5]) Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà ïî-
÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â àäàïòèðîâàííûõ êî-
îðäèíàòàõ èìåþò âèä: Γabc = 1

2g
ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc), Γnab = ωba − Cab,

Γban = Γbna = Cb
a − ϕba, Γnnα = Γαnn = 0.

Äëÿ Ê-êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé [5] âûðàæåíèÿ äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä: Γabc =
= 1

2g
ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc), Γnab = ωba, Γban = Γbna = −ϕba, Γnnα = Γαnn = 0.
Òåîðåìà 2. Åñëè K-êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû

(M, ~ξ, η, ϕ, g,D), (M, ~ξ, η, ϕ̃, g̃, D) íàõîäÿòñÿ â ïðîåêòèâíîì ñîîò-
âåòñòâèè, òî îíè èìåþò îáùèå äîïóñòèìûå ãåîäåçè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (1) α = a, β = b, γ = n,
ïîëó÷èì ϕ̃ab = −ϕab + δabpn. Ñâîðà÷èâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî èíäåêñàì
a, b, ïîëó÷àåì 0 = 2mpn, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî pn = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, p � äîïóñòèìûé êîâåêòîð è, òåì ñàìûì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2).
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ÓÄÊ 514.76
Ñ.Â. Ãàëàåâ, Þ.Â. Øåâöîâà

Î ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÊÎÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ ÌÅÒÐÈÊÎÉ ÑÀÑÀÊÈ

Íà êîðàñïðåäåëåíèè D∗ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M, ~ξ, η, ϕ, g,D) îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà, íàçûâàåìàÿ ïðîäîëæåííîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïîëó÷åííîé ñòðóêòóðû.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+ 1
ñ çàäàííîé íà íåì êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (M, ~ξ, η, ϕ, g,D)
[1�3]. Â ðàáîòå [1] ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåé è N-ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòåé
íà ðàñïðåäåëåíèè D áûëà îïðåäåëåíà ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà, íàçâàííàÿ â ðàáîòå ïðîäîëæåííîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîíÿòèå ïðîäîëæåííîé ïî÷òè
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
êîðàñïðåäåëåíèþD∗. ÊîðàñïðåäåëåíèåD∗ îáðàçîâàíî âñåìè äîïóñòèìû-
ìè 1-ôîðìàìè: λ ∈ D∗ ↔ λ(~ξ). Ââåäåì íà êîðàñïðåäåëåíèèD∗ ñòðóêòóðó
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé àäàïòèðîâàííîé
êàðòå K(xα) (ñì. [1, 2]) (α, β, γ = 1, ..., n; a, b, c = 1, ..., n− 1) ìíîãîîáðà-
çèÿ M ñâåðõêàðòó K̃(xα, pa) íà ìíîãîîáðàçèè D∗, ãäå pa � êîîðäèíàòû
äîïóñòèìîãî êîâåêòîðà â êîáàçèñå (dxa, η = dxn + Γnadx

a), ñîïðÿæåííîì
áàçèñó (~ea = ∂a − Γna∂n, ∂n). Ïîñòðîåííóþ ñâåðõêàðòó òàêæå áóäåì íà-
çûâàòü àäàïòèðîâàííîé. Ïóñòü, äàëåå, Γcab � êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè ∇ (ñì. [1]).

Ïîñòàâèì êàæäîìó äîïóñòèìîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ~x ∈ Γ(D), ~x =
= xa~ea è êàæäîìó äîïóñòèìîìó êîâåêòîðíîìó ïîëþ λ ∈ Γ(D∗), λ =
= λadx

a, âåêòîðíûå ïîëÿ ~xh = xa~εa, λv = λa∂
a ñîîòâåòñòâåííî,

ãäå ~εa = ∂a − Γna∂n + pbΓ
b
ac∂

c, ∂a = ∂
∂pa

. Íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D∗

âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (D∗, π,M), ãäå π : D∗ → M � åñòåñòâåííàÿ ïðî-
åêöèÿ, òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D̃ = H ⊕ V ,
ãäå H = Span(εa), V = Span(∂a). Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå D∗

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð G, ïîëàãàÿ G(εa, εb) = G(∂a, ∂b)gab, G(∂n∂n) = 1,
G(εa, ∂

b) = G(εa, ∂n) = G(∂a, ∂n) = 0 è äîïóñòèìóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó J , òàêèì îáðàçîì, ÷òî J(εa) = ∂a, J(∂a) = −εa, J(∂n) = ~0.
Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäó-
þùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (D∗, ~u = ∂n, µ = η ◦ π∗, J, G, D̃) ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.
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Íàçîâåì ïîëó÷åííóþ ñòðóêòóðó ïðîäîëæåííîé (äî ðàñïðåäåëåíèÿ
D∗) ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ:

[εa, εb] = 2ωba~u+ pcR
c
bae∂

e,

[εa, ∂
b] = −Γbac∂

c,

[εa, ∂n] = −pb∂nΓbac∂c.

Çäåñü Rd
abc = ~e[aΓ

d
b]c + 2Γda|e|Γ

e
b]c � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ñõîóòåíà (ñì. [1]):

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z].

Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïî÷òè íîð-
ìàëüíîé (ñì. [1]), åñëèNϕ+2(dη◦ϕ)⊗~ξ, ãäåNϕ(~x, ~y) = [ϕ~x, ϕ~y]+ϕ2[~x, ~y]−
− ϕ[ϕ~x, ~y]− ϕ[~x, ϕ~y] � òåíçîð Íåéåíõåéñà ýíäîìîðôèçìà ϕ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Íåéåíõåéñà ýíäîìîðôèçìà J :

NJ(εa, εb) = pcR
c
bae∂

e,

NJ(∂a, ∂b) = 2ωba~u+ pcR
c
bae∂

e.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (D∗, ~u =
= ∂n, µ = η ◦ π∗, J, G, D̃) ïî÷òè íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàñïðåäåëåíèå D ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãàëàåâ Ñ.Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå N-ïðî-
äîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ // Ìàò. çàìåòêè ÑÂÔÓ. 2015. Âûï. 1. Ñ. 25�34.

2. Áóêóøåâà À.Â., Ãàëàåâ Ñ.Â. Ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì è ãåîäåçè÷åñêèå
ïóëüâåðèçàöèè // Èçâ. âóçîâ. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. 2013. � 4. Ñ. 1�9.

3. Áóêóøåâà À.Â. Î ãåîìåòðèè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ϕ-ñâÿç-

íîñòüþ // Íàó÷. âåäîìîñòè Áåëãîðîä. ãîñ. óí-òà. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015.

� 17(214), âûï. 40. Ñ. 20�24.

21



ÓÄÊ 517.51
Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÛÕ È ÄÐÎÁÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÑÀÑÀ�ÌÈÐÀÊÜßÍÀ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p-õ ïðîèçâîäíûõ îïåðàòîðîâ
Ñàñà�Ìèðàêüÿíà ê p-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè äëÿ p ∈ N è p ∈ [0; 1] è
íàõîäèòñÿ ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè.

Â òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ õîðîøî èçâåñòíû îïåðàòîðû Ñàñà�
Ìèðàêüÿíà [1, 2]:

Mn(f ;x) =
∞∑
k=0

f

(
k

n

)
(nx)k

k!
e−nx (x ≥ 0). (1)

Èç òåîðåì Ï. Ï. Êîðîâêèíà [3] ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïå-
ðàòîðîâ Mn(f ;x) ñõîäèòñÿ ê f(x) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ,
ïðè÷åì ∣∣∣Mn(f ;x)− f(x)

∣∣∣ ≤ (1 + x) ω

(
f ;

1√
n

)
, (2)

ãäå ω(f ;h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .
Îáîçíà÷èì

M (p)
n (f ;x) =

dp

dxp
Mn(f ;x) =

∞∑
k=0

f

(
k

n

)
nk

k!

(
xke−nx

)(p)
(p ∈ N, x ≥ 0). (3)

Â ðàáîòå [4] ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
M

(p)
n (f ;x) ê f (p) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè,

èìåþùèå p-þ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà-
÷èì Cp. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè
îïåðàòîðîâ (3) íå â òîé ôîðìóëèðîâêå, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â óêàçàííîé
ñòàòüå, à â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Cp, p ∈ N, ïðè x ≥ 0 M
(p)
n (f ;x)→

→ f (p)(x), ïðè÷åì∣∣∣M (p)
n (f ;x)− f (p)(x)

∣∣∣ ≤ (1 + x+
p2

n

)
ω

(
f (p);

1√
n

)
, (4)

ãäå ω(f ;h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .
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Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïî èíäóêöèè äîêà-
çûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

M (p)
n (f ;x) = np

∞∑
k=0

[
p∑
i=0

pif

(
k + i

n

)
(−1)p−i

]
(nx)k

k!
e−nx.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà k-õ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé (ñì., íàïðèìåð,
[4]) è ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Mn(f ;x), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì

DαMn(f ;x) =
dp

dxp
Mn(f ;x) =

∞∑
k=0

f

(
k

n

)
nk

k!
Dα
(
xke−nx

)
(5)

(α ∈ (0; 1), x ≥ 0),

ãäå Dα(y) = (Dαy)x = (Dα
0+y)x � ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ (ñì., íàïðèìåð, [5]).
Òåîðåìà 2. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C1 èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

DαMn(f ;x) =
f(0)

xαΓ(1− α)
+

+
∞∑
k=0

[
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)]
(nx)k+1Φ(k + 1, k + 2− α,−nx)

Γ(k + 2− α)xα
, (6)

DαMn(f ;x) =
f(0)

xαΓ(1− α)
+

+
∞∑
k=0

[
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)]
ϕ(k)(z)

k!

(−z)k

xαΓ(2− α)
, (7)

ãäå Γ(z) � ãàììà ôóíêöèÿ, Φ(α, γ, z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [6] 3.383), ϕ(z) = Φ(1, 2−α, z), z = −nx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èìååò ìå-
ñòî ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [5]):

(Dαy)x =
1

Γ(1− α)

[
y(0)

xα
+

∫ x

0

y′(t)

(x− t)α
dt

]
, (8)

îòêóäà èìååì
DαMn(f ;x) =

=
f(0)

xαΓ(1− α)
+
∞∑
k=0

[
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)]
nk+1

k! Γ(1− α)

∫ x

0

tke−nx

(x− t)α
dt.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ÷åðåç ôóíêöèþ Φ (ñì. [6, 9.213]),
ïîëó÷èì (6).

Òàê êàê (ñì. [6, 9.213])

dΦ(α, γ, z)

dz
=
α

γ
Φ(α + 1, γ + 1, z)⇒

⇒ dkΦ(α, γ, z)

dkz
=
α(α + 1)...(α + k − 1)

γ(γ + 1)...(γ + k − 1)
Φ(α + k, γ + k, z)

è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (6) ïîëó÷èì (7).
Ñëåäñòâèÿ. Òàê êàê (Dαtk)x = Γ(k+1)

Γ(k+1−α) x
k−α, òî èç (6),(7) ⇒

⇒ DαMn(1;x) =
1

xαΓ(1− α)
= (Dα1)x, (9)

DαMn(t;x) =
x1−α

Γ(2− α)
= (Dαt)x, (10)

DαMn(t
2;x) =

2x2−α

Γ(3− α)
+

1

n

x1−α

Γ(2− α)
→ (Dα1)x. (11)

Ðàâåíñòâà (9�11) àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì òåîðåìû Êîðîâêèíà, íî, êàê âèä-
íî èç òåîðåìû 2,DαMn(f ;x) íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè,
ïîýòîìó òåîðåìà Êîðîâêèíà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ (5).

Òåîðåìà 3. Äëÿ f ∈ C1, 0 < α < 1, DαMn(f ;x) → (Dαf)x,
ïðè÷åì∣∣∣DαMn(f ;x)− (Dαf)x

∣∣∣ ≤ ω

(
f ′;

1√
n

)[(
1 +

1

n

) x1−α

Γ(2− α)
+

x2−α

Γ(3− α)

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) è òåîðåìû 1 íàõîäèì:∣∣∣DαMn(f ;x)− (Dαf)x
∣∣∣ ≤ 1

Γ(1− α)

∫ x

0

|M ′
n(f ; t)− f ′(t)|

(x− t)α
dt ≤

≤
ω
(
f ′; 1√

n

)
Γ(1− α)

∫ x

0

(1 + t+ 1/n)

(x− t)α
dt.

Îòêóäà, âû÷èñëèâ èíòåãðàë, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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ÓÄÊ 517.984
Ì.Þ. Èãíàòüåâ

Î ÇÀÄÀ×Å ÐÀÑÑÅßÍÈß ÄËß ÏÓ×ÊÎÂ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÍÀ ÏÐÎÑÒÅÉØÅÌ ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÃÐÀÔÅ Ñ ÖÈÊËÎÌ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, çà-
äàííûé íà ïðîñòåéøåì íåêîìïàêòíîì ãðàôå ñ öèêëîì. Ïîëó÷åíà òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ïó÷êà íà ëó÷å ïî çàäàííûì äàííûì ðàññåÿíèÿ.

Ïóñòü G � ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ñ âåðøèíîé v1 è ðåáðàìè r0, r1, ãäå
r0 � ëó÷ ñ íà÷àëîì â v1, r1 � öèêë [v1, v1] äëèíû T . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðåáðî r0 ïàðàìåòðèçîâàíî ïàðàìåòðîì x0 ∈ [0,∞), à r1 � ïàðàìåòðîì
x1 ∈ [0, T ]. Ôóíêöèþ y íà ãðàôå G áóäåì òðàêòîâàòü êàê ïàðó ôóíêöèé
(y0(x0), y1(x1)) [1�3].

Íà êàæäîì èç rj, j = 0, 1, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′j + (ρ2 + iρpj(xj) + qj(xj))yj = 0, (1)

ãäå qj, pj ∈ L(rj), (1 + x0) q0(x0), (1 + x0) p0(x0) ∈ L(0,∞).
Â âåðøèíå v1 ââåäåì ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ñêëåéêè:

y0(0) = y1(0) = y1(T ), y′1(T ) = y′0(0) + y′1(0). (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cj(xj, ρ), Sj(xj, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè òèïà êîñèíóñà è ñèíóñà ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç e0(x0, ρ)
� ðåøåíèå Éîñòà íà ðåáðå r0, íîðìèðîâàííîå àñèìïòîòèêîé:

e0(x0, ρ) = exp(±(iρx0 −Q0(x0))(1 + o(1)), ρ ∈ Ω±, x0 →∞,
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ãäå

Qj(xj) =
1

2

xj∫
0

pj(t)dt.

Îïðåäåëèì ðåøåíèå òèïà Âåéëÿ ψ(x, ρ) = (ψ0(x0, ρ), ψ1(x1, ρ)) êàê
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè j = 0, 1 ñîîòâåòñòâåííî, ρ ∈ Ω± := {±Imρ >
> 0}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñêëåéêè (2), íîðìèðîâàííîå àñèìïòî-
òèêîé:

ψ0(x0, ρ) = exp(∓(iρx0 −Q0(x0))(1 + o(1)), ρ ∈ Ω±, x0 →∞.

Òåîðåìà 1. ψ0(x0, ρ) ãîëîìîðôíà â Ω+∪Ω−\(Z ∪ {0}), ãäå Z � íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì íóëåé ôóíê-
öèè

∆(ρ) = (∆1(ρ)e0(0, ρ) + S1(T, ρ)e′0(0, ρ))e0(0, ρ),

ãäå ∆1(ρ) := 2− C1(T, ρ)− S ′1(T, ρ).

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ ∆(ρ) ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ ρ èìååò ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ

∆±(ρ) := lim
ε→+0

∆(ρ± iε).

Óñëîâèå G0. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ ρ ∆±(ρ) 6= 0.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ G äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ρ 6= 0 ñóùåñòâóþò

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ψ±0 (x0, ρ) := lim
ε→+0

ψ0(x0, ρ± iε).
Ïðè ρ ∈ R, ρ 6= 0, ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

ψ±0 (x0, ρ) = e∓0 (x0, ρ) + s±(ρ)e±(x0, ρ).

Êîýôôèöèåíòû s±(ρ), ρ ∈ R \ {0}, áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè
îòðàæåíèÿ.

Óñëîâèå G1. Âñå íóëè ∆(ρ) ïðîñòûå.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé G0, G1 äëÿ ëþáîãî ρ0 ∈ Z ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Resρ=ρ0ψ0(x0, ρ) = α(ρ0)e0(x0, ρ0),

ãäå α(ρ0) � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Êîíñòàíòû α(ρ0), ρ0 ∈ Z, ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè âåñîâûõ ÷èñåë â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ.

Íàáîð J = {s±(ρ), ρ ∈ R \ {0};Z;α(ρ0), ρ0 ∈ Z} íàçîâ¼ì äàííûìè
ðàññåÿíèÿ.
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Íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè pj(·), qj(·), j = 0, 1, ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèÿ òîãî æå âèäà ñ êîýôôèöèåíòàìè p̃j(·), q̃j(·), j = 0, 1,
ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ñêëåéêè (2). Ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå ðàññåÿíèÿ
îáîçíà÷èì J̃ .

Òåîðåìà 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé G0, G1 èç J̃ = J ñëåäóåò
p̃0(x0) = p0(x0), q̃0(x0) = q0(x0) äëÿ ï.â. x0 ∈ (0,∞). Òàêèì îáðàçîì,
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé G0, G1 äàííûå ðàññåÿíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þò êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) íà ëó÷å.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 16-01-00015, � 15-01-
04864).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Þðêî Â. À. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ïó÷êîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ //
Ìàò. ñá. 2000. T. 191, � 10. C. 137�160.
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äóìêà, 1977.

ÓÄÊ 517.95, 517.984

Â.Â. Êîðíåâ, À.Ï. Õðîìîâ

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) +f(x, t), (x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0, T ] (1)

ïðè óñëîâèÿõ
u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0. (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x), ϕ(x), f(x, t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ L2[0, 1]. Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Åñëè f(x, t) ∈ L2(Q), òî ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1) � (3) ïî ìåòîäó Ôóðüå ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó â Q ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ýòîò ðåçóëüòàò è íà ñëó÷àé
ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f(x, t):

Òåîðåìà 2. Åñëè f(x, t) ∈ L(Q) è q(x) = ϕ(x) = 0, òî ðÿä ôîðìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) � (3) ïî ìåòîäó Ôóðüå

u(x, t) = 2
∞∑
n=1

1

nπ

t∫
0

αn(τ) sinnπx sinnπ(t− τ) dτ (4)

ñõîäèòñÿ ïðè (x, t) ∈ Q, è äëÿ åãî ñóììû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

Φ(η, τ) dη, (5)

ãäå αn(τ) =
1∫

0

f(ξ, τ) sinnπξ dξ, Φ(η, τ) � 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî η íà âñåé

îñè, íå÷åòíàÿ íà [−1, 1] è Φ(η, τ) = f(η, τ) ïðè η ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ðÿä (4):

u(x, t) =
∞∑
n=1

t∫
0

αn(τ)

(
2

nπ
sinnπx sinnπ(t− τ)

)
dτ =

=
∞∑
n=1

t∫
0

αn(τ)

 x+t−τ∫
x−t+τ

sinnπη dη

 dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) = lim
N→∞

t∫
0

ψN(τ) dτ, (6)

ãäå ψN(τ) =
x+t−τ∫
x−t+τ

(
N∑
n=1

αn(τ) sinnπη

)
dη.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

αn(τ) sinnπη (7)

åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè 1
2Φ(η, τ) ïî ñèñòåìå {cosnπη, sinnπη}∞n=0 íà

îòðåçêå [−1, 1]. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü
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ïî÷ëåííî [2, ñ. 123] ïî ëþáîìó èíòåðâàëó [a, b], ò.å.

b∫
a

1

2
Φ(η, τ) dη =

∞∑
n=1

αn(τ)

b∫
a

sinnπη dη.

Ïîýòîìó ïî÷òè ïðè âñåõ τ ∈ [0, t] ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
N→∞

ψN(τ) =

x+t−τ∫
x−t+τ

1

2
Φ(η, τ) dη. (8)

Óáåäèìñÿ, ÷òî â (6) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Äëÿ
ýòîãî, ïîëàãàÿ a = x− t+ τ è b = x+ t− τ , ïðåîáðàçóåì ψN(τ):

ψN(τ) =
N∑
n=1

αn(τ)

b∫
a

sinnπη dη =

=
N∑
n=1

αn(τ)

(
− 1

nπ

)
(cosnπb− cosnπa) . (9)

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá èíòåãðèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôó-

ðüå [2, ñ. 122] ðÿä
∞∑
n=1

(
−αn(τ)

nπ

)
cosnπη ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåé îñè

ê ôóíêöèè

Φ1(η, τ) = Φ0(η, τ)− 1

2

1∫
−1

Φ0(ξ, τ) dξ,

ãäå Φ0(η, τ) = 1
2

η∫
0

Φ(ξ, τ) dξ.

Ïî ôîðìóëå Äèðèõëå èìååì

N∑
n=1

(
−αn(τ)

nπ

)
cosnπb =

1

π

π∫
−π

Φ1

( s
π

+ b
)
DN(s) ds, (10)

ãäå DN(s) � ÿäðî Äèðèõëå.
Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ Φ1 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì â âèäå ðàçíîñòè ìî-

íîòîííûõ ôóíêöèé è ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè (10) èçâåñò-
íóþ òåîðåìó î ñðåäíåì, èç ôîðìóë (9), (10) ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåí-
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ñòâà

∣∣∣∣ π∫
−π
DN(s) ds

∣∣∣∣ ≤ 2π ïîëó÷àåì îöåíêó

|ψN(τ)| ≤ C

1∫
0

|f(ξ, τ)| dξ, (11)

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò x è t.
Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (11) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé íà [0, t] ôóíêöè-
åé îò τ . Ïîýòîìó èç (6) ñ ó÷åòîì (8) ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå ïîëó÷àåì ôîðìóëó (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáð-
íàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014 K).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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ÓÄÊ 517.95, 517.984

Î.À. Êîðîëåâà

Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÐÅÄÍÈÕ ÐÈÑÑÀ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ È ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÛÌ

ÔÓÍÊÖÈßÌ ÎÄÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Èññëåäîâàíèå ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå, íà÷àëî êîòîðîãî áûëî ïîëîæåíî
â ðàáîòàõ Â. À. Ñòåêëîâà, Å. Ãîáñîíà, À. Õààðà äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è ß. Ä. Òàìàðêèíà, Ì. Ñòîóíà
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè
Áèðêãîôà. Ì. Ñòîóí ïîêàçàë, ÷òî åñëè êðàåâûå óñëîâèå ðåãóëÿðíû, òî
èìååò ìåñòî ðàâíîñóììèðóåìîñòü íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊆ (0, 1) ñðåäíèõ
Ðèññà ïîðÿäêà ζ (ζ > 0)

− 1

2πi

∫
|λ|=r

(
1− λ4

r4

)ζ
Rλf dλ, (∗)

ãäå Rλ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà.
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À. Ï. Ãóðåâè÷ è À. Ï. Õðîìîâ ïðè èññëåäîâàíèè ñóììèðóåìîñòè
ïî Ðèññó ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì
(ñ.ï.ô.) èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ââîäèëè â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå
ñðåäíèå Ðèññà ñëåäóþùåãî âèäà:

− 1

2πi

∫
|λ|=r

g (λ, r)Rλf dλ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñðåäíèõ Ðèññà âèäà (∗). Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè îáîáùåííûõ ñðåäíèõ Ðèññà ðàçëîæåíèé ïî ñ.ï.ô. èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî òåðïèò ñêà÷êè íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, âïèñàí-
íîãî â åäèíè÷íûé êâàäðàò. ×àñòíûé ñëó÷àé òàêîãî îïåðàòîðà âïåðâûå
ðàññìàòðèâàëñÿ â [1].

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

y = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t) dt. (1)

Îáîçíà÷èì:
A1(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A2(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A3(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A4(x, t) = A(x, t), åñëè {3/2− x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A5(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} è
{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x, 1/2 ≤ x ≤ 1} .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ai(x, t), i = 1, 5 íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå
â ñâîèõ îáëàñòÿõ, ïðè÷åì
A5(x,

1
2 − x+ 0)− A1(x,

1
2 − x− 0) = a,

A5(x,
1
2 + x− 0)− A2(x,

1
2 + x+ 0) = b,

A5(x,−1
2 + x+ 0)− A3(x,−1

2 + x− 0) = c,
A5(x,

3
2 − x− 0)− A4(x,

3
2 − x+ 0) = d,

ãäå a, b, c, d � ïîñòîÿííûå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

z = Bg =

∫ 1
2

0

B(x, t)g(t) dt, 0 ≤ x ≤ 1

2
, (2)
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ãäå z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,
B(x, t) =

=


0 A(x, 1/2− t) A(x, 1/2 + t) 0

A(1/2− x, t) 0 0 A(1/2− x, 1− t)
A(1/2 + x, t) 0 0 A(1/2 + x, 1− t)

0 A(1− x, 1/2− t) A(1− x, 1/2 + t) 0

 .

Èìååò ìåñòî òåîðåìà
Òåîðåìà 1. Åñëè y = Af , òî z = Bg, ãäå z1(x) = y(x), z2(x) =

= y(1/2− x), z3(x) = y(1/2 + x), z4(x) = y(1− x). g1(x) = f(x), g2(x) =
= f(1/2− x), g3(x) = f(1/2 + x), g4(x) = f(1− x).
Îáðàòíî: åñëè z = Bg è g1(x) = g2(1/2 − x), g3(x) = g4(1/2 − x), òî
z1(x) = z2(1/2− x), z3(x) = z4(1/2− x) è y = Af , ãäå f(x) = g1(x) ïðè
x ∈ [0, 1/2]; f(x) = g3(−1/2 + x) ïðè x ∈ [1/2, 1] è y(x) = z1(x) ïðè x ∈
∈ [0, 1/2]; y(x) = z3(−1/2 + x) ïðè x ∈ [1/2, 1].

Â [2] òàêæå äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ îïåðàòîðà B−1. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî B−1 ñóùå-
ñòâóåò.

Òàêæå èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2. Äëÿ îïåðàòîðà B−1 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

B−1z(x) = Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z

(
1

2

)
+

+a3(x)z(x) +

∫ 1
2

0

a(x, t)z(t) dt, (3)

Sz(0) + Tz(
1

2
) +

∫ 1
2

0

a(t)z(t) dt = 0. (4)

ãäå ai(x), i = 1, 3, a
′

3(x), a(x) � íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû a(x,t) èìååò òàêîé æå õàðàêòåð ãëàäêîñòè,
÷òî è êîìïîíåíòû Bx(x, t),

S = E +

1
2∫

0

B(0, t)a1(t) dt, T =

1
2∫

0

B(0, t)a2(t) dt � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû

4× 4.

Ïîëó÷èì èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ =
= (E−λA)−1A îïåðàòîðà A. Ïóñòü z = (E−λB)−1Bg. Òîãäà z−λBz =
= Bg. Îòñþäà ïî òåîðåìå 2 èç (3), (4) ïîëó÷àåì

Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(
1

2
) + a3(x)z(x) + Ñz − λz(x) = g(x), (5)
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Sz(0) + Tz(
1

2
) +

1
2∫

0

a(t)z(t) dt = 0, (6)

ãäå Ñz =

1
2∫

0

a(x, t)z(t) dt. Èìååò ìåñòî òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Åñëè Rλ ñóùåñòâóåò, òî Rλf = v(x), ãäå

v(x) = z1(x) ïðè x ∈ [0,
1

2
], v(x) = z3

(
x− 1

2

)
ïðè x ∈ [

1

2
, 1], (7)

z1, z3 � ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà z(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî
ñèñòåìå (5), (6). Îáðàòíî, åñëè λ òàêîå, ÷òî îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ (5), (6) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ ñóùåñòâóåò è
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (7).

Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèè d 6= a, (d + a)2 − 4bc 6= 0 ìàòðèöà Q = P−1

ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé D = diag(ω1, ω2, ω3, ω4), ïðè÷¼ì ω3 = −ω2, ω4 =
= −ω1, ω1 6= ω2. Ïóñòü ìàòðèöà Γ òàêàÿ, ÷òî Γ−1P−1Γ = D. Âûïîë-
íèì â (5),(6) çàìåíó z = Γz̃, ïîëó÷èì

z̃′(x)+P1(x)z̃(0)+P2(x)z̃

(
1

2

)
+P3(x)z̃(x)+Nz̃(x)−λDz̃(x) = m(x), (8)

M0Γz̃(0) +M1Γz̃(
1

2
) + Γ

∫ 1
2

0

Ω(t)z̃(t) dt = 0, (9)

ãäå Pi(x) = DΓ−1ai(x)Γ, N = DΓ−1ÑΓ, m(x) = DΓ−1g(x), Ω(t) = a(t)Γ,
M0 = SΓ, M1 = TΓ.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà-ôóíêöèÿ H(x, λ) = H0(x) +
+ λ−1H1(x) ñ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè êîìïîíåíòàìè ìàòðèö
H0(x), H1(x), ïðè÷åì H0(x) íåâûðîæäåíà ïðè âñåõ x è äèàãîíàëüíàÿ
òàêàÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z̃ = H(x, λ)υ ïðèâîäèò ñèñòåìó (8), (9) ê
âèäó

v′(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v

(
1

2

)
+

+P3(x, λ)v(x) +Nλv(x)− λDv(x) = m(x, λ),

U(v) = M0λv(0) +M1λv

(
1

2

)
+

∫ 1
2

0

Ω(t, λ)v(t)dt.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

u′(x) = λDu(x) +m(x), (10)
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U0(w) = M0H0(0)u(0) +M1H0(
1

2
)u

(
1

2

)
+

∫ 1
2

0

Ω(t)H0(t)u(t) dt = 0. (11)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîReλω1 ≥ Reλω2 > 0. Äëÿ ðåøåíèÿ u(x, λ) = R0λm
ñèñòåìû (10),(11) èìåþò ìåñòî ôîðìóëà (25) è îöåíêè (28) â [2].

Ïóñòü g(λ, r) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
1)g(λ, r) íåïðåðûâíà ïî λ â êðóãå |λ| ≤ r è àíàëèòè÷íà ïî λ â |λ| < r
ïðè ëþáûõ r > 0;
2)∃ C > 0, òàêàÿ ÷òî |g (λ, r)| ≤ C ïðè âñåõ r > 0 è |λ| ≤ r;
3)g(λ, r)→ 1 ïðè r →∞ è ôèêñèðîâàííîì λ;
4)∃ β > 0, òàêàÿ ÷òî

g(λ, r) =

O
((

π
2 + ϕ

)β)
, −π

2 ≤ ϕ ≤ 0

O
((

π
2 − ϕ

)β)
, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

, ãäå ϕ = argλω2.

Â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ ñðåäíèõ Ðèññà áóäåì áðàòü èíòåãðàëû

Jr(f, x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

g(λ, r)Rλf dλ,

ãäå Rλf = (E − λA)−1Af - ðåçîëüâåíòà Ôðåäãîëüìà.
Òåîðåìà 4 (ôîðìóëà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà). Ïóñòü f(x) � íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1] , f0(x) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ íà [0, 1], ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà. Òîãäà, åñëè
íà îêðóæíîñòè |λ| = r íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A, òî

f(x)− Jr(f, x) = f(x)− f0(x) + (1− g(o, r)) · f0(x)+

+
1

2πi

∫
|λ|=r

g(λ, r)
Rλϕ0

λ
dλ− Jr(f − f0, x),

ãäå f0 = Aϕ0

Òåîðåìà 5. Ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞
‖f(x) + Jr(f, x)‖C[0,1] = 0

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
à) f(x) ∈ C[0, 1],
á) g(x) óäîâëåòâîðÿåò (6), òî åñòü

Sz(0) + Tz(
1

2
) +

1
2∫

0

a(t)z(t) dt = 0.
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Òåîðåìà 6. Ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞
‖f(x) + Jr(f, x)‖C[0,1] = 0

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ ∆A, ãäå ∆A � çàìû-
êàíèå îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.

Ñëåäñòâèå. ∆A ñîñòîèò èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
à) è á) èç òåîðåìû 5.
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ÓÄÊ 519.2

È.À. Êóçíåöîâà

ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ Ñ ÏÎÑÒÅÏÅÍÍÛÌ
ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÛÌ ÓÒÎ×ÍÅÍÈÅÌ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

ÏÅÐÂÎÃÎ ÈÃÐÎÊÀ Î ÂÛÁÎÐÅ ÂÒÎÐÎÃÎ

Èåðàðõè÷åñêèå èãðû � ýòî ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ñ íåðàâíî-
ïðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðûå ïåðâûé èãðîê ìîæåò îðãàíèçîâûâàòü
îáìåí èíôîðìàöåé ìåæäó èãðîêàìè [1�4]. Îïòèìàëüíûå ñïîñîáû îðãà-
íèçàöèè òàêîãî îáìåíà ïðè òî÷íîì çíàíèè ïåðâûì èãðîêîì âûáîðà âòî-
ðîãî è ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà èíôîðìèðîâàííîñòü ðàññìîòðåíû
ñîîòâåòñòâåííî â [5] è [6], òàì æå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé
èãðû, å¼ êâàçèèíôîðìàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ è íàèáîëüøåãî ãàðàíòèðî-
âàííîãî ðåçóëüòàòà. Â äàííîé ðàáîòå îïòèìàëüíûé ñïîñîá îðãàíèçàöèè
îáìåíà èíôîðìàöèåé íàõîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòåïåííîãî ìíîãîøàãîâîãî
óòî÷íåíèÿ èíôîðìàöèè ïåðâîãî èãðîêà â âûáîðå âòîðîãî.

Ïóñòü Γ = (X, Y, F, µ) � èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

A = ({Xα1
}α1∈A1

, ..., {Xα1...αi}(α1,...,αi)∈A1×...×Ai, ..., {Xα1...αn}(α1,...,αn)∈A1×...×An,

{Yβ1}β1∈B1
, ..., {Yβ1...βj}(β1...βj)∈B1×...×Bj , ..., {Yβ1...βn}(β1...βn)∈B1×...×Bn),
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ãäå Xα1...αi ⊂ X, i = 1, ..., n, Yβ1...βj ⊂ Y, j = 1, ..., n, è âåðíû
ðàâåíñòâà X = ∪α1∈A1

Xα1
, Xα1...αi−1 = ∪αi∈AiXα1...αi, i = 2, ..., n,

Y = ∪β1∈B1
Yβ1, Yβ1...βj−1 = ∪βj∈BjYβ1...βj , j = 2, ..., n.

Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåò èãðó ΓA.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëîæèì

ΓA = (Φ1 × ...× Φn+1, B1 ×Ψ1 × ...×Ψn, F , µ),

ãäå

Φ1 = AB1
1 ,Φi = A

A1×...×Ai−1×B1×...×Bi
i , i = 2, ..., n,

Φn+1 = XA1×...×An×Y ,Ψ1 = BA1×B1
2 ,Ψi = B A1×...×Ai×B1×...×Bi

i+1 ,

i = 1, ..., n− 1,Ψn = Y A1×...×An×B1×...×Bn, π(ϕ1, ..., ϕn+1, β1, ψ1, ..., ψn) =

= (ϕn+1(α1, ..., αn, ψn(α1, ..., αn, β1, ..., βn)), ψn(α1, ..., αn, β1, ..., βn)),

ãäå

α1 = ϕ1(β1), βi = ψi−1(α1, ..., αi−1, β1, ..., βi−1), i = 2, ..., n,

αi = ϕi(α1, ..., αi−1, β1, ..., βi), i = 2, ..., n,

F = (ϕ1, ..., ϕn+1, β1, ψ1, ..., ψn) = F (π(ϕ1, ..., ϕn+1, β1, ψ1, ..., ψn)), ïðè âñåõ

T ⊂ Φ1 × ...× Φn+1 ×B1 ×Ψ1 × ...×Ψn, π(µ(T )) = µ(π(T )).

Â èãðå ΓA îáìåí èíôîðìàöèåé î âûáîðàõ ìåæäó èãðîêàìè ïðîèñõî-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âòîðîé èãðîê îãðàíè÷èâàåò ñâîé âû-
áîð ïîäìíîæåñòâîì Yβ1. Çàòåì ïåðâûé èãðîê, óçíàâ ýòî îãðàíè÷åíèå,
îãðàíè÷èâàåò ñâîé âûáîð ïîäìíîæåñòâîì Xα1

. Âòîðîé èãðîê, óçíàâ ýòî,
åù¼ áîëüøå îãðàíè÷èâàåò ñâîé âûáîð (äî Yβ1β2), ïîñëå ÷åãî ïåðâûé èã-
ðîê, óçíàâ Yβ1β2, â ñâîþ î÷åðåäü óòî÷íÿåò ñâî¼ îãðàíè÷åíèå (äî Xα1α2

)
è ò. ä. Íàêîíåö, ïåðâûé èãðîê, óçíàâ, ÷òî âòîðîé èãðîê îãðàíè÷èëñÿ
ïîäìíîæåñòâîìYβ1...βn, îãðàíè÷èâàåò ñâîé âûáîð ïîäìíîæåñòâîì Xα1...αn,
ïîñëå ÷åãî âòîðîé èãðîê, çíàÿ Xα1...αn, âûáèðàåò y ∈ Yβ1...βn, à ïåðâûé
èãðîê, óçíàâ y, âûáèðàåò x ∈ Xα1...αn.
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â êâàçèèíôîðìàöèîííîì ðàñ-
øèðåíèè Γ = (X,Y , F , µ) èãðû Γ ïåðâûé èãðîê èìååò ñàìîñòîÿòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î âûáîðå y íå áîëüøå, ÷åì â ΓA, åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
∀x ∈ X ∀β1 ∈ B1 ∃α1 ∈ A1...∀βn ∈ Bn ∃αn ∈ An ∀y ∈ Yβ1...βn ∃x ∈ Xα1...αn

∃y ∈ Y π(x, y) = (x, y).
Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëîæèì Γτ = (τ,Φ, F , µ), ãäå τ � ñåìåéñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ T ⊂ X × Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∀β1 ∈ B1∃α1 ∈ A1...∀βn ∈ Bn∃αn ∈ An ∀y ∈ Yβ1...βn∃x ∈ Xα1...αn

(x, y) ∈ T , Φ � ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕ : 2X×Y → X × Y , îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì ∀T ⊂ X×Y , ϕ(T ) ∈ T , îòîáðàæåíèå π : τ ×Φ→ X×Y çàäà-
¼òñÿ ðàâåíñòâîì π(T, ϕ) = ϕ(T ), à äëÿ F è µ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
F (T, ϕ) = F (ϕ(T )) ïðè âñåõ T ⊂ τ × Φ π

(
µ
(
T
))

= µ
(
π
(
T
))
.

Òåîðåìà 1. Èãðà Γτ ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíôîðìàöèîííûì ðàñøèðåíèåì
èãðû Γ, â êîòîðîì ïåðâûé èãðîê èìååò ñàìîñòîÿòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
îá y íå áîëüøå, ÷åì â ΓA.

Èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà â Γτ ïðîòåêàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûé èã-
ðîê ïðåäëàãàåò âòîðîìó âûáðàòü y, ñîîáùèòü åãî ïåðâîìó èãðîêó è óêà-
çàòü, êàêîé x (èç ÷èñëà ïðåäëîæåííûõ) äîëæåí âûáðàòü ïåðâûé èãðîê.
Åñëè æå âòîðîé èãðîê îòêàçûâàåòñÿ îò ïðåäëîæåííîãî ñîòðóäíè÷åñòâà,
òî îáìåí èíôîðìàöèåé î âûáîðàõ ìåæäó èãðîêàìè ïðîèñõîäèò ïî ïðà-
âèëàì èãðû ΓA.

Òåîðåìà 2. Ðàñøèðåíèå Γτ ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà
îïòèìàëüíûì â êëàññå âñåõ êâàçèèíôîðìàöèîííûõ ðàñøèðåíèé,
â êîòîðûõ îí èìååò ñàìîñòîÿòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î âûáîðå
y íå áîëüøå, ÷åì â ΓA.
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ÓÄÊ 517.95, 517.984
Â.Ï. Êóðäþìîâ, À.Ï. Õðîìîâ

Î ÐÅØÅÍÈßÕ ÎÄÍÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÍÓËÅÂÎÉ

ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

Â [1] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèåìà À. Í. Êðûëîâà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè
ðÿäîâ Ôóðüå [2] è ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðà-
òîðà, ïîðîæäåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé
çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = 0 , ut(x, 0) = ψ(x), (2)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íà è

ψ(x) ∈ C1[0, 1] , ψ(0) = ψ(1) = 0, (3)

â êîòîðîé óñëîâèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ.

Ñåé÷àñ ìû èññëåäóåì çàäà÷ó (1)�(3) ïðè îñëàáëåíèè òðåáîâàíèé ãëàä-
êîñòè íà ψ(x). Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå äëÿ òàêîé çàäà÷è, íî ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = 0 ïðè îñëàáëåíèè ìèíèìàëü-
íûõ òðåáîâàíèé íà ϕ(x) ïðîâåäåíî â [3].

1. Ñíà÷àëà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1] è ψ(0) = ψ(1) =

= 0 (W 1
2 [0, 1] = {f(x)|f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, 1] èψ′(x) ∈

∈ L2[0, 1]}).
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

 (Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ = u0(x, t) + u1(x, t) (4)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

 v0 (x, ρ) (ψ, z2)
sin ρt

ρ
dλ,
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u1(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

[v (x, ρ)− v0 (x, ρ)
] sin ρt

ρ
dλ,

Rλ = (L− λE)−1, Ly = −y′′ + q(x)y, y(0) = y(1) = 0, E � åäèíè÷-
íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð; v (x, ρ) è v0 (x, ρ) îïðåäåëå-
íû â [1], ò. å. v (x, ρ) = z2(x,ρ)z1(1,ρ)

z2(1,ρ) , zj (x, ρ) (j = 1, 2) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′− q(x)y+ρ2y = 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè z1 (0, ρ) = z′2 (0, ρ) = 1,

z′1 (0, ρ) = z2 (0, ρ) = 0, v0 (x, ρ) = z02(x,ρ)z01(x,ρ)
z02(x,ρ)

, z0
1 (x, ρ) = cos ρx, z0

2 = sin ρx
ρ ;

γn � îáðàç â λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Reρ ≥ 0) îêðóæíîñòè {ρ | |ρ− nπ| =
= δ} (δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî), ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ ëèøü îäíî èç
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïðè
n ≥ n0; r > 0 ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî êîíòóð |λ| = r ñîäåðæèò
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γn ïðè n ≥ n0;

(f, g) =
1∫

0

f (x) g (x) dx.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà z2(x, ρ) = z0
2(x, ρ) +

x∫
0

K(x, τ)z0
2(τ, ρ) dτ , ãäå

K(x, τ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è τ è K(x, 0) ≡ 0 (ôîðìóëà
îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ [4, ñ. 17, 23]).

Ëåììà 1. Ïóñòü ψ1(x) = ψ(x) +
1∫
x

K(τ, x)ψ(τ) dτ , òîãäà

u0(x, t) = 2
∞∑
n=1

1

nπ
(ψ1(ξ), sinnπξ) sinnπx sinnπt,

Ëåììà 2. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+t∫
x−t

ψ̃(τ) dτ,

ãäå ψ̃(x) ∈ W 1
2 [−A,A] ïðè ëþáîì A > 0, ψ̃(x) = ψ1(x) ïðè x ∈ [0, 1],

ψ̃(x) = −ψ̃(−x), ψ̃(x+ 2) = ψ̃(x).

Ëåììà 3. Ïðîèçâîäíûå ∂2u0(x,t)
∂x2 è ∂2u0(x,t)

∂t2 ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó
(ï.â.) â QT = [0, 1]× [−T, T ] è äëÿ òàêèõ x, t

∂2u0(x, t)

∂t2
=
∂2u0(x, t)

∂x2
. (5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 ψ̃′(x) ñóùåñòâóåò ï.â. íà (−∞,∞). Êàê
è â [3, ëåììà 6] ïîñòðîèì ìíîæåñòâîM = {x |x ∈ [−A,A], ψ̃′(x)êîíå÷íà}
è ìíîæåñòâî M̃ = {{ξ1, ξ2} |ξi ∈M(i = 1, 2)}. Òîãäà mesM = 2A,
mes M̃ = 4A2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé {ξ1, ξ2} ∈ M̃ ðàâåíñòâà x+ t = ξ1,
x − t = ξ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò x è t, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå
∂2u0(x,t)

∂t2 è ∂2u0(x,t)
∂x2 ñóùåñòâóþò. À ïîñêîëüêó ∂2u0(x,t)

∂x2 = 1
2

[
ψ̃′(ξ1)− ψ̃′(ξ2)

]
,

∂2u0(x,t)
∂t2 = 1

2

[
ψ̃′(ξ1)− ψ̃′(ξ2)

]
, òî äëÿ òàêèõ x è t ∂

2u0(x,t)
∂x2 = ∂2u0(x,t)

∂t2 , ò.å. ï.â.

íà QT = [−A,A] × [−A,A] âûïîëíÿåòñÿ (6). Ïóñòü òåïåðü {x, t} ∈ QT .
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì A ìíîæåñòâî QT òàêîâî, ÷òî ìíîæåñòâî
Q1 = {{ξ1, ξ2} | ξ1 = x+ t, ξ2 = x− t, {x, t} ∈ QT} ⊂ Q. Çíà÷èò (6) âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè ï.â. x è t èç QT .

Èç ëåìì 2 è 3 ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 1.Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè q(x) ≡

≡ 0 è ψ1(x) âìåñòî ψ(x), êîãäà óðàâíåíèå (6) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ï.â.
Ëåììà 4. Ðÿä u1(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äâà-

æäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).
Èç (4) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 è ëåììû 4 ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 2.Ôóíêöèÿ u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), êîãäà óðàâ-

íåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ï.â.
2. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (1)�(3), êîãäà ψ(x) ∈ L2[0, 1].

Ïðåäñòàâëåíèå (4) ñîõðàíÿåòñÿ.
Ëåììà 5. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x− t)− Φ(x+ t)] ,

ãäå Φ(x) ∈ W 1
2 [−A,A] ïðè ëþáîì A > 0, Φ′(x) = −ψ1(x) ï.â. íà [0, 1],

Φ(x) = Φ(−x), Φ(x+ 2) = Φ(x).
Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u′0t(x, 0) = ψ1(x) ï.â. íà [0, 1]. (6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïî ïðîèçâîëüíîìó A > 0, êàê è â ëåììå
3, ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî M , íî äëÿ ôóíêöèè Φ′(x) âìåñòî ψ̃′(x), è òîãäà
äëÿ x ∈M èç ëåììû 5 ñðàçó ñëåäóåò (7).

Ëåììà 6. Ðÿä u1(x, t) è ðÿä, ïîëó÷àþùåéñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ïî t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]
è t ∈ [−T, T ].

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ôàêòîâ, òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ
L è L0 è òåîðåìû Êàðëåñîíà ïîëó÷àåì

40



Òåîðåìà 3. Ðÿä u(x, t) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ], óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2),
(3), êîãäà u′t(x, 0) = ψ(x) âûïîëíÿåòñÿ ï.â.

Ïóñòü ψh(x) ∈ W 1
2 [0, 1] è ψh(0) = ψh(1) = 0. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)

äëÿ òàêîé ψh(x) âìåñòî ψ(x), äàâàåìîå òåîðåìîé 2, îáîçíà÷èì uh(x, t).
Ëåììà 7. Èìååò ìåñòî îöåíêà

max
QT
|uh(x, t)− u(x, t)| ≤ CT ‖ψh − ψ‖ ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ CT çàâèñèò òîëüêî îò T , ‖·‖ � íîðìà â L2[0, 1].
Òåîðåìà 4. Åñëè ‖ψh − ψ‖ → 0 ïðè h → 0, òî ðåøåíèå uh(x, t)

ñõîäèòñÿ ê u(x, t) èç òåîðåìû 3 ðàâíîìåðíî â QT , ò.å. u(x, t) â ýòîì
ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) ïðè
ëþáîé ψ(x) ∈ L2[0, 1].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáð-
íàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014 K).
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íèÿ çàäà÷è.

41



1. Ïóñòü F (t) = (f1(t), f2(t)) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå
[c, d] íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè f1(t) è f2(t), Pn(A, t) = a0+a1t+· · ·+antn
è Pn(B, t) = b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n � àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè n ñ
âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ A = (a0, a1, . . . , an) è B = (b0, b1, . . . , bn).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè âåêòîð-
ôóíêöèè F (t) ïîëèíîìèàëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé (Pn(A, t), Pn(B, t))

ϕ(A,B) ≡ max
t∈[c,d]

{|Pn(A, t)− f1(t)|+

+ |Pn(B, t)− f2(t)| −→ min
(A,B)∈R2n+2

. (1)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(A,B) âûïóêëà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ (A,B) íà R2n+2, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà.

Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è, óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ïðåäëîæèòü ïîäõîä ê å¼
ðåøåíèþ.

2. Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1) ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è ÷åáûøåâñêîãî ïðè-
áëèæåíèÿ

ϕ1(C) ≡ max
t∈[c,d]

|Pn(C, t)− f1(t)− f2(t)| −→ min
C∈Rn+1

, (2)

ϕ1(D) ≡ max
t∈[c,d]

|Pn(D, t)− f1(t) + f2(t)| −→ min
D∈Rn+1

, (3)

ãäå C è D � âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ. Èç-
âåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ áóäåò åäèíñòâåííûì (ñì. íàïð., [1, 2]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗ è D∗ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, òî åñòü

ϕ1(C
∗) = min

C∈Rn+1
ϕ1(C), ϕ2(D

∗) = min
D∈Rn+1

ϕ2(D).

Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà (A∗, B∗) áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà

ôóíêöèè ϕ(A,B) íà R2n+2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1) â ñëó÷àå ϕ1(A

∗+B∗) > ϕ2(A
∗−B∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ C∗ =

= A∗ +B∗ áûë ðåøåíèåì çàäà÷è (2);
2) â ñëó÷àå ϕ1(A

∗+B∗) < ϕ2(A
∗−B∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ D∗ =

= A∗ −B∗ áûë ðåøåíèåì çàäà÷è (3);
3) â ñëó÷àå ϕ1(A

∗ +B∗) = ϕ2(A
∗ −B∗) õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ

C∗ = A∗ + B∗ è D∗ = A∗ − B∗ ÿâëÿëñÿ áû ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâåííî
çàäà÷è (2) èëè (3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ϕ(A,B) = max {ϕ1(A+B), ϕ2(A−B)} ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

g(C,D) ≡ max {ϕ1(C), ϕ2(D)} −→ min
(C,D)∈R2n+2

. (4)

Ïðè ýòîì ñâÿçü ðåøåíèé çàäà÷ (1) è (4) âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

C∗ = A∗ +B∗, D∗ = A∗ −B∗. (5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç âûïóêëîãî àíàëèçà [3, ãë. 4,
ï. 2]

g(C∗, D∗) = min
(C,D)∈R2n+2

g(C,D)⇔ 02n+2 ∈ ∂g(C∗, D∗), (6)

ãäå ∂g(·) � ñóáäèôôåðèíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè g(·) ïî ñîâîêóïíîñòè
(C,D) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, 02n+2 = (0, 0, . . . , 0) ∈
∈ R2n+2. Èñïîëüçóÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé (íàïð. [4, ãë. 1]), íåòðóäíî ïîëó÷èòü

∂g(C,D) =


(∂ϕ1(C), 0n+1), åñëè ϕ1(C) > ϕ2(D),

(0n+1, ∂ϕ2(D)), åñëè ϕ1(C) < ϕ2(D),

co {(∂ϕ1(C), 0n+1), (0n+1, ∂ϕ2(D)} ,
åñëè ϕ1(C) = ϕ2(D).

(7)

Çäåñü ∂ϕ1(C) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕ1(·) ïî Ñ, ∂ϕ2(D) � ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕ2(·) ïî D, à co {·} � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà
{·}.

Èç (7) âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå ϕ1(C
∗) > ϕ2(D

∗) èìååì

02n+2 ∈ ∂g(C∗, D∗)⇔ 0n+1 ∈ ∂ϕ1(C
∗).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò [3, ãë. 4], ÷òî C∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2).
Ââèäó ñîîòíîøåíèé (5) ìû òåì ñàìûì äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû
â ñëó÷àå 1. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû â ñëó÷àÿõ 2 è 3 òàêæå âûòåêàþò èç
(5),(6) è ôîðìóëû (7). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê âûòåêàåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþ-
ùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1). Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ðåøèòü âñïîìî-
ãàòåëüíûå çàäà÷è ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (2) è (3), èñïîëüçóÿ èç-
âåñòíûå ìåòîäû (íàïð. [2, ãë.1]). Åñëè âåêòîðà C∗ è D∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè ýòèõ çàäà÷, òî ïàðà A∗ = (C∗ +D∗) /2, B∗ = (C∗ −D∗) /2 áóäåò
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ðåøåíèåì (èëè îäíèì èç ðåøåíèé) çàäà÷è (1). Åñëè ïðè ýòîì, íàïðè-
ìåð, ϕ1(C

∗) > ϕ2(D
∗), òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ D̃, óäî-

âëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó ϕ1(C
∗) ≥ ϕ2(D̃), ïàðà Ã =

(
C∗ + D̃

)
/2,

B̃ =
(
C∗ − D̃

)
/2 áóäåò îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (1). Òàêèì îáðàçîì,

î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåò íå åäèíñòâåííûì. Òåì
ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà (A∗, B∗) áûëà åäèíñòâåííûì ðå-
øåíèåì çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð êîýôôèöè-
åíòîâ C∗ = A∗+B∗ áûë ðåøåíèåì çàäà÷è (2), à âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ
D∗ = A∗ −B∗ � ðåøåíèåì çàäà÷è (3), è ïðè ýòîì ϕ1(C

∗) = ϕ2(D
∗).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè
ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014/Ê).
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ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÈ
ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïîñëå îòêðûòèÿ [1] âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïîòîêàìè ðàöèîíàëüíûõ ÿçû-
êîâ è ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿìè ïîëóãðóïï (ò.å. êëàññàìè êîíå÷íûõ ïîëó-
ãðóïï, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ôîðìèðîâàíèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ,
ïîäïîäïîëóãðóïï è êîíå÷íûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé) òåîðèÿ ïñåâäîìíî-
ãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðå-
ìåííîé àëãåáðû, êîòîðîå èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â òàêèõ ðàçäåëàõ
êîìïüþòåðíîé íàóêè, êàê òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è êîíå÷íûõ àâòî-
ìàòîâ. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ðàçíîîáðàçíûì àëü-
òåðíàòèâíûì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé êîíå÷íûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïî-
ëó÷åíû Ñ. Ýéëåíáåðãîì è Ì. Ï. Øþòöåíáåðæå, Æ. -Ý. Ïýíîì è Ï. Âåé-
ëåì, Ä. Òüåðåíîì, Ê. Äæ. Àøåì, Äæ. Ðåéòåðìàíîì, Äæ. Àëìåéäîé è

44



ìíîãèìè äðóãèìè (ñì. îáçîð [2]). Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ, îäèí èç
íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäîâ ê òåîðèè ïñåâäîìíîãîîáðàçèé ìî-
æåò áûòü îñíîâàí íà ïðèíöèïàõ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà À. Ðîáèíñîíà
[3]: ðåçóëüòàòû ðàáîò [4�6] ïîçâîëÿþò îõàðàêòåðèçîâàòü ïñåâäîìíîãîîá-
ðàçèÿ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì òîæäåñòâàìè íåñòàíäàðòíîãî
ÿçûêà óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è èññëåäîâàòü òàêèå ïñåâäîìíîãî-
îáðàçèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîòîêè ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ ñ ïîìîùüþ
íåñòàíäàðòíîãî ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Ω-ñëîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäîâ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà ïî-
ëó÷åíà òåîðåìà êîìïàêòíîñòè äëÿ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è
ïîêàçàíû íåêîòîðûå âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ýòîé òåîðåìû â òåîðèè ïñåâ-
äîìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü Ω îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé òèï àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ íåñòàíäàðòíûé ôîðìàëü-
íûé ÿçûê LX íàä àëôàâèòîì X òàêîé, ÷òî íåñòàíäàðòíûìè òåðìàìè
ÿçûêà LX ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû íåñòàíäàðòíîãî ðàñøèðåíèÿ ∗W Ω-àëãåá-
ðû W = WΩ(X) Ω-ñëîâ íàä àëôàâèòîì X. Ôîðìóëû LX ñòðîÿòñÿ îáû÷-
íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ èç
íåñòàíäàðòíûõ òîæäåñòâ (ò.å. àòîìíûõ ôîðìóë âèäà t1 = t2,

P (t1, ..., tn), ãäå t1, ..., tn ∈ ∗W è P � n-àðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç
Ω). Èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà LX â êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìå A
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ θ : X → A, êîòîðîå êàíîíè÷åñêè
ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ∗θ : ∗W → A.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïîâ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà êîìïàêòíîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü B � àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà, F � ñåìåéñòâî
êîíãðóýíöèé íà ñèñòåìå B, óïîðÿäî÷åííîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì
âêëþ÷åíèåì, íàïðàâëåííûì âíèç, è Fi (i = 1, . . . , k) � ñåìåéñòâà âíóò-
ðåííèõ ïîäìíîæåñòâ íåñòàíäàðòíîãî ðàñøèðåíèÿ ∗B, óïîðÿäî÷åííûå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì âêëþ÷åíèåì íàïðàâëåííî âíèç. Òîãäà äëÿ
ëþáîé ïîçèòèâíîé ôîðìóëû ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ àëãåáðàè÷åñêîãî òèïà Ω ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) äëÿ ëþáûõ ε ∈ F , Fi ∈ Fi (i = 1, . . . , k) ôàêòîð-ñèñòåìà ∗B/∗ε
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

(∀x1, . . . , xn)(∃y1 ∈ F1, . . . , yk ∈ Fk) ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk);

2) íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû bi ∈
⋂
{Fi : Fi ∈ Fi} (i = 1, k), ÷òî
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äëÿ êîíãðóýíöèè µ =
⋂
{∗ε : ε ∈ F} ôàêòîð-ñèñòåìà ∗B/µ óäîâëå-

òâîðÿåò ñâîéñòâó

(∀x1, . . . , xn) ϕ(x1, . . . , xn, µ(b1), . . . , µ(bk)).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K � êëàññ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì,
çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ôîðìèðîâàíèÿ ïîäñèñòåì è êîíå÷íûõ ïðÿ-
ìûõ ïðîèçâåäåíèé è ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, k
ϕ = ϕ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+k) (j ∈ J) � ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà
LY íàä àëôàâèòîì Y = {x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+k}. Åñëè êëàññ K óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∀x1, . . . , xn)(∃xn+1, . . . , xn+k)ϕ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+k),

òî ñóùåñòâóþò òàêèå íåñòàíäàðòíûå òåðìû ti = ti(x1, . . . , xn) (i =
= 1, k) ÿçûêà LX íàä àëôàâèòîì X = {x1, . . . , xn}, ÷òî êëàññ K óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

(∀x1, . . . , xn)ϕ(x1, . . . , xn, t1(x1, . . . , xn), . . . , tk(x1, . . . , xn)).

Ïî îïðåäåëåíèþ [7] n-àðíîé íåÿâíîé îïåðàöèåé íà êëàññå àëãåáðà-
è÷åñêèõ Ω-ñèñòåì K íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî (πA)A∈K òàêèõ îòîáðàæåíèé
πA : An → A, ÷òî äëÿ âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ϕ : A → B ëþáûõ ñèñòåì
A,B ∈ K âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî πA·ϕ = ϕn·πB.Ìíîæåñòâî âñåõ n-àðíûõ
íåÿâíûõ îïåðàöèé íà êëàññå K îáîçíà÷àåòñÿ Ω̃nK è èìååò ñòðóêòóðó àë-
ãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü K � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå êîíå÷íûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ Ω-ñèñòåì è π � n-àðíàÿ íåÿâíàÿ îïåðàöèÿ íà êëàññå K. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêîé íåñòàíäàðòíûé òåðì t = t(x1, . . . , xn) ÿçûêà LX íàä
àëôàâèòîì X = {x1, . . . , xn}, ÷òî äëÿ ëþáûõ A ∈ K è a1, . . . , an ∈ A
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

πA(a1, . . . , an) = t(a1, . . . , an).

Òàêèì îáðàçîì, âñå n-àðíûå íåÿâíûå îïåðàöèè íà ïñåâäîìíîãîîáðà-
çèè K êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì íåñòàíäàðòíî èíòåðïðåòèðó-
þòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ∗WΩ(X) íàä àëôàâèòîì X = {x1, . . . , xn}.
Íà ýòîì ìíîæåñòâå åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
òèïà Ω è ðàâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ ñ áàçîé ðàâíîìåðíîñòè

B = {∗θ · ∗
−1

θ : A ∈ K è θ : X → A}.

46



Ïðè îòîæäåñòâëåíèè íåñòàíäàðòíûõ òåðìîâ, îïðåäåëÿþùèõ îäèíàêîâûå
n-àðíûå íåÿâíûå îïåðàöèè íà êëàññå K, ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ε íà
ìíîæåñòâå ∗WΩ(X) è ðàâíîìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà ∗WΩ(X)/ε
ñ Õàóñäîðôîâîé êîìïàêòíîé âïîëíå íåñâÿçíîé òîïîëîãèåé. Ýòà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèåé àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìû âñåõ
n-àðíûõ íåÿâíûõ îïåðàöèé Ω̃nK íà êëàññå K. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñèñòåìà ∗WΩ(X)/ε ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îáúåêòîì ñ n ïîðîæäàþùèìè
äëÿ ñèñòåì èç êëàññà K.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå ïðîáëåìû òåîðèè ïñåâ-
äîìíîãîîáðàçèé, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèè íåÿâíîé îïåðàöèè, ìîãóò
áûòü ñâåäåíû ê òåîðèè íåñòàíäàðòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü Ω � ïîëóãðóïïîâàÿ ñèãíàòóðà. Òîãäà n-àðíàÿ íåÿâíàÿ îïåðà-
öèÿ π íà êëàññå ïîëóãðóïï K íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ýëåìåíòîì ïîëóãðóïïû Ω̃nK âñåõ n-àðíûõ íåÿâíûõ îïåðà-
öèé íà K, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå π = π · % · π äëÿ íåêîòîðîé n-àðíîé
íåÿâíîé îïåðàöèè % íà êëàññå ïîëóãðóïï K.

Ñëåäñòâèå 3 [8]. Ïóñòü K � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï
è π = (πA)A∈K � n-àðíàÿ íåÿâíàÿ îïåðàöèÿ íà êëàññå K. Òîãäà π â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå áóäåò ðåãóëÿðíîé îïåðàöèåé, åñëè îíà ïîòî÷å÷íî
ðåãóëÿðíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ A ∈ K è a1, . . . , an ∈ A ýëåìåíò πA(a1, . . . , an)
ðåãóëÿðåí â ïîëóãðóïïå A.

Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà äîñòàòî÷íî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî èç ïîòî÷å÷íîé ðåãóëÿðíîñòè íåÿâíîé îïåðàöèè π ñëåäó-
åò åå ðåãóëÿðíîñòü â ïîëóãðóïïå Ω̃nK. Òàê êàê â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2
n-àðíàÿ íåÿâíàÿ îïåðàöèÿ π íåñòàíäàðòíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ òåðìîì
tπ = tπ(x1, . . . , xn), òî êëàññ K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∀x1, . . . , xn)(∃x)tπ(x1, . . . , xn) · x · tπ(x1, . . . , xn) = tπ(x1, . . . , xn).

Çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 1 äëÿ íåêîòîðîãî íåñòàíäàðòíîãî òåðìà

t = t(x1, . . . , xn)

êëàññ K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∀x1, . . . , xn)tπ(x1, . . . , xn) · t(x1, . . . , xn) · tπ(x1, . . . , xn) = tπ(x1, . . . , xn).

Òîãäà íåñòàíäàðòíûé òåðì t(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿåò íà êëàññå K n-àðíóþ
íåÿâíóþ îïåðàöèþ %, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ π · % · π = π, ò. å.
π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Ω̃nK.
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ÓÄÊ 517.51
Ì.Ä. Ìóøêî

Î ÄÂÎÈ×ÍÛÕ ÁÀÇÈÑÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÀÕ

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ñïëàéí-ôóíêöèè óäîáíî ïðåä-
ñòàâëÿòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ(B-ñïëàéíîâ).
Âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ â òåîðåìå Êàððè�
Øåíáåðãà [1]. Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äâîè÷íûõ ñïëàéíîâ
âòîðîé ñòåïåíè. Ïîäðîáíåå î ñïëàéíàõ âòîðîé ñòåïåíè ìîæíî ïîñìîò-
ðåòü â [2]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Óîëøà W3. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòó
ôóíêöèþ îäèí ðàç, ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ìàðòåíñà�Òåðåõèíà
G(x) = 4

∫ x
0 W3(t)dt. Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ìàðòåíñà�Òåðåõèíà îáðàçó-

åì ôóíêöèþ ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(x) = 4χ[0,1](x)

∫ x

0

G(t)dt, (1)

ãäå χ[0,1](x) � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [0,1]. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó ñäâèãîâ ôóíêöèè {ϕk(x)}k∈Z, ãäå ϕk(x) = 1

2ϕ(x− k
4).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

3∑
k=−3

ϕk(x) = 1. (2)
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Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:∑
k∈Z

ϕk(x) = 1. (3)

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîè ñäâè-
ãè.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ìû ìîæåì âûáðîñèòü èç ñèñòåìû ôóíêöèþ ïðè
k = 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ:

{ϕk(x)}k∈Z,k 6=0. (4)

Ðàññìîòðèì ñïëàéí ïîðÿäêà 2 äåôåêòà 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ k
4 , k ∈ Z.

Íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû 1
4 ñïëàéí-ôóíêöèÿ S(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì â óçëàõ ñåòêè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] ñïëàéí ïîðÿäêà 2 äåôåêòà 1 S(x)
ñ óçëàìè ñåòêè â òî÷êàõ k

4 , k ∈ Z, ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ôóíêöèé èç ñèñòåìû {ϕk(x)}k∈Z,k 6=0 :

S(x) =
3∑

k=−3

αkϕk(x). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûðàçèì
êîýôôèöèåíòû â (5) ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ñïëàéí-ôóíêöèè S(x).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (5) íà îòðåçêàõ äëèíîé 1

4 .
1)Ïóñòü x ∈ [0, 1

4 ]. Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (5) áóäåò èìåòü âèä

S(x) = α−3ϕ−3(x) + α−2ϕ−2(x) + α−1ϕ−1(x). (6)

Ïðè x ∈ [0, 1
4 ] ñïëàéí-ôóíêöèÿ S(x) èìååò âèä a1x

2 + b1x+ c1. Òàêèì
îáðàçîì:

a1x
2 + b1x+ c1 = α−3ϕ−3(x) + α−2ϕ−2(x) + α−1ϕ−1(x). (7)

Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå ñ ó÷åòîì âèäà ôóíêöèé ϕ−3(x), ϕ−2(x), ϕ−1(x)
íà îòðåçêå [0, 1

4 ]:

a1x
2+b1x+c1 = α−3(4x

2−2x+
1

4
)+α−2(−4x2+

1

2
)+α−1(−4x2+2x+

1

4
). (8)

49



Ñãðóïïèðóåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñâóþùèõ ñòåïåíÿõ â (8) è
ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

4α−3 − 4α−2 − 4α−1 = a1,

−2α−3 + 0α−2 + 2α−1 = b1,
1
4α−3 + 1

2α−2 + 1
4α−1 = c1.

(9)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (9) áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ. Cëåäîâàòåëüíî, ñè-
ñòåìà áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

α−3 =
a1

4
+
b1

4
+ c1, (10)

α−2 = −a1

4
− b1

2
, (11)

α−1 =
a1

4
+

3

4
b1 + 2c1. (12)

2) Ïóñòü x ∈ [1
4 ,

1
2 ]. Òîãäà ñïëàéí-ôóíêöèÿ S(x) áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

a2x
2+b2x+c2 = α−2(4x

2−4x+1)+α−1(−4x2+2x+
1

4
)+4α1(x−

1

4
)2. (13)

Â ñèëó òîãî ÷òî íà îòðåçêå [1
4 ,

1
2 ] (13) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ x, ïðî-

äèôôåðåíöèðóåì (13) äâàæäû

a2 = 4α−2 − 4α−1 + 4α1. (14)

Â óðàâíåíèè (14) a2, α−2, α−1 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè. Íàéäåì α1

α1 =
a2

4
− α−2 + α−1. (15)

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â îòíîøåíèè îòðåçêîâ [1
2 ,

3
4 ] è

[3
4 , 1], ìû âûðàçèì α2 è α3. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëîáîãî x ∈ R ñïëàéí ïîðÿäêà 2 äåôåêòà 1 ñ óçëà-

ìè ñåòêè â òî÷êàõ k
4 , k ∈ Z, ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ôóíêöèé èç ñèñòåìû {ϕk(x)}k∈Z,k 6=0

S(x) =
∑

k∈Z,k 6=0

αkϕk(x). (16)
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Ñëåäñòâèå 3 åñòü àíàëîã òåîðåìû Êàððè�Øåíáåðãà äëÿ äâîè÷íûõ
ñïëàéíîâ âòîðîé ñòåïåíè. Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ
ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [3].

Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 16-01-00152).
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ÓÄÊ 519.7
Â.Å. Íîâèêîâ

ÈÇÎÒÎÍÍÛÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß
Â ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÌ ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ êàê èíñòðóìåíò,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî óïðîñòèòü îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè ìíîæåñòâàìè àòðèáóòîâ ñ òåì, ÷òîáû íàèáîëåå ñóùåñòâåííàÿ
èíôîðìàöèÿ îá îáúåêòàõ â èñõîäíîì êîíòåêñòå ñîõðàíèëàñü.

Ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà K = (G, {Mi}, ρ), ãäå
G � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, |G| ≥ 2, {Mi} � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n, |Mi| ≥ 2, ρ �
íåêîòîðîå (n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå. Åñëè (g,m1, ...,mn) ∈ ρ, òî ãîâîðèì,
÷òî îáúåêò g ïî àòðèáóòó 1 èìååò çíà÷åíèåm1, ïî àòðèáóòó 2 èìååò çíà÷å-
íèåm2 è ò.ä. Êîãäà ëþáîé îáúåêò ïî êàæäîìó àòðèáóòó èìååò òî÷íî îäíî
çíà÷åíèå, êîíòåêñò íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Â îäíîçíà÷íîì êîíòåêñòå
îòíîøåíèå ρ îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ρj : G→Mj, 1 ≤ j ≤ n,
ïî ïðàâèëó ρj(g) = mj. ßäðî êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ρj ÿâëÿåòñÿ ðàçáèå-
íèåì ìíîæåñòâà G, áëîêè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîíöåïòàìè ïî àòðèáóòó
j (èëè êîðîòêî ñ j-êîíöåïòàìè). Îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå íà j-êîíöåïòû
G/j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî mj ∈ Mj ìíîæåñòâî ρ−1

j (mj) ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì áëîêîì ðàçáèåíèÿ G/j è íåêîòîðûì j-êîíöåïòîì.

Îáîçíà÷èì ̄k = {j1, j2, ..., jk}, ãäå 1 ≤ j1 < j2 < ... < jk ≤ n, n̄ =
= {1, 2, ..., n}, M̄k = Mj1 ×Mj2 × ... ×Mjk , m̄k = {mj1,mj2, ...,mjk} ∈
∈ M̄k , ̄k ⊆ n̄. Îòíîøåíèå ρ îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà K òàêæå îïðåäå-
ëèò áîëåå øèðîêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ρ̄k : G → M̄k , ̄k ⊆ n̄, ïî
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ïðàâèëó ρ̄k(g) = m̄k . ßäðî îòîáðàæåíèÿ ρ̄k òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíè-
åì ìíîæåñòâà G, áëîêè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîíöåïòàìè ïî àòðèáóòó ̄k
(èëè êîðîòêî ̄k-êîíöåïòàìè). Îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå íà ̄k-êîíöåïòû G/̄k .
È àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî m̄k ∈M̄k ìíîæåñòâî ρ

−1
̄k (m̄k) ÿâëÿåòñÿ íåêî-

òîðûì áëîêîì ðàçáèåíèÿ G/̄k è íåêîòîðûì ̄k-êîíöåïòîì îäíîçíà÷íîãî
êîíòåêñòà K.

Êîíöåïòû ïî îäíîìó è òîìó æå âåêòîðó àòðèáóòîâ ̄k áóäåì íàçûâàòü
îäíîòèïíûìè. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî êàæäûé àòðèáóò Mj ⊂ R, 1 ≤ j ≤
≤ n, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ñ åñòåñòâåííûì ïî-
ðÿäêîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ≤. Òîãäà âñÿêîå ìíîæåñòâî M̄k (̄k ⊆ n̄)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì ≤̄k , ãäå

āk = (aj1, ..., ajk) ≤̄k b̄k = (bj1, ..., bjk)⇔ aj1 ≤ bj1 ∧ ... ∧ ajk ≤ bjk.

Ïîðÿäîê ≤̄k â îáùåì ñëó÷àå óæå íå áóäåò ëèíåéíûì. Ýòè ïîðÿäêè èí-
äóöèðóþò èçîìîðôíûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâàõ îäíîòèïíûõ êîíöåïòîâ:

(∀̄k ⊆ n̄) : ρ−1
̄k

(āk) ≤̄k ρ−1
̄k

(b̄k)⇔ āk ≤̄k b̄k.

Ýòè ïîðÿäêè â ñâîþ î÷åðåäü åñòåñòâåííî ïðîäîëæàþòñÿ íà ìíîæåñòâî
âñåõ êîíöåïòîâ êîíòåêñòà K. Ïóñòü X è Y � äâà ïðîèçâîëüíûõ íå îáÿçà-
òåëüíî îäíîòèïíûõ êîíöåïòà. Ïîëàãàåì, ÷òî

X ≤̄k Y ⇔ (∀x ∈ X)(∀y ∈ Y ) : ρ̄k(x) ≤̄k ρ̄k(y).

ÊîíöåïòX íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì â êîíòåêñòå K ïî îòíîøåíèþ
≤̄k , åñëè â ýòîì êîíòåêñòå íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî äðóãîãî êîíöåïòà Y
ñ óñëîâèåì X ≤̄k Y .

Â [1] áûë ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùå-
ãî âñå îïòèìàëüíûå êîíöåïòû. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîáëåìà óïðî-
ùåíèÿ òàêèõ âû÷èñëåíèé, ñ òåì ÷òîáû çàíîâî âû÷èñëåííîå ìíîæåñòâî
êîíöåïòîâ ñîäåðæàëî áû âñå îáúåêòû îïòèìàëüíûõ êîíöåïòîâ ïðåæíåãî
ìíîæåñòâà, íî íà åãî âû÷èñëåíèå ïîòðåáîâàëîñü áû ñóùåñòâåííî ìåíüøå
îïåðàöèé.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû ëåæèò â ñîêðàùå-
íèè ðåø¼òêè êîíöåïòîâ êîíòåêñòà K, â îáúåäèíåíèè òåõ åãî êîíöåïòîâ,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïî äàííîìó àòðèáóòó õîòü è ðàçëè÷íû, íî äîñòàòî÷íî
áëèçêè äðóã äðóãó. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ïîñòðîåíèåì ñåìåéñòâà
öåëåñîîáðàçíûõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé òèïà fj : Mj → R, 1 ≤ j ≤ n.
Öåëåñîîáðàçíûõ â òîì ñìûñëå, ÷òîáû ïîñòðîåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé îáîñ-
íîâàííî ñîîòâåòñòâîâàëî ïîñòàâëåííîé öåëè. ßñíî, ÷òî ÿäðî êàæäîãî
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îòîáðàæåíèÿ fj ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâàMj, êîòîðîå ðàâíîñèëü-
íî îñóùåñòâëåíèþ íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâåMj øêàëèðîâà-
íèÿ ïî áëîêàì ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà øêàëèðîâàíèÿ:
ëèáî ðàâíîìåðíîå øêàëèðîâàíèå, ò.å. íà ðàâíîìåðíûå èíòåðâàëû ìíîæå-
ñòâà R, ëèáî íåðàâíîìåðíîåøêàëèðîâàíèå. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïî ðàññìàò-
ðèâàåìîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíû âîïðîñàì ðàâíîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ,
âûáîðó øàãà øêàëèðîâàíèÿ è íà÷àëüíîé òî÷êå. Íî îáîñíîâàíèÿ òàêèõ
âûáîðîâ äîâîëüíî òóìàííû è, ïî ñóòè, îñòàþòñÿ íà óñìîòðåíèå èññëå-
äîâàòåëÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè êîíòåêñòà. Îäíàêî ïðîáëåìà ìîæåò èìåòü
ðåøåíèå, ïðîäèêòîâàííîå ñòðîåíèåì êîíòåêñòà. Äëÿ êàæäîãî àòðèáóòà
Mj ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ áóäåò âûÿâëÿòü ïðîìå-
æóòêè ñêîïëåíèÿ îáúåêòîâ ïî àòðèáóòó j âîçëå íåêîòîðûõ åãî çíà÷åíèé,
åñëè îíè åñòü. Fj : R→ R, ïî ïðàâèëó

Fj(x) = |Gj(x)|,

ãäå Gj(x) = {g ∈ G | ρj(g) ≤ x} è |Gj(x)| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Gj(x).
Òåîðåìà (ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ êîí-

òåêñòà).
1) Ôóíêöèÿ Fj íåóáûâàþùàÿ, ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì 0 íà

(−∞; inf Mj) è íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì |G| íà (supMj; +∞).
2) Ôóíêöèÿ Fj ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå Mj è ïîñòîÿííà

íà èíòåðâàëàõ ìíîæåñòâà R \Mj.
Èòàê, åñëè ôóíêöèÿ Fj ðàâíîìåðíî âîçðàñòàþùàÿ íà [inf Mj; supMj],

òî íàèëó÷øèì âûáîðîì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå øêàëèðîâàíèå ñ íà÷àëü-
íîé òî÷êîé inf Mj è ñ øàãîì, êðàòíûì äëèíå îòðåçêà [inf Mj; supMj].
Åñëè äëÿ ôóíêöèè Fj óäà¼òñÿ âûÿâèòü ó÷àñòîê óñèëåíèÿ å¼ ðîñòà íà èí-
òåðâàëå [inf Mj; supMj], òî äàííûé ó÷àñòîê ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ïðî-
ìåæóòêà ñêîïëåíèÿ îáúåêòîâ ïî äàííîìó àòðèáóòó ê çíà÷åíèþ, â îêðåñò-
íîñòè êîòîðîãî óñèëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ. Òîãäà øêàëèðîâàíèå öåëåñîîá-
ðàçíåå îñóùåñòâëÿòü ïî òî÷êàì óñèëåíèÿ ðîñòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè àòðèáóòîâ // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : cá. íàó÷. òð.
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ÓÄÊ 519.95

Ñ.È. Ïîëèêàðïîâ

ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ
ÀÂÒÎÌÀÒÀ Â ÊÎÍÅ×ÍÛÉ ÐßÄ

ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÓÎËØÀ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî äåòåðìè-
íèðîâàííîãî àâòîìàòà Ìóðà â âèäå êîìïîçèöèè ïðîñòåéøèõ àâòîìàòîâ.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà èñõîäíîãî
àâòîìàòà â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà è
ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé àâòîìàòà, ãåîìåòðè÷åñêèé îá-
ðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííîé ôóíêöèåé.

Ðàñïðîñòðàíåííûå ñïîñîáû çàäàíèÿ àâòîìàòîâ (òàáëèöû, ìàòðèöû,
ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé) îñíîâûâàþòñÿ íà ðåêóð-
ñèè: ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ òàêòû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìà-
òà è óêàçûâàþòñÿ ïðàâèëà ðåêóðñèâíîãî ñîâìåùåíèÿ òàêòîâ â ïðîöåñ-
ñå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Óêàçàííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ àâòîìàòîâ ÿâíî
âûäåëÿþòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûå ôðàãìåíòû âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìåíèòü ðåêóðñèâíîå çàäàíèå çàêîíîâ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà ÿâíûì îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé ïåðåõîäîâ è
âûõîäîâ íà âñåé îñè àáñòðàêòíîãî âðåìåíè, â ðàáîòàõ Â. À. Òâåðäîõëå-
áîâà ïðåäëîæåíî è ðàçâèòî ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòîâ ãåîìåòðè÷åñêèìè
îáðàçàìè â ñïåöèàëüíûõ ñëîâàðíûõ ãåîìåòðèÿõ è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ [1, 2]. Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ãåîìåòðè÷å-
ñêèé îáðàç ìîæíî ñ÷èòàòü ëîìàíîé ëèíèåé.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû
êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ Ìóðà ñ ïåðèîäîì N = 2n, (n =
= 1, 2, . . .). Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû àâòîìàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ρs : X∗ → Y ∗,
ñîîòâåòñòâóþùåãî èíèöèàëüíîìó àâòîìàòó Ìóðà A = (S,X, Y, δ, λ, s0),
ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïî ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå
[1] ïðàâèëàì. Ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà ðÿ-
äîì ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ
åãî ïåðèîäà.

Ôóíêöèè Óîëøà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà i-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

ri(x) = (−1)xi = cosπxi,

ãäå xi = 0, 1 åñòü i-é ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x.
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Ôóíêöèè Óîëøà â ôîðìå Ïýëè � ýòî äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿåìûå êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà:

pal(p, x) = [r1(x)]pn[r2(x)]pn−1 . . . [rn(x)]p1,

ãäå pi � ðàçðÿäíûå êîýôôèöèåíòû â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà p;
òîãäà

pal(0, x) = 1,

pal(1, x) = r1(x),

pal(2, x) = r2(x),

pal(3, x) = r1(x)r2(x), (1)

pal(4, x) = r3(x),

pal(5, x) = r1(x)r3(x),

pal(6, x) = r2(x)r3(x),

pal(7, x) = r1(x)r2(x)r3(x).

Ôóíêöèè Óîëøà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Â ôóíêöèè Óîëøà ïåðåìåííûå p è x âõîäÿò ñèììåòðè÷íî.

2. Ôóíêöèè Óîëøà � ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N = 2n.

3. Ôóíêöèè Óîëøà èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå òî-
÷åê x = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

4. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà ìíîæåñòâå òî-
÷åê x = 0, 1, 2, . . . , N − 1:

N−1∑
x=0

= pal(a, x)pal(b, x) =

{
0, åñëè a 6= b,
N, åñëè a = b.

5. Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ N = 2n â ñèñòåìó ôóíêöèé
Óîëøà âõîäèò N îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Ïóñòü A = (S,X, Y, δ, λ), ãäå S = {s1, . . . , s5}, X = {0, 1, 2, 3}, Y =
= {0, 1, 2, 3, 4}, � êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò Ìóðà. Ïðèñâî-
èì ïåðâûì N ñëîâàì íà îñè X∗ ñëåäóþùèå íîìåðà: 0, 1, . . . , N − 1. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáðàç γs0 èñõîäíîãî àâòîìàòà çàìåíÿåòñÿ åãî ðàçëîæåíèåì
â ðÿä ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà:

F (x) =
N−1∑
p=0

= cppal(p, x), (2)
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ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà â òî÷êàõ 0, 1, . . . , N − 1 òî÷íî ñîâïàäà-
þò ñî çíà÷åíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà, à êîýôôèöèåíòû cp ìîæíî
ïîäñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Óîëøà:

cp =
1

N

N−1∑
x=0

= pal(p, x)F (x). (3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëàãàåìûìè ïðèíöèïàìè èíòåðïðåòàöèè è ñîâ-
ìåùåíèÿ ñòðóêòóðû ðÿäà (2) ñî ñòðóêòóðîé àâòîìàòà êàæäóþ áàçèñíóþ
ôóíêöèþ èç ñèñòåìû (1), âõîäÿùóþ â ðÿä (2), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòî-
ìàòà Ìóðà.

Êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêîé,
îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé íà ïåðâûõ N òî÷êàõ îñè àáñöèññ. Äëÿ
êàæäîé íîâîé öåëî÷èñëåííîé ôóíêöèè yi(x), i = 0, . . . , N − 1 ïîëó÷èì
N çíà÷åíèé â òî÷êàõ 0, 1, . . . , N − 1, ïî êîòîðûì ñòðîÿòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèå îáðàçû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé èç áàçèñíûõ ôóíêöèé. Äàëåå ïî
ýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ àâòîìàòû
A0, . . . , AN−1. À òàê êàê êàæäàÿ ôóíêöèÿ Óîëøà ïðèíèìàåò ëèøü äâà
çíà÷åíèÿ: 1 èëè -1, òî ýòè àâòîìàòû ëåãêî ñòðîÿòñÿ, è èçó÷àòü èõ ñâîé-
ñòâà ãîðàçäî óäîáíåå [4].

Ôóíêöèè âûõîäîâ àâòîìàòîâ A0, . . . , AN−1 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

λi(si0) = yi(x), ãäå i = 0, . . . , N − 1. (4)

Ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ýòèõ àâòîìàòîâ ìîãóò áûòü âûáðàíû ñîâïàäàþ-
ùèìè ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ èñõîäíîãî àâòîìàòà . Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ-
íûå àâòîìàòû A0, . . . , AN−1 ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî îáðàçà γs è âûäåëåíèåì â ðÿäå Ôóðüå�Óîëøà ñîîòâåòñòâóþùèõ
àâòîìàòàì êîìïîíåíò.

Êîìïîçèöèÿ àâòîìàòîâ A0, . . . , AN−1, ãäå ýëåìåíò Σ îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

λΣ(sΣ0, x) = c0y0(x) + c1y1(x) + . . .+ cN−1yN−1(x), (5)

çàäàåò èñõîäíûé àâòîìàò A.
Â ãåîìåòðè÷åñêîì îáðàçå àâòîìàòà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

ïðåäñòàâëåíà êàê àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì (èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì), ÷òî ïîçâîëÿåò
êàæäóþ ôóíêöèþ pal(p, x) ïðåîáðàçîâûâàòü â àâòîìàò Ap ñ êîíêðåòíûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè âñå êîìïîíåíòû �
àâòîìàòû è ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè � àâòîìàò.
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ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÎÂ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÛ
ÁÓËÅÂÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Â ýòîé ñòàòüå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ äâà òèïà èäåìïî-
òåíòîâ ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïû áóëåâûõ ìàòðèö âñåâîçìîæíûõ ðàçìåðîâ
� ïåðâè÷íûõ è âòîðè÷íûõ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ äåëèìîñòü âòîðè÷-
íûõ áóëåâî-ìàòðè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ âëå÷�åò èõ ëåâóþ äåëèìîñòü, è íà-
îáîðîò. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ýòîò ôàêò ïðÿìî ñâÿçàí ñ áóëåâûì ÷àñòè÷-
íûì ïîðÿäêîì "âêëþ÷åíèÿ"⊆ íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ìàòðèö.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(B) ìíîæåñòâî ìàòðèö âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû B, íà êîòîðîì
îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩, äîïîëíåíèÿ ′ è ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê ⊆ îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ìàòðèö îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ ïîýëåìåíòíî.

Êîíúþíêòíûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B, ñîãëàñîâàííûõ ðàçìå-
ðîâ m× n è n× k ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâ�åì ìàòðèöó C = A uB ðàçìåðà
m× k ñ ýëåìåíòàìè C i

j =
⋃n
t=1(A

i
t ∩Bt

j).
Ìíîæåñòâî M(B) ñ ÷àñòè÷íîé, òî åñòü îïðåäåëåííîé íå äëÿ êàæäîé

ïàðû ìàòðèö îïåðàöèåé u, îáðàçóåò ÷àñòè÷íóþ ïîëóãðóïïó 〈 M(B),u〉.
Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû A ÷åðåç AT . Î÷åâèäíî,
÷òî (A uB)T = BT u AT . Ïîëîæåì òàêæå, ÷òî A′T = (AT )′ = (A′)T .

Ñèìâîëîì E áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñ åäèíè-
öàìè 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íóëÿìè 0 íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ, ãäå 1
è 0 � åäèíèöà è íóëü áóëåâîé àëãåáðû B. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé
êîíòåêñòó ðàçìåð ìàòðèöû E óêàçûâàòü íå áóäåì.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì u-èäåìïîòåí-
òîì, åñëè E * A = A u A, è âòîðè÷íûì u-èäåìïîòåíòîì ÷àñòè÷íîé
ïîëóãðóïïû 〈 M(B),u〉, åñëè E ⊆ A = A u A.

Ëþáîé áóëåâîé ìàòðèöå ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóþò âòî-
ðè÷íûå èäåìïîòåíòû ïðàâîãî òèïà : AR = (A u A′T )′T , è ëåâîãî
òèïà : AL = (A′T uA)′T . Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî ìàòðèöû AR è AL ÿâëÿþòñÿ
âòîðè÷íûìè èäåìïîòåíòàìè ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïû 〈 M(B),u〉.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � èäåìïîòåíò ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïû
〈M(B),u〉. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì èäåìïîòåíòîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A $ AR è A $ AL, è ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íûì
u-èäåìïîòåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = AR = AL.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [1, 2].
Âòîðè÷íûå èäåìïîòåíòû èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü â âîïðîñàõ ðàçðåøè-

ìîñòè ïðîñòåéøèõ áóëåâî-ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, äåëèìîñòè, ðåãóëÿðíî-
ñòè áóëåâûõ ìàòðèö, íåîáõîäèìûõ ïðèçíàêîâ îäíîñòîðîííèõ èäåàëîâ,
ïîèñêà òðàíçèòèâíî-ðåôëåêñèâíûõ çàìûêàíèé è ïð. [1, 2]. Âòîðè÷íûå
èäåìïîòåíòû èçó÷àëèñü òàêæå â [3, 4].

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà B äåëèòñÿ íà A
ñëåâà â ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïå âñåâîçìîæíûõ áóëåâûõ ìàòðèö 〈M(B),u〉,
åñëè óðàâíåíèå AuX = B èìååò ðåøåíèå, è ñïðàâà, åñëè èìååò ðåøåíèå
óðàâíåíèå X u A = B.

Ëåììà 1. Ïóñòü A � èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ÷àñòè÷íîé ïîëó-
ãðóïïû 〈M(B),u〉 è B � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ìàòðèöà ïîäõîäÿùåãî ðàç-
ìåðà. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

1) óðàâíåíèå AuX = B èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A uB = B;

2) óðàâíåíèå XuA = B èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B u A = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî èç ðàâåíñòâà A u B = B ñëåäóåò
ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ AuX = B. Ïîêàæåì, ÷òî èç òîãî, ÷òî óðàâíå-
íèå AuX = B èìååò ðåøåíèå, ñëåäóåò ðàâåíñòâî AuB = B. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèÿ (ñì. [1, òåîðåìà 2.2]),
çàïèñàííûì â ôîðìå

(∃X) A uX = B ↔ A u (B′T u A)′T = B.

Òîãäà, óìíîæàÿ ðàâåíñòâî A u (B′T uA)′T = B ñëåâà íà èäåìïîòåíòíóþ
ìàòðèöó A, ïîëó÷àåì

A uB = A u A u (B′T u A)′T = A u (B′T u A)′T = B.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèÿ XuA = B
ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà B u A = B, è íàîáîðîò. �

Ëåììà 2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à B � âòîðè÷íûé èäåì-
ïîòåíò ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïû 〈M(B),u〉 òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è A.
Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ E ⊆ A ⊆ B ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå{

A uB = B u A = B
E ⊆ A

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê B � âòîðè÷íûé èäåìïîòåíò, òî B = BR =
= (B uB′T )′T . Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ E ⊆ A ⊆ B çàïèøåòñÿ êàê

E ⊆ A ⊆ (B uB′T )′T ,

÷òî ðàâíîñèëüíî {
A uB ⊆ B

E ⊆ A
,

òàê êàê (A ⊆ (BuB′T )′T )↔ (AuB ⊆ B) (ñì.[2, òåîðåìà 2.1]). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî E ⊆ A âëå÷�åò E uB ⊆ A uB, èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò B ⊆
⊆ AuB ⊆ B, òî åñòü AuB = B. Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
E ⊆ A ⊆ B ñëåäóåò ñèñòåìà{

A uB = B
E ⊆ A

.

Ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîé èìïëèêàöèè î÷åâèäíà. Ñëåäîâàòåëüíî,{
A uB = B

E ⊆ A
↔ E ⊆ A ⊆ B.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê B � âòîðè÷íûé èäåìïîòåíò, òî B = BL =
= (B′T uB)′T . Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íåðàâåíñòâ (A ⊆ B′T t
tB)↔ (B u A ⊆ B), ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü{

B u A = B
E ⊆ A

↔ E ⊆ A ⊆ B.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì{
A uB = B u A = B

E ⊆ A
↔ E ⊆ A ⊆ B. �

Óòâåðæäåíèÿ ëåìì 2 è 3 è òî, ÷òî êàæäûé âòîðè÷íûé èäåìïîòåíò
ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó (òåîðåìà 1), ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü A è B � âòîðè÷íûå èäåìïîòåíòû ÷àñòè÷íîé
ïîëóãðóïïû 〈M(B),u〉. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) óðàâíåíèå A uX = B èìååò ðåøåíèå;
2) óðàâíåíèå X u A = B èìååò ðåøåíèå;
3) A ⊆ B.
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ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÅ ÈÑÕÎÄÛ Â ÈÃÐÀÕ
Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàñïðîñòðàíåíèè ïðèíöèïà äîïóñòèìî-
ñòè íà êëàññ èãð ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1, äàþùàÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïó-
ñòèìûõ èñõîäîâ â èãðàõ ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ èãðîêîâ [1, 2].

Îñíîâíûì òåîðåòèêî-èãðîâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Îäíàêî ïîñêîëüêó ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ
îáëàäàåò óíèâåðñàëüíîé ðåàëèçóåìîñòüþ òîëüêî â ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-
ÿõ (ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà ìíîæåñòâàõ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ), â òåîðèè èãð áûëè ïðåäëîæåíû òàêæå äðóãèå ïðèí-
öèïû îïòèìàëüíîñòè, âàæíåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï äîïó-
ñòèìîñòè ñèòóàöèè èëè èñõîäà èãðû [3, 4].

Ôîðìàëüíî èãðà ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ îáùåãî âèäà ìîæåò
áûòü çàäàíà â âèäå íàáîðà:

G = 〈N, (Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 , (1)
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ãäå N = {1, 2, ..., n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Xi � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èã-
ðîêà i ∈ N , A � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ρi � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå-
ñòâå A, âûðàæàþùåå ïðåäïî÷òåíèÿ èãðîêà i, F � ôóíêöèÿ ðåàëèçàöèè,
îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X = X1 × ... × Xn âñåõ ñèòóàöèé èãðû è
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå èñõîäîâ A. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
|Xi| ≥ 2 äëÿ âñåõ i ∈ N è |A| ≥ 2. Îòíîøåíèÿ ρi ñ÷èòàþòñÿ ðåôëåê-
ñèâíûìè; íèêàêèõ äðóãèõ ñâîéñòâ ýòèõ îòíîøåíèé â îáùåì ñëó÷àå íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Äëÿ èãðû (1) ïîëîæèì XN\i =
∏
j∈N
j 6=i

. ßñíî, ÷òî XN\i ìîæåò áûòü

îòîæäåñòâëåíî ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñòðàòåãèé äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèè
N\ {i}. Ïàðà (xi, xN\i), ãäå xi ∈ Xi, xN\i ∈ XN\i, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
èñõîä èãðû, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F (xi, xN\i). Ïîíÿòèå âîçðàæå-
íèÿ äëÿ èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêàæåì, ÷òî ñòðàòåãèÿ x0
i ÿâëÿåòñÿ âîçðàæåíèåì

èãðîêà i íà èñõîä a, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè xN\i ∈ XN\i äîïîë-

íèòåëüíîé êîàëèöèè èìååò ìåñòî F (x0
i , xN\i)

ρi
>a. Èñõîä a íàçûâàåòñÿ

äîïóñòèìûì äëÿ èãðîêà i, åñëè ýòîò èãðîê íå èìååò íà íåãî âîçðàæåíèé.
Èñõîä a íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì â èãðå G, åñëè îí äîïóñòèì äëÿ âñåõ
èãðîêîâ i ∈ N .

Îïðåäåëåííûì óñèëåíèåì ïîíÿòèÿ äîïóñòèìîñòè èñõîäà ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå âïîëíå äîïóñòèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Èñõîä a íàçûâàåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûì â èã-
ðå G âèäà (1), åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ
xN\i ∈ XN\i äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèè N\ {i}, ÷òî ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè
xi ∈ Xi âûïîëíåíî ¬(F (xi, xN\i)

ρi
>a. Ñòðàòåãèþ XN\i äîïîëíèòåëüíîé

êîàëèöèè N\ {i}, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííîìó óñëîâèþ, áóäåì íà-
çûâàòü íàêàçóþùåé ñòðàòåãèåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèòóàöèÿ èãðû G ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ íà-
çûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè èñõîä â ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
èñõîäîì èãðû G. Ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìîé, åñëè èñõîä
â ýòîé ñèòóàöèè âïîëíå äîïóñòèì.

Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1. Ñèòóàöèÿ îáùåãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äî-

ïóñòèìîé (à, çíà÷èò, è äîïóñòèìîé).

Çàìå÷àíèå 1. Êàê è ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, äîïóñòèìûå è âïîëíå äî-
ïóñòèìûå ñèòóàöèè èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ îáëàäàþò îïðå-
äåëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ. À èìåííî, åñëè ñèòóàöèÿ x0 = (x0

i )i∈N ÿâëÿåòñÿ
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äîïóñòèìîé â èãðå G, òî äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N è ëþáîãî åãî ïîòåí-
öèàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé ñòðàòåãèè èìååòñÿ
¾íàêàçàíèå¿ ñî ñòîðîíû äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèè îñòàëüíûõ èãðîêîâ.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � èãðà ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ âèäà (1),

â êîòîðîé ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è äëÿ
êàæäîãî i ∈ N îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ρi àöèêëè÷íî. Òîãäà â èãðå G
ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå ñèòóàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî èñ-
õîäîâ èãðû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Di ìíîæåñòâî âñåõ èñ-
õîäîâ, íà êîòîðûå èãðîê i ∈ N èìååò âîçðàæåíèå:

Di =
{
a ∈ A : (∃xi ∈ Xi)(∀xN\i ∈ XN\i)F (xi, xN\i)

ρi
>a
}
. (2)

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìíîæåñòâî A êîíå÷íî è îòíîøåíèå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ρi àöèêëè÷íî, â ãðàôå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ 〈A, ρ∗i 〉 îòñóòñòâó-
þò áåñêîíå÷íûå ïóòè, ïîýòîìó êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â A èìååò
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Çàôèêñèðóåì â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå
Di ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò a∗i îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ρi.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Di ïîëó÷àåì ñîãëàñíî (2), ÷òî ïðè êàæäîì i ∈ N ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ x0

i ∈ Xi, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè xN\i
äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèè N\ {i} èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

F (x0
i , xN\i)

ρi
>a∗i . (3)

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ x0 = (0
i )i∈N . Òàê êàê i-ÿ êîìïîíåíòà ýòîé ñèòóà-

öèè åñòü ñòðàòåãèÿ x0
i , òî â ñèòóàöèè x

0 ñîîòíîøåíèå (3) áóäåò âûïîëíåíî
ñðàçó äëÿ âñåõ i, òî åñòü

(∀i ∈ N)F (x0)
ρi
>a∗i . (4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåìåíò a0
i ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â ïîäìíîæåñòâå

Di, ïîëó÷àåì èç (4), ÷òî ïðè êàæäîì i ∈ N âûïîëíåíî F (x0) /∈ Di,
òî åñòü èñõîä F (x0) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ âñåõ èãðîêîâ i ∈ N , à
ñèòóàöèÿ x0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â èãðå G. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 äî-
êàçàíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî èñõîäîâ èãðû êîíå÷íî. Ñëó÷àé,
êîãäà ìíîæåñòâî èñõîäîâ èãðû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, ñâîäèòñÿ ê óæå
ðàññìîòðåííîìó ïåðåõîäîì ê èãðå G1, â êîòîðîé îñòàâëåíû òîëüêî ðå-
àëèçóåìûå èñõîäû èãðû G. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî èñõîäîâ èãðû G1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
óæå äîêàçàííîìó èãðà G1 èìååò äîïóñòèìûé èñõîä.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûé èñõîä áóäåò òàêæå äîïóñòèìûì è â
èãðå G.
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ÓÄÊ 514.133
Ë.Í. Ðîìàêèíà

Î ÏËÎÙÀÄÈ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÎÐÈÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÃÎ N -ÐÅÁÅÐÍÈÊÀ
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Â ðàáîòå äîêàçàíû ôîðìóëû ïëîùàäè ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷å-
ñêîãî n-ðåáåðíèêà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû.

Ó÷åíèå î âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü ìíîãîóãîëüíèêàõ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ. Ïðîéäÿ ïóòü ñòàíîâëåíèÿ êàê ìèíè-
ìóì îò ðàáîò äðåâíåãðå÷åñêèõ ó÷åíûõ, îíî ñîõðàíÿåò ñâîþ àêòóàëüíîñòü
è â íàøè äíè (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ñ ðàçâèòèåì ãåîìåòðèè ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî ïîÿâèëñÿ êëàññ çàäà÷ îá èññëåäîâàíèè âïèñàííûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ ýòîé ïëîñêîñòè. Ñ âûõîäîì èññëåäîâàíèé íà èäåàëüíóþ îá-
ëàñòü ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ðàçâèòèåì ãåîìåòðèè ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû êðóã çàäà÷ î âïèñàííûõ ìíîãî-
óãîëüíèêàõ ðàñøèðèëñÿ ïðèíöèïèàëüíî. Ýòî îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèì.
Âî-ïåðâûõ, ïëîñêîñòü Ĥ ñîäåðæèò ïðÿìûå òðåõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ,
à âñå åå óãëû îòíîñÿòñÿ ê ïÿòíàäöàòè òèïàì, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû [2]. Âî-âòîðûõ, íà Ĥ ñóùåñòâóþò öèêëû
÷åòûðåõ òèïîâ [3] (â îòëè÷èå îò òðåõ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî). È,
ïîæàëóé, íàèáîëåå ÿðêèì îòëè÷èåì ïëîñêîñòè Ĥ îò ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîíå÷íûå çàìêíóòûå ëèíèè íà Ĥ
ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ, îäíîñòîðîííèìè, óäàëåíèå êîòîðûõ èç ïëîñêî-
ñòè íå íàðóøàåò åå ñâÿçíîñòü, è äâóñòîðîííèìè, ðàçáèâàþùèìè Ĥ íà äâå
ñâÿçíûå ÷àñòè. Ïðîñòóþ äâóñòîðîííþþ ëîìàíóþ âìåñòå ñ îãðàíè÷åííîé
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åþ ãîìåîìîðôíîé äèñêó ÷àñòüþ ïëîñêîñòè Ĥ íàçûâàþò n-ðåáåðíèêîì [2,
4]. Èññëåäîâàíèå n-ðåáåðíèêîâ, âïèñàííûõ â îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ, íà-
çâàííûõ îðèöèêëè÷åñêèìè, íà÷àòî â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíèåì çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó äëèíàìè ðåáåð ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà.
Âñå ðåáðà òàêîãî n-ðåáåðíèêà � âíóòðåííèå ýëëèïòè÷åñêèå õîðäû íåêî-
òîðîãî îðèöèêëà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (ñì. [5]) âíóòðåííèå óãëû ïðè îñíîâàíèè ýë-
ëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà � ýëëèïòè÷åñêèå óãëû, ñëå-
äîâàòåëüíî, èõ ìåðû � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà (ñì. [2, ï.
4.5.2]). Âíóòðåííèå óãëû ïðè âåðøèíàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ îñíîâàíèþ, �
ýëëèïòè÷åñêèå ïñåâäîóãëû, ìåðàìè êîòîðûõ ñëóæàò ÷èñëà âèäà iπ − υ,
ãäå υ ∈ R+ (ñì. [2, ï. 4.5.4]).

Ïóñòü F = B1B2 . . . Bn � ýëëèïòè÷åñêèé îðèöèêëè÷åñêèé n-ðåáåðíèê
ïëîñêîñòè Ĥ ñ îñíîâàíèåì B1Bn. Âåëè÷èíó âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåð-
øèíå Bq n-ðåáåðíèêà F îáîçíà÷èì iπ − βq, q = 2, . . . , n − 1; âåëè÷èíû
âíóòðåííèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ B1, Bn îñíîâàíèÿ îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî α1, αn.

Ïî òåîðåìå î ïëîùàäè îáîáùåííîãî n-ðåáåðíèêà ïëîñêîñòè Ĥ (òåî-
ðåìà 3.1 èç [6]) âû÷èñëèì ïëîùàäü S n-ðåáåðíèêà F :

S = ρ2

(
α1 + αn +

n−1∑
j=2

(iπ − βj)− iπ(n− 2)

)
=

= ρ2

(
α1 + αn −

n−1∑
j=2

βj

)
, (1)

ãäå ρ � ðàäèóñ êðèâèçíû ïëîñêîñòè Ĥ, ρ ∈ R+.
Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (1) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ, ρ ∈ R+, ïëîùàäü

S ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà, ìîäóëè âåùåñòâåííûõ
÷àñòåé ìåð âíóòðåííèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàâíû α1, α2, . . . ,
αn, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

S = ρ2
n∑
j=1

αj. (2)

Îáîçíà÷èì äëèíó îñíîâàíèÿ n-ðåáåðíèêà F ñèìâîëîì b, à äëèíû åãî
îñòàëüíûõ ðåáåð � ñèìâîëàìè b1, b2, . . . , bn−1. Ïî òåîðåìå 2 èç [4] ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sin
b

2ρ
=

n−1∑
j=1

sin
bj
2ρ
. (3)
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Ïóñòü F1, F2, . . . , Fn � ñåãìåíòû îïèñàííîãî îêîëî F îðèöèêëà, îãðà-
íè÷åííûå âíóòðåííèìè ýëëèïòè÷åñêèìè õîðäàìè B1B2, B2B3, . . . , BnB1

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

F =
n−1⋃
i=1

BiBi+1

⋃[
Fn \

n−1⋃
j=1

Fj

]
. (4)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (4), çàïèøåì ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ïëî-
ùàäè S(F ), S(F1), . . . , S(Fn) ôèãóð ñîîòâåòñòâåííî F , F1, . . . , Fn:

S(F ) = S(Fn)−
n−1∑
j=1

S(Fj). (5)

Â ðàáîòå [7, ðàçäåë 5.6] äîêàçàíà ôîðìóëà âûðàæåíèÿ ïëîùàäè Ss
ñåãìåíòà îðèöèêëà ïëîñêîñòè Ĥ, îãðàíè÷åííîãî âíóòðåííåé ýëëèïòè÷å-
ñêîé õîðäîé äëèíîé a:

Ss = 2ρ2

[
ln tg

(
π

4
+

a

4ρ

)
− sin

a

2ρ

]
. (6)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (4) � (6), ïîëó÷èì öåïî÷êó âûðàæåíèé:

S(F ) = 2ρ2

[
ln tg

(
π

4
+

b

4ρ

)
− sin

b

2ρ
−

n−1∑
j=1

[
ln tg

(
π

4
+
bj
4ρ

)
− sin

bj
2ρ

]]
,

S(F ) = 2ρ2 ln

[
tg

(
π

4
+

b

4ρ

) n−1∏
j=1

ctg

(
π

4
+
bj
4ρ

)]
, (7)

S(F ) = 2ρ2 ln


√

1 +
∑n−1

j=1 sin
bj
2ρ√

1−
∑n−1

j=1 sin
bj
2ρ

n−1∏
j=1

ctg

(
π

4
+
bj
4ρ

) . (8)

Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ, ρ ∈ R+, ïëîùàäü

S ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà ñ äëèíàìè b1, b2, . . . ,
bn−1 íåîñíîâíûõ ðåáåð ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå (8).

Â ðàáîòå [8] ââåäåíà ôóíêöèÿ α̃(x) óãëà êâàçèïàðàëëåëüíîñòè, âû-
ðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìåðû êâàçèóãëà ïàðàëëåëü-
íîñòè â òî÷êå ïëîñêîñòè Ĥ îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé îò
ðàññòîÿíèÿ x, x ∈ (0;πρ/2), äàííîé òî÷êè äî óêàçàííîé ïðÿìîé. Èñïîëü-
çóÿ âûðàæåíèå ôóíêöèè α̃(x) è ôîðìóëó (7), ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ, ρ ∈ R+, ïëîùàäü
S ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà ñ äëèíàìè b1, b2, . . . ,
bn−1 íåîñíîâíûõ ðåáåð è äëèíîé b îñíîâàíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî
ôîðìóëå

S(F ) = 2ρ2

[
α̃

(
b

2

)
−

n−1∏
j=1

α̃

(
bj
2

)]
.
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ÓÄÊ 517.927.25

Â.Ñ. Ðûõëîâ

ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÏÎ ÊÎÐÍÅÂÛÌ ÝËÅÌÅÍÒÀÌ
ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ

ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÊÐÀÒÍÛÌÈ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ñèëüíî íåðåãóëÿðíûé ïó÷îê 3-ãî ïîðÿäêà ñ êðàò-
íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òðåõêðàòíîãî
ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì ýòîãî ïó÷êà.
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïó÷êà L(λ):

y′′′ − 3λy′′ + 3λ2y′ − λ3y = 0, x ∈ [0, 1], (1)

U1(y) := y(0) = 0, U2(y) := y′(0) = 0, U3(y) := y(1)− y′′(0) = 0. (2)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïó÷êà èìååò êðàòíûå êîðíè ω1 =
= ω2 = ω3 = 1. Ñèñòåìà y1 = eλx, y2 = xeλx, y3 = x2eλx îáðàçóåò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
îïðåäåëèòåëü ∆(λ) = det(Uν(yj))ν,j=1,3 = eλ− 2 ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì,
à ïó÷îê L(λ) � íåðåãóëÿðíûì [1, c. 66�67]. ×èñëà λk = ln 2+2kπi, k ∈ Z,
åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) ïó÷êà.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà âåêòîð-ôóíêöèþ (â.-ô.) f =
= (f1, f2, f3)

T , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî òðåõêðàòíàÿ ðàçëîæèìîñòü ýòîé
â.-ô. â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî ïðîèçâîäíûì öåïî÷êàì ïó÷êà
L(λ) (ñì. [1, c. 102]), ñîîòâåòñòâóþùèì åãî êîðíåâûì ýëåìåíòàì (ê.ý.).

Â íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå îïåðàòîðà 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ ñ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ðåøåíà â [2]. Â íåðå-
ãóëÿðíîì ñëó÷àå îïåðàòîðà 3-ãî ïîðÿäêà, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ëåæàò â
âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ðåøåíà â [3].
Îáîáùåíèå íà ïîðÿäîê n = 4k + 1 ñäåëàíî â [4]. Ðàçëîæåíèÿ ïî ê.ý. â
ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ñ 4-õ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè èçó÷àëèñü
â [5]. Ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîãî ïó÷êà 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïðîñòûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ðàññìàòðèâàëñÿ â [6].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γν êðóãîâûå êîíòóðû â λ-ïëîñêîñòè ñ öåíòðàìè â íà-

÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà
√

ln2 2 + 4π2(ν + 1/2)2, ν ∈ N. Ïóñòü G(x, t, λ)

åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1), (2). Äëÿ äàííîé â.-ô. f = (f1, f2, f3)
T

îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (x, λ) := −λ2f1(x) + λ
(
− 3f ′1(x) + f2(x)

)
+
(
3f ′′1 (x)− 3f ′2(x) + f3(x)

)
.

Òåîðåìà 1. Åñëè â.-ô. f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f
(5)
1 , f

(4)
2 , f

(3)
3 ∈ Lp[0, 1], 1 < p ≤ +∞, (3)

f
(s)
j (0) = f

(s)
j (1) = 0, j = 1, 3, s = 0, 5− j, (4)

òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû òðåõêðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ â.-ô.
f ïî ê.ý. ïó÷êà L(λ):

lim
k→+∞

−1

2πi

∮
Γk

λs−1

1∫
0

G(x, t, λ)F (x, λ) dλ =

= fs(x) + x(1− x)ϕ
(s−1)
1 (x) + (x2 − 1)ϕ

(s−1)
2 (x), s = 1, 3,
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ãäå ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ ïî x ∈ [0, 1] è

ϕ1(x) := xf ′′1 (x)− f ′1(x)− 2xf ′2(x) + f2(x) + xf3(x),

ϕ2(x) :=
x2

2
f ′′1 (x)− xf ′1(x) + f1(x)− x2f ′2(x) + xf2(x) +

x2

2
f3(x).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â.-ô. f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), (4). Äëÿ
òîãî ÷òîáû èìåëè ìåñòî ôîðìóëû òðåõêðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ â.-ô. f
ïî ê.ý. ïó÷êà L(λ) ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ

lim
k→+∞

−1

2πi

∮
Γk

λs−1

1∫
0

G(x, t, λ)F (x, λ) dλ = fs(x), s = 1, 3, x ∈ [0, 1],

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè x ∈ [0, 1] âûïîëíÿëèñü òîæäå-
ñòâà ϕ1(x) ≡ 0, ϕ2(x) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ëèíåàðèçàöèè çàäà÷è
(1), (2) ïîäñòàíîâêîé z1 = y, z2 = λz1, z3 = λz2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñ.ç. äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ â ïðîñòðàí-
ñòâå â.-ô. z = (z1, z2, z3)

T : L̂z − λz = 0, ãäå

L̂z :=

 0 1 0
0 0 1

− d3

dx3 −3 d2

dx2 3 d
dx

 z,

DL̂ = {z
∣∣z′′1 , z′2, z3 ∈ L1[0, 1], z1(0) = 0, z′1(0) = 0, z1(1)− z′′1(0) = 0}.

Ñ.ç. ïó÷êà L(λ) è îïåðàòîðà L̂ ñîâïàäàþò, à ñèñòåìà ïðîèçâîäíûõ
öåïî÷åê L(λ) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ê.ý. îïåðàòîðà L̂.

Ïóñòü (L̂ − λE)−1f =
(
z1(x, λ), z2(x, λ), z3(x, λ)

)T
. Â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 1 èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé zj(x, λ), j = 1, 3.
Ëåììà 1. Åñëè f ′′1 , f

′
2, f3 ∈ L1[0, 1], òî

z1(x, λ) =

1∫
0

G(x, t, λ)F (t, λ) dt =

x∫
0

(x− t)2

2!
eλ(x−t)F (t, λ) dt−

− 1

eλ − 2

1∫
0

x2(1− t)2

2
eλ(x+1−t)F (t, λ) dt, Reλ ≤ 0;
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z1(x, λ) =

1∫
0

G(x, t, λ)F (t, λ) dt = −
1∫

x

(x− t)2

2!
eλ(x−t)F (t, λ) dt+

+

1∫
0

(
(x2 − x)t+ (1− x2)

t2

2

)
eλ(x−t)F (t, λ) dt−

− 1

1− 2e−λ

1∫
0

x2(t− 1)2eλ(x−1−t)F (t, λ) dt, Reλ ≥ 0;

z2(x, λ; f) = λz1(x, λ) + f0(x);

z3(x, λ; f) = λ2z1(x, λ) + λf1(x) + f2(x).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, êàê â [6].
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014/K).
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ÓÄÊ 517.518.85

À.Þ. Òðûíèí

ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÈÉ ÏÐÈÇÍÀÊ ÄÈÍÈ�ËÈÏØÈÖÀ
ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ
ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÈÍÊ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÉ

Óñòàíîâëåíà äîñòàòî÷íîñòü ïðèíàäëåæíîñòè àïïðîêñèìèðóåìîé
ôóíêöèè îäíîñòîðîííåìó êëàññó Äèíè�Ëèïøèöà äëÿ âîçìîæíî-
ñòè ðàâíîìåðíîãî âíóòðè îòðåçêà ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðàìè ñèíê-
àïïðîêñèìàöèé. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàâíîìåðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ íà âñ¼ì îòðåçêå.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, âïåðâûå
ïðåäëîæåííûå â [1, 2], âèäà

Ln(f, x) =
n∑
k=0

sinc (nx− kπ)f
(kπ
n

)
=

n∑
k=0

(−1)k sinnx

nx− kπ
f
(kπ
n

)
=

=
n∑
k=0

lk,n(x)f
(kπ
n

)
, (1)

ãäå sinc t := sin t
t . Îáîçíà÷èì xk,n = kπ

n , k ∈ Q, n ∈ N . Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîòî÷å÷íîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ýòèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ íà îòðåçêå [0, π] ñîäåðæèòñÿ â
[1�32].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ íåóáû-
âàþùèõ, âûïóêëûõ ââåðõ íà [0, b− a] ([a, b] ⊂ [0, π]), èñ÷åçàþùèõ â íóëå
ôóíêöèé ω. À ÷åðåç C(ωl, [a, b]) è C(ωr, [a, b]) � ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
C[a, b] òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è x+ h (a ≤ x < x+ h ≤ b) ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà f(x+ h)− f(x) ≥ −Kfω(h) èëè f(x+ h)− f(x) ≤ Kfω(h)
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ω ∈ Ω. Âûáîð ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò Kf ìîæåò
çàâèñåòü òîëüêî îò ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b− a)/2. Åñëè ôóíêöèÿ
ω ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

ω(1/n) lnn = 0, (2)

òî äëÿ ëþáîé, íåïðåðûâíîé íà [0, π] ôóíêöèè f ∈ C(ωl[a, b])
(f ∈ C(ωr[a, b])) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞
‖f − Ln(f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0. (3)

70



Ïóñòü C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}. Áóäåì îáîçíà÷àòü
C0(ω

l[0, π]) = C(ωl[0, π]) ∩ C0[0, π] (C0(ω
r[0, π]) = C(ωr[0, π]) ∩ C0[0, π]).

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ ω ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

ω(1/n) lnn = 0,

òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C0(ω
l[0, π]) (f ∈ C0(ω

r[0, π])) âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞
‖f − Ln(f, ·)‖C[0,π] = 0. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøå-
íèÿ [4, (36)], ðàçîáü¼ì íà äâà ñëàãàåìûõ ñóììó

k2∑
k=k1,
k 6=p0

∣∣∣∣f(xk+1,n)− f(xk,n)

p0 − k

∣∣∣∣ =

k2∑
k=k1,
k 6=p0

f(xk+1,n)− f(xk,n)

|p0 − k|
−

−2

k2∑
k=k1,
k 6=p0

′′f(xk+1,n)− f(xk,n)

|p0 − k|
, (5)

ãäå p0 = [xn/π], k1 è k2 � íîìåðà íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî èç óçëîâ
xk,n, ïîïàäàþùèõ â îòðåçîê [a, b], à äâà øòðèõà îçíà÷àþò, ÷òî â ñóììå îò-
ñóòñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå. Ïîñëå ÷åãî óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, à óñëîâèå (2) ãàðàíòèðóåò óáûâàíèå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ âòîðîãî
ñëàãàåìîãî ïðè n → ∞ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ f ∈ C0(ω

l[a, b]). Îñòà-
ëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ [11, ïðåäëîæåíèå 9]. Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèé
(3), êîãäà f ∈ C(ωr[a, b]), è (4) äëÿ ñëó÷àÿ a = 0, b = π àíàëîãè÷íû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè
ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014/K).
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À.À. Õðîìîâ

ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ
ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

a0(x)u′′(x) + a1(x)u′(x) + a2(x)u(x) = f(x), (1)
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ãäå ai(x) ∈ C[0, 1], i = 0, 1, 2, u(x) ∈ C2[0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò ïðîèç-
âîëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì, ëèøü áû îíè îáåñïå÷èâàëè ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàì èç-
âåñòíî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåííîå uδ(x) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x)
óðàâíåíèÿ (1) è ïðè ýòîì || uδ − u ||L2

≤ δ, òðåáóåòñÿ ïî uδ(x) è δ íàéòè
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè f(x). Ýòî îä-
íà èç çàäà÷, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, íàïðèìåð, îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [1].
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè a1(x) = a′0(x) â ÷àñòíîì ñëó÷àå
êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷åíî â [2]. Îíî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì
ýòàïå ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé:

fαδ = a0(x)T (2)
α uδ + a1(x)Tαuδ + a2(x)uδ,

ãäå

Tαu =

{
DS2

α2
u ≡ Tα2

u, x ∈ [0, 1
2 ]

DS2
α1
u ≡ Tα1

u, x ∈ [1
2 , 1],

îïåðàòîð T (2)
α ñîñòàâëåí èç êâàäðàòîâ îïåðàòîðîâ Tα1 è Tα2, α ≤ 1

8 ,

Sα1
u =

1

α

∫ x

x−α
u(t)dt, Sα2

u =
1

α

∫ x+α

x

u(t)dt,

D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå âûáèðàåòñÿ ñîãëà-
ñîâàíèå α = α(δ) òàêîå, ÷òî α(δ) → 0 è δ(α(δ))

−5
2 → 0 ïðè δ → 0. Îíî

îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü

|| fα(δ)
δ − f ||L2

→ 0 ïðè δ → 0.

Ïóñòü òåïåðü íàì èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î òî÷íîì ðåøå-
íèè u(x):

u′′(x) ∈ LipMβ, 0 < β ≤ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû óêàæåì êîíêðåòíóþ ôîðìóëó äëÿ α = α(δ) è ïðèâåäåì
îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà. Åñëè u′′(x) ∈ LipMβ, 0 < β ≤ 1, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|| fα(δ)
δ − f ||l2≤ C1δ

2β
2β+5 + C2δ

2
2β+5 + C3δ

2+2β
2β+5 + A2δ,

ãäå
α(δ) = Cδ

2
2β+5 , (2)

C = (25(βM)−23−121−4β)
1

2β+5 ,
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C1 = A02
2β(2β + 5)(

M

5
)

5
2β+5 (β−23−1)

β
2β+5 ,

C2 = A1M1(25(βM)−23−126−2β)
1

2β+5 ,

C3 = A1(2
7β+1(βM3

1
25−1)3)

1
2β+5 ,

Aj =|| aj(x) ||C , j = 0, 1, 2

M1 =|| u′′ ||C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îöåíêó

|| fαδ − f ||L2
≤ A0 || T (2)

α uδ − u′′ || +A1 || Tαuδ − u′ ||L2
+A2 || uδ − u ||L2

â âèäå

|| fαδ −f ||L2
≤ A0 || T (2)

2 u−u′′ ||L2
+A0δ || T (2)

α ||L2→L2
+A1 || Tαu−u′ ||L2

+

+A1δ || Tα ||L2→L2
+A2δ. (3)

Èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè u′′(x) ñëåäóåò, ÷òî u′(x) ∈ LipM1
1 (îáîçíà-

÷åíèÿ óêàçàíû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû). Äàëåå, èç ðàâåíñòâ:

Tαju = S2
αj
u′, T 2

αj
u = S4

αj
u′′

âûòåêàþò îöåíêè:

|| Tαju− u′ ||C≤ ω(2α, u′),
|| Tαju− u′′ ||C≤ ω(4α, u′′),

(4)

ãäå C = C[0, 1
2 ] ïðè j = 2, C = C[1

2 , 1] ïðè j = 1, ω(2α, u′), ω(4α, u′′) �
ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé u′(x) è u′′(x) Íî

ω(2α, u′) ≤ 2M1α, ω(4α, u′′) ≤ 4βMαβ. (5)

Â [2] ïîëó÷åíû îöåíêè:

|| Tα ||L2→L2
≤
√

2α
−3
2 , || T (2)

α ||L2→L2
≤ 2

√
2

3
α
−5
2 . (6)

Ïîäñòàâëÿåì (4),(5),(6) â (3). Ïîëó÷èì:

|| fαδ − f ||L2
≤ C̄1α

β + C̄2δα
−5
2 + C̄3α + C̄4δα

−3
2 + A2δ, (7)

ãäå

C̄1 = A04
βM, C̄2 = A02

√
2

3
, C̄3 = 2A1M1, C̄4 = A1

√
2.
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Âûäåëèì èç ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (7) ¾ãëàâíóþ¿ ÷àñòü. Ýòî áóäåò ôóíê-
öèÿ

Φ(α, δ) = C̄1α
β + C̄2δᾱ

−5
2 ,

è âûáåðåì α = α(δ) èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè. Òîãäà ïðèäåì
ê ôîðìóëå (2). Ïîäñòàâëÿåì (2) â (7). Ïðè ýòîì îáúåäèíÿåì ïåðâûå
äâà ñëàãàåìûõ â îäíî, ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàò îäíó è òó æå ñòåïåíü δ.
Ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ è ïðèõîäèì ê îöåíêå â òåîðåìå.
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ÐÅÃÓËßÐÈÇÓÞÙÅÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÀÁÅËß Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Àáåëÿ, ñîäåðæàùåå
èíâîëþöèþ:

Au ≡
1−x∫
0

(1− x− t)β−1

Γ(β)
u(t) dt = f(x), (1)

ãäå 0 < β < 1,Γ(β) � ãàììà ôóíêöèÿ. Ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî ïðè
äàííîé f(x) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (1), íî âìåñòî f(x) íàì èçâåñòíà fδ(x) òàêàÿ, ÷òî
‖fδ − f‖L2

≤ δ.
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1),

à òàêæå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùåå ïî fδ(x) è δ ïîëó÷àòü ðàâ-
íîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê u(x).

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:

U = A−1f =
d

dx

1∫
1−x

(t− (1− x))−β

Γ(1− β)
f(t) dt. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû â (1) ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííîé 1− x íà x1, çàòåì îáîçíà÷èì f(1− x) = g(x), âîñïîëüçóåìñÿ
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ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ è, íàêîíåö, â
ýòîé ôîðìóëå ïåðåéäåì îò g(t) ê f(1− t).

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ðåãóëÿðèçóþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèÿ
(1)ïî àíàëîãèè ñ [1]: âîçüìåì ðàçðûâíûé îïåðàòîð Ñòåêëîâà

Sαu =


1

α

x+α∫
x

u(t) dt, x ∈ [0,
1

2
],

1

α

x∫
x−α

u(t) dt, x ∈ [
1

2
, 1],

è ñåìåéñòâî Rα = SαA
−1, ãäå A−1 îïðåäåëåí â (2).

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû Rα ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè
ñ ÿäðàìè Rα(x, t), èìåþùèìè âèä

Rα(x, t) =

{
[αΓ(1− β)]−1Rα2(x, t), x ∈

[
0, 1

2

]
[αΓ(1− β)]−1Rα1(x, t), x ∈

[
1
2 , 1
]
,

Rα1(x, t) =


0, 0 ≤ t ≤ 1− x,
(t− (1− x))−β, 1− x < t ≤ 1− x+ α,

(t− (1− x)− α)−β − (t− (1− x))−β, 1− x+ α < t ≤ 1,

Rα2(x, t) =


0, 0 ≤ t ≤ 1− x− α,
(t− (1− x) + α)−β, 1− x− α < t ≤ 1− x,
(t− (1− x) + α)−β − (t− (1− x))−β, 1− x < t ≤ 1.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîðû Rαj, j = 1, 2 ïðè 0 < β <
1

2
ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íûìè îãðàíè÷åííûìè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè α îïåðàòîðàìè, äåéñòâó-
þùèìè èç L2[0, 1] â C[1

2 , 1] ïðè j = 1 è â C[0, 1
2 ] ïðè j = 2.

Áóäåì ñ÷èòàòü îïåðàòîðû Rα, äåéñòâóþùèìè èç L2[0, 1] â L∞[0, 1],
ãäå

‖ • ‖L∞ = max {‖ • ‖C[0, 12 ], ‖ • ‖C[ 12 ,1]}.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4. Îïåðàòîðû Rα ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèìè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 3, èç òîãî, ÷òî RαA ≡ Sα,
à ‖Sαu − u‖L∞ → 0 ïðè α → 0, è èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðèçóþùåãî
îïåðàòîðà [2].
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ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ
Â ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñ ÍÅÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÌ ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ýêñòðåìóìà äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåäèôôå-
ðåíöèðóåìûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà â ôîðìå ìàêñèìèííîé çàäà÷è. Äàííàÿ
ôîðìóëèðîâêà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: ñ ëèíåé-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ], (1)

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå

u(t) ∈ U, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, T ], (2)

è ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà âèäà

J(x.u) =

∫ T

t0

{|g(u(t))|+ |φ(x(t))|}dt→ min, (3)

ãäå A−ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n, B−âåêòîð ðàçìåðíîñòè n× 1, g(u),
φ(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå, ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, x(t) = (x1, x2, ..., xn),
U ⊂ R1−îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Îáîçíà÷èì: (x̂(t), û(t))−îïòèìàëüíàÿ ïàðà èñõîäíîé çàäà÷è.
Ôóíêöèè u(t) áóäåì ñ÷èòàòü äîïóñòèìûìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ èçìå-

ðèìûìè ôóíêöèÿìè è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (2). Ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å (1)�(3) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì V .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, êàê è â ñòàòüå [1], ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà (ñì.[2]) áóäóò äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

78



ýêñòðåìóìà â âèäå ìàêñèìèííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîé öåëè íóæíî ïîñòðî-
èòü êîíóñ çàïðåùåííûõ âàðèàöèé è åìó ñîïðÿæåííûé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèîíàëó (3).

Äîêàçûâàåòñÿ ëåììà.
Ëåììà. Ïàðà ôóíêöèé (x, u) ïðèíàäëåæèò êîíóñó çàïðåùåííûõ âà-

ðèàöèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫
N+

⋃
N−

g′(û)u(t)sign(g(û(t)))dt+

+

∫
M+

⋃
M−

gradTφ(x̂)x(t)sign(φ(x̂))dt < 0, (4)

ãäå

N+ = {t ∈ [t0, T ]| g(û(t)) > 0}, N− = {t ∈ [t0, T ]| g(û(t)) < 0}.

M+ = {t ∈ [t0, T ]| φ(x̂(t)) > 0}, M− = {t ∈ [t0, T ]| φ(x̂(t)) < 0}.

Ðåçóëüòàòû ëåììû èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü (x̂, û)−îïòèìàëüíàÿ ïàðà çàäà÷è (1)�(4). Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò òàêèå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè ψj(t), ψ̄l(t) ∈ Rn, ÷òî èìå-
þò ìåñòî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

max
u(t)∈V

min
(i,j)∈M0

∫ T

t0

∆Hi,j(u, t)dt = 0, (5)

ãäå

∆Hi,j =

{
(g′(û) + ψTj (t)B)(u(t)− û) ïðè t ∈ ∆+

j

⋂
∆̃+
i

0 ïðè t /∈ ∆+
j

⋂
∆̃+
i ,

(6)

∆Hi,j =

{
(−g′(û) + ψTj (t)B)(u(t)− û) ïðè t ∈ ∆+

j

⋂
∆̃−i

0 ïðè t /∈ ∆+
j

⋂
∆̃−i ,

(7)

∆Hi,j =

{
(g′(û)− ψ̄Tj (t)B)(u(t)− û) ïðè t ∈ ∆−j

⋂
∆̃+
i

0 ïðè t /∈ ∆−j
⋂

∆̃+
i ,

(8)

∆Hi,j =

{
(−g′(û)− ψ̄Tj (t)B)(u(t)− û) ïðè t ∈ ∆−j

⋂
∆̃−i

0 ïðè t /∈ ∆+
j

⋂
∆̃−i ,

(9)

M0 = M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4,

M1 = {(i, j)|∆+
j ∩∆̃+

i 6= �}, j ∈ J1, i ∈ I1;M2 = {(i, j)|∆+
j ∩∆̃−i 6= �}, j ∈ J1,
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i ∈ I2;M3 = {(i, j)|∆−j ∩∆̃+
i 6= �}, j ∈ J2, i ∈ I1;M4 = {(i, j)|∆−j ∩∆̃−i 6= �},

j ∈ J2, i ∈ I2, I1 ∪ I2 = {i|i = 1, q}, J1 ∪ J2 = {j|j = 1, q1},

M+ =
⋃
j∈J1

∆+
j ,M

− =
⋃
j∈J2

∆−j , N
+ =

⋃
i∈I1

∆̃+
i , N

− =
⋃
i∈I2

∆̃−i ,

∆+
j = (t2j−1, t2j), j ∈ J1; ∆−j = (t2j−1, t2j), j ∈ J2;

∆̃+
i = (τ2i−1, τ2i), i ∈ I1; ∆̃−i = (τ2i−1, τ2i), i ∈ I2,

ãäå äëÿ t ∈ ∆+
j

ψj(t) =

{
ψ̃j(t), t ∈ ∆+

j ,

0, t /∈ ∆+
j ,

(10)

˙̃ψj(t) = −AT ψ̃j(t) + gradTφ(x̂)x̂(t), ψ̃j(t2j) = 0,

à äëÿ t ∈ ∆−j

˙̃̃
ψj(t) = −AT ˜̃ψj(t)− gradTφ(x̂)x̂(t), ˜̃ψj(t2j) = 0,

ψ̄j(t) =

{
˜̃ψj(t), t ∈ ∆−j ,

0, t /∈ ∆−j .
(11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûâîäà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà
ïðèìåíèì ìåòîä Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 (ñì.[2,
ñ. 400])

f0(x, u) + f1(x, u) + f2(x, u) = 0,

ãäå fi ∈ K∗i , i = 0, 2, K∗i , i = 1, 2 � ñîïðÿæeííûå êîíóñû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîíóñàì äîïóñòèìûõ âàðèàöèé (1)�(2), K∗0 � ñîïðÿæåííûé êîíóñ,
ñîîòâåòñòâóþùèé êîíóñó çàïðåùåííûõ âàðèàöèé. Òîãäà, àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2 (ñì. [1]), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

−λ{
∫
N+

⋃
N−

g′(û)u(t)sign(g(û(t)))dt+

+

∫
M+

⋃
M−

gradT (φ(x̂))x(t)sign(φ(x̂))dt} ≤ 0, λ = const, λ ≥ 0.

Òîãäà, îïðåäåëèâ ôóíêöèè ∆Hi,j, ψj(t), ψ̄j(t) ñîãëàñíî (6)�(11), ïîëó-
÷èì
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min
i,j∈M0

∫ T

t0

∆Hi,jdt ≤ 0.

Îòêóäà ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÓ×ÊÎÂ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÍÀ ÃÐÀÔÅ

Ñ ÊÎÐÍÅÂÛÌ ÖÈÊËÎÌ

Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà êîìïàêòíûõ ãðàôàõ ñ
êîðíåâûì öèêëîì ïðè ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ ñêëåéêè âî âíóòðåííèõ âåð-
øèíàõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíîé íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïîòåíöèàëîâ) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñòðóêòóðà ãðàôà èçâåñòíà àïðèîðè. Äëÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è
äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà ïðîöåäóðà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñïåê-
òðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1].

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô G â Rm ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V =
= {v0, . . . , vr} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {e0, . . . , er}, ãäå e0 � öèêë, V ∩e0 =
= v0. Ãðàô èìååò âèä G = e0 ∪ T, ãäå T � äåðåâî (ò.å. ãðàô áåç öèêëîâ)
ñ êîðíåì v0, âåðøèíàìè {v0, . . . , vr} è ðåáðàìè {e1, . . . , er}, T ∩ e0 = v0.

Äëÿ äâóõ òî÷åê a, b ∈ T áóäåì ïèñàòü a ≤ b, åñëè a ëåæèò íà åäèí-
ñòâåííîì ïðîñòîì ïóòè, ñîåäèíÿþùåì êîðåíü v0 ñ b. Áóäåì ïèñàòü a < b,
åñëè a ≤ b è a 6= b. Åñëè a < b, òî îáîçíà÷èì [a, b] := {z ∈ T : a ≤ z ≤ b}.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè e = [v, w] � ðåáðî, òî v íàçûâàåòñÿ åãî íà÷àëüíîé òî÷-
êîé, à w � åãî êîíå÷íîé òî÷êîé; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî e âûõîäèò èç v è
çàêàí÷èâàåòñÿ â w. Äëÿ âíóòðåííåé âåðøèíû v ÷åðåç R(v) := {e ∈ T :
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e = [v, w], w ∈ V } îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç v.Äëÿ âåð-
øèíû v ∈ V ÷åðåç |v| îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð ìåæäó v0 è v. ×èñëî |v|
íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåðøèíû v. Äëÿ ðåáðà e ∈ T åãî ïîðÿäîê îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ïîðÿäîê åãî êîíå÷íîé òî÷êè. ×èñëî σ := maxj=1,r |vj| íàçûâàåòñÿ
âûñîòîé äåðåâà T. Ïóñòü V (µ) := {v ∈ V : |v| = µ}, µ = 0, σ � ìíîæåñòâî
âåðøèí ïîðÿäêà µ, à E (µ) := {e ∈ E : e = [v, w], v ∈ V (µ−1), w ∈ V (µ)},
µ = 1, σ � ìíîæåñòâî ðåáåð ïîðÿäêà µ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàíóìåðóåì âåðøèíû vj ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Γ := {v1, . . . , vp} � ãðàíè÷íûå âåðøèíû G, vp+1 ∈ V (1), à vj, j > p + 1
çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |vj|. Àíàëîãè÷íî çàíóìåðóåì ðåá-
ðà, à èìåííî ej = [vjk, vj], j = 1, r, jk < j. Â ÷àñòíîñòè, E := {e1, . . . , ep}
� ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ðåáåð, ep+1 = [v0, vp+1]. Ðåáðî ep+1, âûõîäÿùåå
èç êîðíÿ v0, íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ðåáðîì äåðåâà T. ßñíî, ÷òî ej ∈ E (µ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vj ∈ V (µ).
Ïóñòü dj � äëèíà ðåáðà ej, j = 0, r. Êàæäîå ðåáðî e ∈ E ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê îòðåçîê [0, dj] è ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, dj].
Äëÿ íàñ óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùóþ îðèåíòàöèþ: äëÿ j = 1, r êîíå÷íàÿ
âåðøèíà vj ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à íà÷àëüíàÿ âåðøèíà vjk ñîîòâåòñòâóåò
xj = dj; äëÿ öèêëà e0 îáå òî÷êè x0 = +0 è x0 = d0 − 0 ñîîòâåòñòâó-
þò v0. Ôóíêöèÿ Y íà G ïðåäñòàâèìà â âèäå Y = {yj}j=0,r, ãäå ôóíêöèÿ
yj(xj) îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Ïóñòü q = {qj}j=0,r è p = {pj}j=0,r � êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà G; îíè íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè. Ïóñòü
qj(xj) ∈ L(0, Tj), pj(xj) ∈ AC[0, Tj]. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íà G:

y′′j (xj) + (ρ2 + ρpj(x) + qj(xj))yj(xj) = 0, xj ∈ [0, dj], (1)

ãäå j = 0, r, ρ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè yj(xj), y′j(xj) àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíû íà [0, dj] è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñêëåéêè
âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ v0 è vk, k = p+ 1, r äëÿ k = p+ 1, r:

yj(dj) = yk(0) for all ej ∈ R(vk),
∑

ej∈R(vk)

y′j(dj) = y′k(0), (2)

è äëÿ v0

yp+1(dp+1) = y0(d0) = y0(0), y′p+1(dp+1) + y′0(d0) = y′0(0). (3)

Óñëîâèÿ (2), (3) íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè. Â ýëåê-
òðè÷åñêèõ ñåòÿõ îíè âûðàæàåò çàêîí Êèðõãîôà; ïðè êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ
ñåòåé � áàëàíñ íàïðÿæåíèé è ò.ä. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0(G) äëÿ
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óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2), (3) è ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå â
ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ v1, . . . , vp:

yj(0) = 0, j = 1, p.

Ðàññìîòðèì òàêæå êðàåâûå çàäà÷è Lk(G), k = 1, p, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ
óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2)-(3) è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y′k(0) = 0, yj(0) = 0, j = 1, p \ k.

Îáîçíà÷èì Λk = {ρkn}, k = 0, p, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòåé) çàäà÷è Lk(G). Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äåðåâüåâ çäåñü çàäàíèå ñïåê-
òðîâ Λk, k = 0, p, íå îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàëû îäíîçíà÷íî, è íàì íóæíà
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ïóñòü Sj(xj, ρ), Cj(xj, ρ), j = 0, r, � ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå ej ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Sj(0, ρ) = C ′j(0, ρ) = 0, S ′j(0, ρ) = Cj(0, ρ) = 1.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì xj ∈ [0, dj] ôóíêöèè S
(ν)
j (xj, ρ), C

(ν)
j (xj, ρ),

j = 0, r, ν = 0, 1, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî ρ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîëî-
æèì

a(ρ) := C0(d0, ρ)− S ′0(d0, ρ), h(ρ) := S0(d0, ρ).

Ïóñòü V = {νn} � íóëè (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) öåëîé ôóíêöèè h(ρ). Òîãäà
{νn} � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è B äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè
j = 0 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè y0(0) = y0(d0) = 0. Ïóñòü Ω = {ωn} �
Ω� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ B (ñì. [2]). Íàïðèìåð, åñëè âñå íóëè h(ρ)
ïðîñòûå, òî

ωn =

 0, a(νn) = 0,
+1, a(νn) 6= 0, arg a(νn) ∈ [0, π),
−1, a(νn) 6= 0, arg a(νn) ∈ [π, 2π).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîé ñàìîñîïðÿæåííîé ïåðèîäè÷åñêîé îáðàò-
íîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ Ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èññëåäîâàëàñü â
[3] è äðóãèõ ðàáîòàõ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû Λk, k = 0, p è Ω, ïîñòðîèòü q è p íà G.
Ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ

çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà èíòåð-
âàëå è íà äåðåâüÿõ. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà 1. Çàäàíèå Λk, k = 0, p è Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåí-
öèàëû q è p íà G.
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1], ìû òàêæå ïîëó÷àåì
êîíñòðóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �
16-01-00015) è Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêòû � 1.1436.2014Ê è 2014/203,
1617).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.4

Ý.Â. Àíòîíåíêî

ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ
ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÅÌÊÎÑÒÅÉ

Ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûå òîíêîñòåííûå ðåçåðâóàðû è òðóáîïðî-
âîäû, ïðèìåíÿþùèåñÿ â õèìè÷åñêîé, íåôòÿíîé, ìàøèíîñòðîèòåëüíîé
è îáîðîííîé ïðîìûøëåííîñòè, ìîãóò èìåòü äèñêðåòíûå ïî äëèíå èëè
ñïëîøíûå îïîðû â âèäå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, íàïðèìåð ãðóíòà, â êîòî-
ðûé çàãëóáëåíà åìêîñòü.

Çàäà÷à ïî ðàñ÷åòó íàïðÿæåíèé â ñòåíêàõ ðåçåðâóàðà ñ äèñêðåòíûìè
îïîðàìè áûëà òî÷íî ðåøåíà Á. Ã. Ãàëåðêèíûì è ß. È. Ïåðåëüìàíîì [1].
Ñëîæíîñòü ìåòîäà ïðåïÿòñòâîâàëà âíåäðåíèþ åãî â ïðàêòèêó ðàñ÷åòà
è ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåçåðâóàðîâ. Ðàñ÷åòû ðåçåðâóàðîâ è ïîäáîð òîëùèíû
èõ ñòåíîê, êàê ïðàâèëî, âåäóòñÿ ïî áàëî÷íîé òåîðèè [2�4] è áåçìîìåíò-
íîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ðåçåðâóàð ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëîé áàëêîé êðóãîâîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïðîäîëüíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σx, òîëùèíà
ñòåíêè δ è êîëüöåâûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σϕ (â ïðîäîëüíûõ ñå÷å-
íèÿõ ðåçåðâóàðà) îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàâèñèìîñòÿì ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðè-
àëîâ

σx =
M

I
y, σϕ = p

R

δ
, (1)

ãäå M � èçãèáàþùèé ìîìåíò, I = πR3δ � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ ðåçåðâóàðà, p � ðàäèàëüíàÿ íàãðóçêà, R � ðàäèóñ ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ðåçåðâóàðà.

Äëÿ ðåçåðâóàðîâ ñ äèñêðåòíûì ðàñïîëîæåíèåì îïîð ðàäèàëüíàÿ íà-
ãðóçêà îïðåäåëÿåòñÿ äàâëåíèåì æèäêîñòè íà ñòåíêè

p = γR(cosϕ− cos β), 0 6 ϕ 6 β, (2)

åñëè γ � óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè, ϕ � óãîë îòñ÷åòà, β � óãîë, îïðåäåëÿþ-
ùèé óðîâåíü çàïîëíåíèÿ åìêîñòè (ðèñ. 1, à).

85



Ðèñ. 1

Ðàñ÷åòû ïî áàëî÷íîé òåîðèè îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè âñå
ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ðåçåðâóàðà äî è ïîñëå íàãðóæåíèÿ îñòàþòñÿ íåäå-
ôîðìèðóåìûìè, ò.å. êðóãîâûìè, à äåôîðìèðóåòñÿ ëèøü îñü ðåçåðâóàðà.
Â òîíêîñòåííûõ ðåçåðâóàðàõ, êðîìå ïðîãèáà èõ îñè, ñóùåñòâóåò äåôîð-
ìàöèÿ êîíòóðà (îâàëèçàöèÿ) îò äåéñòâèÿ íàãðóçêè (2) è ïîòîêà êàñàòåëü-
íûõ óñèëèé. Äåôîðìàöèÿ êîíòóðà îêàçûâàåòñÿ ïåðåìåííîé âäîëü îñè
åìêîñòè. Ìàêñèìàëüíî äåôîðìèðóåòñÿ (ñïëþùèâàåòñÿ) ñðåäíåå ñå÷åíèå
ðåçåðâóàðà, áîëåå óäàëåííîå îò äíèù, êîòîðûå îáû÷íî ñ÷èòàþòñÿ àáñî-
ëþòíî æåñòêèìè. Ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ êîíòóðà è ìàêñèìàëüíûé
ïðîãèá îñè ðåçåðâóàðà äåëàþò ýòî ñå÷åíèå íàèáîëåå îïàñíûì. Äåôîðìà-
öèÿ êîíòóðà è ñîïóòñòâóþùèå åé íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
íàãðóçêè ïî ïåðèìåòðó ñå÷åíèÿ, ò.å. îò óðîâíÿ æèäêîñòè.

Îïðåäåëèì îïàñíûå ïî ïðî÷íîñòè ðåçåðâóàðà óðîâíè åãî çàïîëíåíèÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê [5].

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè ðàçäåëÿåòñÿ íà îñíîâíîå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðåøåíèþ çàäà÷è ïî ôîðìóëàì ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ äëÿ
ðàñ÷åòà îáîëî÷êè êàê áàëêè è ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè äëÿ ðàñ÷åòà êîëü-
öà, è äîïîëíèòåëüíîå, âîçíèêàþùåå èç-çà íåðàâíîìåðíîñòè äåôîðìàöèé
êîíòóðà âäîëü îáîëî÷êè. Íàïðÿæåíèÿ îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî ñî-
ñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñàìè ¾î¿ è ¾äîï¿. Ïîë-
íûå íàïðÿæåíèÿ è ìîìåíòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóìì

σx = σxî + σxäîï, mϕ = mϕî +mϕäîï, (3)

ãäå mϕ � êîëüöåâûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû.
Â îñíîâíîé çàäà÷å îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóõîïîðíîé áàëêîé, çà-

ãðóæåííîé ïîñòîÿííîé âäîëü îñè íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòüþ px îò âåñà
æèäêîñòè:

px = 2

∫ β

0

p cosϕRdϕ = γR2(β − 0.5 sin 2β). (4)
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Äëÿ íàèáîëåå îïàñíîãî ñðåäíåãî ñå÷åíèÿ áàëêè-îáîëî÷êè

M =
pxL

2

8
, σxî =

px
8πR

(
L

R

)2
R

δ
cosϕ. (5)

Êîëüöåâûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû mϕî íàõîäèëèñü ìåòîäàìè ñòðîè-
òåëüíîé ìåõàíèêè ïðè ðàçëîæåíèè íàãðóçêè (2) â ðÿä Ôóðüå:

pn =
γR

π

[
sin(n− 1)β

n− 1
+

sin(n+ 1)β

n+ 1
− 2 cos β

sinnβ

n

]
,

mϕî =
∞∑
n=2

Ψnî cosnϕ, Ψnî = pn
R2

n2 − 1
.

Êîëüöåâûå ìîìåíòû mϕî ïîðîæäàþò êîëüöåâûå íîðìàëüíûå íàïðÿ-

æåíèÿ. Äëÿ íàðóæíîãî âîëîêíà σϕî = 6
mϕî

δ2
.

Äîïîëíèòåëüíûå ñèëîâûå ôàêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [5]:

σxäîï = −1.65

δ2

∞∑
n=2

Ψ̄′′nΨnî cosnϕ,

mϕäîï =
∞∑
n=2

Ψ̄′′nΨnî cosnϕ.

(6)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (3�6) äëÿ îáîëî÷åê ñ óäëèíåíèåì

L/R = 10 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è 3, ãäå σ̄x =
σx

γR
, σ̄ϕ =

σϕ

γR
. Ñïëîøíû-

ìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ ïî âûñîòå åìêîñòè (îò −R
äî R) äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî çàïîëíåíèÿ β = π, ïóíêòèðîì äëÿ β = 3π/4 è
øòðèõ-ïóíêòèðîì � äëÿ ïîëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ β = π/2. Ãðàôèêè äëÿ
îáîëî÷åê ñ óäëèíåíèåì L/R = 5 êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâå-
äåííûõ.

Àíàëèç ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå îïàñíûì ñëó÷à-
åì íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèííîå çàïîëíåíèå åìêîñòè: êîëüöåâûå è
îñåâûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïðè ïîëíîì çàïîëíåíèè åìêîñòè, íåñìîòðÿ íà íàèáîëüøóþ ïîãîííóþ
íàãðóçêó px, êîíòóð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íå äåôîðìèðóåòñÿ Ψnî è äîïîë-
íèòåëüíûå óñèëèÿ â ñå÷åíèÿõ îáîëî÷êè íå âîçíèêàþò. Ðàñ÷åòû ïîêàçû-
âàþò, ÷òî äëÿ òîëñòîñòåííûõ ðåçåðâóàðîâ R/δ < 50 óòî÷íåííûé ðàñ÷åò
òåðÿåò ñìûñë, è ðàñ÷åò ìîæíî âåñòè ïî áåçìîìåíòíîé òåîðèè è ôîðìó-
ëàì ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, ò.å. îãðàíè÷èâàòüñÿ ðåøåíèåì îñíîâíîé
çàäà÷è.
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Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Äåôîðìèðóåìîñòü êîíòóðà îáû÷íî îöåíèâàåòñÿ ðàäèàëüíûìè ïå-
ðåìåùåíèÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè êîëüöåâûì èçãèáàþùèì ìîìåíòàì
mϕî, çàêîí èçìåíåíèÿ êîòîðûõ ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ çàïîëíåíèÿ ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 4, ãäå m̄ϕî = 102mϕî/(γR

3). Íàèáîëüøàÿ äåôîðìèðóåìîñòü
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîâèííîìó çàïîëíåíèþ. Ïðè β < π ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
ïðèîáðåòàåò ôîðìó ýëëèïñà ñ áîëüøîé îñüþ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëå-
íèè.

Ðèñ. 4

Ðîëü ñïëîøíîé îïîðû âûïîëíÿþò íàñûïíûå îñíîâàíèÿ èëè ãðóíò, â
êîòîðûé çàãëóáëÿåòñÿ åìêîñòü. Óðîâåíü çàãëóáëåíèÿ â ãðóíò è åãî äåé-
ñòâèå íà îáîëî÷êó áóäåì îïðåäåëÿòü óãëîì îõâàòà òàêîãî ¾ëîæåìåíòà¿
α (ñì. ðèñ. 1, á ). Êàæäîå ìûñëåííî âûäåëåííîå èç îáîëî÷êè êîëå÷êî
çàãðóæàåòñÿ ñèëîé äàâëåíèÿ æèäêîñòè (2), ðàâíîäåéñòâóþùàÿ êîòîðîé
ðàâíà px, è óðàâíîâåøèâàåòñÿ ðåàêöèåé îòïîðà ãðóíòà.

Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü ðåçåðâóàðà ñî ñïëîøíîé îïîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ
áàëêîé � öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ðåàêöèÿ êî-
òîðîãî çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé x è óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàãðóçêà pϕ è pã ïîñòîÿííû ïî äëèíå ðåçåðâóàðà.
Åñëè îñíîâàíèå ñ÷èòàòü Âèíêëåðîâñêèì, òî ðàñïðåäåëåíèå ðåàêöèè îòïî-
ðà (äàâëåíèå) ïî ïåðèìåòðó îáîëî÷êè ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ã. Ê. Êëåéíà
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(ñì. [2]) èìååò âèä

pã = −A(cos2 ϕ− cosα cosϕ), A = A(γ,R, β, α). (7)

Ðÿä âåðîÿòíûõ âèäîâ ðåàêöèé îòïîðà ïðèâåäåí â [6]. Âåëè÷èíû px
îïðåäåëÿþòñÿ ïî (4). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîëüöåâûõ èçãèáàþùèõ ìîìåí-

òîâ (äåôîðìèðóåìîñòè êîíòóðà) m̄ϕî =
102mϕî

γR3
äëÿ ðåàêöèè îòïîðà ïðè

óãëå çàãëóáëåíèÿ α = 45◦ è ðàçíûõ óðîâíÿõ çàïîëíåíèÿ β ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 5, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè ïðåâðàùà-
åòñÿ â ýëëèïñ ñ áîëüøîé îñüþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ðèñ. 5

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, âûïîëíåííûé äëÿ äðóãèõ óãëîâ α, ïîçâîëèë
âûäåëèòü ìàêñèìàëüíûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ â
çàâèñèìîñòè îò çàïîëíåíèÿ åìêîñòè (ðèñ. 6). Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäó-
åò: íàèáîëüøàÿ äåôîðìàöèÿ êîíòóðà ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó çàïîëíåíèþ
åìêîñòè; ïðè óâåëè÷åíèè α > 100◦ äåôîðìèðóåìîñòü êîíòóðà íå èçìåíÿ-
åòñÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ β.

Ðèñ. 6
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Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé â ñðåäíåì ñå÷å-
íèè ðåçåðâóàðà ñ ïàðàìåòðàìè L/R = 10; R/δ = 200. Êðèâûå ñ èíäåêñîì
¾1¿ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ îïèðàíèÿ ðåçåðâóàðà íà äâå îïîðû, ðàñïîëî-
æåííûå ó äíèù. Êðèâûå ñ èíäåêñîì ¾2¿ ñîîòâåòñòâóþò ñïëîøíîìó îïè-
ðàíèþ.

Ðèñ. 7

Èñïîëüçóÿ ýòó ìåòîäèêó, ìîæíî îöåíèòü öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ â êà÷åñòâå îïîð íàäóâíûõ ìàòðàñîâ ïðè òðàíñïîðòèðîâêå ãîðèçîí-
òàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ åìêîñòåé è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå ïî ïðî÷-
íîñòè óãëû îõâàòà ïîäîáíûõ îïîð.
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ÓÄÊ 629.78

Ã.À. Áîíäàðåíêî, È.À. Ïàíêðàòîâ

ÍÀÈÑÊÎÐÅÉØÅÅ ÒÎÐÌÎÆÅÍÈÅ ÂÐÀÙÀÞÙÅÃÎÑß
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå óãëîâîé ñêî-
ðîñòè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ), èìååò âèä

dω

dt
= ε,

ãäå ω � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ÊÀ (çàäàíû åãî ïðîåêöèè
íà îñè ñâÿçàííîé ñ ÊÀ ñèñòåìû êîîðäèíàò); ε � âåêòîð àáñîëþòíîãî óã-
ëîâîãî óñêîðåíèÿ ÊÀ.

Êîìïîíåíòû εj âåêòîðà ε ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè, íà
êîòîðûå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå√

ε2
1 + ε2

2 + ε2
3 ≤ εmax.

Íåîáõîäèìî íàéòè óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå ÊÀ èç çàäàííîãî íà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ

ω(0) = ω0

â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ
ω(T ) = 0

çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T .
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

íåïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè è íåôèêñèðîâàííûì ïðîìå-
æóòêîì âðåìåíè.

Áóäåì å¼ ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïåðåìåííûå ψ1, ψ2, ψ3, ñîïðÿæ¼ííûå ïî îòíî-
øåíèþ ê êîìïîíåíòàì âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè. Ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −1 + ψ1ε1 + ψ2ε2 + ψ3ε3.

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ

dψ

dt
= 0.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðàì è ïðè-
ðàâíÿåì ýòè ïðîèçâîäíûå ê íóëþ:

∂H

∂εj
= ψj = 0, j = 1, 3.

Òàê êàê ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà H
ïî ïåðåìåííûì εj íå çàâèñÿò îò êîìïîíåíò âåêòîðà óïðàâëåíèÿ, òî âåêòîð
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîëæåí áûòü êîëëèíåàðåí ãðàäèåíòó ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà (ìîäóëü âåêòîðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðà-
âåí εmax). Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû âåêòîðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
èìåþò âèä

εoptj = εmax
ψj√

ψ2
1 + ψ2

2 + ψ2
3

, j = 1, 3.

Òàê êàê êîíå÷íîå çíà÷åíèå âðåìåíè íå çàäàíî, òî ôóíêöèÿ Ãàìèëü-
òîíà�Ïîíòðÿãèíà äëÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ò.å.

H(T, ω, ψ, εopt) = 0.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà íà ÿçû-
êå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C#. Ðåàëèçîâàííûé â íåé îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû
÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà è
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [1]. Óêàçàííûé àëãîðèòì áûë óñïåøíî ïðèìåí¼í
ðàíåå â ðàáîòàõ [2, 3] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè
îðáèòû ÊÀ.

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ, â ïåðâîì èç íèõ íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà áûëà áîëüøîé, âî âòîðîì � ìàëîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî εmax = 0.001 ðàä/ñ2.
Ïóñòü êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíû

ω1(0) = 0.2 ðàä/ñ, ω2(0) = 0.3 ðàä/ñ, ω3(0) = −0.4 ðàä/ñ.

Âðåìÿ îêîí÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è, îêàçàëîñü ðàâíûì T = 538.52 ñ. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû
çàêîíû èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ÊÀ äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ.

Òàêæå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè ÊÀ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíû

ω1(0) = 0.05 ðàä/ñ, ω2(0) = −0.02 ðàä/ñ, ω3(0) = 0.03 ðàä/ñ.
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Âðåìÿ îêîí÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è, îêàçàëîñü ðàâíûì T = 61.64 ñ.

Â õîäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â îáîèõ
ñëó÷àÿõ âåêòîð îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò ïîñòîÿííîå íàïðàâëå-
íèå. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå áûëà âåëè÷èíà εmax, òåì ìåíüøåå âðåìÿ îêîí-
÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ïîëó÷àëîñü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(ïðè îäíîì è òîì æå íà÷àëüíîì çíà÷åíèè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ÊÀ).
Ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ÊÀ â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ è âðåìÿ îêîí÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è áûëî îñîáåííî òðóäíî
ïîäîáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âðåìåíè îêîí÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî
ïðîöåññà.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ÊÀ â
êîíöå äâèæåíèÿ äîëæåí çàíÿòü çàäàííîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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ÓÄÊ 539.3

Ì. Â. Âèëüäå, Í. Â. Ñåðãååâà

ÌÎÄÛ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎ-ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÑËÎß
Ñ ÏÅÐÅÊÐÅÑÒÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

ÍÀ ËÈÖÅÂÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒßÕ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäû â ñëîå ñ ïåðåêðåñòíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ÿâíîì
âèäå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå íàñëåäñòâåííî-óïðóãèõ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ
âîëí â áåñêîíå÷íîì íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì ñëîå, îãðàíè÷åííîì ïëîñêî-
ñòÿìè z = ± h, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïëîñêîñòü Oxy ñîâ-
ìåñòèì ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ ñëîÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîëí â íàïðàâëåíèè îñè x.

Äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ, çàïèñàííûìè äëÿ ñëó-
÷àÿ ïëîñêîé çàäà÷è, è óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ, âçÿòûìè â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå [1]. Â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âûáåðåì äðîáíî-
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ Ðàáîòíîâà [2]:

kÝ− 1
2
(−β, t) = k(t)−

1
2

∞∑
n=0

−βn(t)n2
Ã
[
n+1

2

] ,
ãäå k, β � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿþùèå ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà,
t � âðåìÿ, Ã(n) =

∫∞
0 yn−1 exp(−y)dy � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòàâèì ïåðåêðåñòíûå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ:

v1 = 0, σ33 = 0 ïðè z = ±h.

Ðåøåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé vi áóäåì èñêàòü â âèäå

vi = Vi(z) exp(iωt− (δ + iχ)x),

ãäå ω � ÷àñòîòà, χ � âîëíîâîå ÷èñëî, δ > 0 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ,
îïðåäåëÿþùèé óáûâàíèå àìïëèòóäû âîëíû ñ óâåëè÷åíèåì êîîðäèíàòû
x.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî ïî
íîðìàëüíîé êîîðäèíàòå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Ïîñëå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû, ñ ó÷åòîì áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

ξ =
x

h
, ζ =

z

h
, t∗ =

c2t

h
, äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå áóäåò èìååò âèä

b

aχ̃∗

Ω2
∗

2
cosh (a) cosh (b) = 0, (1)

ãäå

b2 = χ̃2
∗ − Ω2

∗, iχ̃∗ = −δ∗ − iχ∗, δ∗ = hδ, χ∗ = hχ,

Ω2
∗ = ω2

∗
1 + νF∗

EF
∗ (1 + ν)

, ω∗ =
h

c2
ω, c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
,

νF∗ = ν +
1− 2ν

2

k∗

β∗ +
√
iω∗

, k∗ =

√
h

c2
k, β∗ =

√
h

c2
β,

EF
∗ = 1− k∗

β∗ +
√
iω∗

, a2 = χ̃2
∗ − κ2

FΩ2
∗, κ2

F =
1− 2νF∗
2− 2νF∗

,

E, ν � ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà,
ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà. Â äàëüíåéøåì çâåçäî÷êè ó áåçðàçìåðíûõ ïå-
ðåìåííûõ îïóñêàåì.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (1) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå,
êîãäà cosh(a) = 0 è cosh(b) = 0.

(
χ̃(1)
n

)2

= −
(

1

2
+ (n− 1)

)2

π2+

+κ2
(p1p2 + 2ω) (p1p4 + 2ω) + 2ωk2 3ν

1−ν2

(p2
1 + 2ω) (p2

3 + 2ω)
ω2−

−iκ2

√
2ωk

(
3

1+ν (p1p2 + 2ω)− ν
1−ν (p1p4 + 2ω)

)
(p2

1 + 2ω) (p2
3 + 2ω)

ω2, (2)

(
χ̃(2)
n

)2

= −
(

1

2
+ (n− 1)

)2

π2 +
p1p4 + 2ω

p2
1 + 2ω

ω2 − i
√

2ωk 3
1+ν

p2
1 + 2ω

ω2, (3)

ãäå κ2 =
1− 2ν

2− 2ν
, p1 = 2β +

√
2ω − 2k, p2 = 2β +

√
2ω + 1−2ν

1−ν k, p3 =

= 2β +
√

2ω − 1−2ν
1−ν k, p4 = 2β +

√
2ω + 1−2ν

1+ν k, n = 1, 2, ...
Ðåøåíèå (2) ñîîòâåòñòâóåò âîëíàì ðàñøèðåíèÿ (I ñåðèÿ), ðåøåíèå (3) �
ñäâèãîâûì âîëíàì (II ñåðèÿ).

Ôîðìû êîëåáàíèé äëÿ âîëí I è II ñåðèé èìåþò âèä

v
(q)
1 = CV

(q)
1 cos

((
1
2 + n

)
πζ
)

exp (iωt− (δ + iχ)ξ) ,

v
(q)
3 = C sin

((
1
2 + n

)
πζ
)

exp (iωt− (δ + iχ)ξ) ,
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ãäå q = 1, 2, V (1)
1 =

χ̃

a
, V (2)

1 =
b

χ̃
.

Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñ-
êîñòè (ω, χ) è (ω, δ) äëÿ ν = 0.3. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷å-
íèÿì k = 0.9, β = 0.1; ïóíêòèðíàÿ � k = 0.5, β = 1; øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ
� k = 0 (óïðóãèé ñëó÷àé).

Ðèñ. 1. Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ

íà ïëîñêîñòè (ω, χ) è (ω, δ) (I ñåðèÿ)

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ

íà ïëîñêîñòè (ω, χ) è (ω, δ) (II ñåðèÿ)

Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðè çàìåíå χ̃ íà
−χ̃.

2. Ïðè óâåëè÷åíèè k è (èëè) óìåíüøåíèè β íàñëåäñòâåííî-óïðóãèå
äèñïåðñèîííûå êðèâûå áîëüøå îòêëîíÿþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðó-
ãèõ êðèâûõ, ïðè ýòîì íà ñäâèãîâûå âîëíû íàñëåäñòâåííàÿ óïðóãîñòü îêà-
çûâàåò áîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå. Â îêðåñòíîñòÿõ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ óïðóãèõ
ìîä íàñëåäñòâåííî-óïðóãèå êðèâûå èìåþò íàèáîëüøóþ êðèâèçíó. Óâåëè-
÷åíèå k èëè óìåíüøåíèå β âåäåò ê ñãëàæèâàíèþ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ
â ýòèõ îáëàñòÿõ. Ïðè k = 0 ðåøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèþ
àíàëîãè÷íîé óïðóãîé çàäà÷è [3].

3. Ïåðåìåùåíèÿ ïî ïåðåìåííîé ζ èìåþò âèä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íàéäåííîé ñèñòåìå ìîä ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
ðàçëîæåíèå, êîòîðîå áóäåò ñâîäèòüñÿ ê ðÿäó Ôóðüå.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ îòñóòñòâóþò. Ââåäåì
óñëîâíûå ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ ω(q)

n � ÷àñòîòû, ïðè êîòîðûõ äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ïîñòîÿííîé îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ω > ω

(q)
n ïîëó÷èì

âîëíó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ. Ïðè ω → ∞ âîë-
íîâóþ ïîñòîÿííóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå χ̃ ∼ O(ω) − iO(

√
ω), òî

åñòü ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ èçìåíÿåòñÿ êàê
√
ω è çàâèñèò îò k è β. Ïðè

ω < ω
(q)
n ïîëó÷èì âîëíó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü íåðàñïðîñòðàíÿþùåé-

ñÿ. Â óïðóãîì ñëó÷àå ýòà âîëíà ÷èñòî ìíèìàÿ, à â íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì
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ïîÿâëÿåòñÿ ìàëàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü. Ïðè ω = 0 âîëíîâàÿ ïîñòîÿííàÿ
ñòàíîâèòüñÿ ÷èñòî ìíèìîé.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàñëåäñòâåííàÿ óïðóãîñòü
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ. Ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèåñÿ ìîäû ïðèîáðåòàþò ìàëîå çàòóõàíèå, à ïàðàìåòðû çàòóõàíèÿ
íåðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä ïðèîáðåòàþò ìàëóþ äåéñòâèòåëüíóþ
÷àñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ
íàñëåäñòâåííîé óïðóãîñòè íà ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
íåðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ìîäàìè, àíàëîãè÷íûå èçó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ
èäåàëüíî óïðóãîãî òåëà â [4].
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ÓÄÊ 539.383

Å.Ñ. Äîëü

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ
ÝËÅÌÅÍÒÀ ÏÎÇÂÎÍÎ×ÍÈÊÀ

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà
ïîçâîíî÷íèêà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç â ANSYS.

Ââåäåíèå. Òðàâìû ïîçâîíî÷íèêà ñîñòàâëÿþò äî 17% òðàâì îïîðíî-
äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà, ïðè ýòîì â ñðåäíåì 40 ñëó÷àåâ íà ìèëëèîí ïðè-
õîäèòñÿ íà òðàâìû ïîÿñíè÷íîãî îòäåëà.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ìåòîäèê ëå÷åíèÿ çà-
áîëåâàíèé è ïîâðåæäåíèé ïîçâîíî÷íèêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÷àñòî íåîáõîäè-
ìî äåëàòü âûáîð ñðåäè öåëîãî ðÿäà óñòàíàâëèâàåìûõ èìïëàíòàòîâ èëè
ñõîæèõ ìåòîäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ìåäèöèí-
ñêèå, íî è áèîìåõàíè÷åñêèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà èññëåäóåìûé îáú-
åêò. Ó÷åò áèîìåõàíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé òîãî èëè èíîãî ìåòîäà ìîæåò
áûòü ñäåëàí ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
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ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), êîòîðûé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
áèîìåõàíèêè [1�3].

Ðàñ÷åòàì ïîÿñíè÷íîãî îòäåëà ïîçâîíî÷íèêà è åãî îòäåëüíûõ ýëåìåí-
òîâ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ óäåëÿëè âíèìàíèå ìíîãèå íàó÷íûå ãðóïïû èç ðàç-
íûõ ñòðàí [4]. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ðàáîòàõ çàìåòíî ðàçëè÷àþòñÿ êàê
ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ òêàíåé ïîçâîíî÷íèêà, òàê è çíà÷åíèÿ äåéñòâóþùèõ
íà ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò íàãðóçîê.

Îñíîâîé äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåð-
íàÿ òâåðäîòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Â ðàáî-
òàõ ìíîãèõ íàó÷íûõ ãðóïï ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
êàê ïîçâîíêîâ è ìåæïîçâîíêîâûõ äèñêîâ, òàê è ñâÿçî÷íîãî àïïàðàòà. Â
íåêîòîðûõ ðàáîòàõ àâòîðû ïðåäëàãàþò ñîçäàâàòü óïðîùåííûå èäåàëèçè-
ðîâàííûå ìîäåëè ïîçâîíî÷íîãî ñòîëáà. Íî áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé
ñòàðàþòñÿ ñîçäàâàòü ðåàëèñòè÷íûå è ïàöèåíòíî-îðèåíòèðîâàííûå ìîäå-
ëè ïîçâîíî÷íèêà èëè åãî ñåãìåíòîâ íà îñíîâå äàííûõ êîìïüþòåðíîé è
ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè (ÊÒ è ÌÐÒ) [5, 6]. Öåëüþ äàííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î êîìïðåññèîííîì íà-
ãðóæåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà ïîÿñíè÷íîãî îòäåëà ïîçâîíî÷íèêà
(L4-L5) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ïîçâîíî÷íèêà �
àíàòîìè÷åñêèé êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñìåæíûõ ïîçâîíêîâ ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ñóñòàâàìè è ìûøå÷íî-ñâÿçî÷íûì àïïàðàòîì íà ýòîì
óðîâíå è îäíîãî ìåæïîçâîíêîâîãî äèñêà.

Ïîçâîíêè ïî ñòðîåíèþ îòíîñÿòñÿ ê ãóá÷àòûì êîñòÿì è ñîñòîÿò èç
ïëîòíîãî íàðóæíîãî êîðòèêàëüíîãî ñëîÿ è âíóòðåííåãî ãóá÷àòîãî. Ìåæ-
ïîçâîíêîâûé äèñê ñîñòîèò èç ïóëüïîçîãî ÿäðà (ãåëåîáðàçíîé ìàññû) è
îêðóæàþùåãî åãî âîëîêíèñòîãî ôèáðîçíîãî êîëüöà. Â ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷å èñïîëüçîâàíà óïðîù¼ííàÿ ìîäåëü ìåæïîçâîíêîâîãî äèñêà áåç ðàç-
äåëåíèÿ åãî íà ôèáðîçíîå êîëüöî è ïóëüïîçíîå ÿäðî.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à òåî-
ðèè óïðóãîñòè î äåéñòâèè íà ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò êîìïðåññèîííîé
(îñåâîé) íàãðóçêè.

2. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ýëå-
ìåíòà ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíîì ïàêå-
òå ANSYS. Äëÿ ýòîãî íà ïåðâîì ýòàïå ðàáîòû â ïðîãðàììíîì ïàêåòå
SolidWorks áûëà ñîçäàíà òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â êà÷åñòâå
áàçîâîé áûëà âçÿòà òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü ïîçâîíî÷íîãî ñòîëáà ÷åëîâåêà,
ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ÊÒ-èçîáðàæåíèé. Çàòåì èç áàçîâîé ìîäåëè áûë
âûäåëåí íåîáõîäèìûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò L4-L5.
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Äàëåå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ ñïëàéí, áîáûøêà è ïîñðåäñòâîì êîìáè-
íèðîâàíèÿ îáú¼ìîâ áûëè ñîçäàíû ìîäåëè ôàñåòî÷íûõ ñóñòàâîâ, ìåæîñ-
òèñòîé è ìåæïîïåðå÷íûõ ñâÿçîê, ïîñëå ÷åãî îáú¼ì òåëà ïîçâîíêà áûë
ðàçäåëåí íà êîðòèêàëüíûé è ãóá÷àòûé ñëîé êîñòè. Òîëùèíà êîðòèêàëü-
íîãî ñëîÿ â ñðåäíåì ñîñòàâèëà 0.6�0.8 ìì.

Àíàëèç ëèòåðàòóðû ïîçâîëèë îïðåäåëèòü âåëè÷èíó êîìïðåññèîííîé
íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò [4].

Ê âåðõíèì êîíå÷íûì ïëàñòèíàì ïîçâîíêîâ L4 è L5 â íàïðàâëåíèè
îñåé òåë ïîçâîíêà ïðèêëàäûâàëàñü ðàñïðåäåë¼ííàÿ íàãðóçêà â 200 Í.
Íèæíÿÿ êîíöåâàÿ ïëàñòèíêà ïîçâîíêà L5 æåñòêî çàêðåïëÿëàñü.

Ïîñòðîåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äàëåå áûëà èìïîðòèðîâàíà â
ïðîãðàììíûé ïàêåò ANSYS Workbench. Ìîäåëü ðàçáèâàëàñü êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêîé (àíàëèç ñåòî÷íîé ñõîäèìîñòè ïîçâîëèë îïðåäåëèòü
ðàçìåð ðåáðà ýëåìåíòà, ðàâíûé 1 ìì), çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â
âèäå æåñòêîé çàäåëêè è ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê, è çàäà÷à çàïóñêàëàñü íà
ðàñ÷åò.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷¼òîâ áûëè ïîëó÷åíû äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ïå-
ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â ìîäåëè (ðèñóíîê).

Ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå íàáëþäàåòñÿ íà ïîçâîíêå L4 â åãî âåðõ-
íåé ïåðåäíåé ÷àñòè è ñîñòàâëÿåò 0.63 ìì. Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå
íàáëþäàåòñÿ íà ïîçâîíêå L5, çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ñî-
ñòàâëÿåò 8.53 ÌÏà.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ: à � äèàãðàììà ïåðåìåùåíèé; á � äèàãðàììà íàïðÿæåíèé

Çàêëþ÷åíèå. Ðåøåíà ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèè îñå-
âîé íàãðóçêîé ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà ïîÿñíè÷íîãî îòäåëà ïîçâîíî÷-
íèêà (L4 � L5).

Â õîäå ðàáîòû íà îñíîâå àíàëèçà ëèòåðàòóðû áûëè îïðåäåëåíû
îñíîâíûå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òêàíåé ôóíêöèîíàëüíîãî
ýëåìåíòà ïîçâîíî÷íèêà, à òàêæå âåëè÷èíû è õàðàêòåð ïðèëîæåíèÿ
íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà íåãî. Ýòî ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïåðåéòè
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ê ìîäåëèðîâàíèþ ïàòîëîãèé è ðåêîíñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé ïî çàìåíå
ìåæïîçâîíêîâîãî äèñêà.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Èâàíîâ Ä.Â., Äîëü À.Â., Ïàâëîâà Î.Å., Àðèñòàìáåêîâà À.Â. Ìîäåëèðîâàíèå
âèëëèçèåâîãî êðóãà ÷åëîâåêà â íîðìå è ïðè ïàòîëîãèè // Ðîñ. æóðí. áèîìåõàíèêè.
Ïåðìü : Èçä-âî Ïåðì. ïîëèòåõ. óí-òà, 2013. Ò. 17, � 3 (61). Ñ. 49�63.

2. Èâàíîâ Ä.Â., Äîëü À.Â. Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ ïàêåòà Ànsys
Mechanical APDL ê çàäà÷àì áèîìåõàíèêè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû : ó÷åá.-ìåòîä.
ïîñîáèå äëÿ ñòóä. åñòåñò.-íàó÷. äèñöèïëèí. Ñàðàòîâ : Áóêâà, 2015. Ñåð. Áèîìåõàíèêà.

3. Ëîìàêèí Ì.Â., Ëåïèëèí À.Â., Ñìèðíîâ Ä.À., Èâàíîâ Ä.Â., Äîëü À.Â. Áèî-
ìåõàíè÷åñêîå èçó÷åíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè êîðîò-
êèõ äåíòàëüíûõ èìïëàíòàòîâ â ñèñòåìå êîñòíàÿ òêàíü�èìïëàíòàò�àáàòìåíò // Ðîñ-
ñèéñêàÿ ñòîìàòîëîãèÿ. Ì. : Èçä-âî Ìåäèà-Ñôåðà, 2013. Ò. 6, � 1. Ñ. 21�24.

4. Dreischarf M., Zander T., Shirazi-Adl A., Puttlitz C. M., Adam C. J.,
Chen C. S., Goel V. K., Kiapour A., Kim Y. H., Labus K. M., Little J. P.,
Park W. M., Wang Y. H., Wilke H. J., Rohlmann A., Schmidt H. Comparison of eight
published static �nite element models of the intact lumbar spine: predictive power of
models improves when combined together // J. Biomech. 2014. Vol. 47, iss. 8.
P. 1757�1766.

5. Èâàíîâ Ä.Â., Äîëü À.Â. Ïðèìåíåíèå òîìîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé äëÿ ñî-
çäàíèÿ òðåõìåðíûõ èíäèâèäóàëüíûõ ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé áèîëîãè÷åñêèõ
îáúåêòîâ // Êàðäèî-ÈÒ. (Ñàðàòîâ). 2015. Ò. 2, � 4. Ñ. 1�5.

6. Èâàíîâ Ä.Â., Ëåïèëèí À.Â., Ñìèðíîâ Ä.À., Äîëü À.Â. Âîçìîæíîñòè ðàç-

ëè÷íûõ CAD-êîìïëåêñîâ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîñòíîé òêàíè //

Ñàðàò. íàó÷.-ìåä. æóðí. 2015. Ò. 9. Ñ. 403�405.

ÓÄÊ 629.78
Ã.À. Èñìàéûëîâ, È.À. Ïàíêðàòîâ

Î ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÇÀÒÐÀÒ ÝÍÅÐÃÈÈ ÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ
ÓÃËÎÂÛÌ ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ÑÏÓÒÍÈÊÀ

Ïóñòü óãëîâîå äâèæåíèå òåëà (èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè) îïè-
ñûâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ïóàññîíà:

2λ̇ = λ ◦ ω,

ãäå λ � êâàòåðíèîí, õàðàêòåðèçóþùèé ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà îòíîñè-
òåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,ω � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû.

Íà÷àëüíîå óãëîâîå ïîëîæåíèå òåëà åñòü

λ(0) = λ0.
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Òðåáóåìîå êîíå÷íîå óãëîâîå ïîëîæåíèå èìååò âèä

λ(T ) = λT .

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ω(t), ÷òîáû ôóíêöè-
îíàë êà÷åñòâà

I =

T∫
0

(α1ω1 + α2ω2 + α3ω3) dt,

ãäå α1, α2, α3 = const ≥ 0, ω1, ω2, ω3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ω,
ïðèíèìàë ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì T . Ôóíêöèîíàë I
õàðàêòåðèçóåò îáùèå ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà óïðàâëåíèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà. Ââåä¼ì êâàòåðíèîí ψ ñ êîìïîíåíòàìè ψ0, . . . , ψ3, ñîïðÿæ¼ííûé ïî
îòíîøåíèþ ê ôàçîâîìó êâàòåðíèîíó. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà
èìååò âèä

H = −α1ω1 − α2ω2 − α3ω3 − 0.5 · ψ0(λ1ω1 + λ2ω2 + λ3ω3)−
−0.5 · ψ1(λ0ω1 + λ2ω3 − λ3ω2)− 0.5 · ψ2(λ0ω2 + λ3ω1 − λ1ω3)−

−0.5 · ψ3(λ0ω3 + λ1ω2 − λ2ω1).

Êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæ¼ííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

2ψ̇ = ψ ◦ ω,

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè H ñîîáùàåò îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå 

ω0
1 = (−ψ0λ1 + ψ1λ0 + ψ2λ3 − ψ3λ2)/(4α1),

ω0
2 = (−ψ0λ2 − ψ1λ3 + ψ2λ0 + ψ3λ1)/(4α2),

ω0
3 = (−ψ0λ3 + ψ1λ2 − ψ2λ1 + ψ3λ0)/(4α3).

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â ðàáîòå
[1]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà
íà ÿçûêå Java, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì [2, 3], ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé
ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî ìåòîäà Íüþòîíà è ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

Ïóñòü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà çàäàíî óãëàìè Ýéëåðà (α �
óãîë ïðåöåññèè, β � óãîë íóòàöèè, γ � óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ):

α = 10◦, β = 8◦, γ = 5◦.
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Ýòèì óãëàì ñîîòâåòñòâóåò êâàòåðíèîí

λ0
0 = 0.9930873627220702, λ0

1 = 0.0732173086418921,

λ0
2 = 0.037273661348003334, λ0

3 = 0.083829528727505.

Êîíå÷íîå ïîëîæåíèå òåëà çàäàíî óãëàìè

α̃ = 0◦, β̃ = 0◦, γ̃ = 0◦,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó êâàòåðíèîíó

λT0 = 1, λT1 = 0, λT2 = 0, λT3 = 0.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ïðè α1 = 1000, α2 = 2000, α3 =
= 3000. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà äëÿ ðàçíûõ âðåìåííûõ îòðåç-
êîâ [0, T ] ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1

T, ñ I T, ñ I

200 0.6665346560157165 300 0.44435544985946895

210 0.6347947090668907 310 0.4300213419788282

220 0.6059402291411088 320 0.4165831192013803

230 0.5795948495036541 330 0.4039593366750249

240 0.5554449303187555 340 0.39207813322040375

250 0.5332270138435539 350 0.3808758580825576

260 0.512718177373356 360 0.3702959339180532

270 0.4937285213805331 370 0.3602878996580692

280 0.47609527601585777 380 0.35080660573398065

290 0.45967812105185146 390 0.34181153391470087

Ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè T êîëè÷åñòâî ýíåðãèè I, êîòîðîå òðåáóåòñÿ
çàòðàòèòü íà óïðàâëåíèå, óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ïðè óâåëè÷åíèè çàòðàò ýíåðãèè íà óïðàâëåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå âðåìåíè çàòðà÷èâàåòñÿ íà ïîâîðîò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè ïðè îäèíàêîâîì ïàðàìåòðå T = 300 ñ è
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé α1, α2, α3. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
òåëà çàäàíî òåìè æå óãëàìè.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ äâóõ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé è áóäåì âàðüèðî-
âàòü çíà÷åíèå òðåòüåãî ìíîæèòåëÿ. Ïóñòü α1 = 1000, α2 = 2000, α3

ïðîáåãàåò ïî çíà÷åíèÿì: 1000, 2000, ..., 10000 (òàáë. 2).
Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó èçìåíÿåìûì ïàðàìåòðîì α3 è çíà÷åíèåì ôóíê-

öèîíàëà êà÷åñòâà I ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.
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Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà çíà÷åíèÿ äâóõ èëè òð¼õ
âåñîâûõ ìíîæèòåëåé èçìåíÿëèñü ëèíåéíî.

Òàáëèöà 2

α1 α2 α3 I

1000 2000 1000 0.2561562129231243

1000 2000 2000 0.3504523223918996

1000 2000 3000 0.44435544985946895

1000 2000 4000 0.5378731541347116

1000 2000 5000 0.631005289929338

1000 2000 6000 0.7237495719395564

1000 2000 7000 0.8161023547512606

1000 2000 8000 0.9080588213038621

1000 2000 9000 0.9996130262325005

1000 2000 10000 1.0907578924280608
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ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÂÈÁÐÀÖÈÈ

Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîãî ìàøèíî- è ðàêåòîñòðîåíèÿ ñòàâèò çàäà÷è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì ìèíèìèçàöèè âåñà
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íåñóùèõ êîíñòðóêöèé è îäíîâðåìåííî óëó÷øåíèÿ ýêñïëóàòàöèîííûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñèñòåìû â öåëîì. Îäíèìè èç îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé òàêèõ
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ îáîëî÷åê, âëîæåííûõ äðóã â äðóãà, ìåæäó êîòîðûìè ðàñïîëîæåíà
æèäêîñòü [1]. Ïðèìåðàìè èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ìîäåëè ìîæíî ñ÷èòàòü
òðóáû êîëüöåâîãî ïðîôèëÿ ñèñòåìû îõëàæäåíèÿ è ïîäîãðåâà òîïëèâà
æèäêîñòíûõ ðàêåòíûõ äâèãàòåëåé, ñèñòåìû ñìàçêè ñèëîâûõ ãèäðîöèëèí-
äðîâ, ãäå æèäêîñòü ïðîõîäèò ïî òðóáå êîëüöåâîãî ïðîôèëÿ, à âî âíóò-
ðåííåé òðóáå ëèáî íàõîäèòñÿ ãàç ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ, ëèáî âíóòðåí-
íÿÿ òðóáà ïîëàÿ. Ðàíåå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ãèäðîóïðóãèõ êîëåáàíèé
ðåáðèñòîé òðóáû êîëüöåâîãî ïðîôèëÿ ïðè âîçäåéñòâèè ãàðìîíè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ íà êîíöàõ òðóáû [2].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëüöåâàÿ òðóáà (ðèñóíîê) ñ óïðóãîé âíåøíåé îáî-
ëî÷êîé è àáñîëþòíî æåñòêèì âíóòðåííèì öèëèíäðîì, ñîäåðæàùåé ñëîé
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó íèìè, ïðè âîçäåéñòâèè âèáðàöèè.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû

Êîíñòðóêöèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñäåëàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ âíåøíåé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè íàìíîãî ìåíüøå øè-
ðèíû öèëèíäðè÷åñêîé ùåëè. Êðîìå òîãî, øèðèíà öèëèíäðè÷åñêîé ùå-
ëè êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ, îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ îáîëî÷êàìè íàìíîãî ìåíü-
øå, ÷åì âíåøíèé ðàäèóñ ó âíóòðåííåãî öèëèíäðà è âíóòðåííèé ðàäèóñ
ó âíåøíåé îáîëî÷êè. Ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãî àáñî-
ëþòíî æåñòêîãî öèëèíäðà çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèíû âíåøíåé îáî-
ëî÷êè. Ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ òåðìîñòàáèëèçèðîâàííîé. Â ñèñòåìå ïðèñóò-
ñòâóåò âíåøíèé èñòî÷íèê âèáðàöèè.

Âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü âíåøíåé îáîëî÷êè òðóáû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíóþ îáîëî÷êó, èìåþùóþ ðåáðà æåñòêîñòè. Âû-
ñîòà âíåøíåé îáîëî÷êè òðóáû èçìåíÿåòñÿ ñòóïåí÷àòî. Ðåáðà ÿâëÿþòñÿ
âíåøíèìè øïàíãîóòàìè. Êðåïëåíèå ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíîé îáî-
ëî÷êè íà òîðöàõ èìååò ñâîáîäíîå îïèðàíèå.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîñòîÿùåé èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è
óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, óðàâíåíèé äèíàìèêè âíåøíåé óïðóãîé ðåáðè-
ñòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
[3]. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíåøíåé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè ïîëó-
÷åíû èñõîäÿ èç ãèïîòåç Êèðõãîôà�Ëÿâà ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíîãî
ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà. Ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âûñîòû ðåáðà
îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòåé ôóíêöèé Õåâèñàéäà ïî ïðîäîëüíîé
êîîðäèíàòå [4].

Ïîëó÷åííàÿ ñâÿçàííàÿ çàäà÷à ãèäðîóïðóãîñòè ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåð-
íûõ ïåðåìåííûõ ìåòîäîì âîçìóùåíèé [5] â ïðåäïîëîæåíèè ãàðìîíè÷å-
ñêîãî çàêîíà âèáðàöèè ñèñòåìû. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè
èùåòñÿ â âèäå îäíî÷ëåííûõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, õàðàêòå-
ðèçóþùåìó îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó ïîääåðæèâàþùåãî ñëîÿ æèäêîñòè,
è ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, íàçûâàåìîìó õàðàêòåðèçóþùåìó îòíîñèòåëüíûé
ïðîãèá âíåøíåé óïðóãîé ðåáðèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âîçìóùåíèé, à èìåííî ïðåäñòàâëåíèå âñåõ íåèç-
âåñòíûõ âåëè÷èí òàêèõ êàê êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, äàâëåíèå â ñëîå æèäêîñòè, óïðóãèå ïåðåìå-
ùåíèÿ ðåáðèñòîé îáîëî÷êè â âèäå ðÿäîâ ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü èçíà÷àëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, à èìåííî ëèíå-
àðèçîâàòü óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè.

Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè ïðîèçâî-
äèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè íåèçâåñòíîñòè óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé âíåøíåé
ðåáðèñòîé îáîëî÷êè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò
âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â ñëîå æèäêîñòè â âèäå èíòåãðà-
ëîâ îò óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé âíåøíåé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè
è äàâëåíèÿ â ñëîå æèäêîñòè ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíåø-
íåé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè. Ïîëó÷åííûå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè,
ïðè ýòîì óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ âíåøíåé óïðóãîé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî ïðîäîëüíîé êîîð-
äèíàòå è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå. Â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè âíåøíåé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè íàøëè
óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷åê, èç êîòîðûõ áûëè íàéäåíû àìïëèòóäíûå
è ôàçîâûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîãèáà îáîëî÷êè.

Èññëåäîâàíèå àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè âíåøíåé óïðó-
ãîé ðåáðèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðåçîíàíñ-
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íûå ÷àñòîòû � ÷àñòîòû íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íàèáîëüøèé ïðîãèá îáî-
ëî÷êè. Èìåííî íà ýòèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ïàäåíèå äàâëåíèÿ â ñëîå
æèäêîñòè íèæå 0,2 àòìîñôåð, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âîçìîæíîñòè
âîçíèêíîâåíèÿ êàâèòàöèîííîãî ýôôåêòà. Â çàâèñèìîñòè îò íàáëþäàåìûõ
ïàäåíèé äàâëåíèÿ ïðè ðàáîòå ìåõàíèçìà èëè àãðåãàòà, â ñîñòàâ êîòîðîãî
âõîäèò ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ìîæíî ïðîèçâåñòè èçìå-
íåíèå ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû òàê, ÷òîáû ðåçîíàíñíûå ÷àñòî-
òû âûøëè èç çîíû ðàáî÷èõ ÷àñòîò ëèáî ïðåäîòâðàòèòü ïàäåíèå äàâëåíèÿ
íèæå 0,2 àòìîñôåð. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ æèä-
êîñòè, êîëè÷åñòâîì è ðàñïîëîæåíèåì ðåáåð æåñòêîñòè, ïàðàìåòðîâ îáî-
ëî÷êè. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïîêàçàëî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè
êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ðÿäå óïðóãèõ ïåðåìåùå-
íèé íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå, à äîáàâëÿåò
òîëüêî ïîñëåäóþùèå ðåçîíàíñû, êîòîðûå ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà ïåðâîãî
ðåçîíàíñà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìåííî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðÿäà óïðóãèõ
ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó (ãëàâíûé òîí) ïðîãè-
áà îáîëî÷êè, à îñòàëüíûå (ïîëóòîíà) ëèøü äîáàâëÿþò íåçíà÷èòåëüíûå
êîëåáàíèÿ íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ (ïðîåêò � ÌÄ-6012.2016.8.)
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ÓÄÊ 532.526.2

Â.Ñ. Êîæàíîâ, Å.Ñ. Óñòóïêèí

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Î ÑËÎÅ ÑÌÅØÅÍÈß

Â ðàáîòå â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâî-
áîäíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñòåïåííûõ íåíüþòî-
íîâñêèõ æèäêîñòåé ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Äåìîíñòðèðóåòñÿ
ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü äâà ëàìèíàðíûõ ïîòîêà íåñìåøèâàþùèõñÿ âÿçêèõ íåñæèìàå-
ìûõ ñòåïåííûõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ èçíà÷àëüíî äâèæóòñÿ ðàçäåëüíî ñî ñêîðîñòÿìè U1∞ = const è
U2∞ = const ñîîòâåòñòâåííî ( U1∞ > U2∞ > 0). Ïóñòü T1∞ = const � òåì-
ïåðàòóðà 1-ãî ïîòîêà, à T2∞ = const � òåìïåðàòóðà 2-ãî ïîòîêà. Çàòåì
â ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ ïîòîêîâ îáðàçóåòñÿ äâóõñëîéíîå òå÷åíèå, ñîäåðæà-
ùåå òîíêóþ ãðàíèöó, âáëèçè êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóþò ÷àñòèöû ñîñåäíèõ
ïîòîêîâ � ñëîé ñìåøåíèÿ.

1. ×òîáû îïèñàòü óñòàíîâèâøååñÿ àâòîìîäåëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòåé
â ñëîå ñìåøåíèÿ áåç ó÷¼òà òåïëà, êîòîðîå âûäåëÿåòñÿ âñëåäñòâèå ðàáîòû
ñèë âÿçêîñòè, íåîáõîäèìî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ):

|ϕ′′i |
n−1

ϕ′′′i + kiϕiϕ
′′
i /(n+ 1) = 0, (1)

|ϑ′i|
n−1

ϕ′′i + Pr∗iκiξinϕiϑ′i/(n+ 1) = 0, (2)

k1 = κ1 = ξ1 = 1, k2 = kµ∗/kρ, κ2 = k1−n
u knc , ξ2 = kµ∗/kρ/kc,

kµ∗ = µ∗1/µ
∗
2, kρ = ρ1/ρ2, ku = U1∞/U2∞, kc = c1/c2

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïðè η = 0

ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, ϕ′1(0) = ϕ′2(0) = a1, ϕ′′1(0) = k
−1/n
µ∗ ϕ′′2(0) = a2, (3)

ϑ1(0) = ϑ2(0) = a3, ϑ′1(0) = k
−1/n
λ∗ ϑ′2(0) = a4, kλ∗ = λ∗1/λ

∗
2 (4)

è âäàëè îò ãðàíèöû ðàçäåëà ïðè η → ±∞

ϕ′1|η→+∞ → 1, ϕ′2|η→−∞ → 1/ku, (5)

ϑ1|η→+∞ → T1∞c1/U
2
1∞, ϑ2|η→−∞ → T2∞c1/U

2
1∞. (6)
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Çäåñü ϕi = ϕi(η), ϑi = ϑi(η) � àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ôóíêöèè
òîêà ψi è òåìïåðàòóðû Ti ñîîòâåòñòâåííî, η � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, ρi � ïëîòíîñòè, ci � òåïëî¼ìêîñòè, n, µ∗, λ∗ � ðåîëîãè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñòåïåííûå íåíüþòîíîâñêèå æèäêîñòè
ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, Pr∗i � îáîáù¼ííûå ÷èñëà Ïðàíäòëÿ. ×å-
ðåç aj (j = 1, 4) îáîçíà÷åíû íåèçâåñòíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïðè i = 1
óðàâíåíèÿ (1), (2) îïèñûâàþò äâèæåíèå 1-ãî (âåðõíåãî, η > 0) ñëîÿ, à
ïðè i = 2 � 2-ãî (íèæíåãî, η < 0). Øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ðàçìåðíûå è áåçðàçìåðíûå àâòîìîäåëüíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèÿìè

ui = U1∞ϕ
′
i, vi =

(
µ∗1nU

2n−1
1∞

ρ1xn

) 1
n+1 ηϕ′i − ϕi

1 + n
,

Ti =
U 2

1∞
c2

1

ϑi, η = y

(
µ∗1xnU

n−2
1∞

ρ1

)− 1
n+1

,

ãäå ui è vi � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ÷àñòèö
æèäêîñòè, x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

Ïåðåìåííûå ϑi íå ôèãóðèðóþò â óðàâíåíèÿõ (1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðå-
øåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü: ñíà÷àëà ðåøèòü äèíàìè÷åñêóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (3), (5), ò.å. îïðåäåëèòü ϕi, à çàòåì òåìïåðàòóðíóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó (2), (4), (6), ò.å. íàéòè ϑi, ñ÷èòàÿ ϕi è èõ ïðîèçâîäíûå
èçâåñòíûìè.

2. Óïðîñòèì ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå [1]. Ââåä¼ì ëèíåéíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå:

η = Aα1η, ϕ1 = Aα2ϕ1(η), ϕ2 = Aα3ϕ2(η). (7)

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (1), (3), (5) è ïîëàãàÿ a2 = A ïîòðåáóåì, ÷òîáû âñå
êîýôôèöèåíòû, ñîäåðæàùèå A, â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ áûëè ðàâíû

Anα2−(2n+1)α1 = A2(α2−α1), Aα2−2α1 = Aα3−2α1, Aα2−2α1 = A. (8)

Èç (8) èìååì

α1 = (n− 2)/3, α2 = α3 = (2n− 1)/3.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3), (5) â íî-
âûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

|ϕ′′i |
n−1

ϕ′′′i + kiϕiϕ
′′
i /(n+ 1) = 0, (9)
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ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, ϕ′1(0) = ϕ′2(0) = A, ϕ′′1(0) = k
−1/n
µ∗ ϕ′′2(0) = 1, (10)

ϕ′2|η→−∞ →
A−(n+1)/3

ku
, (11)

ãäå

A = A−(n+1)/3a1, A =
(
ϕ′1|η→+∞

)−3/(n+1)

.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è óïðîùàåòñÿ è ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé (9) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(10) íà ãðàíèöå ðàçäåëà è (11) ¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿.

3. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è áûë ïðèìåí¼í ìåòîä ïðè-
ñòðåëêè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà
Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå çàäà÷è äåìîíñòðèðóåòñÿ äëÿ ñëåäó-
þùåãî íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: ku = 2, kρ = 0.5, kµ∗ = 0.5, kc = 1,
kλ∗ = 1, Pr∗1 = 1, Pr∗2 = 1. Íà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàç-
ìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðî-
ñòåé ñîîòâåòñòâåííî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà kρ. Íà ðèñ. 3
è 4 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ òåìïåðàòóðû
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ kλ∗ è kρ.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìîäèôèöèðîâàííîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è,
îäíàêî òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.
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ÓÃËÎÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÎÐÁÈÒÛ
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè ïëîñêîñòè îðáè-
òû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãî-
íàëüíîé ïëîñêîñòè îðáèòû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íåëèíåéíîé ñòàáè-
ëèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå êâàòåð-
íèîííîå óðàâíåíèå îðèåíòàöèè îðáèòû â îòêëîíåíèÿõ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ
ðàçâèòèåì [1].

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ ÊÀ, òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îñü η1 áûëà íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà
ìàññ ÊÀ, îñü η3 � ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, à η2 îáðàçî-
âûâàëà ïðàâóþ òðîéêó ñ îñÿìè η1 è η3. Ââåäåì òàêæå ñèñòåìó êîîðäèíàò
ξ, êîòîðàÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X õàðàêòåðèçóåò ñîáîé
îðèåíòàöèþ îðáèòû ÊÀ è çàäàåòñÿ òðåìÿ óãëîâûìè îñêóëèðóþùèìè ýëå-
ìåíòàìè îðáèòû: äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà Ωu, íàêëîíîì îðáèòû I, óã-
ëîâûì ðàññòîÿíèåì ïåðèöåíòðà îò óçëà ωπ. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ξ ñâÿçàíà
ñ ïëîñêîñòüþ è ïåðèöåíòðîì îðáèòû ÊÀ. Íà÷àëî ýòîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå O ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè, îñü ξ1 íàïðàâëåíà âäîëü
ðàäèóñà-âåêòîðà ïåðèöåíòðà îðáèòû, îñü ξ3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
îðáèòû è èìååò íàïðàâëåíèå ïîñòîÿííîãî ïî ìîäóëþ âåêòîðà c ìîìåíòà
ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ, à îñü ξ2 � òàê, ÷òîáû îðòû îñåé ξ1, ξ2 è ξ3

îáðàçîâûâàëè ïðàâóþ òðîéêó.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ

âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñ-
êîñòè îðáèòû ÊÀ. Òîãäà îðáèòà ÊÀ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ
öåíòðà ìàññ ÊÀ íå ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ñâîèõ ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u êàê íåèçìåíÿåìàÿ
ôèãóðà.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå u, ïåðåâîäÿùåå ïëîñêîñòü îðáèòû ÊÀ,
äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè

2
dΛ

dt
= Λ ◦Ωξ,

dϕtr
dt

=
c

r2
, r =

p

1 + e cosϕtr
, c = const,

Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3, Ωξ = u
r

c
(cosϕtr i1 + sinϕtr i2),

(1)

èç ëþáîãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0, Λ(t0) = Λ0

â òðåáóåìîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

t = t∗, Λ(t∗) = Λ∗,

ãäå Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ (êâàòåðíèîííûé îñêóëèðóþ-
ùèé (ìåäëåííî èçìåíÿþùèéñÿ) ýëåìåíò îðáèòû ÊÀ); Ωξ � îòîáðàæåíèå
âåêòîðà Ω àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòû ÊÀ íà áàçèñ ξ; ϕtr � èñ-
òèííàÿ àíîìàëèÿ (óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïëîñêîñòè îð-
áèòû îò åå ïåðèöåíòðà è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå);
r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ; c � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé
(ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè v = dr/dt öåíòðà ìàññ ÊÀ); p è e � ïà-
ðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ÊÀ; u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ u
íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ; Λj � êîìïî-
íåíòû êâàòåðíèîíà (ïàðàìåòðû Ýéëåðà), õàðàêòåðèçóþùèå îðèåíòàöèþ
îðáèòû ÊÀ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòX; ij � âåêòîðíûå ìíèìûå
åäèíèöû Ãàìèëüòîíà; ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè íåëèíåéíîé ñòà-
áèëèçàöèè [2] íàìè èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ â ïàðàìåòðàõ Ýéëåðà, ïîëó÷àþùèåñÿ
èç (1):

2
d∆Λ

dt
= ∆Λ ◦Ωξ = u

r(ϕtr(t))

c
∆Λ ◦ (cosϕtr(t) i1 + sinϕtr(t) i2),

dϕtr(t)

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕtr(t)
, c = const.

(2)

Çäåñü ∆Λ = cos(
1

2
∆ϕ) + sin(

1

2
∆ϕ) e∆ � îòêëîíåíèå óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ

îðáèòû ÊÀ îò åå òðåáóåìîãî ïîëîæåíèÿΛ∗, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êâà-
òåðíèîííîé ôîðìîé:

Λ = Λ∗ ◦∆Λ,
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ãäå ∆ϕ è e∆ � ýéëåðîâ óãîë è åäèíè÷íûé âåêòîð ýéëåðîâîé îñè âîçìó-
ùåííîãî êîíå÷íîãî ïîâîðîòà îðáèòû ÊÀ îòíîñèòåëüíî åå íåâîçìóùåííî-
ãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êâàòåðíèîíîì ïîâîðîòà Λ∗.

Íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå
ðåøåíèå ∆Λ = 1 êâàòåðíèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðè óïðàâëÿþùåì âîçäåé-
ñòâèè u = 0. Ýòîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ îòâå÷àþò íóëåâîå çíà÷åíèå ýé-
ëåðîâà óãëà ∆ϕ è ëþáûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé e∆i(i = 1, 2, 3) åäèíè÷íîãî
âåêòîðà e∆ ýéëåðîâà ïîâîðîòà íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
îðáèòîé.

Çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íåëèíåéíîé
ñòàáèëèçàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå u, ïðè êîòîðîì íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå
∆Λ(t) = 1 öåíòðà ìàññ ÊÀ ïðè óïðàâëÿþùåì âîçäåéñòâèè u = 0 áóäåò
óñòîé÷èâûì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà (âòîðîé ìåòîä òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ), ïðè-
ìåíÿÿ ïîäõîä Áðàíöà�Øìûãëåâñêîãî [3].

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

W = 1−∆Λ2
0 =

1

2
[(1−∆Λ2

0) + ∆Λ2
1 + ∆Λ2

2 + ∆Λ2
3].

Ïðîèçâîäíàÿ îò ýòîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì (2) ïðèìåò âèä

Ẇ = u
r

c
∆Λ0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ).

Âûáåðåì óïðàâëåíèå u â âèäå

u = −k∆Λ0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ), k > 0. (3)

Äëÿ âûáðàííîãî óïðàâëåíèÿ u ïðîèçâîäíàÿ Ẇ ïðèìåò âèä

Ẇ = −k∆Λ2
0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ)2.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé, è ïðîöåññ ïåðå-
îðèåíòàöèè îðáèòû áóäåò óñòîé÷èâ íå àñèìïòîòè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå u, èìåþùåå âèä (3), îáåñïå÷èâàåò ñõî-
äèìîñòü ïðîöåññà êîððåêöèè ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ âî âñåé îáëàñòè
èçìåíåíèÿ ∆Λ, êðîìå òî÷êè ∆Λ0 = 0, êîãäà óãîë ýéëåðîâîãî ïîâîðîòà
ðàâíÿåòñÿ π ðàäèàí èëè 180◦.
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2. ×åëíîêîâ Þ.Í. Êâàòåðíèîííûå ìîäåëè è ìåòîäû äèíàìèêè, íàâèãàöèè è
óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì. : Ôèçìàòëèò, 2011. 560 c.

3. Áðàíåö Â.Í., Øìûãëåâñêèé È.Ï. Ïðèìåíåíèå êâàòåðíèîíîâ â çàäà÷àõ îðèåí-

òàöèè òâåðäîãî òåëà. Ì. : Íàóêà, 1973. 320 c.

ÓÄÊ 629
Ê.Þ. Êîííîâ, È.À. Ïàíêðàòîâ

ÍÀÈÑÊÎÐÅÉØÈÅ ÌÀÍ�ÂÐÛ ÑÀÌÎË�ÒÀ
Â ÃÎÐÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ñàìîë¼òà) â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1]:

dx

dt
= V cos θ,

dy

dt
= V sin θ,

dθ

dt
=
g

V
tg γ. (1)

ãäå t � âðåìÿ, θ � óãîë ìåæäó îñüþ Ox è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðî-
ñòè V , g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, γ � óãîë êðåíà ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà.

Óãîë êðåíà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåò-
ðîì, èçìåíÿÿ åãî ìîæíî èçìåíÿòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè è ïåðå-
âîäèòü ëåòàòåëüíûé àïïàðàò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Âåëè÷èíû x,
y, ϑ ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà è íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

t = 0, x = x0, y = y0, θ = θ0. (2)

Â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè öåíòð ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà äîë-
æåí íàõîäèòüñÿ íà çàäàííîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè Oxy (âåêòîð åãî ñêîðî-
ñòè íàïðàâëåí âäîëü ýòîé ïðÿìîé):

t = t∗ : y = yk + x tg θk, θ = θk. (3)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå γ = γ(t), êîòîðîå ïå-
ðåâîäèò óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (2) íà ìíî-
ãîîáðàçèå (3) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè è íåôèêñèðîâàííûì ïðîìåæóò-
êîì âðåìåíè. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð íàëîæåíî îãðàíè÷å-
íèå

−γmax ≤ γ ≤ γmax. (4)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðå-
ìåííûå äëÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò, âðåìåíè, óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà è
ôóíêöèîíàëà:

x = Lx1, y = Lx2, θ = x3, t = Tτ, u = tg γ, J = TJ b, (5)

ãäå L, T � ìàñøòàáû äëèíû è âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâèì ñîîò-
íîøåíèÿ (5) â óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì

dx1

dτ
= cosx3,

dx2

dτ
= sinx3,

dx3

dτ
= u. (6)

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà [2]. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
èìååò âèä

H = −1 + ψ1 cosx3 + ψ2 sinx3 + ψ3u.

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ψ1, ψ2, ψ3 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíå-
íèé

dψ1

dt
=
dψ2

dt
= 0,

dψ3

dt
= ψ1 sinx3 − ψ2 cosx3. (7)

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ (4) èìååò âèä

uopt = tg γmax · signψ3. (8)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâåäåíî
ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
øåñòîãî ïîðÿäêà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèåì òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè è ðàâåíñòâîì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà íóëþ â êîíöå
äâèæåíèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà íà ÿçû-
êå C++. Ðåàëèçîâàííûé â íåé îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè, ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà è ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-
êà [3]. Óêàçàííûé àëãîðèòì áûë óñïåøíî ïðèìåí¼í ðàíåå â ðàáîòàõ [4, 5]
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî
àïïàðàòà.
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Íà ðèñóíêå â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì è íåò (ïðè ýòîì ðåøåíà çàäà÷à, áëèçêàÿ ê çàäà÷å áûñòðîäåé-
ñòâèÿ).

Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ áûñòðîäåé-
ñòâèÿ è ïðè ýòîì ñàìîëåò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ëåòèò íå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî êîíå÷íîìó ìíîãîîáðàçèþ, òî òîãäà íàáëþäàåòñÿ àêòèâíàÿ
ðàñêà÷êà ñàìîëåòà ïî êðåíó íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè. Òàêîé õàðàêòåð äâèæåíèÿ íà ïðàêòèêå ñîïðîâîæäàåòñÿ áûñòðîèç-
ìåíÿþùèìèñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ïåðåãðóçêàìè, êîòîðûå íåãàòèâíî âëè-
ÿþò êàê íà ëåò÷èêîâ è ïàññàæèðîâ, òàê è íà ñàìó êîíñòðóêöèþ ñàìîëåòà.

à á

Ñëó÷àé áûñòðîäåéñòâèÿ: à � íåîãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå, á � îãðàíè÷åííîå óïðàâëå-
íèå
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ÓÄÊ 532
À. Ñ. Ëåáåäåâ, È. À. Ïàíêðàòîâ

ÐÀÑ×�Ò ÖÈÐÊÓËßÖÈÈ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÂÅÒÐÀ

ÌÅÒÎÄÎÌ ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈÈ

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàñ÷¼òå òå÷åíèé â áàññåéíàõ, îç¼ðàõ è äðóãèõ âî-
äî¼ìàõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà óïðîù¼ííàÿ ìîäåëü öèðêóëÿöèè [1]. Ïðè
ýòîì â óðàâíåíèÿõ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ èíåðöèîííûå
÷ëåíû, à óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïîëàãàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Â ðàáî-
òàõ [2�5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè òîêà ψ :

W = γ∇2ψ. (1)

Çäåñü W = ∂τ1|s/∂x2 − ∂τ2|s/∂x1 � âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò âåòðîâîãî
âîçäåéñòâèÿ; γ � êîýôôèöèåíò âåòðîâîãî íàïðÿæåíèÿ. Âåëè÷èíû τ1|s,
τ2|s îáóñëîâëåíû âåòðîâûìè íàïðÿæåíèÿìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ íà äíå τ1|b
è τ2|b ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìàññîâîãî
ðàñõîäà q1 è q2:

τ1|b = γq1; τ2|b = γq2.

Íà áåðåãîâûõ ãðàíèöàõ ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè îò ôóíêöèè òîêà
ðàâíà íóëþ, à íà âõîäå â âîäî¼ì ôóíêöèÿ òîêà èçâåñòíà.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíîå îçåðî ABCD : Ω = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
≤ y ≤ 1}, êîòîðîå ïîäâåðæåíî âîçäåéñòâèþ âåòðà òàê, ÷òî W â óðàâíå-
íèè (1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê (x = x1, y = x2)

W/γ = Ax, A = const.

Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

∂ψ

∂x
= 0

ïðè x = 0 è x = 1;
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ψ(x, 0) = 0, ψ(x, 1) = 1.

Ïðèìåíèì ìåòîä ÷àñòè÷íîé äèñêðåòèçàöèè [6]. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
ψ ≈ ϕ̄ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé

ϕ̄ = y +
M∑
m=1

am(y)Nm(x), ãäå Nm(x) = cos(πmx).

Ïîäñòàâëÿÿ ϕ̄ â (1) è âûáèðàÿ âåñîâûå ôóíêöèè ïî ìåòîäó Ãàë¼ðêèíà
(âåñîâûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ áàçèñíûìè), ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé am(y):

M∑
m=1

1∫
0

[
d2am
dy2

− am(πm)2

]
cos(πmx) cos(πlx) dx =

1∫
0

(A/γ) cos(πlx) dx.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ñ ó÷¼òîì îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû áàçèñíûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1], èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé m = 1,M :

d2am
dy2

− am(πm)2 =
2A

γπm

[
1 + (−1)m+1

]
.

Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä am(0) = am(1) = 0.
Îáùåå ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû åñòü [7]

am = C1
me

πmy + C2
me

πmy − 2A

γ(πm)3

[
1 + (−1)m+1

]
.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäå â âîäî¼ì óäîâëåòâîðÿþòñÿ
òî÷íî çà ñ÷¼ò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ϕ̄. Ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-
íûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1

m, C
2
m ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé äëÿ am.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà ñ ïîìî-
ùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Scilab [8].

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î öèðêóëÿöèè âî-
äû â îçåðå ñ ó÷¼òîì ïîòîêà îò âòåêàþùåé â îçåðî ðåêè è âåòðîâîé íà-
ãðóçêè äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: A/γ = 3,M = 5. Ïîêàçàíû
ëèíèè òîêà äëÿ ψ = 0.1, ψ = 0.3, . . . , ψ = 0.9 (ñíèçó ââåðõ).

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàáîò [2�4, 9] ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ÷à-
ñòè÷íîé äèñêðåòèçàöèè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è çàäà¼òñÿ àíàëè-
òè÷åñêèìè ôîðìóëàìè è íå òðåáóåòñÿ ÷èñëåííî ðåøàòü ñèñòåìó àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà
áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îáùåì ðåøåíèè, à òàêæå ïðî-
èçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1

m, C
2
m áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì áðàòü
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Ëèíèè òîêà (ó÷òåíû ïîòîê îò ðåêè è âåòðîâàÿ íàãðóçêà)

M > 5 íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
óæå ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûé âûøå
ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âíóòðè îçåðà íàõîäèòñÿ îñòðîâ.
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ÓÄÊ 539.3
Î.À. Ìûëüöèíà, Å.Ï. Ñòîëáîâà

ÐÅØÅÍÈÅ ÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ
ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÈÇ ÄÂÓÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÂÐÀÙÅÍÈß,

ÃËÀÄÊÎ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÌÅÆÄÓ ÑÎÁÎÉ

Â ðàáîòå [1] â óñëîâèÿõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè ïîëó÷åíû çàìêíóòûå
èíòåãðàëû ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé îñåñèììåòðè÷íîé óïðóãîñòè äëÿ êîì-
ïîçèöèè èç äâóõ ýëåìåíòîâ (êîíóñ-ñôåðà), ãëàäêî ñîïðÿæåííûõ ìåæäó
ñîáîé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âíóòðåííèì äàâëåíèåì (ðèñ. 1). Â äàííîé ðàáî-
òå ïðèâåäåíî ðåøåíèå ïðè âîçäåéñòâèè íà òàêóþ îáîëî÷êó ñæèìàþùèõ
óñèëèé.

Ðèñ. 1

Äëÿ êîìïîçèöèè èç äâóõ ýëåìåíòîâ, êîíóñà è ñôåðû, ãëàäêî ñîïðÿ-
æåííûõ ìåæäó ñîáîé, ïîëó÷åí âèä âåêòîðà ïîëîæåíèÿ ëþáîé òî÷êè ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè

r(θ, ϕ) = R
(

sin θ
sin(ψ+θ) +

(
sin θ − sin θ

sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

) (
cosϕξ1 + sinϕξ2

)
+

+R
(

sin θ
tgψ sin(ψ+θ) +

(
1−sinψ cos θ

sinψ − sin θ
tgψ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
ξ3, (1)

çäåñü θ1 = π
2 −ψ. Íà îñíîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð êîìïîíåíòû ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà è ãëàâíûå êðèâèçíû çàïèøóòñÿ:

G11 = R2
(

1
sin4(ψ+θ)

+
(

1− 1
sin4(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
, G12 = 0,

G22 = R2
(

sin2 θ
sin2(ψ+θ)

+
(

sin2 θ − sin2 θ
sin2(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
, (2)

k11 = 1
R (0 + (1− 0)H(θ − θ1)) ,

k22 = 1
R

(
cosψ sin(ψ+θ)

sin θ +
(

1− cosψ sin(ψ+θ)
sin θ

)
H(θ − θ1)

)
. (3)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèöèè â óñèëèÿõ ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó

T 11
θ +

(
sinψ

sin θ sin(ψ+θ) +
(

ctg θ − sinψ
sin θ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
T 11 =

= q̃3R
(

sinψ
cosψ sin2(ψ+θ)

+
(

ctg θ − sinψ
cosψ sin2(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
−

−q̃1R
(

1
sin2(ψ+θ)

+
(

1− 1
sin2(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
,

T 22 = q̃3R
(

sin θ
cosψ sin(ψ+θ) +

(
1− sin θ

cosψ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
−

− (0 + (1− 0)H(θ − θ1))T
11.

(4)

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) ðàçûñêèâàåì â âèäå [2]

T 11(θ) = T 11
1 (θ) + (T 11

2 (θ)− T 11
1 (θ))H(θ − θ1), (5)

è äëÿ ñëó÷àÿ q̃3 = q3 = const, q̃1 = 0 ïîëó÷èëè:

T 11
1 = c1 sin(ψ+θ)

sin θ + 1
2
Rq3(1−cos(2θ+ψ) cosψ)

cosψ sin θ sin(θ+ψ) ,

T 11
2 = c2

sin2 θ
− Rq3

2 ctg2θ. (6)

Ñâÿçûâàÿ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ cl (l = 1, 2) ñ ó÷åòîì óñëîâèé
T 11

2 (θ1) = T 11
1 (θ1) è ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ (6) ðåøåíèå (5) ïðåîáðà-

çóåòñÿ ê âèäó

T 11 = − q3R
2 cosψ

(
sin(ψ+θ)

sin θ +
(

cosψ
sin2 θ
− sin(ψ+θ)

sin θ

)
H(θ − θ1)

)
+

+q3R
2

(
(1−cos(2θ+ψ) cosψ)
cosψ sin θ sin(θ+ψ) +

(
(2−cos2 θ)

sin2 θ
− (1−cos(2θ+ψ) cosψ)

cosψ sin θ sin(θ+ψ)

)
H(θ − θ1)

)
. (7)

Â ýòîì ñëó÷àå T 22 ïðèìåò âèä

T 22 = q3R
(

sin θ
cosψ sin(ψ+θ) +

(
1− sin θ

cosψ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ1)

)
+

+q3R
2

(
0 +

(
3−cos2 θ

sin2 θ
− 0
)
H(θ − θ1)

)
. (8)

Â ñëó÷àå, êîãäà q̃1 = 2πR3 cosψq1 (H(θ − θ2)−H(θ − θ3)), q̃3 = q3,
âûðàæåíèå äëÿ T 11 çàïèøåòñÿ â âèäå

T 11 = − q3R
2 cosψ

(
sin(ψ+θ)

sin θ +
(

cosψ
sin2 θ
− sin(ψ+θ)

sin θ

)
H(θ − θ1)

)
+ (9)

+q3R
2

(
(1−cos(2θ+ψ) cosψ)
cosψ sin θ sin(θ+ψ) +

(
(2−cos2 θ)

sin2 θ
− (1−cos(2θ+ψ) cosψ)

cosψ sin θ sin(θ+ψ)

)
H(θ − θ1)

)
+

+πR3q1ctgψ
2

(
(2−cos 2θ2−cos 2(ψ+θ2)) sin(ψ+θ)

sin2(ψ+θ2) sin θ
+ −2+cos 2θ+cos 2(ψ+θ)

sin θ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ2)+
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+πR3q1ctgψ
2

(
(−2+cos 2θ3+cos 2(ψ+θ3)) sin(ψ+θ)

sin2(ψ+θ3) sin θ
+ 2−cos 2θ−cos 2(ψ+θ)

sin θ sin(ψ+θ)

)
H(θ − θ3).

Íà îñíîâàíèè çàìêíóòûõ èíòåãðàëîâ (7), (8) è (9) èñõîäíûõ óðàâíå-
íèé íà ðèñ. 2�5 ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè óñèëèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
óãëîâ ψ. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîêàçàë ñëåäóþ-
ùèå çàêîíîìåðíîñòè.

1. Ñ óâåëè÷åíèåì óãëà ψ çíà÷åíèå óñèëèÿ T 11 (ñì. ðèñ. 2) íà êîíóñå
ðàñòåò, íî íà ñôåðå íå ìåíÿåòñÿ.

2. Óñèëèå T 22 (ñì. ðèñ. 3) â ìåñòå ñîïðÿæåíèÿ èìååò îãðàíè÷åííûé
ñêà÷åê. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ãëàäêîì ñîïðÿæåíèè ñòðîãîå áåçìî-
ìåíòíîå ñîñòîÿíèè íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå ïðî-
òèâîðå÷àò èññëåäîâàíèÿì Â. Â. Íîâîæèëîâà [3]. Çíà÷åíèÿ óñèëèé
íà êîíóñå ìàëî ÷óâñòâèòåëüíî ê óãëó ψ äàæå â çîíå ñîïðÿæåíèÿ.

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

3. Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ q̃1 óñèëèå T 11 ìåíÿåò çíàê
(ñì. ðèñ. 4, 5).
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ÓÄÊ 539.3,534.1

Ê.Î. Îðëîâà, È.Â. Ïàïêîâà, Å.Þ. Êðûëîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÁÀËÎÊ

Â ÏÎËÅ ÁÅËÎÃÎ ØÓÌÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñëî-
èñòûõ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ áàëîê. Âëèÿíèå çíàêî-
ïåðåìåííîé íàãðóçêè íà êîëåáàíèÿ ñëîèñòûõ áàëîê áûëî èññëåäîâàíî â
ñòàòüÿõ [1, 2]. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå àääèòèâíîãî áåëîãî
øóìà íà êîëåáàíèÿ ïàêåòà áàëîê.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êî-
ëåáàíèé ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà ñëîèñòûõ áàëîê äåëàåì ñëåäóþùèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðèè áàëî÷íîé êîíñòðóêöèè, ñâîéñòâ ìà-
òåðèàëîâ, ñëîåâ è óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè: ëþáîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå, íîð-
ìàëüíîå ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äî äåôîðìàöèè, îñòàåòñÿ ïîñëå äå-
ôîðìàöèè ïðÿìûì è íîðìàëüíûì ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, âìåñòå ñ
òåì âûñîòà ñå÷åíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ; èíåðöèÿ âðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ áàëêè
íå ó÷èòûâàåòñÿ, îäíàêî ó÷èòûâàþòñÿ ñèëû èíåðöèè, îòâå÷àþùèå çà ïå-
ðåìåùåíèÿ âäîëü íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; âíåøíèå ñèëû íå
ìåíÿþò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ ïðè äåôîðìàöèè áàëêè; ïðîäîëüíûé ðàçìåð
áàëêè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò åå ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû; ãåîìåòðè÷åñêàÿ
íåëèíåéíîñòü ó÷èòûâàåòñÿ â ôîðìå Ò. Êàðìàíà, ôèçè÷åñêàÿ � íà îñíî-
âå òåîðèè ìàëûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé; ðåøåíèå êîíòàêò-
íîé çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè áàëîê áàçèðóåòñÿ íà èñêëþ÷åíèè èç ÷èñ-
ëà íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ âèíêëåðîâîé
ñâÿçè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîíêèå ãèáêèå áàëêè è, ñëåäóÿ [3], çàïè-
øåì äåôîðìàöèè â ïðîèçâîëüíîì ñëîå áàëêè â âèäå ezxx = ∂u

∂x + 1
2

(
∂wz

∂x

)2
,

ezxz = ∂uz

∂z + ∂wz

∂x . Ñ÷èòàåì, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ uz , wz

ðàñïðåäåëåíû ïî òîëùèíå ìíîãîñëîéíîé áàëêè ïî ëèíåéíîìó çàêîíó:
uz = u − z ∂2wz∂x2 , w

z = w. Òîãäà ezxx = ε11 − z ∂
2wz

∂x2 , ãäå ε11 = ∂u
∂x +

(
∂wz

∂x

)2
,

122



z ∈ [−hj, hj]. Çàïèøåì çàêîí Ãóêà äëÿ i-ãî ñëîÿ j-é áàëêè: σi,jxx = Ei,jeixx,
σi,jzz = Ei,jeizz, çäåñü h

j� òîëùèíà j-é áàëêè, E(x, z) � ìîäóëü óïðóãîñòè.
Ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòèçå σi,jzz = 0. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå
äëÿ íàïðÿæåíèé áóäåò èìåòü âèä: σi,jzz = Ei,jε11 − zEi,j ∂2wi,j

∂x2 .
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áàëêè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷èì èñõîäÿ èç

ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê:
t1∫
t0

(δK − δΠ + δ
′
W )dt = 0, ãäå K � êèíå-

òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, Π � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, δ
′
W � ñóììà ýëåìåíòàð-

íûõ ðàáîò âíåøíèõ ñèë. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà ñðåäèííîé ëèíèè i-ãî ñëîÿ j-é áàëêè:

∂T i,j11

∂x
− (2hj)

γ

g

∂2ui,j

∂t2
= 0,

∂2M i,j
11

∂x2
+

∂

∂x

(
T i,j11

∂wi,j

∂x

)
+ qj − (2hj)

γ

g

∂2wi,j

∂t2
= 0.

Çäåñü T i,j11 = ε11

hj∫
−hj

Ei,jdz � íîðìàëüíûå óñèëèÿ, M i,j
11 = ∂2wi,j

∂x2

hj∫
−hj

Ei,jz2dz

� èçãèáàþùèå ìîìåíòû, qj = qk + qn, qk îòâå÷àåò çà êîíòàêòíîå
âçàèìîäåéñòâèå áàëîê, qn � âíåøíÿÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, qk =

= (−1)jK Ej

hj

(
wj + hk − wj+1 hj

hj+1

)
ψ, j = (1, . . . , n − 1), n � êîëè÷åñòâî

áàëîê, ψ = 1
2

[
1 + sing

(
wj + hk − wj+1 hj

hj+1

)]
, γ � óäåëüíûé âåñ ìàòåðèà-

ëà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïðèñîåäèíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çà-

äåëêè òîðöîâ ðàññìàòðèâàåìîé áàëî÷íîé ñòðóêòóðû: wj = 0, uj =
= 0, ∂w

j

∂x = 0 è íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïîëó÷åííóþ äèôôåðåíöèàëü-
íóþ çàäà÷ó ïðèâåäåì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó íà îñíîâàíèè òåîðèè ïîäîáèÿ
è ðàçìåðíîñòåé.

2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ. Äëÿ ñâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ê ñè-
ñòåìå ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ðàçíîñòåé ñ àïïðîêñèìàöèåé O(c2) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå
x. ×èñëî ðàçáèåíèé â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé n = 40 âûáðàíî ïî
ïðèíöèïó Ðóíãå, îáîñíîâàíèå ïðèâåäåíî â ñòàòüå [4]. Ïîñëå ñâåäåíèÿ çà-
äà÷è ê íîðìàëüíîìó âèäó çàäà÷ó Êîøè áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì Ðóíãå�
Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
ïðîãèáà w è ïåðåìåùåíèÿ u. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ ïî ïðàâèëó
Ðóíãå.

3. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Èññëåäóåì íåëèíåéíûå êîëåáà-
íèÿ ñëîèñòîé áàëêè Ýéëåðà�Áåðíóëëè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì
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çíàêîïåðåìåííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè è àääèòèâíîãî áåëîãî øóìà
qn = qnois + q0Sin(ωpt), q0 � àìïëèòóäà âíåøíåé íîðìàëüíîé íàãðóçêè,
ωp � åå ÷àñòîòà. Àääèòèâíûé øóì äîáàâëåí â ñèñòåìó â âèäå ïîñòîÿííîãî

ñëàãàåìîãî ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ qnois = qn0

[
2.0rand()

(RANDMAX+1.0)−1.0

]
,

qn0 � èíòåíñèâíîñòü øóìà, rand()� ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ ÿçûêà
Ñ++, ïðèíèìàþùàÿ ñëó÷àéíîå öåëîå çíà÷åíèå îò 0 äî RANDMAX�
êîíñòàíòà, ðàâíàÿ 65535. Â ðåçóëüòàòå áåç àìïëèòóäû âûðàæåíèå
ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå (−1; 1). Ïàðà-
ìåòðû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà: îòíîøåíèå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ áàëêè
λ = 50, êîýôèöèåíò äèññèïàöèè ñðåäû ε = 1, àìïëèòóäà âíåøíåé
íîðìàëüíîé íàãðóçêè ωp = 5, àìïëèòóäà âûíóæäàþùåé íàãðóçêè
ìåíÿëàñü íà èíòåðâàëå q0 ∈ [50; 23000], ìàòåðèàë âíóòðåííåãî ñëîÿ
� ñòåêëîïëàñòèê, âíåøíèõ ñëîåâ � ñòàëü. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü
ñ ïîçèöèè íåëèíåéíîé äèíàìèêè è êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áûëè ïîñòðîåíû ñèãíàëû, ôàçîâûå ïîðòðåòû
è ñïåêòðû ìîùíîñòè Ôóðüå, âåéâëåò-ñïåêòðû, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ, îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ òîëùèíû âíåøíåãî ñëîÿ
h = 1/2. Ïðè íàãðóçêå q0 = 50 êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ
ωp = 5. Øóìîâîå ïîëå èíòåíñèâíîñòè qn0 = 10 ïðèâîäèò ê õàîòè÷åñêîìó
ñïåêòðó Ôóðüå. Óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû íàãðóçêè äî q0 = 1500 âëå÷åò
ïîÿâëåíèå ÷àñòîòû a1 = 0.83449. Ïðèñóòñòâèå âíåøíèõ ôëóêòóàöèé
òîé æå èíòåíñèâíîñòè ïðèâîäèò ê çàøóìëåíèþ ñïåêòðà â îáëàñòè
÷àñòîòû a1. Äàëüíåéøèé ðîñò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äî q0 = 16500
ïðîâîöèðóåò ïîÿâëåíèå ñåðèè ëèíåéíî-çàâèñèìûõ ÷àñòîò a2, a3, b1, b2

(ωp − b1 = a3 − a2 + a2 − a1 = b1 − b2 = b2 − a3 = 0.93) è õàîòè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé â ñèãíàëå. Øóì â äàííîì ñëó÷àå ñïîñîáñòâîâàë î÷èùå-
íèþ ñïåêòðà êîëåáàíèé îò õàîòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðè âîçäåéñòâèè
ïîëåì áåëîãî øóìà íà êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåõîäÿùåé â õàîñ ïî
ñöåíàðèþ Ðþýëÿ�Òàêåíñà, ïîÿâëåíèå ÷àñòîòû óìåíüøàëî øóìîâîå
âîçäåéñòâèå íà ñèãíàë, ïðèòÿãèâàÿ øóìîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ê ôàçîâîé
òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Øóì òàêæå ïðèâîäèë ê ïåðåõîäó
õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñèñòåìû â êâàçèïåðèîäè÷åñêèå.
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È. À. Ïàíêðàòîâ

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ
ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÍÅÂßÇÎÊ

Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì îáûê-

íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dx

dt
= An×nx+Bn×1u,

ãäå óïðàâëåíèå u åñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðóþ íå íàëîæåíû
îãðàíè÷åíèÿ.

Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

x(0) = x0

â êîíå÷íîå
x(T ) = xê.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J =

T∫
0

u2 dt,

õàðàêòåðèçóþùèé çàòðàòû ýíåðãèè íà óïðàâëåíèå; âðåìÿ îêîí÷àíèÿ
óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà T ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà [1]. Ââåäåì âåêòîð ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ψ =
= (ψ1, . . . , ψn)

T . Èçâåñòíî [2], ÷òî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

dψ

dt
= −ATψ.
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Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä

uopt =
1

2

n∑
j=1

Bjψj.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûì ïðà-
âûì êîíöîì òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé 2n ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, è 2n êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê
Ðàíåå â ðàáîòàõ [3�7] ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñêàëîñü â âèäå

xj ≈ x̂j = x0
j +

M∑
k=1

aj,kNj,k(t),

ψj ≈ ψ̂j =
M∑
k=1

an+j,kNn+j,k(t); j = 1, n.

Çäåñü Nj,k(t), j = 1, 2n, k = 1,M , � ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.

Ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííûå ðàçëîæåíèÿ â ôàçîâûå è ñîïðÿæ¼ííûå óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷èì íåâÿçêè Rxi

[0;T ], è R
ψi
[0;T ]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ

ðàâåíñòâ Rxi
[0;T ] = 0 è Rψi

[0;T ] = 0 ïðè t ∈ [0; T ] ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà

T∫
0

Rxs
[0;T ]Ws,k dt = 0, s = 1, n; k = 1,M.

T∫
0

R
ψs−n
[0;T ]Ns,k dt+

(
x̂s−n − xks−n

)
W̃s,k

∣∣∣
t=T

= 0, n < s ≤ 2n; k = 1,M.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 2Mn ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òàêîãî æå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ðåøèâ
å¼, ìû çàêîí÷èì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ôàçîâûõ
è ñîïðÿæ¼ííûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì óñëîâèÿì.

Â îáùåì ñëó÷àå âåñîâûå ôóíêöèè Ws,k è W̃s,k ìîãóò áûòü âûáðà-
íû íåçàâèñèìî, íî èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî óäîáíî âçÿòü

W̃s,k = −Ns,k, s = n+ 1, 2n; k = 1,M.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ è ñîïðÿ-
æåííûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå áàçèñíûå ôóíê-
öèè:

N1,k = N2,k = · · · = Nn,k = Nx
k ;

Nn+1,k = Nn+2,k = · · · = N2n,k = Nψ
k , k = 1,M.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðÿìîëèíåéíîì äâè-
æåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m êã ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùåé ñè-
ëû F (t) è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè
òî÷êè F = −kv.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà ñ ïîìî-
ùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Scilab [8].

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì êîëè÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîãðåøíîñòü òåì ìåíüøå, ÷åì
ìåíüøå âðåìÿ îêîí÷àíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà T è ïàðàìåòð k/m.

Áûëî ðàññìîòðåíî äâà âàðèàíòà âûáîðà âåñîâûõ ôóíêöèé: â ïåðâîì
èç íèõ âåñîâûå ôóíêöèè ñîâïàäàëè ñ áàçèñíûìè (ìåòîä Ãàë¼ðêèíà), âî
âòîðîì â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé áûëè âçÿòû äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà
(ìåòîä ïîòî÷å÷íîé êîëëîêàöèè).

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî-
ãðåøíîñòü ìåòîäà ïîòî÷å÷íîé êîëëîêàöèè íåñêîëüêî âûøå, ÷åì ó ìåòî-
äà Ãàë¼ðêèíà. Â òî æå âðåìÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðîùå ïîñòðîèòü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì, òàê êàê íå íóæíî èñêàòü
ïåðâîîáðàçíóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä ïîòî÷å÷íîé êîëëîêàöèè ìîæåò ñ
óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ãðóáîé îöåíêè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ñòîèò
òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì ïîòî÷å÷íîé êîëëîêà-
öèè ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ çàäà÷è äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé
òî÷íîñòè ïðèõîäèëîñü áðàòü áîëüøå áàçèñíûõ ôóíêöèé, ÷åì â ìåòîäå
Ãàë¼ðêèíà.

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåííûé ìåòîä áóäåò ïðèìåí¼í ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà [9, 10].
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ÓÄÊ 539.3

Þ.Î. Ðàñòåãàåâ

ÀÍÀËÈÇ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ ÑÈÃÍÀËÀ
ÌÈÊÐÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÚÅÇÎÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÏÎËß

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äàò÷èê èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè, èñ-
ïîëüçóþùèé êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíûé ïúåçîýôôåêòû [1, 2] â óñëîâèÿõ
íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ïðè òåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ëèíåéíûå ðàçìåðû äåòàëåé è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìà-
òåðèàëîâ, èç êîòîðûõ îíè èçãîòîâëåíû, ÷òî îêàçûâàåò îòðèöàòåëüíîå
âëèÿíèå íà ñòàáèëüíîñòü ðàáîòû, òî÷íîñòü ïðèáîðà, âûõîäíîé ñèãíàë
è àëãîðèòìû åãî îáðàáîòêè (ñì. [1]). Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ ïúåçîãèðîñêîïà ïðè âîçìîæíîì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ
ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ âíåøíåé òåìïåðàòóðû.

Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç êà÷åñòâà ñèãíàëà ïúåçîãèðîñêîïà ïðè ðàçëè÷-
íûõ òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìàõ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàññìîòðå-
íèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äàò÷èêà ïðè ðåçêèõ ïåðåïàäàõ òåìïåðàòóðû â
çàðàíåå íå èçâåñòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äàþòñÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ
êà÷åñòâà ñèãíàëà äëÿ âñåãî ñïåêòðà òåìïåðàòóð.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ðàññìàòðèâàåìûé ïúåçîãèðîñêîï âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò, êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïüåçîïëàñòèí 3 è 4 (ðèñ. 1) è ïðèñîåäèí¼ííîé ê íèì
ìàññû 7. Êàæäàÿ ïëàñòèíà ñ îäíîé ñòîðîíû çàêðåïëåíà, à äðóãàÿ ñòîðîíà
íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ ãðóçîì 7 ìàññû M, ïðè÷åì îò ãðóçà íà ïëàñòèí-
êè ïåðåäàþòñÿ òîëüêî íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå óñèëèé. Íà ïëàñòèíó 3

128



ïîäà¼òñÿ ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå, âîçáóæäàþùåå â íåé çà ñ÷åò îáðàòíî-
ãî ïüåçîýôôåêòà óïðóãèå âîëíû è, êàê ñëåäñòâèå, êîëåáàíèÿ ïðèñîåäè-
íåííîé ìàññû. Ïðè âðàùåíèè ïëàòôîðìû ñ ïüåçîãèðîñêîïîì íà ïðèñî-
åäèíåííóþ ìàññó äåéñòâóåò êîðèîëèñîâà ñèëà è ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà
âîçäåéñòâóåò íà ïëàñòèíó 4. Çà ñ÷åò ïðÿìîãî ïüåçîýôôåêòà â ýòîé ïëà-
ñòèíå ãåíåðèðóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ïðîïîðöèîíàëüíûé èçìåðÿåìîé
óãëîâîé ñêîðîñòè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïüåçîãèðîñêîïà:
1 � ïîâåðõíîñòü òåïëîâîãî êîíòàêòà,
2 � âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà,

3, 4 � ïüåçîïëàñòèíû, 5, 6 � ñòåíêè

êîðïóñà, 7 � ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà

Â ðàìêàõ ýòîé ðàáîòû áûë ïðîâåäåí àíàëèç òåìïåðàòóð íàèáîëåå ïðè-
åìëåìûõ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðà. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé èçìåíåíèÿ
âíåøíåé òåìïåðàòóðû â ñëó÷àéíûå, íå èçâåñòíûå ïðîãðàììå ðàñ÷åòà ñèã-
íàëà ìîìåíòû âðåìåíè â çàäàííîì èíòåðâàëå. Ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè âå-
ëè÷èíû ñèãíàëà îò òåìïåðàòóðû, íàèáîëüøèé âêëàä â êîòîðóþ âíîñèò
çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ Þíãà [3] îò òåìïåðàòóðû, áûëè íàéäåíû ïîëîñû
òåìïåðàòóð ñ îòëè÷íûì, õîðîøèì, ñëàáûì è ïëîõèì ñèãíàëîì ñîîòâåò-
ñòâåííî 100�90%, 90�50%, 50�10%, 10�0% îò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû
ñèãíàëà. Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäà÷å
íà ïúåçîïëàñòèíó êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé ðåçîíàíñíîé. Â äàííîì
ñëó÷àå ðàñ÷åòû âåëèñü ïðè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå äëÿ 20◦ Ñ.

Äëÿ ãðóïïû ãåíåðàöèé ñåðèè ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé òåìïåðàòóðû â
çàäàííîì äèàïàçîíå áûë ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç. Ãåíåðèðîâà-
ëèñü 100 ñåðèé ïî 90 çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ òåìïåðàòóð ñ øàãîì ïî âðåìåíè
1 ìèí â äèàïàçîíå -40◦Ñ � 120◦Ñ. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû
áûëà âû÷èñëåíà ïðîöåíòíàÿ äîëÿ ñèãíàëà îò ìàêñèìàëüíîãî. Íà îñíîâå
ïîëó÷åííîãî ìàññèâà äàííûõ âûÿâèëèñü ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè.
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Ïðè 15◦Ñ � 27◦Ñ íàáëþäàåòñÿ îòëè÷íûé ñèãíàë. Â ñðåäíåì â ýòó çîíó
ïîïàäàåò 8%�10% âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðà. Â çîíó õîðîøåãî
ñèãíàëà, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ â äèàïàçîíå 3◦Ñ � 42◦Ñ ïîïàäàåò îò 16
äî 20% âðåìåíè ðàáîòû. Â çîíå ñëàáîãî ñèãíàëà -20◦Ñ � 75◦Ñ ïðèáîð
ôóíêöèîíèðóåò â ñðåäíåì äî 51% âðåìåíè ðàáîòû. Çîíà ïëîõîãî ñèãíàëà,
ãäå òåìïåðàòóðû ïðåâûøàþò 75◦C, äîñòèãàåò 15% âðåìåíè (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ãðàôèê êà÷åñòâà ñèãíàëà äëÿ ñåðèè ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé òåìïåðàòóðû:

1 � çîíà îòëè÷íîãî ñèãíàëà, 2 � õîðîøåãî, 3 � ñëàáîãî, 4 � çîíà ïëîõîãî ñèãíàëà

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ðåçêèõ
èçìåíåíèÿõ âíåøíåé òåìïåðàòóðû áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè âûõîäíîé ñèã-
íàë ñëàáûé èëè ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñòàáèëüíîñòè
ðàáîòû ïúåçîãèðîñêîïà, åãî ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè è òî÷íîñòè íåîáõîäè-
ìî ðåøàòü çàäà÷è ñíèæåíèÿ íåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ
íà ôóíêöèîíèðîâàíèå ïúåçîãèðîñêîïà.
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ÓÄÊ [53:57:61+004](082)
Â.À. Ðçàåâ

ÏÅÐÑÎÍÀËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÀÇÎÁÅÄÐÅÍÍÎÃÎ ÑÓÑÒÀÂÀ

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàçîáåäðåííî-
ãî ñóñòàâà äëÿ ðåàëüíîãî ïàöèåíòà. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïðîâîäèëîñü â
ñïåöèàëèçèðîâàííîì ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè Mimics Innovation Suite
íà îñíîâå äàííûõ êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. Ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò áèîìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Çàáîëåâàíèÿ òàçîáåäðåííîãî ñóñòàâà (ÒÁÑ) ïðèâîäÿò ê îãðàíè÷åíè-
ÿì ïîäâèæíîñòè è äèñêîìôîðòó. Âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïðè îäíèõ
è òåõ æå ïðè÷èíàõ ïàòîëîãèÿ ïðèñóòñòâóåò, à èíîãäà íåò. Èñïîëüçîâà-
íèå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÑÏÎ) ïîçâîëÿåò
ñîçäàâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå àíàòîìè÷å-
ñêèõ ÷àñòåé òåëà ïàöèåíòà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ [1].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òð¼õìåðíîé ìîäåëè áûëè èìïîðòèðîâàíû â ÑÏÎ
Mimics Innovation Suite è ñêîððåêòèðîâàíû â 3-matic Medical äàííûå êîì-
ïüþòåðíîé òîìîãðàôèè ÒÁÑ ðåàëüíîãî ïàöèåíòà [2]. ×èñëåííûé ðàñ÷åò
ïðîâîäèëñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS Workbench ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [3, 4]. Áûëè ðåøåíû äâå çàäà÷è.

1. Àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ), êîãäà
íàãðóçêà ïðèëîæåíà ê áåäðåííîé êîñòè (ÁÊ);

2. Àíàëèç ÍÄÑ, êîãäà íàãðóçêà ïðèëîæåíà ê òàçîâîé êîñòè.
Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû òàç � áåäðåííàÿ êîñòü â ANSYS

Workbench èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû (Íàâüå
� Ëàìå), çàïèñàííîå â âèäå

ρ

(
∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vz
∂vx
∂z

)
=
∂pxx
∂x

+
∂pxy
∂y

+
∂pxz
∂z

+ ρFx, (1)

ρ

(
∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ vz
∂vy
∂z

)
=
∂pyx
∂x

+
∂pyy
∂y

+
∂pyz
∂z

+ ρFy, (2)

ρ

(
∂vz
∂t

+ vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

)
=
∂pzx
∂x

+
∂pzy
∂y

+
∂pzz
∂z

+ ρFz, (3)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñïëîøíîé ñðåäû, vx, vy, vz � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðî-
ñòåé, pij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, Fz � êîìïîíåíòû âåêòîðà
ìàññîâîé ïëîòíîñòè îáúåìíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñïëîøíóþ ñðåäó.

Ìîäåëü òêàíåé êîñòåé ðàññìàòðèâàëàñü êàê ëèíåéíàÿ, èçîòðîïíàÿ è
èäåàëüíî óïðóãàÿ ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν = 0, 33, ïëîòíîñòüþ ρ =
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2027 êã/ì3 è ìîäóëåì Þíãà E = 1, 8 · 1010 Ïà. Â ïåðâîé çàäà÷å áûëî
íàëîæåíî óñëîâèå æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ òàçîâîé êîñòè, òî åñòü äëÿ íå¼
dx=dy=dz=0. Âî âòîðîé æå çàäà÷å æåñòêîå çàêðåïëåíèå íàêëàäûâàëîñü
íà íèæíþþ òîðöåâóþ ïîâåðõíîñòü äèàôèçà áåäðåííîé êîñòè.

Â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû òàç � áåäðåííàÿ
êîñòü áûëè ïîëó÷åíû êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ìîäóëÿ âåêòîðà
ïåðåìåùåíèÿ è ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé (ÝÍ) ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ
íàãðóçêè (òàáë. 1, 2).

Ïðè ðåàëèçàöèè çàäà÷è 1 íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà ïåðå-
ìåùåíèÿ ëîêàëèçóþòñÿ â îáëàñòè äèàôèçà ÁÊ (ðèñ. 1). Ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ÝÍ äîñòèãàþòñÿ â çîíå êîíòàêòà âåðòëóæíîé âïàäèíû è ãîëîâ-
êè áåäðåííîé êîñòè (9, 9 · 106 Ïà).

Ïðè ðåàëèçàöèè çàäà÷è 2 ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ÝÍ
(15, 493 · 106 Ïà) òàêæå êîíöåíòðèðóþòñÿ â çîíå êîíòàêòà âåðòëóæíîé
âïàäèíû è ãîëîâêè ÁÊ (ðèñ. 2). Êðîìå òîãî, âûÿâëåíû çîíû âûñîêèõ
çíà÷åíèé ÝÍ íà äèàôèçå (10, 95 · 106 Ïà) è íà øåéêå ÁÊ (6, 2 · 106 Ïà).
Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ëîêàëèçóþòñÿ â çîíå
êîíòàêòà âåðòëóæíîé âïàäèíû è ãîëîâêè áåäðåííîé êîñòè.

Äàííûé ìåòîä èìååò ïîòåíöèàë ïðèìåíåíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ áèîìå-
õàíèêè ÒÁÑ. Ïåðñîíàëèçèðîâàííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì
èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ àíàòîìè÷åñêèõ ÷àñòåé òåëà ïàöèåíòà.
Ðàáîòà ñ âèðòóàëüíûì îáðàçîì ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü áèîìåõàíè÷åñêèå
ïàðàìåòðû îáúåêòà è åãî ïîâåäåíèå â ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ ñèòóàöèÿõ.

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ
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Òàáëèöà 2

Çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå
çíà÷åíèé ìîäóëÿ

âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ

(çàäà÷à 1)

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå
çíà÷åíèé ÝÍ

â çîíå êîíòàêòà
âåðòëóæíîé âïàäèíû

è ãîëîâêè ÁÊ

(çàäà÷à 2)
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URL: http://lechenie-sustavov.ru/ (äàòà îáðàùåíèÿ: 21.05.2016).
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ýëåìåíòîâ : ìåòîä. ïîñîáèå. Èæåâñê : Èçä-âî Óäìóðò. óí-òà, 2011. 44 ñ.
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ÓÄÊ 629.78
ß. Ã. Ñàïóíêîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÌÏÓËÜÑÍÀß ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈß
ÎÐÁÈÒÛ ÊÀ Ñ ÐÀÇËÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

ÍÀ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒßÃÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñ-
ìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ñ ïîìîùüþ äâèãàòåëÿ áîëüøîé òÿãè (èìïóëüñ-
íàÿ òÿãà). Ðàçìåð, ôîðìà è îðèåíòàöèÿ îðáèòû ÊÀ îïðåäåëÿþòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè: áîëüøîé ïîëóîñüþ a, ýêñöåíòðèñèòåòîì e, óãëîì
íàêëîíà îðáèòû I, óãëîì âîñõîäÿùåãî óçëà Ωu, óãëîâûì ðàññòîÿíèåì äî
ïåðèöåíòðà ωπ. Íèæå â òàáëèöàõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ âðåìåíè äâè-
æåíèÿ è èìïóëüñà òÿãè, îòíåñåííîãî ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ, áóäóò ïðåä-
ñòàâëåíû â áåçðàçìåðíîì âèäå. Äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê ðàçìåðíûì çíà÷åíè-
ÿì ýòèõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìàñøòàá âðåìåíè T è ìàñøòàá
ñêîðîñòè V , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

R = aðàçìí (1− e2
í), V =

√
γM/R, T = R(R/(γM))1/2. (1)

ãäå γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,M � ìàññà öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ. Áåç-
ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíî-
øåíèå áîëüøîé ïîëóîñè ê ïîëóîñè íà÷àëüíîé îðáèòû ÊÀ.

Ðàçìåð, ôîðìà è îðèåíòàöèÿ íà÷àëüíîé îðáèòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèìè çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ îðáèòû:

aí = 1.0, eí = 0.1, Ií = 5.0◦, Ωuí = 30.0◦, ωπí = 50.0◦. (2)

Ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì èñòèííîé àíîìàëèè ϕí = 0.5 ðàä, èëè 28.6479◦.

Çàäàííàÿ êîíå÷íàÿ îðáèòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè:

aê = 1.0, eê = 0.1, Iê = 8.0◦, Ωuê = 34.0◦, ωπê = 46.0◦. (3)

Êà÷åñòâî ïðîöåññà ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
êîìáèíèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà, ó÷èòûâàþùåãî âðåìÿ è ñóììó âåëè÷èí
èìïóëüñîâ, îòíåñåííûõ ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñêî-
ðîñòü), çàòðà÷åííûõ íà ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ:

J = α1tê + α2

n∑
i=1

|impi| , (4)

ãäå α1 è α2 � âåñîâûå ìíîæèòåëè, n � ÷èñëî èìïóëüñîâ.

134



Â òàáë. 1, 2 ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ îá èìïóëüñíîé
îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà íàïðàâëåíèå
îïòèìàëüíîé òÿãè äâèãàòåëÿ íå íàëàãàåòñÿ íèêàêèõ óñëîâèé, è äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà òÿãà äâèãàòåëÿ â êàæäûé ìîìåíò óïðàâëåíèÿ îðòîãîíàëüíà
ìãíîâåííîé ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ. Â ïåðâîì ñëó÷àå âî âðåìÿ óïðàâëå-
íèÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ðàçìåð, ôîðìà è îðèåíòàöèÿ îðáèòû, âî âòîðîì
ñëó÷àå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî îðèåíòàöèÿ îðáèòû, à ðàçìåð è ôîðìà
îðáèòû (áîëüøàÿ ïîëóîñü è ýêñöåíòðèñèòåò) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â
ïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ðåøàëàñü ñ
èñïîëüçîâàíèåì KS-ïåðåìåííûõ (ïåðåìåííûå Êóñòààíõåéìî �Øòèôåëÿ)
[1], âî âòîðîì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáè-
òû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò [2]. Çàäà÷à îïòèìàëü-
íîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-
íà ñâåäåíà ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïî îïðåäåëåíèþ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Ðàñ÷å-
òû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé îðèåíòàöèè îðáèò,
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñîñòîèò èç äâóõ èìïóëüñîâ, êîòîðûå ñîîáùàþò-
ñÿ â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà, è ïàññèâíîãî ïîëåòà ÊÀ ìåæäó íèìè.
Äëÿ îðòîãîíàëüíîé òÿãè â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå ñîñòîèò èç äâóõ èì-
ïóëüñîâ, óäàëîñü ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèò ÊÀ
áåç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè òÿãè ê ïëîñêîñòè îðáèòû è ñ óñëîâèåì
îðòîãîíàëüíîñòè ïðîâåäåíî äëÿ ïÿòè çíà÷åíèé âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ α1

(α1 = 0.4, 0.2, 0.1, 0.05, 0.0). Çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ α2 ðàâíî 1.
Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî èìïóëüñû òÿãè, âðåìÿ ïðîöåñ-

ñà óïðàâëåíèÿ, êëàññè÷åñêèå ýëåìåíòû îðáèòû ïàññèâíîãî äâèæåíèÿ âî
âðåìÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îïòè-
ìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ áåç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè òÿãè
ê ïëîñêîñòè îðáèòû, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé âåñîâûõ ìíîæèòå-
ëåé â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ ýòè æå
âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè
òÿãè ê ïëîñêîñòè îðáèòû, íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé âåñîâûõ ìíîæèòåëåé.
Çíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá
îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè
òÿãè, áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì âåëè÷èíàì, ïîëó÷åííûì ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è áåç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, ïðè α1 = 0.05, α2 = 1.0.

Â òàáë. 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α1 äëÿ çàäà÷è áåç òðåáîâàíèÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòè òÿãè ïðèâåäåíû âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âåêòîðà
èìïóëüñà òÿãè, èõ ñóììà, âðåìÿ ïàññèâíîãî ïîëåòà, çíà÷åíèÿ ôóíêöè-
îíàëà (4). Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà äëÿ
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Òàáëèöà 1

α1 impí impê
∑
imp tê Jáåç îðòîã Jîðòîã

0.4 0.10838 0.09841 0.20679 0.48100 0.39919 0.68831

0.2 0.07587 0.07209 0.14796 0.68951 0.28586 0.37685

0.1 0.04863 0.05490 0.10353 1.00551 0.20408 0.22113

0.05 0.01908 0.04660 0.06568 1.55113 0.14324 0.14326

0.0 0.00001 0.04883 0.04884 1.93768 0.04884 0.06540

Îðòîãîíàëüíàÿ

òÿãà
0.01882 0.04658 0.06540 1.55729

Òàáëèöà 2

α1 a e I, ◦ Ωu,
◦ ωπ,

◦

0.4 1.008736 0.106240 8.2808 72.4998 10.8221

0.2 1.004243 0.102826 6.9818 64.1522 17.8171

0.1 1.002024 0.101197 6.0474 54.5531 26.6209

0.05 1.000730 0.100321 5.2897 40.7377 39.8368

0.0 1.000021 0.100019 5.0003 30.0016 50.0015

Îðòîãîíàëüíàÿ òÿãà 1.0 0.1 5.2849 40.6089 39.4335

çàäà÷è ñ îðòîãîíàëüíîé òÿãîé. Â òàáë. 2 äëÿ çàäà÷è áåç òðåáîâàíèÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòè òÿãè ïðèâåäåíû âåëè÷èíû êëàññè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû
ïàññèâíîãî ïîëåòà ÊÀ ïîñëå ñîîáùåíèÿ ïåðâîãî èìïóëüñà äëÿ ðàçëè÷íûõ
α1.

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû òå æå âåëè÷èíû äëÿ îïòè-
ìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé òÿãè.

Ïðè âûáðàííîé íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé îðèåíòàöèè îðáèò âåêòîðà
èìïóëüñîâ òÿãè â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ
áåç òðåáîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè îêàçàëèñü áëèçêèìè ê íîðìàëÿì îðáèò.
Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äëÿ çàäà÷è áåç óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè òÿãè êàæäûé ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ çàäà÷è ñ ýòèì
óñëîâèåì.
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ÓÄÊ 531.38:629

Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÍÎÂÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ
ÂÐÀÙÀÞÙÅÃÎÑß ÑÂÎÁÎÄÍÎÃÎ ÒÅËÀ

Çàïèñàíû óðàâíåíèÿ è àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè óïðàâëÿå-
ìîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Ïðèâåäåí òåñòîâûé ïðèìåð.

Â [1] íåëèíåéíûå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðèâåäåíû ê
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ óãëà íóòàöèè, êîíå÷íîìó óðàâíåíèþ äëÿ
óãëà ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ è êâàäðàòóðå äëÿ óãëà ïðåöåññèè. Â [2] òàêîå
óïðîùåíèå ñäåëàíî äëÿ âðàùåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ËÀ) è êà÷êè
êîðàáëÿ. Â [3, 4] ïðèâåäåíû áîëåå ðàííèå ñèñòåìû óðàâíåíèé êèíåìàòèêè
òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âðàùåíèÿ ËÀ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîäíûõ, èìåþò âèä [5, ñ. 24]

ϑ̇ = ωy sin γ + ωz cos γ, Ψ̇ =
1

cosϑ
(ωy cos γ − ωz sin γ) ,

γ̇ = ωx − tgϑ · (ωy cos γ − ωz sin γ) ,
(1)

ãäå (ñì. [5, ñ. 17]) ϑ � óãîë òàíãàæà, Ψ � óãîë ðûñêàíèÿ, γ � óãîë êðå-
íà; ω̄(t) (ωx, ωy, ωz) � èçâåñòíàÿ ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ËÀ è å¼
êîîðäèíàòû íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû OXkYkZk. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà �
OXgYgZg.

Ñëåäóÿ [1], óïðîñòèì ñèñòåìó (1). Îáîçíà÷èì:

ωy = Ω sinχ, ωz = −Ω cosχ, Ω > 0,

Ω2 = ω2
y + ω2

z , tgχ = −ωy
ωz
, τ =

∫ t

t0

Ω(t)dt, f ′ =
df

dτ
=
ḟ

Ω
,

(2)

τ � èíòåãðàëüíîå âðåìÿ.
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Òîãäà èç (1) èìååì:

Ψ′ cosϑ = sin (γ + χ) , ϑ′ = − cos (γ + χ) ,

Ψ′ sinϑ =
ωx
Ω
− γ′.

(3)

Ïåðåìíîæèì 1-å, 2-å óðàâíåíèÿ è sinϑ è ó÷ò¼ì òðåòüå:

−
(ωx

Ω
− γ′

)
cosϑ cos (γ + χ) = sinϑ sin (γ + χ)ϑ′.

Âû÷òÿ èç îáåèõ ÷àñòåé (γ′ + χ′) cosϑ cos (γ + χ) èìååì:

σ cosϑ · ϑ′ = − [cosϑ sin (γ + χ)]′ ,

ãäå σ(τ) = ωx/Ω + χ′ = (ϕx + χ)′ � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ôóíêöèè
s(τ) = sinϑ:

1− s2 − s′2 = cos2ϑ sin2 (γ + χ) ,

ïîýòîìó (√
1− s2 − s′2

)′
= ±σ · s′, |s| 6 1,

ò.å. èìååì [2] óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà äëÿ s(τ):

s2 + s′
2

+

(
s′′ + s

σ

)2

= 1, s = sinϑ. (4)

Òîãäà ϑ = arcsin s(τ), èç 2-ãî óðàâíåíèÿ (3) γ = −χ+arccosϑ′+2πm.
Èç 1-ãî óðàâíåíèÿ (3) Ψ′cos2ϑ = cosϑ sin (γ + χ) = ±

√
1− s2 − s′2, òîãäà

Ψ = ±
∫ τ

0

√
1− s2 − s′2

1− s2
dτ + Ψ0. (5)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (4) äëÿ óãëà òàíãàæà â ðåàëüíîì âðåìåíè:

(ë.÷.) = s̈− Ω̇

Ω
ṡ+ Ω2s = sign(ë.÷.)|σ|Ω

√
Ω2 (1− s2)− ṡ2, (6)

|σ|Ω = |ωx + χ̇|.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ òåëà:

t = t0 : ϑ = ϑ0, Ψ = Ψ0, γ = γ0. (7)

Òîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6):

t = t0 : s = s0 = sinϑ0, Ω0 =
√
ω2
y0

+ ω2
z0
,

ṡ = ṡ0 = −Ω0 cosϑ0 cos (γ0 + χ0) .
(8)
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Îáîçíà÷èâ u = signu ·
√

1− s2 −
ṡ2

Ω
, çàïèøåì (ôîðìóëà ïåðåä (4)):

u̇

Ω
= ±σ · ṡ

Ω
.

Äëÿ s è u èìååì ñèñòåìó (|s|, |u| 6 1):

ṡ = signṡ
√

1− s2 − u2,

u̇ = signu̇|σ|ṡ = signu̇|σ|Ω
√

1− s2 − u2,
(9)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

t = t0 : s = s0, u = signu

√
1− s2

0 −
ṡ2

0

Ω
= u0. (10)

Ðåøàÿ (9), (10), îäíîâðåìåííî íàéä¼ì óãëû:

ϑ = arcsin s(t) = ϑ(t),

γ = −χ+ arccos

(√
1− s2 − u2

√
1− s2

)
+ 2πm = γ(t),

Ψ = ±
∫ t

t0

Ωu

1− s2
dt+ Ψ0 = Ψ(t).

Îðèåíòàöèÿ ËÀ îïðåäåëåíà.
Ïðè s = ±1, w = 0 (ìåñòíàÿ âåðòèêàëü OYg) Ψ èìååò îñîáåííîñòü, à

ϑ è γ � íåò.
Óðàâíåíèå (4) èìååò áåñêîíå÷íûé êëàññ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (çàäà¼ì

s(τ), |s| 6 1 è îïðåäåëÿåì σ(τ)).
Åñëè σ = σc = const, òî èìååì ðåøåíèå (4)

s = sinϑ = s∗ + a sin(kτ + α),

k2 = 1 + σ2
c , a > 0, a2 =

1

k2
− s2

∗
k2 − 1

.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé s∗ àïåêñ îñè Xk îïèñûâàåò
ðàçíûå òðàåêòîðèè. Òàê, ïðè |s∗| =

√
1− k−2 áóäåò ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåñ-

ñèÿ. Îáîçíà÷èâ s1 = s, s2 = s′, s3 = s′′+s
σ (s2

1 + s2
2 + s2

3 = 1), äëÿ ýòîãî

ðåøåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σcs1 + s3 =
(
σc + 1

σc

)
s∗, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé (s1, s3). Ψ′ = ± s3
1−s21

, òîãäà ïðè ñìåíå çíàêà s3 ìåíÿåò çíàê
ñêîðîñòü ðûñêàíèÿ Ψ′, è àïåêñ îñè Xk îïèñûâàåò ïåòëè ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëÿìè åäèíè÷íîé ñôåðû.
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Äàäèì òåñò äëÿ ïðîãðàììû (ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ). Àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå:

ϑ ≡ ϑ0, ϑ̇ ≡ 0, Ψ = n · (t− t0) + Ψ0, γ = n1 · (t− t0) + γ0.

Ââîä íà÷àëüíûé: t0, ϑ0, γ0, Ψ0, n, n1.
Ââîä òåêóùèé:

ωx = n sinϑ0 + n1, ωy = n cosϑ0 cos [n1(t− t0) + γ0] ,

ωz = −n cosϑ0 sin [n1(t− t0) + γ0] .

Âû÷èñëåíèÿ:

Ω = |n cosϑ0|, Ω̇ ≡ 0, χ = −arctgωy
ωx

=
π

2
− n1(t− t0)− γ,

χ̇ = −n1, σΩ = ωx + χ̇ = n sinϑ0,

s0 = sinϑ0, ṡ0 = 0, u0 = ±
√

1− s2
0 = ± cosϑ0.

Ñèñòåìà (9) èìååò ðåøåíèå:

s ≡ s0, u ≡ ± cosϑ0,

ṡ ≡ 0, u̇ ≡ 0.

ϑ = arcsin s0, γ = −χ+
π

2
= n1(t− t0) + γ0,

Ψ = ±
∫ t

t0

√
1− s2

0

1− s2
0

Ωdt+ Ψ0 =

= ± Ω

| cosϑ0|
· (t− t0) + Ψ0 = ±n(t− t0) + Ψ0,

ò.å. ïîëó÷àåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ îêîëî ìåñòíîé âåðòèêàëè Yg
(OXgZg � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü).
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ÓÄÊ 539.3:534.1

À.Î. Ñèíè÷êèíà, È.Â. Ïàïêîâà, Å.Þ. Êðûëîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ
ÃÈÁÊÈÕ ÁÀËÎÊ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÑÂßÇÀÍÍÎÑÒÈ

ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ È ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎËÅÉ

Èçó÷åíèå ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âëèÿíèåì äèíàìè÷åñêèõ òåðìîñè-
ëîâûõ âîçäåéñòâèé íà ïîâåäåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî ñëîæíûì è ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé,
ïîñêîëüêó ôàêòîðîì îáóñëîâëèâàþùèì ïåðåñòðîéêó ðåæèìîâ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íå òîëüêî èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ñèëîâîãî
(ìåõàíè÷åñêîãî) íàãðóæåíèÿ [1], ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé [2], íî è òåì-
ïåðàòóðíûå âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Èíòåðåñ ê ïî-
äîáíûì çàäà÷àì ñâÿçàí ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðàáîòêè ìåõàíè÷åñêèõ êîí-
ñòðóêöèé, ñïîñîáíûõ ðàáîòàòü â óñëîâèÿõ íåðàâíîìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî
è íåñòàöèîíàðíîãî íàãðåâîâ (íàïðèìåð, â àâèàöèîííîé è ðàêåòíîé òåõíè-
êå, ãèðîñêîïîñòðîåíèè, â ñèñòåìå çàùèòû ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ è ò.ä.). Èñ-
ïîëüçîâàíèå ìîäåëè ñâÿçíîé òåðìîóïðóãîñòè è ó÷åò ñëó÷àéíûõ ôëóêòó-
àöèé âíåøíåé ñðåäû ñóùåñòâåííî óòî÷íèò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì è êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíñòðóêöèé.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé ãèáêèõ áàëîê
Áåðíóëëè�Ýéëåðà â òåìïåðàòóðíîì ïîëå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî àä-
äèòèâíîãî áåëîãî øóìà è ïîïåðå÷íîé çíàêîïåðåìåííîé íàãðóçêè. Ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ó÷òåíà â ôîðìå Êàðìàíà. Ïðè ýòîì íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå áàëêè íå íà-
êëàäûâàëîñü, ðàññìàòðèâàëîñü äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
â ïàðàáîëè÷åñêîì âèäå. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè ñèñòåìû
ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ãèïîòåç è äîïóùåíèé èìåþò âèä

εx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

− z∂
2w

∂x2
− αtΘ(x, z, t), (1)

çäåñü u = u(x, z) � ïåðåìåùåíåå ýëåìåíòà áàëêè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-
íèè, w = w(x, z) � ïðîãèá ýëåìåíòà áàëêè, αt � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî
ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà áàëêè, Θ(x, z, t) � ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû. Íà îñ-
íîâàíèè çàêîíà Ãóêà ñ ó÷åòîì ãèïîòåçû Íåéìàíà çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ íîðìàëüíûõ óñèëèé ñðåäèííîé ëèíèè (Nx) è èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ
(Mx):
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Nx = Eh

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
)
− Eαt

h
2∫

−h
2

Θ(x, z, t)dz, (2)

Mx = −Eh
3

12

∂2w

∂x2
− Eαt

h
2∫

−h
2

Θ(x, z, t)zdz, (3)

h � òîëùèíà áàëêè, E � ìîäóëü Þíãà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðî-
èëàñü íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Îñòðàãðàäñêîãî�Ãàìåëüòîíà.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýëåìåíòà áàëêè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

−γh
g

∂2u

∂t2
+
∂Nx

∂x
= 0, (4)

∂2Mx

∂x2
+

∂

∂x

(
Nx

∂w

∂x

)
− γh

g

∂2w

∂t2
− ρεz2 ∂

2w

∂t∂x
− ρεh∂w

∂t
+ q = 0, (5)

Ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (4) è (5) ïðèñîåäèíÿåòñÿ óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè:

C0

T0

∂Θ

∂t
− λg
T0

∂2Θ

∂x2
= −Eαt

∂εx
∂t
. (6)

Çäåñü T0 � òåìïåðàòóðà áàëêè â èñõîäíîì íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-
íèèè, C0 � îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà áàëêè, λg � òåïëîïðîâîä-
íîñòü, γ � óäåëüíûé âåñ ìàòåðèàëà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà áàëêè. Ñèñòåìà (4) � (6) ïðèâîäèòñÿ ê
áåçðàçìåðíîìó âèäó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: t = h2τ

α ,
w = hw̄, x = ax̄, z = hz̄, u = h2

a ū, ε11 = h2

a2 ε̄11 � êîýôôèöèåíò äèññèïà-
öèè ñðåäû, αt = αt0ᾱt, ε = α

h2 ε̄, Θ = h2

a2αt0
Θ̄, Mx = Eh4

a2 M̄x, Nx = Eh4

a2 N̄x,

λ = a
h , K = γα2λ4

gh2E , L =
λg

C0αλ
è D = ET0α

2
t0

C0
αt � áåçðàçìåðíûå ôèçèêî-

ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, α � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè:

−K
λ2

∂2ū

∂τ 2
+
∂N̄x

∂x̄
= 0, (7)

∂2M̄x

∂x̄2
+

∂

∂x̄

(
N̄x

∂w̄

∂x̄

)
−K

(
∂2w̄

∂τ 2
− λ ∂

2w̄

∂τ∂x̄
− ε̄∂w̄

∂τ

)
+ q̄ = 0, (8)
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∂Θ̄

∂τ
− L∂

2Θ̄

∂x̄2
= −D∂ε̄x

∂τ
. (9)

Áàëêà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì çíàêîïåðåìåííîé íîðìàëüíîé íàãðóç-
êè è àääèòèâíîãî áåëîãî øóìà q = qnois + q0Sin(ωpt), q0 � àìïëèòóäà
âíåøíåé íîðìàëüíîé íàãðóçêè, ωp � åå ÷àñòîòà. Àääèòèâíûé øóì äî-
áàâëåí â ñèñòåìó â âèäå ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ñ ïîñòîÿííîé èíòåí-

ñèâíîñòüþ qnois = qn0

[
2.0rand()

(RANDMAX+1.0)−1.0

]
, qn0 � èíòåíñèâíîñòü øóìà,

rand� ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ ÿçûêà Ñ++, ïðèíèìàþùàÿ ñëó÷àéíîå öå-
ëîå çíà÷åíèå îò 0 äî RANDMAX� êîíñòàíòà, ðàâíàÿ 65535. Â ðåçóëüòàòå
áåç àìïëèòóäû âûðàæåíèå ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ
â äèàïàçîíå (−1; 1). Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (7) � (9) ñ íà÷àëüíû-
ìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ñåòîê. Äëÿ ýòîãî îá-
ëàñòü D =

{
(x, z, t)|0 ≤ x ≤ 1,−1

2 ≤ z ≤ 1
2 , 0 ≤ t ≤ T

}
ïîêðûâàåòñÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñåòêîé xi = ihx, tj = jht, (i = 0, 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, 2, . . . ),
ãäå hx = xi+1−xi = 1

nx
, hz = 1

nz
(nx, nz� öåëûå ÷èñëà) è ht = tj+1− tj . Íà

ñåòêå xi, tj äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (7) � (9) ïðèáëèæåííî çàìåíÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ñ öåëüþ
ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èñïîëüçîâàëèñü öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè äëÿ àïðîê-
ñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ. Äàëåå, íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè äëÿ óçëà xj
âû÷èñëÿþòñÿ òåìïåðàòóðíûå ìîìåíòû è íàïðÿæåíèÿ ïî ìåòîäó Ñèìï-
ñîíà. Áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ÷èñëà ðàçáèåíèé â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé è âðåìåííîé êîîðäèíàòå. Äëÿ ýòîãî ñòðîèëèñü ñèãíàëû è ñïåê-
òðû Ôóðüå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ nx è ht. Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî
nx = 60 è ht = 0, 0004882815 äîñòàòî÷íû äëÿ èññëåäîâàíèé íåëèíåéíîé
äèíàìèêè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ áàëîê Áåðíóëëè�Ýéëåðà ñ ó÷åòîì
ñâÿçàííîñòè òåìïåðàòóðíîãî è äåôîðìàöèîííîãî ïîëåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �
16-31-00092).
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ÓÄÊ [53:57:61+004](082)

Ê.Ê. Ñêðèïà÷åíêî

ÏÅÐÑÎÍÀËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÐÓÄÍÎÃÎ ÎÒÄÅËÀ ÀÎÐÒÛ

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ãðóäíîãî îòäåëà àîðòû ñ ïàòîëîãè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè. Ïî-
ñòðîåíèå ìîäåëè ïðîâîäèëîñü â ñèñòåìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ SolidWorks íà îñíîâå äàííûõ êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. ×èñ-
ëåííûé ðàñ÷åò ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèë âûÿâèòü è îöåíèòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå ïà-
òîëîãèé àîðòû íà ãåìîäèíàìèêó ñèñòåìû.

Àîðòà ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áîëüøèì àðòåðèàëüíûì ñîñóäîì â îðãàíèç-
ìå ÷åëîâåêà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðîâîäíèêîì êðîâè êî âñåì òêàíÿì
è îðãàíàì îðãàíèçìà îò ñåðäöà. Íî âñòðå÷àåòñÿ ðÿä ïàòîëîãèé àîðòû,
êîòîðûå íåãàòèâíî âëèÿþò íà ðàáîòó ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû â öå-
ëîì. Îäíèìè èç ðàñïðîñòðàíåííûõ çàáîëåâàíèé ÿâëÿþòñÿ: àíåâðèçìà,
êîàðêòàöèè àîðòû, àòåðîñêëåðîç, ðàññëîåíèå ñòåíêè è ìíîãîå äðóãîå [1].
Ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííîé òåõíèêè ïîÿâèëèñü ðàçëè÷íûå ìåòîäû âèçó-
àëèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ ïàòîëîãèé àîðòû. Èñêëþ÷åíèåì íå ÿâëÿåòñÿ
è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ áûëè èçó÷åíû äàííûå êîìïüþòåð-
íîé òîìîãðàôèè (ÊÒ) ãðóäíîãî îòäåëà àîðòû ðåàëüíîãî ïàöèåíòà ñ íà-
ëè÷èåì ïàòîëîãèé: âðîæäåííûé ïåðåãèá âåðøèíû äóãè àîðòû è êîàðê-
òàöèÿ íèñõîäÿùåé äóãè àîðòû. Êîàðêòàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñåãìåíòàð-
íûì (ìåñòíûì) ñóæåíèåì ïðîñâåòà àîðòû. Çà÷àñòóþ äàííàÿ ïàòîëîãèÿ
ÿâëÿåòñÿ âðîæäåííîé, íî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè ïðèîáðåò¼ííîé êîàðêòà-
öèè àîðòû. Âðîæäåííàÿ èçâèòîñòü äóãè àîðòû � ýòî âðîæäåííûé ïîðîê
ñîñóäà, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ óäëèíåíèåì, èçâèòîñòüþ è ïåðåãèáàìè ñî-
ñóäèñòîãî ðóñëà ïðè ïàòîëîãè÷åñêîì ñòðîåíèè åå ñòåíêè [2]. Íà îñíîâå
äàííûõ ÊÒ áûëà ñîçäàíà ãåîìåòðèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà ñ èñïîëüçî-
âàíèå ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Mimics. Ïîñëåäóþùåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå
ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü â ñèñòåìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
SolidWorks. Â ïðîöåññå ïåðåñòðîåíèÿ ìîäåëè óñòðàíÿëèñü íåðîâíîñòè è
èñêàæåíèÿ, ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿëîñü êîìàíäîé ¾âûòÿãèâàíèå áîáûø-
êè ïî ñå÷åíèÿì¿ [3]. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â ïðîãðàììíîì êîì-
ïëåêñå Ansys Workbench ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
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(ÌÊÝ) [4]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè îïðåäåëåíû ôèçèîëîãè÷åñêèìè ïî-
êàçàòåëÿìè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû â íîðìå [5]. Êðîâü ìîäåëèðî-
âàëàñü êàê íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü ñ çàäàííûìè ïëîòíîñòüþ 1050 êã/ì3

è äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòüþ 0,0037 Ïà · ñ. Äâèæåíèå êðîâè îïèñûâàëîñü
óðàâíåíèåì Íàâüå�Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v ∗ 5)v = F − 1

ρ
gradP + η4v, (1)

ãäå v � âåêòîð ñêîðîñòè, t � âðåìÿ, ρ � ïëîòíîñòü, P � äàâëåíèå, η �
äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü [6].

Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïîäîáíûå
ïàòîëîãèè àîðòû íåãàòèâíî âëèÿþò íà ãåìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè ïîòîêà êðîâè, âûçûâàÿ çàêðó÷åííîå áåñïîðÿäî÷íîå òå÷åíèå (ðèñóíîê).

Ïðîâåä¼ííîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèëî îïðåäå-
ëèòü çîíû îáðàçîâàíèÿ çàêðó÷åííîãî ïîòîêà æèäêîñòè (ðèñóíîê, à), êî-
òîðîå íàáëþäàëîñü â äèñòàëüíîé îáëàñòè ïåðåãèáà äóãè àîðòû, à òàêæå
â íèñõîäÿùåé àîðòå. Â ïðîêñèìàëüíîé îáëàñòè ïåðåãèáà êîíñòàòèðîâà-
ëè çàñòîé æèäêîñòè (ðèñóíîê, á ) è ðåçêîå ïàäåíèå ñêîðîñòè êðîâîòîêà
äî 35%. Äàííûå èçìåíåíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ îäíîé èç
âîçìîæíîé ïðè÷èíîé ðàçâèòèÿ òðîìáîçà è óâåëè÷èòü ðèñê ðàçâèòèÿ èí-
ôàðêòà è èíñóëüòà [7].

à á

Âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ïðîâåäåííîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå íà ñòàäèè ïðåäîïå-
ðàöèîííîãî îáñëåäîâàíèè ïàöèåíòà ïîçâîëèëî íàãëÿäíî óâèäåòü è
îöåíèòü âëèÿíèå ïàòîëîãèé íà ãåìîäèíàìè÷åñêèå êàðòèíó ñèñòåìû.
Äàííûå, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìîãóò
ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, âíåäðåíèÿ ïåðñîíàëèçèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â êëèíè÷åñêóþ
ïðàêòèêó ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïàòîëîãèé
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îòäåëüíûõ îðãàíîâ íà ðàáîòó îðãàíèçìà ÷åëîâåêà ïîçâîëèò ïðîâåñòè
ýôôåêòèâíîå ëå÷åíèå, à òàêæå ñíèçèòü ïîñëåîïåðàöèîííûå ðèñêè è
îñëîæíåíèÿ.
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ÓÄÊ 517.51
Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí

ÎÁ ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÈ ÎÁÙÅÉ ÌÎÄÅËÈ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ
ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÐÀÇÄÅËÀ
ÃÀÇÎÆÈÄÊÎÑÒÍÛÕ ÑÐÅÄ ÏÐÈ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ

ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÃÀÇÎÂ

Àíàëèçèðóåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ àäåêâàòíîñòü îáùåé ìîäåëè íåëèíåéíîé
ðåôðàêöèè óäàðíûõ âîëí (ÓÂ) íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé
ðàçëè÷íûå ãàçîæèäêîñòíûå ñðåäû (ÃÆÑ/ÃÆÑ) [1, 2] â ïðåäåëüíîì ñëó-
÷àå íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ãàçû (ÃÀÇ/ÃÀÇ). Ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ-
÷åòàõ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè â òî÷êå âçàèìîäåéñòâèÿ À (óãëû β, ω),
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ãðàíèöû ðåæèìîâ òå÷åíèé (RR � ðåãóëÿðíûå ðåôðàêöèè (ðèñ. 1, à); RW
� ðåôðàêöèè ñ îòðàæåííîé ÓÂ ÀÑ (ðèñ. 1, â); BPR � bound precursor
ñ ïðåëîìëåííîé ÓÂ AD, îðòîãîíàëüíîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ω = 0,
ðèñ. 1, 2)) ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè [3, 4].

Ðèñ. 1

Ïðè ïàäåíèè ÓÂ ÀÂ îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè P−10 = (p1 − p0)/B
−
0 ,

B−0 = ρ−0 c
−
0

2
(ρ−0 � ïëîòíîñòü, c−0 � ñêîðîñòü çâóêà â íèæíåé îáëàñòè) ïîä

óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ÀÅ, ðàçäåëÿþùóþ ãàçî-
æèäêîñòíûå ñðåäû (ÃÆÑ/ÃÆÑ, ÃÀÇ/ÃÀÇ) ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−,
âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè (ñì. ðèñ. 1), õàðàêòåðèçóåìûå
ôðîíòàìè ÓÂ (ÀÂ � ïàäàþùèé, ÀÑ � îòðàæåííûé, ÀÄ � ïðåëîìëåí-
íûé), âîëíîé ðàçðåæåíèÿ ÑÀÑK è èçëîìîì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÀÊ.
Ïàðàìåòð q+ = (p3 − p0)/(p1 − p0) ïðè p3 = p2 õàðàêòåðèçóåò èíòåí-
ñèâíîñòü ïðåëîìëåííîé ÓÂ AD. Ïðè âûðîæäåíèè âîëíû ðàçðåæåíèÿ,
q+ = 1, èìååì ãðàíèöó ðåæèìîâ RR ↔ RW (ñì. ðèñ. 1. á ); ïðè ω = 0
ãðàíèöó ðåæèìîâ RR ↔ BPR (ñì. ðèñ. 1, 2).
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1. Îáùàÿ ìîäåëü ðåôðàêöèè ÓÂ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè,
ðàçäåëÿþùåé ðàçëè÷íûå ÃÆÑ ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−(γ = mII

mI
,mII

� ìàññà ãàçà, mI - ìàññà æèäêîñòè), èñïîëüçóåò äëÿ êàæäîé èç ÃÆÑ
óðàâíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñìåñè (ñì. [1, 2]):

p

[
a

ρ
− b

f(p)

]
= cvT, cv =

cV I + cV IIγ

1 + γ
; a = (1 + γ)b, b =

cv
γR
. (1)

Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ÷èñòîé æèäêîñòè γ → 0; a, b→∞ è ρ→ ρ1 =
= f(p) = ρ∗(1 + p1

K ) è ÷èñòîãî ãàçà γ → ∞, ρ → ρ11 = p
RT11

âûïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñðåä [1, 5].

Äëÿ ýëåìåíòà ôðîíòà ÓÂ, îïèñûâàåìîãî â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ ξ = x

c0t
, η = y

c0t
óðàâíåíèåì ξ = ξ(η), èíòåíñèâíîñòè Pji =

(pj−pi)
B±0

,

B±0 = ρ±0 c
±
0 ( i � çíà÷åíèå ïåðåä ôðîíòîì, j � çà ôðîíòîì) èìååì (ñì.

[1,2]) óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè (u, v � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè;
ξ
′
= dξ/dη):

ρi
ρ0

[(
ξ − ηξ ′

)
−
(
ui
c0
− ξ ′ vi

c0

)]2

= N(Pji);
ρi
ρj

=
N(Pji)− Pji
N(Pji)

;

Pji =
ρi
ρ0

[
(ξ − ηξ ′)−

(
ui
c0
− ξ ′ vi

c0

)](
uj
c0
− ui
c0

)
; (2)

ξ
′
(
uj
c0
− ui
c0

)
=
vi
c0
− vj
c0

;N(Pji) =
(1 + 2a)

2

(d1 + Pji)(d2 + Pji)

d3 + aPji
.

Êîýôôèöèåíòû d1, d2, d3, a, b, çàâèñÿò îò ãàçîñîäåðæàíèÿ ñðåäû γ+ èëè
γ− (ñì. [1,2])

d1 =
k + pi
B0

, d2 =
2(1 + a)

1 + 2a

pi
B0
, d3 = ad1 −

Bρik
2

B0ρ∗(k + pi)
.

Íà ôðîíòå AB â òî÷êå A (ηA =0) : ξ
′

1 = − tgα, Pji = P−10 èìååì èç (2):

ξ−A =
N

1
2 (P−10)

cosα
;
ρ−1
ρ−0

=
N(P−10)

N(P−10)− P−10

;
u−1
c−0

=
P−10

ξ−A
;
v−1
c−0

= tgα
u−1
c−0
. (3)

Íà ôðîíòå AC â òî÷êå A: ξ
′

2 = tg β, P−21 = P−20 − P−10, P
−
20 = (p2−p0)

B−0

tg β =
−U1V1 + A(U 2

1 + V 2
1 − A2)

1
2

A2 − V 2
1

; A =

(
ρ−0
ρ−1

)
N(P−21);

U1 =
u−1
c−0
− ξ−A , V1 =

v−1
c0
. (4)
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Íà ôðîíòå AD â òî÷êå A: ξ
′+
3 = − tgω, P+

30 = (p3−p0)

B+
0
, B+

0 = ρ+
0 c

+2
0 ,

ξ+
A =

N
1
2 (P+

30)

cosω
,
ρ+

3

ρ+
0

=
N(P+

30)

N(P+
30)− P+

30

,
u+

3

c+
0

=
P+

30

ξ+
A

,
v+

3

c0
= tgω

u+
3

c+
0

. (5)

Óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (â âåðõíèõ
è íèæíèõ îáëàñòÿõ) â òî÷êå A (η+

A = η−A = 0, XA

c0t
= ξA) ïðèâîäÿò (ñì. [2])

ê çàïèñè äâóõ èíâàðèàíòîâ:
I èíâàðèàíò:

c+
0 ξ

+
A = c+

0 ξ
−
A ,

c+
0 N

1
2 (P+

30)

cosω
=
c−0 N

1
2 (P−10)

cosα
. (6)

II èíâàðèàíò: (p3 = p2, u3n = u2n)

u+ − c+
0 ξ

+
A

v+
=
u− − c−0 ξ−A

v−
. (7)

Ïðè èññëåäîâàíèè ω èç (6), (7) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ q+(
c = c−0

c+0
, B = B−0

B+
0

)
:

c2N(P+
30)

P+
30

2

P−10 sinα

N
1
2 (P−10)

− P−21 sin β(
ρ1
ρ−0

) 1
2

N
1
2 (P−21)


2

= 1− N(P+
30)

c2N(P−10)
cos2 α. (8)

Çäåñü ρ−1
ρ−0
, β � îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (3), (4). Â öåëîì (8) ïðåäñòàâëÿ-

åò çàâèñèìîñòü q+/P−10, c, B, ãäå P
−
10, α õàðàêòåðèçóþò èíòåíñèâíîñòü è

íàêëîí ïàäàþùåé ÓÂ, a c, B � îòíîñèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ãàçîæèä-
êîñòíûõ ñðåä, îïðåäåëÿåìûå ãàçîñîäåðæàòåëÿìè γ+, γ−. Íàïðèìåð (ñì.
[5]) ïðè ðåôðàêöèè íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà (ïàäåíèå ÓÂ ñî ñòîðîíû æèä-
êîñòè) 0 ≤ γ− ≤ 10−4, γ+ →∞.

2. Ðåôðàêöèÿ íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ãàçû
(ÃÀÇ/ÃÀÇ). Ïðè γ → ∞, a = 1

æ−1 , b = 0 â (1) èìååì

B±0 = ρ±0 c
±2
0 = æ±p0,æ

± =
c±P11
c±v11

è èç (2) èìååì âûðàæåíèÿ ÷åðåç
èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ÓÂ ÀÂ

ε =
(p1 − p0)

p0
, P−10 =

1

æ−
· ε

ρ−1
ρ−0

=
1 + æ−+1

2æ− · ε
1 + æ−−1

2æ− · ε
; N(P−10) = 1 +

æ− + 1

2æ−
· ε; q+ =

p3 − p0

p1 − p0
=
p2 − p0

p1 − p0
;
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N(P+
30) = 1 +

æ+ + 1

2æ+
q+ · ε; P+

30 =
1

æ+
· q+ · ε; (9)

N(P−21) = 1 + ε+
æ− + 1

2æ−
· (q+ − 1) · ε; P−21 =

1

æ−
· (q+ − 1) · ε;

ξ−A =
N

1
2 (P−10)

cosα
; ξ+

A =
N

1
2 (P+

30)

cosω
.

I è II èíâàðèíàòû (6), (7) (èëè II èíâàðèàíò è óðàâíåíèå (8)) ñîâìåñò-
íî ñ óðàâíåíèåì (4) äëÿ β ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ β, ω, q+/α, ε. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (q+ = 1.0; ω = 0)
ïîçâîëÿþò íàéòè ãðàíèöû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ðåôðàêöèè
(RR↔ RW ;RW ↔ BPR).

3. Ðàñ÷åò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ (β, ω) è ãðàíèö îáëàñòåé ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðè ðåôðàêöèè ïî ïîâåðõíîñòè ÃÀÇ/ÃÀÇ.

• Óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà (ñì. [3, 4]):

CO2 − ρ−0 = 1.976 êã/ì3; c−0 = 256 ì/ñ; æ− = 1.3;
CH4 − ρ+

0 = 0.717 êã/ì3; c+
0 = 423 ì/ñ; æ+ = 1.28;

ε = 0.282 (ξ = p0
p1

= 0.78);

c = 0.605; æ = 1.015; ρ = 2.756. (10)

• Îïðåäåëåíèå ω/α, ε.

Èç (6) ïðè N(P−10), N(P+
30) ïî (9) èìååì:

q+ =

[
c2
(

cosω
cosα

)2
(

1 + æ−+1
2æ− · ε

)
− 1
]

(
æ++1
2æ+ · ε

) . (11)

Èñêëþ÷àÿ β èç (8) è (4), ïîëó÷èì α/ε, q+, êîòîðàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
(11) äàåò îòâåò � ω(α, ε).

• Îïðåäåëåíèå β/α, ε.

Çàïèñûâàÿ 1-å óðàâíåíèå èç (2) ïðè ξ
′
= tg β è èñïîëüçóÿ (9), ïîëó÷èì:

q+ = 1 +
(1 + ε)
æ−+1

2æ · ε
+

cos2 β
æ−+1
2æ− · ε

·
(
ρ−1
ρ−0

)
·
[
ξ−A −

(
u−1
c−0
− tg β · v

−
1

c−0

)]2

. (12)

Ïðè ïîäñòàíîâêå (12) â (8) ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü β/α, ε.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïî íàñòîÿùåé

òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè (ñì. [4]) ïðè (10). L.F. Henderson
(1991) íà ïîâåðõíîñòè ÃÀÇ/ÃÀÇ (CH4/CO2).

Îïðåäåëåíèå ãðàíèö îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
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Ðèñ. 2

• Ãðàíèöà RR↔ RW ïðè q+ = 1.0.

Èìååì P−21 = 0, òîãäà óðàâíåíèå (8) óïðîùàåòñÿ è ïîäñòàâëÿåòñÿ çà-
âèñèìîñòü α/ε. Èç íåå â ïðåäåëå ïðè ε→ 0 èìååì:

sin2 α =
1− c2

1− c4/æ2 ; æ =
æ−

æ+
, c =

c−0
c+

0

. (13)

Â ýêñïåðèìåíòå (ñì. [3]) ïðè óñëîâèÿõ (10) èç (13) ïîëó÷èì α∗ = 58.60.
Ïðè ðåæèìå RWα ≤ α∗.

• Ãðàíèöà RW ↔ BPR ïðè ω = 0.

Èç (6) ïðè ω = 0 ïîëó÷èì

cos2 α = (1 +
æ− + 1

2æ−
· ε) · c/

(
1 + q+ æ+ + 1

2æ+
· ε
)
. (14)
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Ïðè ε → 0 èç (14) èìååì cosα = c. Â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà (ñì. [3])
èç (10) èìååì α∗ = 52.60. Äëÿ íàõîæäåíèÿ q+ â (14), èñïîëüçóÿ (7) (ïðè

ω = 0 èìååì V − = 0), è ñîãëàñíî (2) íà ÀÑ èìååì v−1
c−0

= tg β
(
u−2
c−0
− u−1

c−0

)
,

ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü

sin2 β =
sin2 α

(q+ − 1)2 ·
N(P−21)

(1 + æ−−1
2æ− · ε)

. (15)

Âûðàæåíèå (15) ïðè èñêëþ÷åíèè β ñ ïîìîùüþ (4) äàåò íåîáõîäèìîå âû-
ðàæåíèå äëÿ q+/α, ε â (14) äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè α/ε ïðè ω = 0.

• Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãðàíèö ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3

Ãðàíèöà RW ↔ BPR(ω = 0) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [3]
Abd-El-Fattach. Ãðàíèöà RR ↔ RW (q+ = 1) òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ [3],
íî ïðè ε > 0.25 óòî÷íÿåò åå (î÷åâèäíî ïîýòîìó â [3] ãðàíèöû íàíåñåíû
ïóíêòèðîì).

Îñíîâíûå âûâîäû. Îáùàÿ ìîäåëü ðåôðàêöèè ÓÂ â ÃÆÑ (ñì. [1,
2]) ôèçè÷åñêè àäåêâàòíà ïðè ðåôðàêöèè â ãàçàõ, êîãäà ãàçîñîäåðæàíèÿ
γ+, γ− âåëèêè.Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åå äëÿ àíàëèçà ðåôðàêöèè
ÓÂ â äèñïåðñíûõ (êàïåëüíûõ ñðåäàõ), ðàññ÷èòûâàòü ýôôåêòèâíûå
óäàðíûå íàãðóçêè (q+).
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ÓÄÊ 629
Ä.À. Øèøêîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÄÂÓÕÈÌÏÓËÜÑÍÎÉ

ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÎÐÁÈÒÛ
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îïòèìàëüíîé äâóõ-
èìïóëüñíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ). Ðàáî-
òà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì [1, 2]. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè îðáè-
òû ÊÀ èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ÎÑÊ) η
â ïàðàìåòðàõ Ýéëåðà:

2
dλ

dt
= λ ◦ωη,ωη = u

r

c
i1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const, (1)

ãäå λ = λ0 +λ1i1 +λ2i2 +λ3i3 � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè ÎÑÊ η â ãåîöåí-
òðè÷åñêîé ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OX1X2X3(X) ñ íà÷àëîì â
öåíòðå O ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè; λj(j = 0, 1, 2, 3) � ïàðàìåòðû Ýéëåðà, õà-
ðàêòåðèçóþùèå îðèåíòàöèþ ÎÑÊ; i1, i2, i3 � âåêòîðíûå ìíèìûå åäèíèöû
Ãàìèëüòîíà, ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ, ωη � îòîáðàæåíèå
âåêòîðà ω àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ÎÑÊ íà áàçèñ η; ϕ � èñòèííàÿ
àíîìàëèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå.

Êâàòåðíèîí λ ñâÿçàí ñ êâàòåðíèîíîì Λ îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñî-
îòíîøåíèåì

λ = Λ ◦ (cos
ϕ

2
+ i3 sin

ϕ

2
)
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.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííîå ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u :

(−umax 6 u 6 umax, u 6 ±|u|) ,

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ, äâèæå-
íèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1), èç çàäàííîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0,λ(0) = λ0 = Λ0 ◦ (cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2
)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ

t = t1 =?, ϕ(t1) = ϕ1,λ(t1) = λ∗ = Λ(t1) ◦ (cos
ϕ1

2
+ i3 sin

ϕ1

2
)

è ìèíèìèçèðóåùåå ôóíêöèîíàë

J =

∫ t1

0

(α1 + α2u
2);α1, α2 = const ≥ 0.

Â ðàáîòàõ Þ. Í. ×åëíîêîâà è ß. Ã. Ñàïóíêîâà ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
äâóõèìïóëüñíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿ-
ãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îðáèòû, èñòèííàÿ àíîìàëèÿ ϕ1 íà ïðàâîì
êîíöå òðàåêòîðèè è óãëû ïîâîðîòîâ ϑ1, ϑ2 îðáèòû ÊÀ ïðè ñîîáùåíèè åìó
èìïóëüñîâ ðåàêòèâíîé òÿãè, íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ÷åòûð¼õ ñêàëÿðíûõ
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â êâàòåðíèîííîé çàïèñè
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Λ(0)◦[cos
ϕ0

2
+i3 sin

ϕ0

2
]◦[cos

ϑ1

2
+i1 sin

ϑ1

2
]◦[cos

ϕ1 − ϕ0

2
+i3 sin

ϕ1 − ϕ0

2
]◦

◦[cos
ϑ2

2
+ i1 sin

ϑ2

2
] = Λ(t1) ◦ [cos

ϕ1

2
+ i3 sin

ϕ1

2
], (2)

ãäå Λ(0) è Λ(t1) � çàäàííûå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ êâàòåðíèîíà
îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ.

Êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå (2) çàïèøåì â âèäå

Λ(0) ◦ϕ0 ◦ ϑ1 ◦∆ϕ ◦ ϑ2 = Λ(t1) ◦ϕ1, (3)

ãäå

ϕ0 = cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2
,ϑ1 = cos

ϑ1

2
+ i1 sin

ϑ1

2
,∆ϕ = cos

ϕ1 − ϕ0

2
+

+ i3 sin
ϕ1 − ϕ0

2
,ϑ2 = cos

ϑ2

2
+ i1 sin

ϑ2

2
,ϕ1 = cos

ϕ1

2
+ i3 sin

ϕ1

2
.
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Êàæäîìó ìíîæèòåëþ â êâàòåðíèîííîì óðàâíåíèè (3) ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ:

Λ(0) ∼ C(0),ϕ0 ∼ Cϕ0
,ϑ1 ∼ Cϑ1,∆ϕ ∼ C∆ϕ,ϑ2 ∼ Cϑ2,

Λ(t1) ∼ C(t1),ϕ1 ∼ Cϕ1
.

Ìàòðèöû íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ C(0), Cϕ0
, Cϑ1, C∆ϕ, Cϑ2, C(t1), Cϕ1

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Cϕ0
=

 cosϕ0 sinϕ0 0
− sinϕ0 cosϕ0 0

0 0 1

 , Cϕ1
=

 cosϕ1 sinϕ1 0
− sinϕ1 cosϕ1 0

0 0 1

 ,
C∆ϕ =

 cos(ϕ1 − ϕ0) sin(ϕ1 − ϕ0) 0
− sin(ϕ1 − ϕ0) cos(ϕ1 − ϕ0) 0

0 0 1

 ,
Cϑ1 =

1 0 0
0 cosϑ1 sinϑ1

0 − sinϑ1 cosϑ1

 , Cϑ2 =

1 0 0
0 cosϑ2 sinϑ2

0 − sinϑ2 cosϑ2

 .
Êâàòåðíèîííîìó óðàâíåíèþ (3) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

Cϑ2C∆ϕCϑ1Cϕ0
C(0) = Cϕ1

C(t1). (4)

Îáîçíà÷èì A = C(t1)C
T (0)CT

ϕ0
è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4) â òàêîì

âèäå:
Cϑ2C∆ϕCϑ1 = Cϕ1

A.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî óðàâíåíèÿ è
ïðèðàâíèâàÿ îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ëåâîé è ïðàâîé ðå-
çóëüòèðóþùèõ ìàòðèö, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòèííîé
àíîìàëèè ϕ1 â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè è óãëîâ ïîâîðîòîâ ϑ1, ϑ2 îðáè-
òû ÊÀ ïðè ñîîáùåíèè åìó èìïóëüñîâ ðåàêòèâíîé òÿãè:

tgϕ1 =
a11 − cosϕ0

sinϕ0 − a21
, tg ϑ1 =

a13 cosϕ1 + a23 sinϕ1

a12 cosϕ1 + a22 sinϕ1
, (5)

tg ϑ2 =
a31

a11 sinϕ1 − a21 cosϕ1
,

ãäå aij(j = 1, 2, 3) � ýëåìåíòû ìàòðèöû A.
Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (5) äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ

ϕ1, ϑ1, ϑ2. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ïåðåìåí-
íûõ Ωu, I, ωπ, à èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ áóäåì âàðüèðîâàòü.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïîëó÷èâøèåñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷å-
íèé óãëîâûõ ïåðåìåííûõ I∗ = −78.5080◦, Ω∗u = 229.9217◦, ω∗π =
= 359.7290◦, äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ èñòèííîé àíîìàëèè ϕ0 = 0 è äëÿ
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çàäàííûõ â òàáëèöå îòêëîíåíèé ∆I, ∆Ωu, ∆ωπ ïî óãëîâûì ýëåìåíòàì
îðáèòû.

∆I ∆Ωu ∆ωπ ϕ1 ϑ1 ϑ2

0 -0.25 0 28.15 -26.02222 25.90

0 -0.5 0 27.65 -26.02222 25.79308

0 -0.75 0 27.15 -26.02222 25.68134

0 -1 0 26.64 -26.02222 25.57153

-0.25 0 0 0.27 -0 0.25000

-0.5 0 0 0.27 0 0.49999

-0.75 0 0 0.27 0 0.75000

-1 0 0 0.27 0 0.99999

Ïðèìå÷àíèå. Âñå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â ãðàäóñàõ.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îòêëîíåíèÿ ïî óãëó Ωu

êîíå÷íîå çíà÷åíèå èñòèííîé àíîìàëèè ϕ1 óìåíüøàåòñÿ, óãîë ïîâîðîòà
îðáèòû ϑ1 îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì, à óãîë ϑ2 óìåíüøàåòñÿ. Ïðè óâåëè-
÷åíèè îòêëîíåíèÿ ïî óãëó I êîíå÷íîå çíà÷åíèå èñòèííîé àíîìàëèè
ϕ1 îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, óãîë ϑ1 ðàâåí íóëþ, à óãîë ïîâîðîòà îðáèòû
ϑ2 óâåëè÷èâàåòñÿ. Âèäíî òàêæå, ÷òî äâóõèìïóëüñíàÿ ïåðåîðèåíòàöèÿ
îðáèòû ÊÀ áîëåå ýôôåêòèâíà äëÿ óïðàâëåíèÿ íàêëîíåíèåì îðáèòû I.
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