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Î ÊÀËÈÁÐÅ ÑÈËÜÍÎ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2018 ã.

1. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî èç Rp è 0p ∈ intM.

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ êàê

k(x) = inf
α≥0
{α : x ∈ αM},

íàçûâàåòñÿ êàëèáðîì (êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî) ìíîæå-
ñòâà M (ñì., íàïð., [1]). Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êàëèáðà:

à) åñëè λ ≥ 0, òî k(λx) = λk(x);
á) åñëè x ∈M, òî k(x) ≤ 1, à åñëè x /∈M, òî k(x) > 1;
â) k(x+ y) ≤ k(x) + k(y),∀x, y ∈ Rp.

Èç ñâîéñòâ à) � â) ñëåäóåò âûïóêëîñòü ýòîé ôóíêöèè íà Rp. Äàëåå
íàñ èíòåðåñóåò ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàëèáðà ïî îòíîøåíèþ ê
îáû÷íîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî âûïóêëûì.

2. Äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:
||x|| � åâêëèäîâà íîðìà ýëåìåíòà x ∈ Rp,

B(x, r) = {y ∈ Rp : ||x− y|| ≤ r} � åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà r ñ öåí-

òðîì â òî÷êå x; A
∗
−B = {c ∈ Rp : c+B ⊂ A} � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü

ìíîæåñòâ A è B èç Rp.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ñâåäåíèÿ èç [2].
Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rp íàçûâàåòñÿ r � ñèëüíî âûïóê-

ëûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ åâêëèäîâûõ øàðîâ ðàäè-
óñà r.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A− îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç Rp, ÷èñëà

ρ > 0 è r > 0 òàêèå, ÷òî B(0p, ρ)
∗
− A 6= ∅ è r ≥ ρ. Ñèëüíî âûïóêëîé

îáîëî÷êîé ðàäèóñà r ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå
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ïðè ïåðåñå÷åíèè âñåõ çàìêíóòûõ åâêëèäîâûõ øàðîâ ðàäèóñà r, êîòîðûå
ñîäåðæàò äàííîå ìíîæåñòâî. Åå îáîçíà÷àþò ÷åðåç strrA.

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êè a0 è a1 èç Rp òàêîâû, ÷òî 0 < ||a0−a1|| ≤
≤ 2r. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

strr({a0}
⋃
{a1}) =

⋃
α∈[0,1]

B(aα, rα),

ãäå aα = (1− α)a0 + αa1, rα = r − (r2 − α(1− α)||a0 − a1||2)
1
2 .

Ëåììà 2.Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ r -ñèëüíî âûïóêëûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r � ñèëüíî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïðîèçâîëü-
íîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà åãî òî÷åê, íåïóñòà è ñîäåðæèòñÿ â A.
3. Íàøà öåëü � äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Òåîðåìà. Ïóñòü M ÿâëÿåòñÿ r � ñèëüíî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì,
0p ∈ intM è RM = max

x∈M
||x||. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0 6= 0p, x1 6= 0p è

α ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ

k((1− α)x0 + αx1) ≤ (1− α)k(x0) + αk(x1)−

− α(1− α)k(x0)k(x1)

2RM r((1− α)k(x0) + αk(x1))

∣∣∣∣∣∣ x0

k(x0)
− x1

k(x1)

∣∣∣∣∣∣2. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî: 1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k(x0) = k(x1) = 1.
Òîãäà, î÷åâèäíî (ñì.ñâîéñòâî á) ), {x0}

⋃
{x1} ⊂M, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ëåììå 2
strr({x0}

⋃
{x1}) ⊂M. (2)

Ïî ëåììå 1 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

B(xα, rα) ⊂ strr({x0}
⋃
{x1}), (3)

ãäå

xα = (1− α)x0 + αx1, rα = r − (r2 − α(1− α)||x0 − x1||2)
1
2 . (4)

Èç (2) è (3) ïîëó÷àåì

B(xα, rα) ⊂M. (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òî÷êà x óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k(x−
− xα) ≤ rα

RM
, òî åñòü x ∈ xα + rα

RM
M, òî âûïîëíÿåòñÿ ||x− xα|| ≤ rα. Ýòî

îçíà÷àåò

xα +
rα
RM

M ⊂ B(xα, rα). (6)
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Èç (5) è (6) èìååì

xα +
rα
RM

M ⊂M. (7)

Ïóñòü xα 6= 0p. Âîçüìåì òî÷êó y = (1 + rα
RM k(xα))xα ∈ xα + rα

RM
M.

Òîãäà â ñèëó (7) k(y) ≤ 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì

k(xα) ≤ 1− rα
RM

. (8)

Ïîñòàíîâêà â (8) âûðàæåíèé (4) äàåò

k(xα) ≤ 1− α(1− α)||x0 − x1||2

RM (r + (r2 − α(1− α)||x0 − x1||2))
1
2

≤

≤ 1− α(1− α)||x0 − x1||2

2RM r
. (9)

Â ñëó÷àå xα = 0 ïîëó÷àåì k(xα) = 0, à èç íåðàâåíñòâ ||x0 − x1|| ≤
≤ 2RM , ||x0 − x1|| ≤ 2r âûòåêàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðàâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà (9). Òî åñòü îíî âåðíî è â ýòîì ñëó÷àå.

2) Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé x0 6= 0p, x1 6= 0p. Îáîçíà÷èì
÷åðåç y0 = x0

k(x0) , y1 = x1

k(x1) . Òàêèì îáðàçîì, k(y0) = k(y1) = 1. Òîãäà,

èñïîëüçóÿ (9), ìîæåì çàïèñàòü

k((1− λ)y0 + λy1) ≤ 1− λ(1− λ)

2RM r
||y0 − y1||2, λ ∈ [0, 1]. (10)

Ïîäñòàíîâêà ñþäà çíà÷åíèÿ λ = αk(x1)
((1−α)k(x0)+αk(x1)) è íåñëîæíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ â èòîãå äàþò íåðàâåíñòâî (1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. ÅñëèM −r−ñèëüíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à òî÷êè x0 è x1

òàêîâû,÷òî k(x0) = k(x1) = ρ > 0, òî

k((1− α)x0 + αx1) ≤ ρ− α(1− α)

2RM rρ
||x0 − x1||2,∀ α ∈ [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêàõ, ñîåäèíÿþùèõ ¾ðàâíîóäàëåííûå¿ òî÷êè,
êàëèáð ñèëüíî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà âåäåò ñåáÿ êàê ñèëüíî âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó D = D(p, q) äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñ èí-
òåãðàëüíûì çàïàçäûâàíèåì:

By′ +

∫ x

0

M(x− t)y(t) dt = λy, x ∈ (0, π),

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y1(0) = y1(π) = 0.

Çäåñü λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,

B =

(
0 1
−1 0

)
, M(x) =

(
p(x) q(x)
−q(x) p(x)

)
, y(x) =

(
y1(x)
y2(x)

)
,

ôóíêöèè p è q � êîìïëåêñíîçíà÷íûå è

(π − x)p(x) ∈ L2(0, π), (π − x)q(x) ∈ L2(0, π). (1)

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî çàäà÷à D èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü {λk}k∈Z ñ ó÷¼òîì êðàòíî-
ñòåé òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

λk = k + κk, k ∈ Z, {κk} ∈ l2.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèè p è q èçâåñòíû àïðèîðè íà
èíòåðâàëå

(
0, π2
)
. Ïîñòðîèòü p è q íà

(
π
2 , π
)
ïî ÷àñòè ñïåêòðà {λ2k}k∈Z.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò äîñòàòî÷íûå (è íåîáõîäèìûå) óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p è q � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç L2

(
0, π2
)
è

{λ2k}k∈Z � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, èìåþùèå àñèìïòîòèêó

λ2k = 2k + κk, k ∈ Z, {κk} ∈ l2. (2)

Òîãäà ôóíêöèè p è q ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî ïðîäîëæåíû íà èíòåð-
âàë

(
π
2 , π
)
, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (1) è ÷èñëà {λ2k}k∈Z áûëè ñîáñòâåííûìè
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çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è D = D(p, q) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàòíî-
ñòÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà êîíñòðóêòèâíîì ðåøåíèè îá-

ðàòíîé çàäà÷è 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå (f ∗g)(x) =
x∫
0

f(t)g(x− t) dt. Ïðåä-

ñòàâèì ôóíêöèè p è q â âèäå: p(x) = p1(x) + p2(x), q(x) = q1(x) + q2(x),
p1(x) ≡ q1(x) ≡ 0 íà

(
π
2 , π
)
è p2(x) ≡ q2(x) ≡ 0 íà

(
0, π2
)
. Ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

−w1(π − t) = (π − t)q1(t) + (π − t)q2(t) + A1(t)+

+
∑∞

n=2
(π−t)n
n! (An1 ∗ p2 + An2 ∗ q2)(t),

−w2(π − t) = (π − t)p1(t) + (π − t)p2(t) +B1(t)+

+
∑∞

n=2
(π−t)n
n! (Bn1 ∗ p2 +Bn2 ∗ q2)(t),

(3)

Çäåñü anj è bnj � êîíêðåòíûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå îöåíêàì

n∑
j=0

|anj| ≤ 2n−1,

n∑
j=0

|bnj| ≤ 2n−1, n ∈ N;

ôóíêöèè w1, w2 ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) çàäà÷è D:

∆(λ) = sinλπ +

∫ π

0

(
w1(t) sinλt+ w2(t) cosλt

)
dt, w1, w2 ∈ L2(0, π);

ôóíêöèè A1, B1, Ank, Bnk, n ≥ 2, k = 1, 2, ïðèíàäëåæàò L2(0, π) è ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû ïî ôóíêöèÿì p1 è q1 (ñì. ïîäðîáíîñòè â [4]). Ïðè t ∈
∈
(
0, π2
)
ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò âèä{

−w1(π − t) = (π − t)q1(t) + A1(t),
−w2(π − t) = (π − t)p1(t) +B1(t),

(4)

Îáîçíà÷èì

E(λ) := ∆(λ)− sinλπ −
∫ π

π/2

(w1(t) sinλt+ w2(t) cosλt) dt.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ {λ2k}k∈Z ðàçëè÷íû.
Ñëó÷àé êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðåáóåò íåáîëüøèõ òåõíè÷åñêèõ
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èçìåíåíèé. ßñíî, ÷òî

E(λ2k) = − sinλ2kπ −
∫ π

π/2

(w1(t) sinλ2kt+ w2(t) cosλ2kt) dt, (5)

E(λ2k) =

∫ π/2

0

(w1(t) sinλ2kt+ w2(t) cosλ2kt) dt. (6)

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë {λ2k}k∈Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(2), ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé{(

sinλ2kt
cosλ2kt

)}
k∈Z

(7)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2

(
0, π2
)
⊕ L2

(
0, π2
)
.

Îïèðàÿñü íà ëåììó 1 è ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Àëãîðèòì 1. Äàíû ôóíêöèè p(x) è q(x) äëÿ x ∈
(
0, π2
)
è ÷èñëà

{λ2k}k∈Z.

1. Íàéòè ôóíêöèè A1, B1, Ank, Bnk, n ≥ 2, k = 1, 2, ïî ôóíêöèÿì
p1(x) := p(x), q1(x) := q(x), x ∈

(
0, π2
)
.

2. Âû÷èñëèòü w1(t) è w2(t) äëÿ t ∈
(
π
2 , π
)
ïî ôîðìóëàì (4).

3. Íàéòè çíà÷åíèÿ {E(λ2k)}k∈Z, èñïîëüçóÿ (5).

4. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó âåêòîð-ôóíêöèé (7) è íàéòè ôóíêöèè w1(t),
w2(t), èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû E(λ2k) ïî áàçèñó Ðèññà (ñì. (6)).

5. Íàéòè ôóíêöèè p2 è q2 ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà (3) è ïîëîæèòü p(x) := p2(x),
q(x) := q2(x), x ∈

(
π
2 , π
)
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñàðàòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïðè
ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01193).
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ÓÄÊ 501.1

Ä.À. Áðåäèõèí

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÂ ÁÈÍÀÐÍÛÕ
ÎÒÍÎØÅÍÈÉ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.05.2018 ã.

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ñîâîêóïíîñòè îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àëãåá-
ðîé îòíîøåíèé. Êëàññ àëãåáð, èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïå-
ðàöèÿìè èç Ω, îáîçíà÷èì R{Ω}. Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó-
÷åíèþ àëãåáð îòíîøåíèé áûëè çàëîæåíû Òàðñêèì [1]. Ïðè èçó÷åíèè ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáð îòíîøåíèé îäíîé èç åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-
íèêàþùåé ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: íàéòè áàçèñ òîæäåñòâ äëÿ
ìíîãîîáðàçèÿ V ar{Ω}, ïîðîæä¼ííîãî êëàññîì R{Ω}, è âûÿñíèòü âîïðîñ
î êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþò-
ñÿ ëîãè÷åñêèìè [2]. Îïåðàöèÿ íàä îòíîøåíèÿìè íàçûâàåòñÿ äèîôàíòî-
âîé [3, 4] (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé [5]), åñëè îíà
ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåôèêñíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèè êîíúþíêöèè è êâàíòîðû
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäóò êëàññû àëãåáð
îòíîøåíèé ñ îäíîé áèíàðíîé äèôàíòîâîé îïåðàöèåé, òî åñòü ãðóïïîèäû
îòíîøåíèé. Ê óêàçàííûì êëàññàì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ ïîëóãðóïïû
è ðåñòðèêòèâíûå ïîëóãðóïïû îòíîøåíèé (ñì. [6]). Îäíàêî äàëåêî íå âñÿ-
êàÿ áèíàðíàÿ äèîôàíòîâàÿ îïåðàöèÿ íàä îòíîøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ àññîöè-
àòèâíîé. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ íåàññîöèàòèâíûõ
ãðóïïîèäîâ. Èíòåðåñ ê íåàññîöèàòèâíûì ãðóïïîèäàì ñòèìóëèðóåòñÿ òàê-
æå âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ èõ â êðèïòîãðàôèè [7]. Áîëåå ïîäðîáíóþ
ìîòèâàöèþ ïîäîáíîãî ðîäà èññëåäîâàíèé, à òàêæå ðÿä ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [8�12].

Ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåé áèíàðíîé äèîôàíòîâîé îïå-
ðàöèè ∗ íàä îòíîøåíèÿìè ρ, σ ⊆ U × U , îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé

ρ ∗ σ = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(u,w) ∈ ρ ∧ (w, u) ∈ σ}.
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Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ Λ, â êà÷åñòâå
êîòîðûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàëûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (âîç-
ìîæíî ñ èíäåêñàìè). Ìíîæåñòâî Σ òåðìîâ ãðóïïîèäà ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíî êàê íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî ñëîâ àëôàâèòà Λ ∪ {(, )}, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: Λ ⊆ Σ è p, q ∈ Σ ⇒ (pq) ∈ Σ. Îïðå-
äåëèì ïîäìíîæåñòâî Θ ìíîæåñòâà òåðìîâ Σ êàê íàèìåíüøåå ïîäìíîæå-
ñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: Λ ⊆ Σ è x ∈ Λ, p ∈ Σ ⇒ (xp), (px) ∈
Σ. Âõîæäåíèå ñèìâîëà x ∈ Λ â çàïèñü òåðìà p ∈ Θ íàçîâåì ðåãóëÿðíûì
ñïðàâà, åñëè ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîãî ñèìâîëà ñòîèò çàêðûâàþùàÿ ñêîá-
êà. Òåðì q, ïîëó÷åííûé èç òåðìà p ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ èç åãî çàïèñè
ðåãóëÿðíîãî ñïðàâà âõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ñèìâîëà x ∈ Λ è ñòîÿùåé
ñïðàâà îò íåãî çàêðûâàþùåé ñêîáêè, íàçîâåì ïðàâûì ðåäóêòîì òåðìà
p. Â äàëüíåéøåì âíåøíèå ñêîáêè â çàïèñè òåðìîâ, êàê ïðàâèëî, áóäóò
îïóñêàòüñÿ.

Òåîðåìà. Ìíîãîîáðàçèå V ar{∗} íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûì.
Ãðóïïîèä (A, ·) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗} òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì:

(xy)y = xy, (1)

(xy)2 = xy, (2)

x(y2x) = xy2, (3)

(x2y)z = (x2z)y, (4)

x2(yz) = x2(zy), (5)

(xy2)z2 = x(y2z2). (6)

è äëÿ êàæäîãî òåðìà p ∈ Θ è åãî ïðàâîãî ðåäóêòà q òîæäåñòâó

pq = p. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè òîæäåñòâ (1) � (7) îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà
îïèñàíèè ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè
îïåðàöèÿìè ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ [13]. Ïðåäâàðè-
òåëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðóêòóðà òåðìîâ ãðóïïîèäîâ, âõîäÿùèõ â ìíî-
ãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå óêàçàííûìè â òåîðåìå òîæäåñòâàìè.

Ñîãëàñíî îïèñàíèþ ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ äè-
îôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè (ñì. [13]) âñÿêîìó òåðìó p ìîæåò áûòü ñîïî-
ñòàâëåí íåêîòîðûé ãðàô ñïåöèàëüíîãî âèäà G(p). Íàõîäèòñÿ îïèñàíèå

10



ñòðîåíèÿ ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðìàì ãðóïïîèäîâ îòíîøåíèé ñ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îïåðàöèåé ∗. Íà îñíîâàíèè ýòîãî îïèñàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðàôà
G(q) â ãðàô G(p), ãäå òåðìû p è q íå ÿâëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíûìè
ïåðåìåííûìè. Òîãäà òîæäåñòâî p = pq ïðèíàäëåæèò ýêâàöèîíàëüíîé
òåîðèè êëàññà R{∗}. Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ëåììû è îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà èç [13] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå òîæäåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå
ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè êëàññà R{∗}, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâ
(1) � (7), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ îáðàçóåò
áàçèñ ìíîãîîáðàçèÿ V ar{∗}. Äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñ÷åòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïîèäîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ V ar{∗}, óëüòðî-
ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïî óëüòðîôèëüòðó Ôðåøå ïðèíàäëåæèò ýòîìó
ìíîãîîáðàçèþ.
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ÓÄÊ 514.76

À.Â. Áóêóøåâà

Î ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÕ
ÏÐÎÄÎËÆÅÍÍÛÕ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.05.2018 ã.

Ïîä ñóáðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì êîíòàêòíîãî òèïà [1] ïîíèìàåòñÿ
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n ñ çàäàííîé íà íåì ñóáðèìàíî-
âîé ñòðóêòóðîé (M, ~ξ, η, g,D), ãäå η � 1� ôîðìà, ïîðîæäàþùàÿ ðàñïðå-
äåëåíèå D = ker η, ~ξ � âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäàþùåå îñíàùåíèå D⊥

ðàñïðåäåëåíèÿ D⊥ = Span(~ξ); g � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè
M, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ D è D⊥ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.
Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî η(~ξ) = 1 è g(~ξ, ~ξ) = 1.

Ðàññìîòðèì íîâîå ñóáðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå êîíòàêòíîãî òèïà
(M, ~ξ, η, g̃, D), íàõîäÿùååñÿ ñ ïåðâûì ñóáðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì â
ïðîåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè [2�5] ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [6�
7]: Γ̃abc = Γabc + µabqc + δacµb, ãäå µc � êîìïîíåíòû äîïóñòèìîãî [8] êîâåê-
òîðà µ.

Êàðòà K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n, a, b, c = 1, ..., n − 1) ìíîãîîáðàçèÿ M
íàçûâàåòñÿ àäàïòèðîâàííîé ê ðàñïðåäåëåíèþ D, åñëè ∂n = ~ξ [5]. Ïóñòü
P : TM → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TM = D ⊕D⊥,
D⊥ = Span(~ξ), è K(xα) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà. Âåêòîðíûå ïîëÿ
P (∂a) = ~ea = ∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â êàæäîé òî÷êå ñâî-
åé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå D: D = Span(~ea).
Íåãîëîíîìíîìó ïîëþ áàçèñîâ ~eα = (~ea, ∂n) ñîîòâåòñòâóåò ïîëå êîáàçèñîâ
(dxa, η = dxn + Γnadx

a).

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñòèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ â àäàïòè-
ðîâàííîé êàðòå èìååò âèä: t = t

a1...ap
b1...bq

~ea1
⊗ ...⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ ...⊗ dxbq .

Êðó÷åíèåì è êðèâèçíîé âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè íàçûâàþòñÿ òåíçîðíûå
ïîëÿ

S(~x, ~y) = ∇~x~y −∇~y~x− P [~x, ~y], ~x, ~y ∈ Γ(D),

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z]

ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðóêòóðà ïðîäîëæåííîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà
ðàñïðåäåëåíèè D ìíîãîîáðàçèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) ìíîãî-
îáðàçèÿ M ñâåðõêàðòó K̃(xα, xn+a) íà ðàñïðåäåëåíèè D, ïîëàãàÿ, ÷òî
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K̃(~x) = (xα, xn+a), ãäå xn+a � êîîðäèíàòû äîïóñòèìîãî âåêòîðà ~x â áà-
çèñå ~ea = ∂a−Γna∂n : ~x = xn+a~ea. Çàäàíèå âíóòðåííåé ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíî-
ñòè ∇ âëå÷åò ðàçëîæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ D̃ = π−1

∗ (D), ãäå π : D →M �
� åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD ⊕ V D,
ãäå V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D,
HD � ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîðîæäàåìîå âåêòîðíûìè ïîëÿìè
~εa = ∂a − Γna∂n − Gb

a∂n+b, ãäå G
a
b(x

a, xn+a) = Γabc(x
a)xn+c, Γabc � êîýôôè-

öèåíòû âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè.

Ôîðìû (dxa, θn = dxn + Γnadx
a, θn+a = dxn+a + Γabcx

n+cdxb) îïðåäå-
ëÿþò ïîëå êîáàçèñîâ, ñîïðÿæåííîå ê ïîëþ áàçèñîâ (~εa = ∂a − Γna∂n −
− Γacb x

n+c∂n+b, ~u = ∂n, ∂n+a). Íà ðàñïðåäåëåíèè D åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèêàåò ðàçëîæåíèå TD = H̃D ⊕ V D, ãäå H̃D = HD ⊕ Span(~u).

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ âòîðîãî ñóáðèìàíîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì äâå ïî÷òè êîíòàêòíûå ñòðóêòó-
ðû ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ïîëó÷åííûå êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû ïðåâðàòèì â ñóáðèìàíîâû ñòðóê-
òóðû, ïîëàãàÿ

G(~xh, ~yh) = G(~xv, ~yv) = g(~x, ~y),

G(~xh, ~yv) = G(~xv, ~yh) = G(~xh, ~u) = G(~xv, ~u) = 0, ~x, ~y ∈ Γ(D)

äëÿ ïåðâîãî ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ è ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïîñòðî-
åíèÿ äëÿ âòîðîãî ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåäëîæåíèå. Ãëàäêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæåííûõ ñóáðèìàíî-
âûõ ñòðóêòóð ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, èñõîäíûå ñóáðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ íàõîäÿòñÿ â àôôèííîì ñîîòâåòñòâèè.

Â ñëó÷àå ñîáñòâåííî ïðîåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èñõîäíûìè
ñóáðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ìû óæå íå ìîæåì ãîâîðèòü î ïðîåê-
òèâíîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïðîäîëæåííûìè ñóáðèìàíîâûìè ñòðóêòó-
ðàìè. Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïðîåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïñåâäîðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Òåíçîðû êðèâèçíû Ñõîóòåíà ñâÿçíîñòåé ∇, ∇̃ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-
þùåìó ðàâåíñòâó [6]:

R̃d
abc = Rd

abc − 2δd[aSb]c + 2S[ab]δ
d
c ,

ãäå Sab = ∇aµa − µaµb Àíàëîãè÷íî äëÿ òåíçîðà P (~x, ~y) ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî âèäà: P̃ d

bc = P d
bc + δdbSnc + δdcSnb, ãäå Snb = ∂nµb. Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

G̃E
AB = GE

AB + δEAPB + δEBPA.
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Òåîðåìà. Ïóñòü ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû (M, ~ξ, η, g,D),
(M, ~ξ, η, g̃, D) íàõîäÿòñÿ â ïðîåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè, òîãäà
ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëæåííûì
ñóáðèìàíîâûì ñòðóêòóðàì íàõîäÿòñÿ â àôôèííîì ñîîòâåòñòâèè.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî òåíçîðû
Ñõîóòåíà èñõîäíûõ ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè
óñëîâèè G̃E

AB = GE
AB + δEAPB + δEBPA.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãàëàåâ Ñ.Â.Î êëàññèôèêàöèè ïðîäîëæåííûõ áè-ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ñóá-
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà // Âåñòí. Áàø-
êèð. óí-òà. 2017. Ò. 22, � 4. Ñ. 936�939.

2. Áóêóøåâà À.Â. Ñëîåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé // Èçâ.
Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2014. Ò. 14,
âûï. 3. Ñ. 247�251.

3. Bukusheva A.V., Galaev S.V. Almost contact metric structures de�ned by
connection over distribution // Bulletin of the Transilvania University of Brasov. Series
III : Mathematics, Informatics, Physics. 2011. Vol. 4, � 2. Ð. 13�22.

4. Áóêóøåâà À.Â., Ãàëàåâ Ñ.Â. Ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì è ãåîäåçè÷åñêèå
ïóëüâåðèçàöèè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 2013. � 4. Ñ. 10�18.

5. Áóêóøåâà À.Â., Ãàëàåâ Ñ.Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îïðå-
äåëÿåìûå ñâÿçíîñòüþ íàä ðàñïðåäåëåíèåì ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé //
Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2012. Ò. 12,
âûï. 3. Ñ. 17�22.

6. Âàãíåð Â.Â. Ãåîìåòðèÿ (n − 1)-ìåðíîãî íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Òð. ñåìèíàðà ïî âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó. Ì. :
Èçä-âî Ìîñê. óí-òà. 1941. � 5. Ñ. 173�255.

7. Han Y., Fuc F., Zhao P. A class of non-holonomic projective connections on Sub-
Riemannian manifolds // Filomat. 2017. Vol. 31, � 5. P. 1295�1303.

8. Ãàëàåâ Ñ.Â. N-ïðîäîëæåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñâÿçíîñòè â ïî÷òè êîíòàêòíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 2017. � 3. Ñ. 15�23.

14



ÓÄÊ 517.984

Ñ.À. Áóòåðèí

ÎÁÐÀÒÍÀß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß

Ñ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÐÎÁÅÍÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 05.05.2018 ã.

1. Ïóñòü {λn}n≥0 � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L = L(q,M, h,H) âèäà

−y′′ + q(x)y +

∫ x

0

M(x− t)y(t) dt = λy, 0 < x < π, (1)

U(y) := y′(0)− hy(0) = 0, V (y) := y′(π) +Hy(π) = 0, (2)

ãäå q(x), M(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì q(x) ∈ L2(0, π),
(π − x)M(x) ∈ L2(0, π), è h, H ∈ C. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è L èìåþò âèä

λn =
(
n+

ω

πn
+

κn
n

)2

, {κn} ∈ l2. (3)

Ïðè ýòîì

ω = h+H +
1

2

∫ π

0

q(x) dx. (4)

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïî çàäàííîìó
ñïåêòðó {λn}n≥0 íàéòè ôóíêöèþ M(x) è ÷èñëî H â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
q(x) è h èçâåñòíû àïðèîðè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3), (4) àëüòåðíàòèâíî
ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëî h íåèçâåñòíûì, à H � çàäàííûì.

Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷
ïîëó÷åíû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. îáçîðû â [1, 2]). Ïåð-
âîå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå áûëî ïðåäïðèíÿòî â [3], à â [4] áûëî ïîëó÷åíî
åå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå. Â [5] ïîëó÷åíî ðåøåíèå â ñëó÷àå q(x) = 0 è êðà-
åâûõ óñëîâèé (2) ïðè h = 0, íî ïðè ìåíüøåì îãðàíè÷åíèè íà ôóíêöèþ
M(x), à èìåííî, êîãäà ïîä èíòåãðàëîì â (1) âìåñòî y(t) ïðèñóòñòâóåò
y′(t). Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ Ðîáåíà âíîñÿò ñóùåñòâåííûå òðóä-
íîñòè â èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ
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ðàçâèòèÿ èäåé ðàáîòû [4] óñòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòèêà (3) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åå ðàçðåøèìîñòè. Èíûìè
ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ q(x) ∈
∈ L2(0, π) è ÷èñëî h ∈ C. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {λn}n≥0 âèäà (3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ
òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü) ôóíêöèÿ M(x),
(π − x)M(x) ∈ L2(0, π), è åäèíñòâåííîå ÷èñëî H ∈ C, òàêèå
÷òî {λn}n≥0 ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è
L(q,M, h,H) âèäà (1), (2).

2. Ïóñòü ϕ(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì U(ϕ) = 0, ϕ(0, λ) = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà-
÷è L ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè öåëîé ôóíêöèè ∆(λ) =
= V (ϕ), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé çàäà÷è L.

Ëåììà 1. Ïîëîæèì ρ2 = λ. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ(x, λ) = cos ρx+

∫ x

0

K(x, t) cos ρ(x− t) dt,

ãäå K(x, t) = K(x, t; q, h,M) � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

2K(x, t) = 2h+

∫ x− t
2

0

q(τ) dτ +

∫ t
2

0

q(τ) dτ +

∫ t

0

(x− τ)M(τ) dτ+

+

∫ x−t

0

dτ

∫ t+τ

τ

q(ξ)K(ξ, ξ − τ) dξ +

∫ t
2

0

dτ

∫ t−τ

τ

q(ξ)K(ξ, ξ − τ) dξ+

+

∫ x− t
2

x−t
dτ

∫ 2x−t−τ

τ

q(ξ)K(ξ, ξ − τ) dξ+

+

∫ t

0

M(τ) dτ

∫ x−t

0

ds

∫ t−τ

0

K(ξ + s, ξ) dξ+

+

∫ t

0

M(τ) dτ

∫ t−τ
2

0

ds

∫ t−τ−2s

0

K(ξ + s, ξ) dξ+

+

∫ t

0

M(τ) dτ

∫ x− t+τ2

x−t
ds

∫ 2(x−s)−t−τ

0

K(ξ + s, ξ) dξ, 0 ≤ t ≤ x ≤ π.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

∆(λ) = −ρ sin ρπ + ω cos ρπ +

∫ π

0

w(x) cos ρx dx, w(x) ∈ L2(0, π). (5)
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Ïðè ýòîì ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4), à ôóíêöèÿ w(x) � ôîðìóëîé (6):

w(π − x) = K1(π, x; q, h,M) +K2(π, x; q, h,M) +HK(π, x; q, h,M), (6)

ãäå K1(x, t; q, h,M) = Kx(x, t) è K2(x, t; q, h,M) = Kt(x, t).
Íà ñîîòíîøåíèå (6) ìîæíî ñìîòðåòü, êàê íà íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèèM(x), êîòîðîå íàçîâåì îñíîâíûì óðàâíåíèåì îá-
ðàòíîé çàäà÷è. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w(x) ∈ L2(0, π) íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàçâèòèè èäåé ðàáîòû [4].
Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ∆(λ) âèäà (5) îáëàäàåò ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì íóëåé

λn, n ≥ 0, âèäà (3) (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòå-
êàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1. Êðîìå òîãî, èçâåñòíûìè ìåòîäàìè (òàêæå
ñì. [1, 2]) äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ∆(λ) âèäà (5) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íó-
ëÿìè îäíîçíà÷íî. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∆(λ) = π(λ0 − λ)
∞∏
n=1

λn − λ
n2

. (7)

Ëåììà 3. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà λn ∈ C, n ≥ 0, âèäà
(3). Òîãäà ôóíêöèÿ ∆(λ), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (7), èìååò âèä (5).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{λn}n≥0 âèäà (3) ñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (7) è íàõîäèì ÷èñëî
H èç ñîîòíîøåíèÿ (4). Ñîãëàñíî ëåììå 3 ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ∆(λ) èìå-
åò ïðåäñòàâëåíèå (5) ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé w(x) ∈ L2(0, π). ÏóñòüM(x)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) ñ íàéäåííûìè H, w(x) è çàäàííûì h.
Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó L = L(q,M, h,H). Ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ýòîé çàäà÷è L, à çíà÷èò, ñïåêòð ïîñëåäíåé ñîâïàäàåò {λn}n≥0.

Åäèíñòâåííîñòü ÷èñëà H î÷åâèäíà, à åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè M(x)
ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (6). �

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî è äàåò àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñàðàòîâñêîì óíèâåðñèòåòå ïðè ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-01193).
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ÓÄÊ 514.76

Ñ.Â. Ãàëàåâ

SQS-ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÜÞ
ÑÕÎÓÒÅÍÀ�ÂÀÍ ÊÀÌÏÅÍÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25.05.2018 ã.

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ãåîìåòðèè êâàçèñàñàêèåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé (QS-ìíîãîîáðàçèé) âíåñëè Â.Ô. Êèðè÷åíêî è åãî ó÷åíèêè [1].
Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êâàçèñàñàêèåâî ìíîãîîá-
ðàçèå ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê ïðîèçâåäåíèå ñàñàêèåâà è êýëåðîâà ìíîãî-
îáðàçèé. Èçó÷àåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå QS-ìíîãîîáðàçèÿ íàçâàíû ñïå-
öèàëüíûìè êâàçèñàñàêèåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè (SQS-ìíîãîîáðàçèÿìè).
SQS-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ �
ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííîé íà íåì ñòðóê-
òóðîé ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ. Âïåðâûå ïîíÿòèå SQS-ìíîãîîáðàçèå ââåäå-
íî â ðàáîòå [2], òàì æå áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû SQS-
ìíîãîîáðàçèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå SQS-ìíîãîîáðàçèå íàäåëÿåòñÿ ñâÿç-
íîñòüþ ñ êðó÷åíèåì - îáîáùåííîé ñâÿçíîñòüþ Ñõîóòåíà�âàí Êàìïåíà [3].

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+ 1,
Γ(TM) � ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà
M çàäàíà êàê ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (M, ~ξ, η, ϕ, g,D),
ãäå ϕ � òåíçîð òèïà (1,1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì,
èëè äîïóñòèìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, ~ξ è η � âåêòîð è êîâåê-
òîð, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è êîíòàêòíîé
ôîðìîé, g � (ïñåâäî) ðèìàíîâà ìåòðèêà [4�7]. Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå
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D = ker η, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòó-
ðû. Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D⊥ = Span(~ξ), îðòîãîíàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèþ D, íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ D. Èìååò ìåñòî ðàçëî-
æåíèå TM = D ⊕D⊥.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rk dη = 2p, 0 < 2p < 2m. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ÿäðî ôîðìû ω = dη ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå
â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì K. Ïóñòü P : TM → D, Q :
TM → D⊥, h : TM → L, v : TM → L⊥ � ïðîåêòîðû, îïðåäåëÿåìûå
ðàçëîæåíèåì TM = L ⊕ L⊥ ⊕ D⊥ = D ⊕ D⊥, ãäå L⊥ = K ∩ D, à L �
îðòîãîíàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå â D. Â ðàáîòå [4] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå L⊥ èíòåãðèðóåìî.

Ìíîãîîáðàçèå M ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(M, ~ξ, η, ϕ, g,D) íàçîâåì ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. Ðàñïðåäåëåíèå L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýíäîìîðôèç-
ìà ϕ;

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dη(~x, ~y) = Ω(~x, ~y), ~x, ~y ∈ Γ(L).

Åñëè ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå L̃ = L⊕D⊥ � èíòåãðèðóåìî, òî ïî÷òè
AP-ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü AP-ìíîãîîáðàçèåì.

Êâàçèñàñàêèåâî ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèå íàçîâåì ñïå-
öèàëüíûì êâàçèñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì (SQS-ìíîãîîáðàçèåì).

Ïóñòü ∇̇ �ñâÿçíîñòü Ëåâè �×èâèòà íà ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèè.
Îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü ∇̃ è êàê îáîáùàþùóþ ñâÿçíîñòü Ñõîóòåíà �âàí
Êàìïåíà:

∇̃ = h∇̇~xh~y + v∇̇~xv~y +Q∇̇~xQ~y.

Ñâÿçíîñòü ∇̃ íàçâàíà íàìè îáîáùåííîé ñâÿçíîñòüþ Ñõîóòåíà �âàí
Êàìïåíà. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ SQS-ìíîãîîáðàçèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: L~ξg = 0, ∇̃ϕ = 0.

Çàìå÷àíèå. Ñâÿçíîñòü Ñõîóòåíà � âàí Êàìïåíà äîïóñêàåò è
äðóãèå îáîáùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî ïóñòü
∇ � ñèììåòðè÷åñêàÿ âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü [7], çàäàííàÿ íà ïî÷òè
AP-ìíîãîîáðàçèè. Ïîñòàâèì åé â ñîîòâåòñòâèå âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü,
îïðåäåëÿåìóþ ïî ôîðìóëå D~x~y = h∇~xh~y + v∇~xv~y. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ
âûøå òåîðåìà îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñëè îáîáùåííóþ ñâÿçíîñòü Ñõîóòåíà �
âàí Êàìïåíà çàìåíèòü ñâÿçíîñòüþ, àññîöèèðîâàííîé ñî ñâÿçíîñòüþD [7].
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ÓÄÊ 517.51
Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÑÀÑÀ�ÌÈÐÀÊÜßÍÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25.05.2018 ã.

Â òåîðèè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò
îïåðàòîðû Ñàñà�Ìèðàêüÿíà [1�2]:

Mn(f ;x) =
∞∑
k=0

f
(k
n

) (nx)k

k!
e−nx, n ∈ N, x ≥ 0. (1)

Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàòîðîâ õîðîøî èçâåñòíû, à
èìåííî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1
Äëÿ f ∈ C

∣∣Mn(f ;x)− f(x)
∣∣≤ 2(1 +

√
x) ω

(
f ; 1√

n

)
;

äëÿ f ∈ C1
∣∣Mn(f ;x)− f(x)

∣∣≤ √x(1 +
√
x)√

n
ω
(
f ′; 1√

n

)
;

äëÿ f ∈ C2
∣∣Mn(f ;x)−f(x)

∣∣≤ x

2n

(
1 +

√
3x+

1

n

)
ω
(
f ′′; 1√

n

)
+
‖f ′′‖x

2n

è
∣∣Mn(f ;x)− f(x)− f ′′(x)x

2n

∣∣≤ x

2n

(
1 +

√
3x+

1

n

)
ω
(
f ′′; 1√

n

)
;

ãäå ω(f ;h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Ýòè îöåíêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, íàïðèìåð, êàê ñëåäñòâèÿ òåîðåìû
1 èç ðàáîòû [3]. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñîì èçâåñòíîé
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òåîðåìû Âîðîíîâñêîé ([4]), äîêàçàííîé äëÿ îïåðàòîðîâ Áåðíøòåéíà, íà
îïåðàòîðû Ñàñà�Ìèðàêüÿíà. Èç íåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êëàññ íà-
ñûùåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Ñàñà-Ìèðàêüÿíà � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè, è îáùèé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ýòèìè îïåðàòîðàìè íå ëó÷øå
O( 1

n), òî åñòü åñëè f ′′(x) 6= 0, òî lim
n→∞

n
∣∣Mn(f ;x)− f(x)

∣∣ 6= 0.

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðàìè (1) ðàññìàòðèâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ
ïðîèçâîäíûõ (ñì., íàïðèìåð, [5�7]):

M (p)
n (f ;x) =

∞∑
k=0

f
(k
n

) nk
k!

(
xke−nx

)(p)
, p ∈ N, n ∈ N, x ≥ 0, (2)

äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2

Äëÿ f ∈ Cp
∣∣M (p)

n (f ;x)− f (p)(x)
∣∣≤ 2 ω

(
f (p); 1√

n

)
+ ω

(
f (p); pn

)
;

äëÿ f ∈ Cp+1
∣∣M (p)

n (f ;x)− f (p)(x)
∣∣≤ √

x(1+
√
x)√

n
ω
(
f (p+1); 1√

n

)
+ p

n‖f
(p+1)‖;

äëÿ f ∈ Cp+2
∣∣M (p)

n (f ;x)− f (p)(x)
∣∣≤

≤ x
2n

(
1 +

√
3x+ 1

n

)
ω
(
f (p+2); 1√

n

)
+ x

2n‖f
(p+2)‖+ p

n‖f
(p+1)‖

è äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0; 1)∣∣M (p)
n (f ;x)− f (p)(x)− x

2nf
(p+2)(x)− pθ

n f
(p+1)(x)

∣∣≤ o( 1
n);

(òî åñòü lim
n→∞

n
∣∣M (p)

n (f ;x)− f (p)(x)
∣∣ 6= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [6] áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

M (p)
n (f ;x) = np

∞∑
k=0

[
p∑
i=0

(
p

i

)
f
(
k+i
n

)
(−1)p−i

]
(nx)k

k!
e−nx.

Äëÿ p-é ðàçíîñòè ôóíêöèè f (ñì., íàïðèìåð, [8])

∆p
h(f ;x) =

p∑
i=0

(
p

i

)
f
(
k+i
n

)
(−1)p−i

íàéäåòñÿ θ ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî ∆p
h(f ;x) = hpf (p)(x+ pθh), ïîýòîìó

M (p)
n (f ;x) =

∞∑
k=0

f (p)
(
k
n + pθ

n

) (nx)k

k!
e−nx = Mn

(
g(p))(t);x

)
,

ãäå g(t) = f(t+ pθ
n ). È òàê êàê∣∣M (p)

n (f ;x)− f (p)(x)
∣∣≤ ∣∣∣Mn

(
g(p)(t);x

)
− g(p)(x)

∣∣∣+∣∣∣g(p)(x)− f (p)(x)
∣∣∣,

ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òåîðåìû 1.

21



Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü f ∈ Cp+2. Òàê êàê

f (p)
(
t+ pθ

n

)
= f (p)(x) + f (p+1)(x)

(
t+ pθ

n − x
)

+
1

2
f (p+2)(x)

(
t+ pθ

n − x
)2

+

+
1

2

[
f (p+2)(ξ)− f (p+2)(x)

](
t+ pθ

n − x
)2
,

ãäå ξ � òî÷êà ìåæäó t+ pθ
n è x, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Mn(1;x) = 1, Mn(t− x;x) = 0, Mn

(
(t− x)2;x

)
=
x

n
,

(÷òî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì), ïîëó÷àåì:

M (p)
n (f ;x) = Mn

(
g(p))(t);x

)
= f (p)(x)+f (p+1)(x)pθn + 1

2f
(p+2)(x)

(
x
n+ p2θ2

n2

)
+

+1
2Mn

((
f (p+2)(ξ)− f (p+2)(x)

)(
t+ pθ

n − x
)2

;x
)
,

îòêóäà∣∣∣M (p)
n (f ;x)− f (p)(x)− f (p+1)(x)pθn − f

(p+2)(x) x
2n

∣∣∣≤
≤ |f (p+2)(x)|p

2θ2

2n2 +1
2Mn

(∣∣f (p+2)(ξ)−f (p+2)(x)
∣∣(t+pθ

n−x
)2

;x
)
≤

≤ ‖f (p+2)‖p
2θ2

2n2 +1
2ω
(
f (p+2); 1√

n

)[
Mn

(∣∣t+pθ
n−x

∣∣2;x)+
√
nMn

(∣∣t+pθ
n−x

∣∣3;x)],
òàê êàê |f(t)− f(x)| ≤ (1 +

√
n|t− x|) · ω

(
f ; 1√

n

)
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Mn

(∣∣t+ pθ
n − x

∣∣3;x) ≤√Mn

(∣∣t+ pθ
n − x

∣∣2;x)√Mn

(∣∣t+ pθ
n − x

∣∣4;x).
Ïðîâîäÿ íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

Mn

(∣∣t+ pθ
n − x

∣∣2;x) =
x

n
+
p2θ2

n2
,

Mn

(∣∣t+ pθ
n − x

∣∣3;x) ≤√x

n
+
p2θ2

n2

√
3x2

n2
+
x

n3
+

4pθx

n3
+

6p2θ2x

n2
+
p4θ4

n4
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÓÄÊ 517.927.25
Â.C. Ãóðååâ, Â.Ñ. Ðûõëîâ

Î ÄÂÓÊÐÀÒÍÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÄÍÎÃÎ ÑÈËÜÍÎ ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 5-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.05.2018 ã.

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì n-ãî ïîðÿäêà

`(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè∑
j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l,

∑
j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (2)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.
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Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, èçâåñòíûå îïðåäå-
ëåíèÿ êîðíåâûõ ôóíêöèé (ê.ô.), m-êðàòíîé (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòû ê.ô.,
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà (õ.î.) è ò.ï. èç [1].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû ê.ô. ýòîãî ïó÷êà
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð,
â [1�3].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, . . . , ωn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ∑
j+s=n

pjsω
j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà äâóõ èëè

îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà â êîëè÷åñòâàõ k è n− k (0 ≤ k ≤ n).
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè ðàñïîëîæåíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

ωne
iϕ<ωn−1e

iϕ< . . .<ωk+1e
iϕ <0< ω1e

−iϕ<ω2e
−iϕ<. . .<ωke

−iϕ, (3)

ãäå |ϕ| < π/2. Â ñëó÷àå îäíîãî ëó÷à (k = n èëè k = 0) ñ÷èòàåì, ÷òî
ϕ = 0 è k = n.

Îáîçíà÷èì äàëåå [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q}.
Â [4] èññëåäîâàíà êðàòíàÿ ïîëíîòà ê.ô. äëÿ òàêîãî ïó÷êà ñ óñëîâèåì

(3). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 2(n− l)-êðàòíîé ïîëíîòû ïðè [k, n−
−k]+ ≤ l è 2l-êðàòíîé ïîëíîòû ïðè [k, n−k]− ≥ l ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì
äåôåêòîì. Îòìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå

[k, n− k]− < l < [k, n− k]+ (4)

èñïîëüçóåìîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðîõîäèò èç-çà ïîêà íåïðåîäîëèìûõ
òðóäíîñòåé. Ýòî ñëó÷àé ïó÷êà L(λ) ñ óñòîé÷èâîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíî-
ñòüþ, òî åñòü òàêîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ (ñì. [1]), êîòîðàÿ èìååò
ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé αijs è βijs.

Êàê óêàçàíî â [4], âîïðîñ î êðàòíîé ïîëíîòå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
óäàåòñÿ ðåøèòü, èñïîëüçóÿ äðóãîé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [1]. ×òîáû
ïðîâåðèòü ýòî, ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïó÷îê 5-ãî ïîðÿäêà âèäà (1)�(2),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è (4) ñî ñëåäóþùèìè êîðíÿìè
åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

ω1 = 1, ω2 = 2, ω3 = 4, ω4 = 8, ω5 = 2i,

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U10 = y′(0) = 0, U20 = y′′(0)− λ2y(0) = 0, U30 = y′′′(0) + λy′′(0) = 0,

U41 = y(1) = 0, U51 = y′′(1) + λy′(1) = 0.
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Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî

V1 /∈ (α), V2 /∈ (α), V3 /∈ (α), V4 /∈ (α), V5 ∈ (α),

W1 /∈ (α), W2 /∈ (α), W3 /∈ (α), W4 /∈ (α), W5 ∈ (α).

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî óäîáíî ïîäñ÷èòûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäå-
ëèòåëè, ñòðîèòü õ.ì. M , M∆, M(Vj) è M(Wj) è ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå
óñëîâèé Vj ∈ (α) èWj ∈ (α) (îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç [1]), áûëà ñîñòàâëåíà
êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà â ñðåäå ÏÏÏ MatLab.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïîêàçàíû íà ðèñ. 1�3.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí õ.ì.M∆ (ñïëîøíîé ëèíèåé) è ìíîãîóãîëüíèêM
(ïóíêòèðíîé ëèíèåé). Òî÷êè ωi îáîçíà÷åíû êàê ¾i¿, ωi + ωj êàê ¾ij¿ è
ò.ä.

Íàðÿäó ñ ýòèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè ïðîãðàììîé ïîñòðîåíû õ.ì.M(Vj)
è M(Wj) (â êðóæî÷åê îáâåäåíû òå òî÷êè ω, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò Ωj è
Ωj ñîîòâåòñòâåííî), j = 1, 5. Íà ðèñ. 2�3 ïðèâåäåíû äëÿ ïðèìåðà ñàìûå
âàæíûå õ.ì. M(V5) è M(W5), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (α).

Ðèñ. 1. M∆ è M

Òàê êàê èìååòñÿ ïàðà âåêòîðîâ ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè {V5,W5} ∈
∈ (α), òî ïî òåîðåìå 2 èç [1] ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñèñòåìà ê.ô. äàííîãî
ïó÷êà îäíîêðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, à èìååò ëè ìåñòî äâóõ- è áîëåå êðàòíàÿ
ïîëíîòà ê.ô. äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíêðåòíîãî ïó÷êà?

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [5] äëÿ ïó÷êîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà,
óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà 5-ãî ïîðÿäêà èìååò
ìåñòî 2-êðàòíàÿ ïîëíîòà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì
äåôåêòîì. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê ìû îïóñêàåì äåòàëè.
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Ðèñ. 2. M(V5)

Ðèñ. 3. M(W5)

Îòìåòèì, ÷òî Â. Ñ. Ðûõëîâ âûïîëíèë òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ðàáîòû,
à Â. Ñ. Ãóðååâ � ïðàêòè÷åñêóþ åå ÷àñòü.
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ÓÄÊ 519.853

Ñ. È. Äóäîâ, Ì. À. Îñèïöåâ

Î ÊÎËÜÖÅ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÏËÎÙÀÄÈ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÅÌ ÃÐÀÍÈÖÓ ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ ÊÎÌÏÀÊÒÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21.05.2018 ã.

1. Ïóñòü D � íåêîòîðûé êîìïàêò èç ïðîñòðàíñòâà R2, ∂D � åãî ãðà-
íèöà, ‖x‖ � åâêëèäîâà íîðìà ýëåìåíòà x ∈ R2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

κ(x) ≡ R2(x)− ρ2(x)→ min
x∈R2

. (1)

Çäåñü ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D
‖x− y‖, ρ(x) = min

y∈∂D
‖x− y‖

âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ñàìîé óäàë¼ííîé è
ñàìîé áëèçêîé òî÷êè ãðàíèöû êîìïàêòà D. Êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå x,
âíåøíèì ðàäèóñîì R(x) è âíóòðåííèì ðàäèóñîì ρ(x) ñîäåðæèò ãðàíè-
öó êîìïàêòà D. Âåëè÷èíà πκ(x) âûðàæàåò ïëîùàäü êîëüöà. Ïðè ýòîì
äàííîå êîëüöî îáëàäàåò íàèìåíüøåé ïëîùàäüþ èç ïîäîáíûõ êîëåö ñ öåí-
òðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùèõ ãðàíèöó êîìïàêòà D.

Àâòîðàì íå èçâåñòíî, ðàññìàòðèâàëàñü ëè òàêàÿ çàäà÷à ðàíåå. Åñëè
D ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òåëîì, òî â êà÷åñòâå áëèçêîé ïî ïîñòàíîâêå ìîæíî
íàçâàòü çàäà÷ó

ϕ(x) ≡ R(x)− ρ(x)→ min
x∈D

(2)

� î êîëüöå íàèìåíüøåé øèðèíû, ñîäåðæàùåì ãðàíèöó D [1, 2]. Ïðîñòûå
ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷è (1) è (2) ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ðåøå-
íèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (1) èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ :
� int A, co A, ∂A � âíóòðåííîñòü, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ãðàíèöà ìíîæå-
ñòâà A ñîîòâåòñòâåííî
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� ∂f(x) (∂f(x)) � ñóáäèôôåðåíöèàë (ñóïåðäèôôåðåíöèàë) âûïóêëîé (âî-
ãíóòîé) ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x;
� f ′(x, g) = lim

α↓0
α−1[f(x + αg) − f(x)] � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ g

ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x;
� QR(x) = {y ∈ D : R(x) = ‖x − y‖} � ìíîæåñòâî ñàìûõ óäàë¼ííûõ
òî÷åê èç D îò òî÷êè x;
� Qρ(x) = {y ∈ ∂D : ρ(x) = ‖x − y‖} � ïðîåêöèÿ òî÷êè x íà ãðàíèöó
êîìïàêòà D;
� B(x, r), S(x, r) � øàð è ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì r,
〈x, y〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x è y èç R2.

2. Ïðèâåä¼ì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû.
Ëåììà 1 [3]. Ôóíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R2, ôîðìóëó å¼

ñóáäèôôåðåíöèàëà â ëþáîé òî÷êå x ∈ R2 ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

∂R(x) = co

{
x− z
‖x− z‖

: z ∈ QR(x)

}
. (3)

Èçâåñòíî [4], ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé íà âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå R2, ïðè÷¼ì

|ρ(x)− ρ(y)| 6 ‖x− y‖, ∀x, y ∈ R2. (4)

Ëåììà 2 [5, ãë. 2]. Ôóíêöèÿ ρ(x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íà-
ïðàâëåíèþ g ∈ Rp â òî÷êàõ x /∈ ∂D, ïðè÷¼ì

ρ′(x, g) = min
w∈∂ρ(x)

〈w, g〉,

ãäå

∂ρ(x) = co

{
x− z
‖x− z‖

: z ∈ Qρ(x)

}
. (5)

Èç (4) è ëåììû 2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ôàêòà.
Ëåììà 3 Ôóíêöèÿ ρ2(x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ëþáîìó

íàïðàâëåíèþ g ∈ Rp â òî÷êàõ x ∈ R2, ïðè÷¼ì

(ρ2)′(x, g) =

0, åñëè x ∈ ∂D,
min

w∈2ρ(x)∂ρ(x)
〈w, g〉, åñëè x /∈ ∂D, (6)

ãäå ∂ρ(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5).
3. Òåïåðü ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ κ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà âñ¼ì ïðîñòðàí-
ñòâå R2, à åå ñóáäèôôåðåíöèàë â ëþáîé òî÷êå x ∈ R2 ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé

∂κ(x) = 2(coQρ(x)− coQR(x)). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû èìååò ìåñòî

‖αx1 + (1− α)x2‖2 = α‖x1‖2 + (1− α)‖x2‖2 − α(1− α)‖x1 − x2‖2 (8)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1 è x2 èç R2 è α ∈ [0, 1]. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
y(α) ∈ QR(αx1 + (1 − α)x2). Ïîñêîëüêó y(α) ∈ D, òî, èñïîëüçóÿ (8),
ïîëó÷àåì

R2(αx1 + (1− α)x2) = ‖α(x1 − y(α)) + (1− α)(x2 − y(α))‖2 =

= α‖x1 − y(α)‖2 + (1− α)‖x2 − y(α)‖2 − α(1− α)‖x1 − x2‖2 6 (9)

6 αR2(x1) + (1− α)R2(x2)− α(1− α)‖x1 − x2‖2,

òî åñòü ôóíêöèÿ R2(x) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé íà Rp.
Àíàëîãè÷íî åñëè âçÿòü òî÷êó z(α) ∈ Qρ(αx1+(1−α)x2), òî ïîñêîëüêó

z(α) ∈ ∂D, èç (8) âûòåêàåò

ρ2(αx1 + (1− α)x2) = ‖α(x1 − z(α)) + (1− α)(x2 − z(α))‖2 =

= α‖x1 − z(α)‖2 + (1− α)‖x2 − z(α)‖2 − α(1− α)‖x1 − x2‖2 > (10)

> αρ2(x1) + (1− α)ρ2(x2)− α(1− α)‖x1 − x2‖2,

òî åñòü ôóíêöèÿ ρ2(x) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîâîãíóòîé íà R2 [6].
Âû÷èòàÿ èç íåðàâåíñòâà (9) íåðàâåíñòâî (10), äåëàåì âûâîä î âûïóê-

ëîñòè ôóíêöèè κ(x) íà R2.
2) Èç ëåìì 1 � 3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ κ(x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî

íàïðàâëåíèÿì â ëþáîé òî÷êå x ∈ R2. Ïðè ýòîì åñëè x /∈ ∂D, òî

κ′(x, g) = (R2)′(x, g)− (ρ2)′(x, g) = 2R(x)R′(x, g)− 2ρ(x)ρ′(x, g) =

= 2R(x) max
v∈∂R(x)

〈v, g〉 − 2ρ(x) min
w∈∂ρ(x)

〈w, g〉.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3), (5) è (6), ïîëó÷àåì :

κ′(x, g) = 2 max
v∈co{x−y:y∈QR(x)}

〈v, g〉 − 2 min
w∈co{x−z:z∈Qρ(x)}

〈w, g〉 =

= max
v∈2(coQR(x)−coQρ(x))

〈v, g〉, ∀g ∈ R2.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Rp, êàê
èçâåñòíî [5], îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôîðìóëó ñóáäèôôåðåíöèàëà âûïóê-
ëîé ôóíêöèè.

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (7) äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ ∂D äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî, ïðè ýòîì Qρ(x) = {x}.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè κ(x) íà Rp, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

coQR(x∗)
⋂

coQρ(x∗) 6= ∅. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç âûïóêëîãî
àíàëèçà [3, ãë.4], òî ÷òî òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà âûïóêëîé
ôóíêöèè κ(x), ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ âêëþ÷åíèÿ

02 ∈ ∂κ(x). (12)

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî âêëþ÷åíèå (12), êàê ñëåäóåò èç (7), ýêâèâàëåíòíî
ñîîòíîøåíèþ (11).
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Àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî íàèëó÷øèìè ðàöèîíàëüíû-
ìè ïðèáëèæåíèÿìè çàäàííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Äàííûé âèä àïïðîêñè-
ìàöèé íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ. Â
ïàêåòå ïðîãðàìì Mathlab èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ
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àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, íî îíà íå ó÷èòûâàåò ìíîãîìåðíîñòè ÿäðà ìàòðè-
öû, èç êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû çíàìåíàòåëÿ àïïðîêñèìàöèè
Ïàäå. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàöèè Ïà-
äå ìîãóò èìåòü îáùèå ìíîæèòåëè, ñîêðàùàÿ êîòîðûå ïîëó÷àåì íóæíûé
îòâåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íà ïðàêòèêå äàííûå ìíîæèòåëè ÿâëÿþòñÿ
çà÷àñòóþ ëèøü ïðèìåðíî ðàâíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê äóïëåòàì Ôðóàññà-
ðà. Äóïëåòîâ Ôðóàññàðà ìîæíî èçáåæàòü, åñëè íàõîäèòü çíàìåíàòåëü
àïïðîêñèìàöèè Ïàäå áåç ëèøíèõ íóëåé. Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â ñòà-
òüå, ïîñâÿùåí èìåííî ýòîé ïðîöåäóðå.

Îïðåäåëåíèå. Àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå òèïà (m,n) äëÿ ðÿäà f(z) =

=
∞∑
k=0

ckz
k íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ πn,m =

Pn,m(z)
Qn,m(z) òàêàÿ, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû Pn,m(z) è Qn,m(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1. Qn,m(z) 6= 0, degQn,m(z) 6 m;

2. degPn,m(z) 6 n;

3. f(z)Qn,m(z)− Pn,m(z) = O(zn+m+1), ïðè z → 0.

Åñëè èç êîýôôèöèåíòîâ çíàìåíàòåëÿ ñîñòàâèòü âåêòîð, òî îí áóäåò
ïðèíàäëåæàòü ÿäðó òåïëèöåâîé ìàòðèöû:

Tn+1 =


cn+1 cn . . . cn−m+1

cn+2 cn+1 . . . cn−m+2
...

...
...

cn+m cn+m−1 . . . cn

 .

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ çíàìåíàòåëåé àïïðîêñè-
ìàöèè Ïàäå äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ Qn,m(z) = q(z)Q1(z), ãäå q(z) �
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè, íå âûøå n − µ1 è µ1, Q1(z) � òàê íà-
çûâàåìûå ïåðâûé ñóùåñòâåííûé èíäåêñ è ïåðâûé ñóùåñòâåííûé ìíî-
ãî÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn−m+1, cn−m+2, . . . , cn+m. Òàêèì îáðàçîì, èç
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Qn,m(z) ïåðâûé ñóùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Q1(z) èìååò
ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü. Ïðåäëîæåííûé â ýòîé ñòàòüå àëãîðèòì íàõîæ-
äåíèÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå îñíîâàí íà âûáîðå â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ
àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíà Q1(z). Ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñëèòåëåé àïïðîê-
ñèìàöèè Ïàäå òàêæå äîïóñêàåò àíàëîãè÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà q(z) ÿâëÿþòñÿ îáùèå íåíóëåâûå êîðíè ÷èñëèòåëÿ Pn,m(z) è
çíàìåíàòåëÿ Q1(z) àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Íà ïðàêòèêå èç-çà íåòî÷íûõ
èñõîäíûõ äàííûõ è îøèáîê âû÷èñëåíèé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèøíå-
ìó êîðíþ çíàìåíàòåëÿ (íå ïîëþñó àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè) ñîîòâåò-
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ñòâóåò ëèøü ïðèìåðíî ðàâíûé åìó êîðåíü ÷èñëèòåëÿ. Òàêàÿ ïàðà êîðíåé
íîñèò íàçâàíèå äóïëåòîâ Ôðóàññàðà (Froissart doublets).

Îïèøåì àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå òèïà (n,m)
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a.

1. Íàõîäèì êîýôôèöèåíòû c0, ..., cn+m ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà àï-

ïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè f(x) =
∞∑
k=0

ck(x− a)k â òî÷êå x = a.

2. Ñîñòàâèì òåïëèöåâû ìàòðèöû (çäåñü ck = 0, åñëè k < 0)

Tn+1 =


ck ck−1 . . . cM
ck+2 ck . . . cM+1
...

...
...

cN cN−1 . . . cN+M−k

 ,

ãäå M = n − m + 1, N = n + m, M 6 N. ßäðà ýòèõ ìàòðèö îáðàçó-
þò öåïî÷êó âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïåðâîå íåòðèâèàëüíîå ÿäðî â ýòîé
öåïî÷êå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì, à ïðîèçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí
åãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì çíàìåíàòåëåì Q1(z).

3. Íàõîäèì ðàíãè rk ìàòðèö Tk, M 6 k 6 N. Ôóíêöèÿ rank(A) â
Matlab âîçâðàùàåò ðàíã ìàòðèöû A, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷å-
ñòâî åå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë, ïðåâûøàþùèõ ïîðîã tol.

4. Íàõîäèì ðàçìåðíîñòè dk = k −M + 1 − rk, M 6 k 6 N ïðàâûõ
ÿäåð ìàòðèö Tk . Ïîëîæèì òàêæå dM−1 = 0, dN+1 = N −M + 2.

5. Ñîñòàâëÿåì ðàçíîñòè ∆k = dk − dk−1 , M 6 k 6 N + 1, è íàõîäèì
ñóùåñòâåííûå èíäåêñû µ1 , µ2. Äëÿ ÷èñåë ∆k, êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [1],
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: ∆M = . . . = ∆µ1

= 0, ∆µ1+1 = . . . = ∆µ2
= 1,

∆µ2+1 = . . . = ∆N+1 = 2. ×èñëà µ1, µ2, îïðåäåëÿåìûå ýòèìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè, è íàçûâàþòñÿ ïåðâûì è âòîðûì ñóùåñòâåííûì èíäåêñàìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè cM , . . . , cN . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆k ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé. Íàðóøåíèå ìîíîòîííîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçû-
âàåò íà òî, ÷òî èíäåêñû íàéäåíû íåâåðíî.

6. Íàõîäèì âåêòîð (g0, g1, . . . , gµ1+1−M)T èç îäíîìåðíîãî ÿäðà ìàòðè-
öû Tµ1+1−M . Îí ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû çíàìåíàòåëÿ àïïðîêñèìàöèè
Ïàäå, èìåþùåãî ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü.

7. Íàõîäèì çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå Q1(z) =
µ1+1−M∑
k=0

gk(z −

− a)k.
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q1(z) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíîé. Åñëè

degQ1(z) = s < µ1 + 1 − M , òî îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî z = ∞ ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì Q1(z) êðàòíîñòè µ1 + 1 − M − s. Èç-çà ïðèáëèæåííûõ
âû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòû gk, k = s+1, . . . , µ1 +1−M , ìîãóò îêàçàòüñÿ
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ëèøü áëèçêèìè ê íóëþ. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q1(z) áóäåò
èìåòü k êîðíåé ñ áîëüøîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé.

Èçâåñòíûé àïðèîðíûé äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð tolerance, çàäàâàå-
ìûé ïîëüçîâàòåëåì, èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììîé äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäå-
ëèòü, êàêèå èç êîýôôèöèåíòîâ gk ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ.

8. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó M = ||ci−j|| i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , s + 1,
(ck = 0, åñëè k < 0), íåîáõîäèìóþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëèòåëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè Ïàäå. Çäåñü s � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q1(z). Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
ïî÷òè íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåíå Q1(z) åãî ñòåïåíü s ìîæåò
îêàçàòüñÿ ìåíüøå ôîðìàëüíîé ñòåïåíè µ1 + 1−M .

9. Íàõîäèì âåêòîð (p0, p1, . . . , pn)
T = M · (q0, q1, . . . , qs)

T è ÷èñëèòåëü

àïïðîêñèìàöèè Ïàäå P1(z) =
n∑
k=0

pk(z − a)k. Íà ýòîì ýòàïå òàêæå

öåëåñîîáðàçíî óáðàòü íóëåâûå (ìåíüøèå, ÷åì tolerance) ýëåìåíòû pk
ïåðåä îáðàçîâàíèåì ÷èñëèòåëÿ.
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Â ñòàòüå êðàòêî èçëîæåíà ñóòü ìåòîäà îáðàáîòêè áîëüøîãî ìàññèâà
äàííûõ (big data), îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè ïåðñèñòåíòíûõ ãîìîëî-
ãèé (persistent homology), è ñ ïîìîùüþ òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ
ïðîâåäåíî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà, ÷òî äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè ñäåëàíî íå áûëî.

Íå âäàâàÿñü â èñòîðèþ âîïðîñà, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî îáðàáîò-
êà áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ (big data) óæå äàâíî ñòàëà ïðèíîñèòü ðåàëü-
íóþ è ñóùåñòâåííóþ ïîëüçó â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè: â ìåäèöèíå,
ïðîìûøëåííîñòè, òîðãîâëå è ò.ä. Ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïî ïðîãðàììå big data
âñå áîëüøå ïðèâëåêàþòñÿ ìàòåìàòèêè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé.
Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Êàðëñîíà (Carlsson ) [1] ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû
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àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè äëÿ àíàëèçà ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû èññëåäó-
åìîãî ìàññèâà ïî äèñêðåòíîé âûáîðêå èìåþùèõñÿ äàííûõ. Îñíîâíûì
èíñòðóìåíòîì â ýòèõ ðàáîòàõ ÿâëÿþòñÿ ââåäåííûå àâòîðàìè ïåðñèñòåíò-
íûå ãîìîëîãèè (persistent homology).

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ÿâëÿþùèéñÿ ìîòèâàöèåé èññëåäîâàíèé Êàðëñîíà
è ñîàâòîðîâ. Ïóñòü äàííûå, ïîëó÷åííûå êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê X â ïîäïðîñòðàíñòâå X ⊂ Rn. X íà-
çûâàþò ìíîæåñòâîì òî÷å÷íûõ îáëà÷íûõ äàííûõ, êîðîòêî ÒÎÄ. Ðàáî-
òû ïî ïåðñèñòåíòíûì ãîìîëîãèÿì îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîòíîñòè ÒÎÄ ìîæíî âû÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, ãîìîëîãèè) ïðîñòðàíñòâà X íåïîñðåäñòâåííî
ïî ÒÎÄ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü íåêîòîðîå
ìàëîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0 è ðàññìîòðåòü ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ Rε(X), âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò òî÷êè x ∈ X, à ñèìïëåêñàìè �
êîíå÷íûå íàáîðû σ = (x0, . . . , xk) òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèå â Rn ìåæäó
ýòèìè òî÷êàìè ρ(xi, xj) < ε. Äàëåå, ïî Rε(X) ñòðîèòñÿ öåïíîé êîìïëåêñ

K(X, ε) = {Kk(X, ε)}k>0,

à çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ãðóïïû ãîìîëîãèé

H(X, ε) =
⊕
k

Hk(K(X, ε)).

Åñëè ÷èñëî ε äîñòàòî÷íî ìàëî, à ìíîæåñòâî X â X íå äîñòàòî÷íî
ïëîòíî, òî â ãîìîëîãèÿõ H(X, ε) ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ýëåìåíòû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ¾äûðàì¿, íå ñóùåñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâå X, è, çíà÷èò, ãî-
ìîëîãèè H(X, ε) áóäóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ãîìîëîãèé H(X) ýòî-
ãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè æå ε âçÿòü ÷ðåçìåðíî áîëü-
øèì, òî ãîìîëîãèè H(X, ε) ïðåâðàòÿòñÿ â ãîìîëîãèè òî÷êè è âîîáùå
íå áóäóò ñîäåðæàòü èíôîðìàöèè îá H(X). Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïðåäëà-
ãàåòñÿ âìåñòî îäíîãî ÷èñëà ε âçÿòü âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0 = ε0 < ε1 < ε2 < . . .. Åé áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôèëüòðàöèè ñèìïëèöè-
àëüíûõ è öåïíûõ êîìïëåêñîâ

R(0)(X) ⊂ R(1)(X) ⊂ . . . , K(0)(X) ⊂ K(1)(X) ⊂ . . . ,

R(l)(X) = Rεl(X), K(l)(X) = K(X, εl), l = 0,∞.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóöèðîâàííûõ ãîìîìîðôèçìîâ
ãðóïï ãîìîëîãèé

H(0)(X) ⊂ H(1)(X) ⊂ . . . , H(l)(X) = H(K(l)(X)), l > 0.
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Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ ýòîé òåîðèè, òå ýëåìåíòû ãðóïïû H(l)(X), êîòî-
ðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïåðñèñòåíòíîñòè (óñòîé÷èâîñòè), òî åñòü îíè íå
îáíóëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ãîìîìîðôèçìîâ ϕ(l+p) ◦ . . . ◦ ϕ(l) ïðè äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ p, èìåííî ýòè ïåðñèñòåíòíûå ýëåìåíòû äîëæíû ñîîòâåòñòâî-
âàòü íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ãðóïïû H(X). Ïîýòîìó àâòîðû ïðåäëîæèëè
ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà ãðóïïàõ

H(l,p)(X) = Jm(ϕ(l+p) ◦ . . . ◦ ϕ(l)),

êîòîðûå îíè è íàçâàëè ïåðñèñòåíòíûìè ãîìîëîãèÿìè.
Íåñìîòðÿ íà îðèãèíàëüíîñòü è ÿñíûå ìîòèâèðîâêè ìåòîäà ïåðñè-

ñòåíòíûõ ãîìîëîãèé, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ âîïðîñ îá îáîñ-
íîâàííîñòè ýòîãî ìåòîäà: äîñòèãàåòñÿ ëè ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷;
è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ? ×òîáû ïåðåéòè ê îáîñíîâà-
íèþ, çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ [2],
ãîìîëîãèè H(X, ε) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîëåðàíòíûå ãîìîëîãèè ìåòðè-
÷åñêîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τε), ñëåäîâàòåëüíî, ïî íèì ìû
ìîæåì ñóäèòü ëèøü î òîëåðàíòíûõ ãîìîëîãèÿõ tolH(X) òîëåðàíòíîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τε). Â ïëàíå îáîñíîâàíèé âîçíèêàåò ïåðâûé âîïðîñ:
ìîãóò ëè òîëåðàíòíûå ãîìîëîãèè êîíå÷íîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, τε) ñîâïàäàòü ñ òîëåðàíòíûìè ãîìîëîãèÿìè òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X, τε), êîòîðîå ñîäåðæèò (X, τε) è ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì?
Â òîïîëîãèè îòâåò íà òàêîé âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé, êðîìå ñîâåðøåííî
òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ. Â òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòîò âîïðîñ èçâå-
ñòåí êàê ïðîáëåìà äèñêðåòèçàöèè è èçâåñòíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî
ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ [2, 3].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (X, τ) èìååò êîíå÷íîå õîðîøåå
ïîêðûòèå êëàññàìè òîëåðàíòíîñòè L = {L1, . . . , Lm} [2]. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íîå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (XL, τL) è òîëåðàíòíîå
âëîæåíèå j(L) : (XL, τL) → (X, τ), êîòîðîå èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
ãðóïï ãîìîëîãèé

j(L)∗ : tolH(XL) ∼= tolH(X).

Òåîðåìà 2. Åñëè òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå f : (X ′, τ ′)→ (X, τ) èìå-
åò âèä f = i ◦ g, ãäå i : (R, τ) ⊂ (X, τ) � âëîæåíèå, (R, τ) ïðîñòîé
òîëåðàíòíûé ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà (X, τ), g : (X ′, τ ′) → (R, τ) �
òîëåðàíòíûé ãîìåîìîðôèçì, òîãäà f ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì òîëå-
ðàíòíûì âëîæåíèåì, èíäóöèðóþùèì èçîìîðôèçì ãðóïï òîëåðàíòíûõ
ãîìîëîãèé

f∗ : tolH(X ′) ∼= tolH(X).
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Âòîðîé âîïðîñ â îáîñíîâàíèè ìåòîäà ïåðñèñòåíòíûõ ãîìîëîãèé � ýòî
âîïðîñ î ñîâïàäåíèè òîëåðàíòíûõ ãîìîëîãèé tolH(X) è òîïîëîãè÷åñêèõ
ãîìîëîãèé topH(X), òàê êàê äàæå ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèè ïðîáëåìû
äèñêðåòèçàöèè ìû áóäåì èìåòü ãîìîëîãèè tolH(X), à íàì íóæíà èíôîð-
ìàöèÿ î ãðóïïàõ topH(X). Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àåì íóæíîå ñîâ-
ïàäåíèå, äîñòàòî÷íî íåîáðåìåíèòåëüíûå äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X ⊂ Rn.

Òåîðåìà 3. Åñëè â êàêîì-ëèáî õîðîøåì ïîêðûòèè òîëåðàíòíîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τε) âñå êëàññû òîëåðàíòíîñòè âìåñòå ñ èõ ïåðåñå-
÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñòÿãèâàåìûìè, òî òîëåðàíòíûå è
òîïîëîãè÷åñêèå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ (X, τε) è X ⊂ Rn èçîìîðôíû
tolH(X) ∼=top H(X).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.2.2 èç
ðàáîòû [2], òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè Äîóêåðà [4] è òåîðåìû 15.8 [5].
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1. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T ; (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0; (2)

u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0. (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî f(x, t) ïðîäîëæåíà íà x ∈ R íå÷åòíûì îáðàçîì ñ
ïåðèîäîì 2.
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Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ
u(x, t), íåïðåðûâíóþ âìåñòå ñ u′x(x, t) è u′t(x, t) â Q = [0, 1] × [0, T ],
êîòîðûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x è ïî t ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óñëîâèÿì (2), (3) è ïî÷òè âñþäó óðàâíåíèþ (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x, t) ∈ L(Q), ïî÷òè ïðè êàæäîì x ôóíêöèÿ
f(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t è f ′t(x, t) ∈ L(Q). Òîãäà ñóùåñòâóåò
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) è îíî äàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f(η, τ) dη,

ïðè÷åì
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âåñüìà áîëüøîå. Îïèøåì åãî ñòðóêòó-
ðó â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåìì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî f(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t ïðè êàæäîì x ∈ [0, 1], òàê êàê
äëÿ òåõ x, ãäå ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ, ìîæíî ïîëîæèòü f(x, t) = 0, ÷òî íå
âëèÿåò íà çíà÷åíèå u(x, t).

Ëåììà 1. Ïðè êàæäîì t ôóíêöèÿ f(x, t) ñóììèðóåìà ïî x ∈ [0, 1].

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíà è

u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = 0.

Ëåììà 3. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t, ïðè-
÷åì èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂u(x, t)

∂t
= J1(x, t) + J2(x, t),

ãäå J1(x, t) = 1
2

t∫
0

f(x+ t− τ, τ) dτ , J2(x, t) = 1
2

t∫
0

f(x− t+ τ, τ) dτ ,

ôóíêöèè J1(x, t) è J2(x, t) íåïðåðûâíû ïî x è t.

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x, ïðè-
÷åì èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂u(x, t)

∂x
= J1(x, t)− J2(x, t).
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Ëåììà 5. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ J1(x, t) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà ïî t, ïðè÷åì ïî÷òè ïðè âñåõ t

2
∂J1(x, t)

∂t
= f(x+ t, 0) +

x+t∫
x

f ′t(ξ, x+ t− ξ) dξ.

Ëåììà 6. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ J1(x, t) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà ïî x è ïî÷òè ïðè âñåõ x

2
∂J1(x, t)

∂x
= f(x+ t, 0)− f(x, t) +

x+t∫
x

f ′t(ξ, x+ t− ξ) dξ.

Ëåììà 7. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ J2(x, t) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà ïî t, ïðè÷åì ïî÷òè ïðè âñåõ t

2
∂J2(x, t)

∂t
= f(x− t, 0) +

x∫
x−t

f ′t(ξ, ξ − x+ t) dξ.

Ëåììà 8. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ J2(x, t) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà ïî x è ïî÷òè ïðè âñåõ x

2
∂J2(x, t)

∂x
= f(x, t)− f(x− t, 0)−

x∫
x−t

f ′t(ξ, ξ − x+ t) dξ.

Èç ëåìì 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïî x è t, ïðè÷åì u′t(x, 0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè
ëåììû 2 óñëîâèÿ (2) è (3) âûïîëíÿþòñÿ. Èç ëåìì 5�8 çàêëþ÷àåì, ÷òî
ôóíêöèè u′x(x, t) è u

′
t(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x è t ñîîòâåòñòâåí-

íî è ïî÷òè âñþäó â Q

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
=

∂

∂t
(u′t(x, t))−

∂

∂x

(
u′x(x, t)

)
=

= J ′1t(x, t) + J ′2t(x, t)− J ′1x(x, t)− J ′2x(x, t) =

=
1

2

[
f(x+ t, 0) +

x+t∫
x

f ′t(ξ, x+ t− ξ) dξ + f(x− t, 0)−
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−
x∫

x−t

f ′t(ξ, ξ − x+ t) dξ − f(x+ t, 0) + f(x, t)−

−
x+t∫
x

f ′t(ξ, x+t−ξ) dξ+f(x, t)−f(x−t, 0)−
x∫

x−t

f ′t(ξ, ξ−x+t) dξ

]
= f(x, t),

ò.å. óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî

ëåììàì 5 è 7 èìååì
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(Q).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
f(x, t) ∈ L(Q), ïî÷òè ïðè êàæäîì t ôóíêöèÿ f(x, t) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà ïî x, ïðè÷åì f(0, t) = f(1, t) = 0.

2. Äàäèì ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1 ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞); (4)

u(0, t) = u(1, t) = 0; (5)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0. (6)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x), ϕ(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
q(x) ∈ L[0, 1].

Òåîðåìà 2.Äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà-
÷è (4)�(6) ñóùåñòâîâàëî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕ(x), ϕ′(x)
áûëè àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

u(x, t) =
∞∑
n=0

an(x, t), (7)

ãäå an(x, t) = −1
2

t∫
0

dτ
x+t−τ∫
x−t+τ

q̃(η)an−1(τ, η) dη (n = 1, 2, . . . ), a0(x, t) =

= 1
2 [ϕ̃(x + t) + ϕ̃(x − t)], q̃(x)(ϕ̃(x)) ÷åòíîå (íå÷åòíîå) ïðîäîëæåíèå

q(x)(ϕ(x)) íà âñþ îñü. Ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x,
t ∈ QT = [0, 1]× [0, T ] ïðè ëþáîì T > 0.

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ïðåäåëüíîå óñèëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëü-
òàòà î êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè èç [3]. Îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû (7) ñì.
òàêæå [4, 5].
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ÓÄÊ 513.6
Å.Â. Êîðîá÷åíêî, Â.Â. Êðèâîáîê, Ñ.È. Íåáàëóåâ

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÅ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÉ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.05.2018 ã.

Ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [1]) çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê
îäèí èç ñàìûõ ñëîæíûõ, íî è ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé
â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, òàêèõ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ
òîïîëîãèÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è äð. Â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè
ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì
ðàññëîåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Â êà÷åñòâå ñàìîãî èçâåñòíîãî
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå�Ñåððà
òîïîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïåðåíîñÿòñÿ â òåîðèþ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì.
[2]). È õîòÿ ïðè ýòîì ýòè ìåòîäû ïðåîáðåòàþò ñïåöèôè÷åñêèå ÷åðòû, òåì
íå ìåíåå ìíîãèå ðåçóëüòàòû â îáåèõ òåîðèÿõ îêàçûâàþòñÿ ñõîæèìè.

Îòñûëàÿ ê ðàáîòå [3], ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ̄)→ (B, τ) íà-
çûâàåòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå Ãóðåâè÷à), åñëè äëÿ ëþ-
áîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, ϑ) è ëþáûõ òîëåðàíòíûõ îòîá-
ðàæåíèé F : (Y × In, ϑ × ιn) −→ (B, τ), f̄ : (Y, ϑ) −→ (E, τ̄) òà-
êèõ, ÷òî F |(Y × {0}) = p ◦ f̄ , ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå
F̄ : (Y × In, ϑ× ιn) −→ (E, τ̄) òàêîå, ÷òî F̄ |(Y × {0}) = f̄ , p ◦ F̄ = F.
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Â ýòîì îïðåäåëåíèè (In, ιn) � òîëåðàíòíûé îòðåçîê äëèíû n, â êîòî-
ðîì In = {kn|k = 0, n}, knιn

l
n ⇔ |k − l| 6 1.

Äëÿ òîëåðàòíîãî ðàññëîåíèÿ p : (E, τ̄) → (B, τ) � òîëåðàíòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (E, τ̄) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî
(B, τ) � íàçûâàåòñÿ áàçîé ðàññëîåíèÿ, à ïðîñòðàíñòâî (F, τ̄), ãäå F =
= p−1(b0) ⊂ E, b0 ∈ B íàçûâàåòñÿ ñëîåì ðàññëîåíèÿ íàä òî÷êîé b0.

Òåîðåìà 1. (Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå�Ñåððà
äëÿ òîëåðàíòíûõ ðàññëîåíèé) Ïóñòü p : (E, τ̄) → (B, τ) � òî-
ëåðàíòíîå ðàññëîåíèå ñ ëèíåéíî ñâÿçíûìè áàçîé (B, τ) è ñëîåì (F, τ̄),
òîãäà èìååòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε = {εm =

⊕
s,t
εms,t}m,

ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è åå ïåðâûå ÷ëåíû èìåþò âèä

ε1
s,t
∼= C•s (B)⊗Ht(F ), (1)

ε2
s,t
∼= Hs(B;Ht(F )). (2)

Çàìå÷àíèå 1. Â ôîðìóëå (1) C•s (B) îáîçíà÷àåò ãðóïïó s-ìåðíûõ íîðìà-

ëèçîâàííûõ ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ öåïåé ïðîñòðàí-
ñòâà (B, τ) (ñì. [4]).

Çàìå÷àíèå 2. Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2) H(B;H(F )) ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ãîìîëîãèè áàçû (B, τ) ñ ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãðóï-
ïå ãîìîëîãèé ñëîÿ (F, τ̄). Ïðè ýòîì ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π(B, b0) íà
ãðóïïå ãîìîëîãèé H(F ), îïèñàííîãî â ðàáîòå [5].

Çàìå÷àíèå 3.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îêàçàëîñü âåñüìà ãðîìîçäêèì
(ñì. [6]), íî åãî ìîæíî óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû îêàéìëåíèÿ
òîëåðàíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ (ñì. [7�8]).

Â òîïîëîãèè îñîáóþ ðîëü èãðàþò ðàññëîåíèÿ, ÷üå ðàññëîåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ ïóòåé. Â ñëó÷àå òî-
ëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâî (P (X, x0),κ) (ñì. [9]) îïðåäåëÿåò
ëèøü êâàçèðàññëîåíèå.

Òåîðåìà 2. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (P (X, x0),κ)→ (X, τ),
îïðåäåëåÿåìîå ôîðìóëîé (∀ωM ∈ P (X, x0)) p(ωM) = ωM , ÿâëÿ-
åòñÿ òîëåðàíòíûì êâàçèðàññëîåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, ϑ) è ëþáûõ òîëåðàíòíûõ îòîáðàæå-
íèé F : (Y × IM , ϑ× ιM) −→ (X, τ), f̄ : (Y, ϑ) −→ (P (X, x0),κ),
F |(Y × {0}) = p ◦ f̄ , ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå
F̄ : (Y × IM , ϑ× ιM) −→ (P (X, x0),κ) òàêîå, ÷òî

p ◦ F̄ = F, (∀y ∈ Y )F̄ (y, 0) = f̄(y) ∗ (εp◦f̄(y))M = f̄(y) ∗ (εF (y,0))M ,
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ãäå (εF (y,0))M � ïîñòîÿííûé ïóòü äëèíû M â òî÷êå F (y, 0), à ñèìâîë
∗ îçíà÷àåò îïåðàöèþ ñêëåéêè ïóòåé (ñì. [2]). Ïðè ýòîì êâàçèðàññëîå-
íèå p èìååò ñëîé p−1(x0) = (Ω(X, x0),κ) � ïðîñòðàíñòâ òîëåðàíòíûõ
ïåòåëü â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ïîëíîãî íàáîðà ñâîéñòâ èç îïðåäåëåíèÿ 1,
äëÿ ïîñòðîåííîãî êâàçèðàññëîåíèÿ èìååòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òèïà Ëåðå�Ñåððà.

Òåîðåìà 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ ëèíåéíî ñâÿç-
íîãî è îäíîñâÿçíîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) èìååòñÿ ñõî-
äÿùàÿñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε = {εm =

⊕
s,t
εms,t}m, ÷üè

ïåðâûå ÷ëåíû èìåþò âèä

ε1
s,t
∼= C•s ⊗Ht(Ω(X, x0)),

ε2
s,t
∼= Hs(X;Ht(Ω(X, x0))).

Çàìå÷àíèå 1. Îäíîñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà (X, τ) îçíà÷àåò òðèâèàëü-
íîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π(X, x0), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà (Ω(X, x0),κ), ÿâëÿþùåãîñÿ ñëîåì êâàçèðàññëî-
åíèÿ (ñð. ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû 1). Òðèâèàëüíîñòü ãðóïïû π(X, x0) îçíà-
÷àåò òàêæå, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå Ht(Ω(X, x0)) � îáû÷íàÿ ãðóïïà
êîýôôèöèåíòîâ.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì òîëåðàíòíûõ ðàññëîåíèé ÿâëÿþòñÿ òîëå-
ðàíòíûå íàêðûòèÿ (ñì. [3]). Íî òàê êàê ñëîè òîëåðàíòíûõ íàêðûòèé
äèñêðåòíû è ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè, à, êàê âèäíî èç
òåîðåì 1 è 3, ýòî óñëîâèå òðåáóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðå�Ñåððà, òî äëÿ òîëåðàíòíûõ íàêðûòèé ñëåäóåò
èñêàòü ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóãîãî òèïà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p : (X̄, τ̄) → (X, τ) � òîëåðàíòíîå íàêðûòèå
ñ ëèíåéíî ñâÿçíîé áàçîé (X, τ), òîãäà ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ε = {εm =

⊕
s,t
εms,t}m, ñõîäÿùàÿñÿ ê ãðóïïå ãîìîëîãèé

H(X) òàêàÿ, ÷òî

ε2
s,t
∼= Hs(π(X, x0);Ht(X)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ñïåêòðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êàðòàíà�Ëåðå è èñïîëüçóåò òåîðåìó 3 èç ðàáîòû
[10], à òàêæå òåîðåìû 7 è 8 èç ðàáîòû [11].
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Èåðàðõè÷åñêèå èãðû � ýòî ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ñ íåðàâíî-
ïðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè [1 � 4]. Ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ èãð âàæíóþ ðîëü
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èãðàåò èíôîðìèðîâàííîñòü ïåðâîãî (óïðàâëÿþùåãî) èãðîêà êàê î âûáî-
ðå, òàê è îá èíòåðåñàõ ïàðòíåðà. Íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëü-
òàò ïåðâîãî èãðîêà ïðè òî÷íîì çíàíèè èì âûáîðà è èíòåðåñîâ âòîðîãî
íàéäåí â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Þ.Á. Ãåéìåðà [1]. Îïòèìàëüíûé ñïî-
ñîá îðãàíèçàöèè îáìåíà ïåðâûì èãðîêîì ïðè îòñóòñòâèè ñàìîñòîÿòåëü-
íîé èíôîðìàöèè î âûáîðå âòîðîãî ïðèâåäåí â [5]. Íàèáîëüøèé ãàðàíòè-
ðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà åãî èíôîðìè-
ðîâàííîñòè îá èíòåðåñàõ âòîðîãî, à èìåííî êîíå÷íî-îïðåäåëåííîãî ïðà-
âèëà âûáîðà ïðè òî÷íîì çíàíèè óïðàâëÿþùèì èãðîêîì âûáîðà ïàðòíåðà
âû÷èñëåí â [6]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà èí-
ôîðìàöèþ ïåðâîãî èãðîêà êàê î âûáîðå, òàê è îá èíòåðåñàõ âòîðîãî,
òî åñòü âû÷èñëÿåòñÿ íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò óïðàâëÿ-
þùåãî èãðîêà â èåðàðõè÷åñêîé èãðå ñ êîíå÷íîîïðåäåëåííûì ïðàâèëîì
âûáîðà è íåïîëíîé èíôîðìàöèåé î âûáîðå ïàðòíåðà.

Îïðåäåëåíèå 1. Èåðàðõè÷åñêîé èãðîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà Γ =
= (X, Y, F, µ), ãäå � X ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y � ìíîæå-
ñòâî ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, F : X × Y → R � ôóíêöèÿ âûèãðûøà
ïåðâîãî èãðîêà, îòîáðàæåíèå µ : 2X×Y → 2X×Y , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè
∀T ⊂ X×Y µ(T ) 6= ∅, µ(T ) ⊂ T � ïðàâèëî âûáîðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
çàäàåòñÿ èíôîðìèðîâàííîñòü ïåðâîãî èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà êîíå÷íûìè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Γ = (X, Y, F, µ) � èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà. Íàè-

áîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â äàííîé èãðå îáî-
çíà÷àåòñÿ γ(Γ) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(Γ) = max
x∈X

min
y:(x,y)∈µ({x}×Y )

F (x, y).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Γ = (X, Y, F, µ) � èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà. Êâà-
çèèíôîðìàöèîííûì ðàñøèðåíèåì äàííîé èãðû íàçûâàåòñÿ èãðà Γ =
= (X,Y , F , µ) òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå π : X × Y → X × Y ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

∀x ∈ X∃x ∈ X∀y ∈ Y pr1π(x, y) = x, (1)

∀y ∈ Y ∃y ∈ Y ∀x ∈ X pr2π(x, y) = y, (2)

∀x ∈ X∀y ∈ Y F (x, y) = F (π(x, y)), (3)

∀T ⊂ X × Y π(µ(T )) = µ(π(T )). (4)

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γ) = max
Tx∈τX

min
(x,y)∈µ(Tx)

F (x, y),

ãäå
τX = {Tx}x∈X , Tx =

{
π(x, y) : y ∈ Y

}
.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ðàñøèðåíèå Γ0 íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì â íåêîòî-
ðîì êëàññå ðàñøèðåíèé, åñëè äëÿ âñåõ ðàñøèðåíèé Γ èç äàííîãî êëàññà
âåðíî íåðàâåíñòâî γ(Γ) ≤ γ(Γ0).

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðàñøèðåíèè Γ èãðû Γ ïåð-
âûé èãðîê èìååò ñàìîñòîÿòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î âûáîðå âòîðîãî ñ òî÷-
íîñòüþ íå áîëüøå, ÷åì äî Yβ, ãäå {Yβ}β∈B � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Y
òàêîå, ÷òî

⋃
β∈B

Yβ = Y , åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

∀x ∈ X∀β ∈ B∃x ∈ X∀y ∈ Yβ∃y ∈ Y π(x, y) = (x, y).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîëîæèì Γτ2 = (τ2,Φ, F , µ), ãäå τ2 �
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ T ⊂ X × Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∀β ∈ B∃x ∈ X∀y ∈ YB(x, y) ∈ T , Φ � ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕ : 2X×Y →
X×Y , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ∀T ⊂ X×Y ϕ(τ) ∈ T , π : τ2×Φ→ X×Y
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì π(T, ϕ) = ϕ(T ),F è µ çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè (3)
è (4).

Òåîðåìà 2. Γτ2 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðàñøèðåíèåì â êëàññå ðàñ-
øèðåíèé, â êîòîðûõ ïåðâûé èãðîê èìååò ñàìîñòîÿòåëüíóþ èíôîðìà-
öèþ î âûáîðå âòîðîãî ñ òî÷íîñòüþ íå áîëüøå, ÷åì äî YB.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ôàêòà äëÿ
ðàñøèðåíèÿ Γτ1 â [5].

Íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò óïðàâëÿþùåãî èãðîêà â
ðàñøèðåíèè Γτ2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

γ(Γτ2) = max
T∈τ2

min
(x,y)∈µ(T )

F (x, y).

Åãî âû÷èñëåíèå � ýòî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ
ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàññìîòðèì êëàññ ïðàâèë âûáîðà, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å íà èñõîäíûõ ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðàâèëî âûáîðà µ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî�
îïðåäåëåííûì, åñëè åãî ìîæíî çàäàòü â âèäå

µ(T ) = {(x, y) ∈ T : S (ϕ(T ), x, y)} ,

ãäå ϕ : 2X×Y =⇒→ Rm, S � ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà Rm × X × Y ,
ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ϕ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

∀T1, T2 (ϕ(T1) = ϕ(T2)&T1 ⊂ T2 ⇒ ∀T1 ⊂ T ⊂ T2 ϕ(T ) = ϕ(T1) = ϕ(T2)) ,

∀ {Tλ}λ∈Λ ((∀λ1, λ2 ∈ Λϕ(Tλ1
) = ϕ(Tλ2

))⇒ (∀λ ∈ Λϕ(Tλ) = ϕ(∪λ∈ΛTλ))).

Çàìå÷àíèå.Ìíîæåñòâà T1 è T2 áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(T1) = ϕ(T2).
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Òåîðåìà 2. Åñëè ïðàâèëî âûáîðà µ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî�îïðåäåëåííûì
è êàæäîå ìíîæåñòâî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýêâèâàëåíòíîå êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå íå áîëåå k ýëåìåíòîâ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γτ2) = max
l∈Lτ2

l,

ãäå Lτ2 = {l : ∃r, (x, y) (∀j = 1, ..., k P (r, (x, y), xj, yj, l)) &
&∀β ∃x∀y ∈ YB P (r, (x, y), x, y, l)}, P (r, (x, y), x, y, l)⇔
⇔ ((ϕ({(x1, y1), .., (xk, yk), (x, y)})) = r&(F (x, y) ≥ l) èëè¬S(r, x, y),
(x, y) = ((x1, y1), ..., (xk, yk)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ðåçóëüòàò l ∈ Lτ2 ãàðàíòèðîâàí
ïåðâîìó èãðîêó. Ïóñòü l ∈ Lτ2. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî T ðàâåíñòâîì

T = {(x, y) : ϕ ({(x1, y1), ..., (xk, yk), (x, y)})} = r&

& (F (x, y) ≥ l èëè¬S(r, x, y)) ,

ãäå r è (x, y) � òå âåêòîðû, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ âûòåêàåò èç ïðèíàä-
ëåæíîñòè l ê Lτ2. Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé Lτ2 è T ìíîæåñòâî T ñîäåðæèò
âñå òî÷êè (x1, y1), ..., (xk, yk) è ïðèíàäëåæèò τ2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè (x, y) ∈ T óñëîâèÿ ¬S(r, x, y) è (x, y) /∈ µ(T ) ðàâíîñèëüíû è
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∀(x, y) ∈ T (F (x, y) ≥ l èëè (x, y) /∈ µ(T )),

òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî inf
(x,y)∈µ(T )

F (x, y) ≥ l.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò l ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî áîëüøåãî ðåçóëüòàòà ïåðâûé èãðîê ãàðàíòèðîâàòü íå
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Â.À. Ìîë÷àíîâ

Î ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÃÐÓÏÏ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÌÈ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11.05.2018 ã.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [1] è èñ-
ïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ àëãåáðû îòíîøåíèé [2] è îáùåïðèíÿòàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ [3]. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé âñå îñ-
íîâíûå ìíîæåñòâà X ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðî-
ñòðàíñòâ ñõîäèìîñòè ñ÷èòàþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà àòîìîâ S,
íàä êîòîðûì ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé óíèâåð-
ñóì U = V(S) è íåñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå ∗U, ïî îïèñàííîìó â [1]
ïðèíöèïó. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíî íåñòàíäàðòíîå ðàñøè-
ðåíèå ∗X,è ëþáîé ôèëüòð F íàä X õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ìîíàäîé
µF = ∩{∗A : A ∈ F}. Ìîíàäû óëüòðàôèëüòðîâ íàä ìíîæåñòâîì X ðàç-
áèâàþò ðàñøèðåíèå ∗X íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè εX . Ïîäìíîæåñòâî
M ⊂ ∗X íàçûâàåòñÿ íàñûùåííûì, åñëè εX(M) ⊂ M. Ïðè íåñòàíäàðò-
íîì ïîäõîäå ê òîïîëîãèè [4] ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñîîòâåòñòâèå ρ ⊂ X× ∗X, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì a ∈ X ìíîæåñòâî
ρ(a) ñîäåðæèò ýëåìåíò a è ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííûì ïîäìíîæåñòâîì ðàñ-
øèðåíèÿ ∗X. Òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ íàçûâàþòñÿ (íåñòàíäàðòíûìè) ñõîäè-
ìîñòÿìè è íà íèõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îáùåïðèíÿòàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåð-
ìèíîëîãèÿ.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåñòàíäàðòíîì ïîäõîäå îñíîâíûå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âûðàæàþòñÿ ïðîñòûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè
óñëîâèÿìè äëÿ íåñòàíäàðòíûõ ñõîäèìîñòåé. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáîñ-
íîâûâàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé
íà ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâî-
ëÿåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû â òîïîëîãè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ. Òàê, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàíñòâà
ñõîäèìîñòè (X, ρX) â ïðîñòðàíñòâî ñõîäèìîñòè (Y, ρY ) íåïðåðûâíî, åñëè
∗f ◦ρX ⊂ ρY ◦f, îòêðûòî, åñëè ρY ◦f ⊂ ∗f ◦ρX , íåïðåðûâíî îòêðûòî, åñëè
∗f ◦ρX = ρY ◦f, çàìêíóòî-êîìïàêòíî, åñëè ∗

−1

f ◦ρY ⊂ ρX ◦
−1

f , ñîâåðøåííî.
Íåñòàíäàðòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïðèâî-

äèò ê êàíîíè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðÿäà âàæíûõ ñõîäèìîñòåé â ïðîñòðàí-
ñòâàõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå "âíóòðåííèì îáðàçîì"êàíîíè÷åñêè âûðà-
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æàþòñÿ ïðîñòûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ôîðìóëàìè ÷åðåç íåñòàí-
äàðòíûå ñõîäèìîñòè èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] äëÿ
ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè X = (X, ρ) íà ìíîæåñòâå Fc = Fc(X)
âñåõ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå

(f, h) ∈ γc ⇐⇒ h ◦ ρ ⊂ ρ ◦ f (f ∈ Fc, h ∈ ∗Fc)

îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñõîäèìîñòü [3] γc ⊂ Fc × ∗Fc, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 1) γc ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ íà ìíî-
æåñòâå Fc, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ
Λ : Fc × X → X (ãäå Λ(f, x) = f(x) äëÿ ýëåìåíòîâ f ∈ Fc, x ∈ X),
2) γc ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, åñëè (X, ρ) � ëîêàëüíî�
êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, 3) ñõîäèìîñòü γc õàóñäîðôî-
âà (ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíà), åñëè ñõîäèìîñòü ρ õàóñäîðôîâà (ñîîòâåò-
ñòâåííî ðåãóëÿðíà), 4) êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ñõîäèìîñòè γc.

Àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ îñòàëüíûå íåñòàíäàðòíûå ñõî-
äèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè X = (X, ρ) :

1) íà ìíîæåñòâå Fo = Fo(X) âñåõ îòêðûòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-
ñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γo ⇐⇒ ρ ◦ f ⊂ h ◦ % (f ∈ Fo, h ∈ ∗Fo)
îïðåäåëÿåòñÿ îòêðûòàÿ ñõîäèìîñòü γo ⊂ Fo × ∗Fo;

2) íà ìíîæåñòâå Fc−o = Fc−o(X) âñåõ íåïðåðûâíî îòêðûòûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γc−o ⇐⇒ h ◦ ρ = ρ ◦ f
(f ∈ Fc−o, h ∈ ∗Fc−o) îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîîòêðûòàÿ ñõîäèìîñòü
γc−o ⊂ Fc−o × ∗Fc−o,

3) íà ìíîæåñòâå Fz−c = Fz−c(X) âñåõ çàìêíóòî-êîìïàêòíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γz−c ⇐⇒
−1

h ◦ ρ ⊂ ρ ◦
−1

f
(f ∈ Fz−c, h ∈ ∗Fz−c) îïðåäåëÿåòñÿ çàìêíóòî�êîìïàêòíàÿ ñõîäèìîñòü
γz−c ⊂ Fz−c × ∗Fz−c,

4) íà ìíîæåñòâå Fp = Fp(X) âñåõ ñîâåðøåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-

ñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γp ⇐⇒
−1

h ◦ρ = ρ◦
−1

f (f ∈ Fp, h ∈ ∗Fp)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîâåðøåííàÿ ñõîäèìîñòü γp ⊂ Fp × ∗Fp.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñõîäèìîñòåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ ñõîäèìîñòåé ïðåîáðàçîâàíèé â òî-
ïîëîãè÷åñêîé àëãåáðå. Çäåñü ïîêàçàíî, êàê ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü òîïîëîãè÷åñêèå ïîëóãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ êàíîíè-
÷åñêèìè ñõîäèìîñòÿìè. Ïîä òîïîëîãè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé (ñîêðàùåííî
ò. ïîëóãðóïïîé) â ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ ïîëóãðóïïàG = (G, ·) ñ çàäàííîé íà
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åå îñíîâíîì ìíîæåñòâåG ñõîäíîñòüþ α, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâ-
íà îïåðàöèÿ ïîëóãðóïïû. Òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ò. ïîëóãðóïïû
G = (G,α) íà ò. ïîëóãðóïïó G1 = (G1, α1) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì
ïîëóãðóïïû G íà ïîëóãðóïïó G1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè (G,α) íà ïðîñòðàíñòâî ñõîäèìîñòè (G1, α1). Â
÷àñòíîñòè, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] ò. ïîëóãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Fc ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìî-
ñòè (X, ρ) ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ◦ è íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ γc.
Ò. ïîëóãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëóãðóïïû Φ = (Φ, ◦, γc) ò. ïîëóãðóïïû
Fc. Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü íà Φ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ýòîì ìíîæåñòâå
íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòè γc è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì γc.

Òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì λ ò. ïîëóãðóïïû G = (G, ·, α) íà
ò. ïîëóãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìî-
ñòüþ Φ = (Φ, ◦, γc) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ò. ïîëóãðóïïû G íåïðå-
ðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ G, x ∈ ∗G, âûïîëíÿåòñÿ λ(a · b) = λ(b) ◦ λ(a),
(a, x) ∈ α⇐⇒ (λ(a), ∗λ(x)) ∈ γc.

Àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ ò. ïîëóãðóïïû íåïðåðûâíî-
îòêðûòûõ, ñîâåðøåííûõ è äð. ïðåîáðàçîâàíèé, è îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ò.ïîëóãðóïï íåïðåðûâíî-îòêðûòûìè, ñîâåðøåííûìè è äð. ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè.

Âàæíîñòü ââåäåííûõ ïîíÿòèé ïîäòâåðæäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî
ò. ïîëóãðóïïàìè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíûìè ñõîäèìî-
ñòÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ò. ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ò. ïîëóãðóïïà G = (G, ·, α) èìååò ïðåäñòàâëåíèå
íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì ò. ïîëóãðóïïû G íà íåêîòîðóþ ïîëóãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ò. ïîëóãðóïïà òîïîëîãè-
÷åñêè èçîìîðôíà ò. ïîëóãðóïïå íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî-
êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïî-
ëîãèåé.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáàÿ (ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ) ò. ãðóïïà òîïîëîãè-
÷åñêè èçîìîðôíà ò. ãðóïïå ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè
(ëîêàëüíî-êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) ñ íåïðåðûâíîé
ñõîäèìîñòüþ (ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé).

Ïîä òîïîëîãè÷åñêèì êîëüöîì (ñîêðàùåííî ò. êîëüöîì) ïîíèìàåòñÿ
êîëüöî K = (K,+, ·) ñ çàäàííîé íà åãî îñíîâíîì ìíîæåñòâå K ñõîäè-
ìîñòüþ α, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâíû îáå îïåðàöèè êîëüöà.
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Ñëåäñòâèå 3. Ëþáîå (ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå) ò. êîëüöî K =
(K,+, ·, α) òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíî ò. êîëüöó íåïðåðûâíûõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ ò. ãðóïïû K =
= (K,+, α) ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ (ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëî-
ãèåé).

Òåîðåìà 2. Ëþáîé êîììóòàòèâíûé ò. ìîíîèä G = (G, ·, α) ñî ñâîé-
ñòâîì α(a) ⊂ α(e) · α(a) (a ∈ G) èìååò ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíî-
îòêðûòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ò. ìîíîèä G òîïîëîãè÷åñêè èçîìîð-
ôåí ò. ìîíîèäó íåïðåðûâíî-îòêðûòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíî-
îòêðûòîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 4. Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ ò. ãðóïïà ïðåäñòàâèìà ãîìåî-
ìîðôèçìàìè ñ íåïðåðûâíî-îòêðûòîé ñõîäèìîñòüþ.

Òåîðåìà 3. Õàóñäîðôîâà ò. ïîëóãðóïïà G = (G, ·, α) ñî ñâîéñòâîì
(∗G \ α(G)) · α(G) ⊂ ∗G \ α(G) èìååò ïðåäñòàâëåíèå ñîâåðøåííû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ò. ïîëóãðóïïà G òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíà
ò. ïîëóãðóïïå ñîâåðøåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ñîâåðøåííîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 5. Ëþáàÿ õàóñäîðôîâà ò. ãðóïïà ïðåäñòàâèìà ñîâåðøåí-
íûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñ ñîâåðøåííîé ñõîäèìîñòüþ.
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Ââåäåíèå. Ïðîáëåìà êîíêðåòíîé õàðàêòåðèçàöèè [1] äëÿ ïîëóãðóïï
ýíäîìîðôèçìîâ ãðàôîâ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ïîëóãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé S ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
ãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî ãðàôà G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X,
ò.å. íà ìíîæåñòâå X ìîæíî òàê çàäàòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, ÷òî äëÿ
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ãðàôà G = (X, ρ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî S = End G. Òàêàÿ çàäà÷à
èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê èçâåñòíîé ïðîáëåìå Ñ.Óëàìà îá îïðåäåëåíèè
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïî äàííîìó ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [2]) è äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà. Ìû
èññëåäîâàëè ýòó çàäà÷ó äëÿ áåñêîíòóðíûõ ðåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ. Ýòîò
âàæíûé êëàññ ãðàôîâ îõâàòûâàåò, â ÷àñòíîñòè, êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ
äåðåâüåâ è êëàññ ãðàôîâ ïîðÿäêà.

Áåñêîíòóðíûå ãðàôû. Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà G = (X, ρ), ãäå X �íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçû-
âàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà, ρ� áèíàðíîå îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà X, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ äóãàìè ãðàôà.

Êîíòóðîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ åãî çàìêíóòûé ïóòü. Ãðàô íàçûâàåòñÿ
áåñêîíòóðíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ êîíòóðîâ.

Èäåÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé õàðàêòåðèçàöèè ïîëóãðóïï ýíäîìîðôèç-
ìîâ áåñêîíòóðíûõ ðåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ ïî-
ëóãðóïïû S ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X ñòðîèòñÿ êàíîíè÷åñêîå îòíî-
øåíèå Q ⊂ X × X è ñ åãî ïîìîùüþ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà ìíîæåñòâå X ìîæíî òàê îïðå-
äåëèòü áåñêîíòóðíîå ðåôëåêñèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, ÷òîáû ïîëó-
ãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ End G ãðàôà G = (X, ρ) ñîâïàëà ñ ïîëóãðóïïîé
ïðåîáðàçîâàíèé S.

Êàíîíè÷åñêîå îòíîøåíèå. Ïóñòü S �ïîëóãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà X. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ f ∈ S ñèìâîë(

u v
x y

)
f

áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî f(X) = {x, y} è f(u) = x, f(v) = y. Ñèìâîë(
u v
x y

)
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî (

u v
x y

)
f

äëÿ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ∈ S.
Äëÿ ïîëóãðóïïû S íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîå îò-

íîøåíèå Q ïî ôîðìóëå

Q =

{
(x, y) ∈ X ×X |

(
x y
x y

)
∧ ¬

(
y x
x y

)}
.

Ëåììà 1. Äëÿ ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ S = End G íåòðèâèàëü-

íîãî ðåôëåêñèâíîãî ãðàôà G = (X, ρ) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
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1) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X óñëîâèå (x, y) ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè âåðøèíû x, y ñîåäèíÿþòñÿ äóãîé, íå ëåæàùåé â
êîíòóðå;

2) åñëè (x, y) ∈ Q ∩ ρ, òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ X óñëîâèå

(
x y
u v

)
âûïîë-

íÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè (u, v) ∈ ρ.

Ëåììà 2. Ïóñòü ρ�ðåôëåêñèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà X, òà-

êîå, ÷òî äóãà (x0, y0) ∈ ρ íå ïðèíàäëåæèò íåòðèâèàëüíîìó êîíòóðó è
(x, y) ∈ ρ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f , îïðåäåëåííîå äëÿ ýëåìåíòîâ u ∈ X ïî
ôîðìóëå

f(u) =

{
y, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç y0 â u,

x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ãðàôà G = (X, ρ).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû S è ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ∈ S
âûïîëíÿåòñÿ f 2(Q) ⊂ Q.

Ïîëóãðóïïó S ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X áóäåì íàçûâàòü Q-
çàìêíóòîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ìíîæåñòâà X èç óñëîâèÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (x, y) ∈ Q ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ∈ S,
÷òî îãðàíè÷åíèå ϕ | {x, y} ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì f | {x, y}, ñëåäó-
åò f ∈ S.

Òåîðåìà. Ïîëóãðóïïà S ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå áóäåò ïîëóãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî áåñêîí-
òóðíîãî ðåôëåêñèâíîãî ãðàôà, åñëè S ÿâëÿåòñÿ Q-çàìêíóòîé ïîëóãðóï-
ïîé ñ íåïóñòûì êàíîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì Q è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) (∀ x, y, u ∈ X)

(
x y
u u

)
;

2) (x, y) ∈ Q ∧ (u, v) ∈ Q ⇒
(
x y
u v

)
∨
(
x y
v u

)
;

3) (x, y) ∈ Q ∧
(
x y
u v

)
⇒ (u, v) ∈ Q.

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò èíñòðóìåíò äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì àáñòðàêòíîé õàðàêòåðèçàöèè [1] ïîëóãðóïï
ýíäîìîðôèçìîâ áåñêîíòóðíûõ ðåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ è îòíîñèòåëüíîé
àêñèîìàòèçàöèè [3] êëàññîâ òàêèõ ïîëóãðóïï, à òàêæå ïîçâîëÿþò
ïðîàíàëèçèðîâàòü âçàèìîñâÿçü ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè [4]
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ýëåìåíòàðíîé òåîðèè êëàññà áåñêîíòóðíûõ ðåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ è
ýëåìåíòàðíîé òåîðèè êëàññà ïîëóãðóïï.
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Ôîðìàëüíûé êîíòåêñò � ýòî òðîéêà K = (G, {Mi}, ρ), ãäå G � êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, |G| ≥ 2, {Mi} � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n, |Mi| ≥ 2,
ρ ⊂ G×M1× · · · ×Mn = G×Mn̄ � íåêîòîðîå (n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå.

Êîíöåïòîì ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ ̄k ⊆ n̄ â êîíòåêñòå K íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X ⊆ G îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ îáùíîñòüþ
çíà÷åíèé ïî íàáîðó àòðèáóòîâ ̄k. Çàìêíóòîå â òîì ñìûñëå, ÷òî îáúåê-
òîâ ñ ýòèìè æå çíà÷åíèÿìè óêàçàííîãî íàáîðà àòðèáóòîâ, íå âîøåäøèõ
â ïîäìíîæåñòâî X, â êîíòåêñòå K íåò.

Áóäåì ãîâîðèì, ÷òî êîíòåêñò K = (G, {Mi}, ρ) îäíîçíà÷åí, åñëè îòíî-
øåíèå ρ èìååò F -çàâèñèìîñòü G→Mn [1]. Îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò ìîäå-
ëèðóåòñÿ ðåëÿöèîííîé áàçîé äàííûõ, â êîòîðîé ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åé ýòîé áàçû [2]. Íàïðèìåð, åñëè (g,m1, ...,mn) ∈ ρ,
òî ãîâîðèì, ÷òî îáúåêò g ïî àòðèáóòó 1 èìååò çíà÷åíèå m1, ïî àòðèáó-
òó 2 � çíà÷åíèå m2, ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ (1, 2) � çíà÷åíèå (m1,m2), è
ò.ä. Åñëè ëþáîé îáúåêò ïî êàæäîìó àòðèáóòó èìååò òî÷íî îäíî çíà÷å-
íèå, òî òàêîé êîíòåêñò ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Â [3] áûëè ïðåäñòàâëåíû
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K = (G, {Mi}, ρ)� îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :
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1) ìíîæåñòâî êîíöåïòîâ êîíòåêñòà K îáðàçóåò ïîëíóþ ðåø¼òêó
L(K), îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ ;

2) ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ êîíöåïòîâ ïî ëþáîìó ̄k ⊆ n̄ îáðàçóåò
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G,êîòîðîå îáîçíà÷àåì G/̄k ;

3) åñëè l̄q ⊆ ̄p ⊆ n̄, òî G/̄p �ïîäðàçáèåíèå ðàçáèåíèÿ G/l̄q (G/̄p ≤
≤ G/l̄q);

4) åñëè êîíöåïò X â ðåø¼òêå êîíöåïòîâ L(K) íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì,
òî X ïîêðûâàåò íå ìåíåå äâóõ êîíöåïòîâ êîíòåêñòà K;

5) âûñîòà ðåø¼òêè êîíöåïòîâ h(L(K)) ≤ min{n + 2, |G| + 1}, à å¼
øèðèíà w(L(K)) ≤ |G|.

Ñâîéñòâî 4 â òåîðåìå 1 îòðàæàåò ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî â ëîãèêå
ïîíÿòèé. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè â êëàññå óäà¼òñÿ âûäåëèòü
ïîäêëàññ ïî êàêîìó-ëèáî àòðèáóòó, òî âìåñòå ñ íèì âñåãäà âûäåëÿåòñÿ
è äðóãîé ïîäêëàññ (èëè ïîäêëàññû), ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþò äðóãîå
çíà÷åíèå ïî äàííîìó àòðèáóòó. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé êëàññ ïîêðûâàåò
íå ìåíåå ÷åì äâà ïîäêëàññà.

Â [4] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè êîíòåêñòà ïî ÷èñëó îáúåê-
òîâ è ÷èñëó àòðèáóòîâ ñ ñîõðàíåíèåì ðåø¼òêè êîíöåïòîâ. Äëÿ ìèíèìèçà-
öèè êîíòåêñòà K ïî ÷èñëó îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî âñå àòîìû ðåø¼òêè L(K)
ñêîíäåíñèðîâàòü äî îäíîýëåìåíòíûõ êîíöåïòîâ. Ïóñòü êîíòåêñò K óæå
ìèíèìèçèðîâàí ïî ÷èñëó îáúåêòîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà |G| = 2,
G = {g1, g2}, è êîíòåêñò K îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé äàííûõ çàäàííîé òàáë. 1.

Äëÿ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà, ëèáî ñîâïà-
äàþò, ëèáî ðàçëè÷íû. Åñëè ñóùåñòâóåò i(1 ≤ i ≤ n) òàêîé, ÷òî çíà÷åíèÿ
àòðèáóòà Mi äëÿ g1 è g2 ðàçëè÷íû, òî ðåø¼òêà êîíöåïòîâ L(K) èìååò
âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1, à. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé êîíòåêñò
áóäåò îïðåäåë¼í áàçîé äàííûõ çàäàííîé òàáë. 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî a1 6= a2.

Ðèñ. 1. Ðåø¼òêè êîíöåïòîâ

Åñëè äëÿ âñåõ i(1 ≤ i ≤ n) çíà÷åíèÿ àòðèáóòà Mi äëÿ g1 è g2 ñîâïà-
äàþò, òî ðåø¼òêà êîíöåïòîâ èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1, á. Òîãäà
G = {g1, g2} ÿâëÿåòñÿ àòîìîì â ðåø¼òêå êîíöåïòîâ, è êîíòåêñò K íå
ìèíèìèçèðîâàí ïî ÷èñëó îáúåêòîâ. Ìèíèìàëüíûé êîíòåêñò áóäåò îïðå-
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äåë¼í áàçîé äàííûõ çàäàííîé òàáë. 3. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé |G| = 1 íå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàòåëüñêîãî èíòåðåñà, òàê êàê áàçà äàííûõ
èç îäíîãî îáúåêòà ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíöåïòóàëüíîãî àíàëèçà íå íóæäàåò-
ñÿ â àòðèáóòàõ, ïîñêîëüêó íåò îáúåêòîâ, îò êîòîðûõ åãî ìîæíî áûëî áû
îòëè÷èòü.

Òàáëèöà 1 Òàáëèöà 2 Òàáëèöà 3
G M1 M2 M3 ... Mn G M1 G
g1 a1 b1 c1 ... d1 g1 a1 g
g2 a2 b2 c2 ... d2 g2 a2

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà |G| = 3, G = {g1, g2, g3}, è êîíòåêñò K
îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé äàííûõ, çàäàííîé òàáë. 4. Äëÿ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ
çäåñü âîçìîæíû òðè âàðèàíòà, ëèáî âñå òðè çíà÷åíèÿ ðàâíû, ëèáî ðàâíû
êàêèå-òî äâà çíà÷åíèÿ, ëèáî âñå òðè çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.

Òàáëèöà 4 Òàáëèöà 5
G M1 M2 M3 ... Mn G M1 M2 M3

g1 a1 b1 c1 ... d1 g1 a1 b1 c1

g2 a2 b2 c2 ... d2 g2 a1 b2 c2

g3 a3 b3 c3 ... d3 g3 a2 b1 c2

Îòñþäà ñëåäóþò ÷åòûðå âàðèàíòà ìèíèìàëüíîãî êîíòåêñòà. Ïåðâûé
îïðåäåë¼í òàáë. 5, åãî ðåø¼òêà êîíöåïòîâ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2, à è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà G.

Ðèñ. 2. Ðåø¼òêè êîíöåïòîâ
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Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâ¼ðòûé ñëó÷àè ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëåíû òàá-
ëèöàìè 6, 7, 8, èõ ðåø¼òêè êîíöåïòîâ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2 b, c, d. Âñå
îíè ïîäðåø¼òêè ðåø¼òêè L3, ñîõðàíÿþùèå ñâîéñòâî 4 òåîðåìû 1.

Òàáëèöà 6 Òàáëèöà 7 Òàáëèöà 8
G M1 M2 G M1 M2 G M1

g1 a1 b1 g1 a1 b1 g1 a1

g2 a1 b2 g2 a1 b2 g2 a2

g3 a2 b1 g3 a2 b3 g3 a3

Òåîðåìà 2. Â ìèíèìàëüíîì îäíîçíà÷íîì êîíòåêñòå
K = (G, {Mi}1≤i≤n, ρ) ÷èñëî àòðèáóòîâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà îáú-
åêòîâ, ò.å.

n ≤ |G|.
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31.05.2018 ã.

Â ñòàòüå [5] áûë ðàññìîòðåí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî äåòåðìè-
íèðîâàííîãî àâòîìàòà Ìèëè â âèäå êîìïîçèöèè ïðîñòåéøèõ àâòîìàòîâ.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà èñõîäíîãî
àâòîìàòà â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà è
ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé àâòîìàòà, ãåîìåòðè÷åñêèé îá-
ðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííîé ôóíêöèåé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî ìå-
òîäà íà ïðèìåðå êîíêðåòíîãî àâòîìàòà.

Êîíå÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì Ìèëè íàçûâàåòñÿ ñîâî-
êóïíîñòü øåñòè îáúåêòîâ

A = (S,X, Y, δ, λ, s0),
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ãäå S � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, X � êîíå÷íîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ, Y � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âûõîä-
íûõ ñèãíàëîâ, s0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå , à δ è λ � îòîáðàæåíèå âèäà:

δ : S ×X → S è λ : S ×X → Y,

δ è λ íàçûâàþòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ è ôóíêöèåé âûõîäîâ àâòîìàòà A
ñîîòâåòñòâåííî.

Â.À.Òâåðäîõëåáîâ ïðåäëîæèë ïðåäñòàâëÿòü àâòîìàòû ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè îáðàçàìè â ñïåöèàëüíûõ ñëîâàðíûõ ãåîìåòðèÿõ è èññëåäîâàë ñâîé-
ñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ [1, 2]. Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ãåîìåò-
ðè÷åñêèé îáðàç ìîæíî ñ÷èòàòü ëîìàíîé ëèíèåé.

Ðàññìîòðèì èíèöèàëüíûé àâòîìàò Ìèëè A = (S,X, Y, δ, λ, s0) ñ íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì s0 , ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì N = 2n (n = 5, íàïðèìåð). Îáîçíà÷èì N êàê
ïåðâûå âõîäíûå ñèãíàëû 0, 1, 2 . . . 31. Ïóñòü Y = {0, 1, 2, 3, 4, 5} è

y(0)=3; y(1)=3; y(2)=2; y(3)=3; y(4)=4; y(5)=1; y(6)=0;
y(7)=5; y(8)=1; y(9)=0; y(10)=1; y(11)=5; y(12)=4; y(13)=0;
y(14)=5; y(15)=3; y(16)=4; y(17)=1; y(18)=0; y(19)=4; y(20)=1;
y(21)=4; y(22)=0; y(23)=3; y(24)=2; y(25)=1; y(26)=3; y(27)=4;
y(28)=4; y(29)=1; y(30)=4; y(31)=4

Ôóíêöèè Óîëøà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà i-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ri(x) = (−1)xi = cos πxi, ãäå xi = 0, 1 åñòü i-é ðàçðÿä äâîè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x.

Ôóíêöèè Óîëøà â ôîðìå Ïýëè � ýòî äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿåìûå êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà:

pal(p, x) = [r1(x)]pn[r2(x)]pn−1 . . . [rn(x)]p1, ãäå pi � ðàçðÿäíûå êîýô-
ôèöèåíòû â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà p, òîãäà ïåðâûå íåñêîëüêî
ôóíêöèé áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pal(0, x) = 1,

pal(1, x) = r1(x),

pal(2, x) = r2(x),

pal(3, x) = r1(x)r2(x),

· · ·
pal(31, x) = r1(x)r2(x)r3(x)r4(x)r5(x).

(1)

Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ N = 2n â ñèñòåìó ôóíêöèé
Óîëøà âõîäèò N îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
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Çàìåíèì ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç γs0
èñõîäíîãî àâòîìàòà åãî ðàçëîæå-

íèåì â ðÿä ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà:

F (x) =
N−1∑
p=0

cppal(p, x), (2)

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà â òî÷êàõ 0, 1, . . . , 31 òî÷íî ñîâïàäàþò ñî
çíà÷åíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà, à êîýôôèöèåíòû cp ìîæíî ïîäñ÷è-
òàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Óîëøà:

cp =
1

N

N−1∑
x=0

pal(p, x)F (x). (3)

Ïîëó÷èì:

c0=2,5; c1=-0,125; c2=-0,375; c3=0,875; c4=-0,1875;
c5=-0,1875; c6=-0,0625; c7=0,0625; c8=-0,125; c9=-0,5;
c10=0,625; c11=0,125; c12=0,3125; c13=0,5625; c14=0,0625;
c15=-0,0625; c16=0; c17=0,125; c18=-0,125; c19=0,125;
c20=-0,0625; c21=-0,3125; c22=0,0625; c23=-0,3125; c24=0,25;
c25=0,125; c26=0; c27=0; c28=0,0625; c29=0,0625;
c30=0,0625; c31=-0,5625

Êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêîé è
ïðèíèìàåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ: 1 èëè -1, òîãäà ýòè ôóíêöèè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû γp(x) íåêîòîðûõ àâòîìàòîâ. À ïî
ýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ àâòîìàòû
A0, . . . , AN−1, Ôóíêöèè âûõîäîâ àâòîìàòîâ A0, . . . , AN−1 îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè:

λp(s0, x) = pal(p, x), ãäå p = 0, . . . , N − 1, (4)

à ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Òàêèå àâòîìàòû
A0, . . . , AN−1 ñ òåì æå ìíîæåñòâîì X, Y = {−1, 1} è ïðîèçâîëüíûì ìíî-
æåñòâîì ñîñòîÿíèé è ëþáûìè ôóíêöèÿìè ïåðåõîäîâ áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ñòåéøèìè.

Òàê êàê äëÿ ýòèõ àâòîìàòîâ Y = {−1, 1} , òî ýòè àâòîìàòû ëåãêî
ñòðîÿòñÿ, è èçó÷àòü èõ ñâîéñòâà ãîðàçäî óäîáíåå.

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûå àâòîìàòû A0, . . . , AN−1 ïîëó÷åíû ðàçëîæå-
íèåì â ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà γs0

èñõîäíîãî àâòîìàòà
è âûäåëåíèåì â ýòîì ðÿäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì àâòîìàòàì êîìïîíåíò.
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Êîìïîçèöèÿ ïðîñòåéøèõ àâòîìàòîâ A0, ..., AN−1 , ãäå ýëåìåíò
∑

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

λ∑(s0, x) =
N−1∑
p=0

cppal(p, x), (5)

çàäàåò àâòîìàò, ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó àâòîìàòó À. Ïðîâåðèì ýòî
óòâåðæäåíèå:

λ(0)=3; λ(1)=3; λ(2)=2; λ(3)=3; λ(4)=4; λ(5)=1; λ(6)=0;
λ(7)=5; λ(8)=1; λ(9)=0; λ(10)=1; λ(11)=5; λ(12)=4; λ(13)=0;
λ(14)=5; λ(15)=3; λ(16)=4; λ(17)=1; λ(18)=0; λ(19)=4; λ(20)=1;
λ(21)=4; λ(22)=0; λ(23)=3; λ(24)=2; λ(25)=1; λ(26)=3; λ(27)=4;
λ(28)=4; λ(29)=1; λ(30)=4; λ(31)=4

À òåïåðü ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ñ èñõîäíûì àâòîìàòîì:

y(0)=3; y(1)=3; y(2)=2; y(3)=3; y(4)=4; y(5)=1; y(6)=0;
λ(0)=3; λ(1)=3; λ(2)=2; λ(3)=3; λ(4)=4; λ(5)=1; λ(6)=0;
y(7)=5; y(8)=1; y(9)=0; y(10)=1; y(11)=5; y(12)=4; y(13)=0;
λ(7)=5; λ(8)=1; λ(9)=0; λ(10)=1; λ(11)=5; λ(12)=4; λ(13)=0;
y(14)=5; y(15)=3; y(16)=4; y(17)=1; y(18)=0; y(19)=4; y(20)=1;
λ(14)=5; λ(15)=3; λ(16)=4; λ(17)=1; λ(18)=0; λ(19)=4; λ(20)=1;
y(21)=4; y(22)=0; y(23)=3; y(24)=2; y(25)=1; y(26)=3; y(27)=4;
λ(21)=4; λ(22)=0; λ(23)=3; λ(24)=2; λ(25)=1; λ(26)=3; λ(27)=4;
y(28)=4; y(29)=1; y(30)=4; y(31)=4
λ(28)=4; λ(29)=1; λ(30)=4; λ(31)=4

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü óäîñòîâåðèòüñÿ â âîçìîæíîñòè ðå-
àëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà è äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé.
Â ãåîìåòðè÷åñêîì îáðàçå àâòîìàòà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ïðåäñòàâëåíà êàê àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì (èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì). Ýòî ïîçâîëÿåò
êàæäóþ ôóíêöèþ pal(p, x) ïðåîáðàçîâûâàòü â àâòîìàò Ap ñ êîíêðåòíûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè
âñå êîìïîíåíòû � àâòîìàòû è ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè � àâòîìàò.
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ñëåäîâàíèé XXI âåêà : Òåîðèÿ è ïðàêòèêà : ñá. íàó÷. òð. Âîðîíåæ, 2017. � 8, ÷. 2.

Ñ. 143�147.
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Â.Á. Ïîïëàâñêèé

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÛ
ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÌÎÍÎÈÄÎÂ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2018 ã.

Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ëåâûõ è ïðàâûõ
åäèíèö ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìîíîèäà X,
ò. å. ïîëóãðóïïû ñ åäèíèöåé, íà êîòîðîé çàäàí ñòàáèëüíûé îòíîñèòåëüíî
ïîëóãðóïïîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
xa = a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ X, òîãäà îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç aR. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò íàèìåíüøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xa = a , òî îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
aR. Ñîîòâåòñòâåííî åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ ax = a ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå
ðåøåíèå, òî îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç aL, è åñëè ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ax = a ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå, òî îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç aL.

Òåîðåìà 1. Åñëè aR, aR, a
L, aL ñóùåñòâóþò, òî îíè ÿâëÿþòñÿ

èäåìïîòåíòàìè ìîíîèäà X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî 1 ≤ aR. Óìíîæàÿ

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà aR, ïîëó÷àåì aR ≤ aRaR.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (aRaR)a = aR(aRa) = a è, ñëåäîâàòåëüíî, èç îïðå-

äåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî (aRaR) ≤ aR. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî aR = aRaR.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî aL = aLaL, à ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî aR ≤ 1 è aL ≤ 1, ìîæíî ïîêàçàòü è èäåìïîòåíòíîñòü ýëåìåí-
òîâ aR è aL. �

Òåîðåìà 2. Åñëè aR, aR, a
L, aL ñóùåñòâóþò, òî âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: (aR)R = (aR)L = aR, (aL)L = (aL)R = aL,
(aL)L = (aL)R = aL, (aR)R = (aR)L = aR.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà 1 ≤ aR ïîëó÷àåì
(aR)R ≤ (aR)RaR = aR, (aR)L ≤ aR(aR)L = aR. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
(aR)R ≤ aR, (aR)L ≤ aR.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà aRaR = aR, (aR)RaR = aR,
aR(aR)L = aR è ó÷èòûâàÿ ìàêñèìàëüíîñòü ýëåìåíòîâ (aR)R, (aR)L, èìååì
aR ≤ (aR)R, aR ≤ (aR)L, ÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (aR)R = (aR)L = aR.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Òåîðåìà 3. Ïóñòü e � èäåìïîòåíò ìîíîèäà X. Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû: 1 ≤ e⇐⇒ e = eR ⇐⇒ e = eL;
e ≤ 1⇐⇒ e = eR ⇐⇒ e = eL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ e = ee. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ xe = e. Èç íåðàâåíñòâà 1 ≤ e = xe ïîëó÷àåì x ≤ xe = xxe = e,
ò.å. e ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ e = xe. Ñëåäîâàòåëüíî,
eR ñóùåñòâóåò è e = eR. Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî e = eL.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî e = eR, òî èç íåðàâåíñòâà 1 ≤ eR ïîëó-
÷àåì 1 ≤ e.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü e ≤ 1⇐⇒ e = eR ⇐⇒
⇐⇒ e = eL. �

Îïðåäåëåíèå 2. Èäåìïîòåíò e íàçîâåì âòîðè÷íûì èäåìïîòåíòîì,
ïîðîæäåííûì çàäàííûì íà ìîíîèäå ïîðÿäêîì ≤, åñëè îí ñðàâíèì ñ åäè-
íèöåé ìîíîèäà X, ò. å. e ≤ 1 èëè 1 ≤ e.

Èäåìïîòåíò íàçîâåì ïåðâè÷íûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè îí íå
ñðàâíèì ñ åäèíèöåé çàäàííûì íà ìîíîèäå ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ≤ .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èäåìïîòåíò e � âòîðè÷íûé, òî âûïîëíÿåòñÿ ëè-
áî e = eR = eL, ëèáî e = eR = eL. Â ñëó÷àå e = eR = eL èäåìïîòåíò
e íàçîâåì âòîðè÷íûì èäåìïîòåíòîì ìàêñèìàëüíîãî òèïà, â ñëó÷àå
e = eR = eL èäåìïîòåíò e íàçîâåì âòîðè÷íûì èäåìïîòåíòîì ìèíè-
ìàëüíîãî òèïà.

Èç òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû aR, aR,
aL, aL äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ X, òî îíè ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûìè èäåìïîòåíòà-
ìè. Áóäåì íàçûâàòü èõ ñîîòâåòñòâåííî R-âòîðè÷íûìè èäåìïîòåíòàìè
ìàêñèìàëüíîãî, ìèíèìàëüíîãî òèïà èëè L-âòîðè÷íûìè èäåìïîòåíòà-
ìè ìàêñèìàëüíîãî, ìèíèìàëüíîãî òèïà, ïîðîæäåííûìè ýëåìåíòîì a.
Áóäåì â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a îáëàäàåò âòîðè÷-
íûì èäåìïîòåíòîì (èëè ïîðîæäàåò âòîðè÷íûé èäåìïîòåíò) ñîîò-
âåòñòâóþùåãî òèïà.

Ìíîæåñòâà âñåõ èäåìïîòåíòîâ, ïåðâè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ, âòîðè÷íûõ
èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî òèïîâ áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëàìè E, E0, E

↑ è E↓ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî E0 ∩ E↑ = ∅,
E0∩E↓ = ∅, E↑∩E↓ = {1}, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, è E = E0∪E↑∪E↓.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ìîíîèä è ≤ � íåêîòîðûé ñòàáèëüíûé ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê íà íåì. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, åñëè âñå âõîäÿùèå â íèõ âòîðè÷íûå èäåìïîòåíòû ñóùåñòâó-
þò:

aR ≤ bR ↔ aR · b = b↔ aR · bR = bR · aR = bR;

aL ≤ bL ↔ b · aL = b↔ aL · bL = bL · aL = bL;

aL ≤ bR ↔ aL · b = b↔ aL · bR = bR · aL = bR;

aR ≤ bL ↔ b · aR = b↔ aR · bL = bL · aR = bL;

aR ≤ bR ↔ bR · a = a↔ aR · bR = bR · aR = aR;

aL ≤ bL ↔ a · bL = a↔ aL · bL = bL · aL = aL;

aL ≤ bR ↔ a · bR = a↔ aL · bR = bR · aL = aL;

aR ≤ bL ↔ bL · a = a↔ aR · bL = bL · aR = aR;

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì aR ≤ bR → 1 ≤ aR ≤ bR → b ≤ aR · b ≤
≤ bR·b = b→ aR·b = b. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ R-âòîðè÷íîãî èäåìïîòåíòà
ïîëó÷àåì aR · b = b → aR ≤ bR. Ïîýòîìó aR ≤ bR ↔ aR · b = b. Äàëåå,
aR ≤ bR → 1 ≤ aR ≤ bR → bR ≤ aR · bR ≤ bR · bR = bR → aR ·
bR = bR. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ R-âòîðè÷íîãî èäåìïîòåíòà è ôîðìóëû èç
òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì aR · bR = bR → aR ≤ (bR)R = bR. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
aR ≤ bR → 1 ≤ aR ≤ bR → bR ≤ bR · aR ≤ bRbR = bR → bR · aR = bR.aR ≤
≤ bR ↔ aR · bR = bR · aR = bR.

Îñòàëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ E ëþáîé ïîëóãðóïïû X âñåãäà ìîæíî ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷èòü, ââîäÿ òàê íàçûâàåìûé åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê �,
îïðåäåëÿåìûé äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ E, ñëåäóþùèì îáðàçîì: a � b⇔ a =
= a · b = b · a (ñì. [1�3]).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.
Òåîðåìà 5. Êàêîé áû ñòàáèëüíûé ïîðÿäîê ≤ íè áûë íà ìîíîèäå X,

âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ≤=� íà ìíîæåñòâå âòîðè÷íûõ èäåì-
ïîòåíòîâ ìèíèìàëüíîãî òèïà E↓ ⊆ X, è ðàâåíñòâî ≤=� íà ìíîæå-
ñòâå âòîðè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî òèïà E↑, ãäå � � åñòå-
ñòâåííûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå èäåìïîòåíòîâ E ⊆ X, à ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê �=�−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà � .

Òåîðåìà 6. Åñëè åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå
èäåìïîòåíòîâ E ⊆ X ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ñòàáèëüíîãî ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà íà âñåì ìîíîèäå X, òî ìíîæåñòâî âòîðè÷íûõ èäåìïî-
òåíòîâ ìèíèìàëüíîãî òèïà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
ñîñòîèò èç âñåõ èäåìïîòåíòîâ ìîíîèäà E↓ = E, a ìíîæåñòâî âòîðè÷-
íûõ èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî òèïà ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà:
E↑ = {1}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿä-
êà íà ìíîæåñòâå èäåìïîòåíòîâ a � b⇔ a = a · b = b · a ñëåäóåò, ÷òî âñå
èäåìïîòåíòû ìîíîèäà ìåíüøå ëèáî ðàâíû åäèíèöå ìîíîèäà. �

Íà íåòðèâèàëüíîå ñòðîåíèå ìíîæåñòâà èäåìïîòåíòîâ óêàçûâàåò ñëå-
äóþùèé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé B(X) íà ïðîèç-
âîëüíîì ìíîæåñòâå X (|X| ≥ 2 ), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ äåêàðòîâà êâàäðàòà X×X ñ ÷àñòè÷íûì ïî-
ðÿäêîì âêëþ÷åíèÿ ⊆ . Íà ìíîæåñòâå B(X) îïðåäåëåíà åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ñòðóêòóðà ìîíîèäà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
è åäèíèöåé ∆ = {(x, x)|x ∈ X}. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âêëþ-
÷åíèÿ ⊆ ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Äëÿ
ýòîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìîíîèäà (B(X),⊆) âòîðè÷íûìè èäåìïî-
òåíòàìè ìèíèìàëüíîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ âñå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ρ ⊆ ∆, íàïðèìåð, ρ = {(x, x), (y, y)} äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðâè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ E0

íåïóñòî. Íàïðèìåð, {(x, x), (x, y), (y, y), (y, x)} ∈ E0 ⊂ B(X). Ìíîæå-
ñòâî âòîðè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî òèïà E↑ ñîäåðæèò òàêæå
ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò ∆. Íàïðèìåð, ∆ ∪ {(x, y), (y, x)} ∈ E↑ ⊂ B(X).

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⊆, îïðåäåëåííûé íà ìîíîèäå
B(X) âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå X, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà �, îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå âñåõ åãî
èäåìïîòåíòîâ E ⊂ B(X), õîòÿ è ñîâïàäàåò ñ íèì íà ìíîæåñòâå âòîðè÷-
íûõ èäåìïîòåíòîâ ìèíèìàëüíîãî òèïà E↓ ⊂ E ⊂ B(X).

Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ âòîðè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî òèïà
â ïîëóãðóïïàõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû
ìîæíî íàéòè â [4, 5].
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ÓÄÊ 517.51
Å.Â. Ðàçóìîâñêàÿ, Â. Ã. Òèìîôååâ

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÎÁÎÁÙÅÍÈÈ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÀÄÀÌÀÐÀ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.05.2018 ã.

Èçâåñòíî [1], ÷òî åñëè y è y′′ ∈ L2(−∞,∞), òî{∫ ∞
−∞

(y′)2dx

}2

<

∫ ∞
−∞

y2dx ·
∫ ∞
−∞

(y′′)2dx, (1)

êðîìå òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà y = 0. Êîíñòàíòà (åäèíèöà) â ïðàâîé ÷àñòè
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Ââåä¼ì êëàññ ôóíêöèé U = {u : u ∈ L2(R

m),∆nu ∈

∈ L2(R
m)},m ≥ 1 è èòåðèðîâàííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆nu ïîíèìàåòñÿ

â îáîáù¼ííîì, ïî Ñîáîëåâó, ñìûñëå [2]. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ñëåäóþùåãî âèäà:

Pku =
∑

|α|=α1+···+αm=k

Cα ·
∂ku

∂xα1
1 · · · ∂x

αm
m
,

ãäå Cα � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ îä-
íîðîäíûì ïîëèíîìîì

pk(t) =
∑
|α|=k

Cα · tα1
1 · · · tαmm . (2)

Ïðè k = 0 Pku = u. Ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà 1,
à èìåííî:

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ αi ≥ 0 è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, k è
n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì k =

∑m
i=1 αi, 0 < k < 2n, äëÿ ëþáûõ

ôóíêöèé u ∈ U ñïðàâëåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

‖Pku‖L2
≤ ‖pk‖C(Sm−1) · ‖u‖

2n−k
2n

L2
· ‖∆nu‖

k
2n

L2
, (3)

ãäå Sm−1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðîñòðàíñòâà Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ U è û(x) � å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â
ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà L2 èëè, òî æå ñàìîå, ÷òî â ñìûñëå òåîðèè îáîáù¼í-
íûõ ôóíêöèé. Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ û ∈ L2 è ‖û‖L2

= ‖u‖L2
. Èçâåñòíî

[3], ÷òî åñëè u ∈ S, òî û ∈ S, ãäå S = S(Rm) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ â Rm ôóíêöèé, óáûâàþùèõ ïðè |x| → ∞ âìåñòå ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|−1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ó ôóíêöèè u ∈ U ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïî-
ðÿäêà k ≤ 2n ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèåé è ïðèíàäëåæèò L2.
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Ïóñòü u ∈ U . Òîãäà â ñìûñëå L2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u(x) =
1

(2π)
m
2

∫
Rm
û(t) exp(ixt) dt, x ∈ Rm.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Pku =
ik

(2π)
m
2

∫
Rm
û(t)pk(t) exp(ixt) dt. (4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

(Shu)(x) =
ik

(2π)
m
2

∫
Rm
λ(h, t)û(t) exp(ixt) dt, x ∈ Rm,

ãäå

λ(h, t) =

{
pk(s)

(
|t|k − k

2n · h
2n−k · |t|2n

)
, |t|2n−k ≤ 2n

k ( 1
h)2n−k;

0, |t|2n−k ≥ 2n
k · (

1
h)2n−k.

(5)

Ðàâíîìåðíàÿ íîðìà λ(h, t) âû÷èñëÿåòñÿ áåç òðóäà è ðàâíà
‖λ(h, t)‖L∞ = ‖pk‖C(Sm−1) · 2n−k

2n · (
1
h)k. Îòñþäà íîðìà

‖Sh‖L2→L2
= max {|λ(h, t)| : t ∈ Rm} = ‖pk‖C(Sm−1) ·

2n− k
2n

· 1

hk
. (6)

Äëÿ âñÿêîãî u ∈ U ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Pku− Shu‖L2
≤ max

{∣∣∣∣pk(t)− λ(h, t)

|t|2n

∣∣∣∣ : t ∈ Rm

}
· ‖∆nu‖L2

.

Ïîñêîëüêó∥∥∥∥pk(t)− λ(h, t)

|t|2n

∥∥∥∥
L∞

= ‖pk‖C(Sm−1) ·
k

2n
· h2n−k, (7)

òî ðàâåíñòâà (6) è (7) äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖Pku‖L2
≤ ‖pk‖C(Sm−1) ·

2n− k
2n

· 1

hk
· ‖u‖L2

+

+ ‖pk‖C(Sm−1) ·
k

2n
· h2n−k · ‖∆nu‖L2

= ‖pk‖C(Sm−1)×

×
[(

2n− k
2n

)
· 1

hk
· ‖u‖L2

+
k

2n
· h2n−k · ‖∆nu‖L2

]
.

(8)
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Ìèíèìèçèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü (8) ïî h > 0, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
(3). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî òî÷íîå.

Ïóñòü S0 � òî÷êà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
pk(S0) = ‖pk‖C(Sm−1). Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýêñòðåìàëüíóþ
â íåðàâåíñòâå (3). Îáîçíà÷èì

ϕ(x1) =


1, åñëè x1 ≤ 0,

áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ, åñëè 0 ≤ x1 ≤ π,

0, åñëè x1 ≥ π.

Ïîëîæèì hl(x) = ϕ(x1 − lπ) · ϕ(lπ − x1) è ïóñòü ul(x) = hl(x1)×
× hl(x2) · · ·hl(xm) · sin(S0, x), äëÿ ëþáîãî x ∈ Rm. Âû÷èñëèì íîðìû
‖Pkul‖L2

, ‖ul‖L2
è ‖∆nul‖L2

. Èìååì:

‖ul‖2
L2

= (2πl)m−1 · lπ +O
(
(2πl)m−1

)
;

‖∆nul‖2
L2

= (2πl)m−1 · lπ +O
(
(2πl)m−1

)
;

‖Pkul‖2
L2

= ‖pk‖C(Sm−1) ·
[
(2πl)m−1 · lπ +O

(
(2πl)m−1

)]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàèëó÷øåé êîíñòàíòû K â íåðàâåíñòâå

‖Pku‖L2
≤ K · ‖u‖

2n−k
2n

L2
· ‖∆nu‖

k
2n

L2

ñïðàâåäëèâî K = ‖pk‖C(Sm−1).

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòàõ [4, 5]. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîäîáíûå çàäà÷è
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [6�8] è äð.
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Â.Â. Ðîçåí

ÂÛÏÓÊËÎÅ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ ÏÎÐßÄÊÀ
ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÌÅÐ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21.05.2018 ã.

Â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè âîçíèêàåò
ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð. Â äàííîé ðàáîòå ýòà ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáùåì âèäå. Â
êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð ïðåäëàãàåòñÿ åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà. Óêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà
âûïóêëîé îáîëî÷êè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà è äàíî åå îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìûõ ìàòðèö äåêîìïîçèöèè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Àëü-
òåðíàòèâíûå ñïîñîáû ïðîäîëæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíîæåñòâî âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåð ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ àâòîðà [1 � 3].

1. Ïîä âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
A = {a1, . . . , an} ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ : A→ R

µ(ai) ≥ 0(i = 1, . . . , n),
n∑
i=1

µ(ai) = 1.

Åñëè çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ, òî, ïîëàãàÿ µ(ai) = µi, ïîëó÷àåì
n � êîìïîíåíòíûé âåêòîð (µ1, . . . , µn) ïðîñòðàíñòâà Rn, êîòîðûé íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì âåêòîðîì íàä A, ñîîòâåòñòâóþùèì óêàçàííîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà A è ñîîò-
âåòñòâóþùèé åé âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
äðóã äðóãà, â äàëüíåéøåì ìû èõ îáîçíà÷àåì îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì.
Äëÿ ëþáîãî ai ∈ A îáîçíà÷àåì ÷åðåç δai âûðîæäåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå ai. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü A êàê ïîäìíî-
æåñòâî Ã. Ââåäåì ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ Ã× Ã, çà-
äàííîå íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ã, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè
óñëîâèÿ {

(µ1, ν1) ∈ ρ
(µ2, ν2) ∈ ρ

âëåêóò (αµ1 + βµ2, αν1 + βν2) ∈ ρ ïðè ëþáûõ α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ áèíàðíûõ
îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ã òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà Ã, ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ
âûïóêëîãî çàìûêàíèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó îòíîøåíèþ ρ ⊆ Ã × Ã ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) ñîäåðæàùåå åãî áèíàðíîå
îòíîøåíèå ρ̂ ⊆ Ã× Ã. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ρ̂ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êîé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ.

2. Ïóñòü < A,ω > � íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê
ω ⊆ A×A ⊆ Ã× Ã, òî ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ω̂ îòíîøåíèÿ ïî-
ðÿäêà ω. Îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îñíîâ-
íûõ ñâîéñòâ è îïèñàíèå îòíîøåíèÿ ω̂. Ñ ýòîé öåëüþ äàäèì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå < A,ω > âñÿêóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ÷ëåíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïàðû âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ìíîæåñòâó Ã, ïðè÷åì êàæäûé ÷ëåí (µ, ν) ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìååò âèä

1) ëèáî µ = δai, ν = δaj , ãäå ai ≤ω aj;
2) ëèáî (µ, ν) åñòü âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óæå èìå-
þùèõñÿ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (µ1, ν1) è (µ2, ν2).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü < A,ω > � êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω ìíîæåñòâî ïàð âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µ, ν) ∈ Ã× Ã,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñëåä-
íèì ÷ëåíîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ (µ, ν). Òîãäà ω ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé
îáîëî÷êîé îòíîøåíèÿ ω, òî åñòü ω = ω̂

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå ω ⊆ ω̂ óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî
ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ω̂ ⊆ ω ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî îòíîøåíèå ω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è ñîäåðæèò ω.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü < A,ω > � êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà ω̂ åñòü âûïóêëîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð Ã, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ïîäìíîæåñòâå A ⊆ Ã ñîâïàäàåò
ñ ω.
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Áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ω̂ âûïóêëûì ïðîäîëæåíèåì ïîðÿäêà ω íà
ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

3. Ïîëíîå îïèñàíèå îòíîøåíèÿ ω̂ äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö äåêîìïî-
çèöèè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ìàòðèöåé äåêîìïîçèöèè óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà < A,ω >, ãäå A = {a1, . . . , an}, äåéñòâèòåëüíóþ íåîòðèöà-
òåëüíóþ ìàòðèöó D = ‖dij‖ ôîðìàòà n × n, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

1) ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû D ðàâíà 1 (òî åñòü ìàò-
ðèöà D ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé);
2) äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n óñëîâèå dij 6= 0 âëå÷åò ai ≤ω aj.

Çàìå÷àíèå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðîíóìå-
ðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî áîëüøåìó îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ω ýëåìåíòó
ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèé íîìåð (óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè). Òîãäà ìàòðèöà
äåêîìïîçèöèè D óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A,ω > âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíîé, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0.
Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå dij 6= 0 âëå÷åò ai ≤ω aj, à òîãäà ïî óñëîâèþ ñî-
ãëàñîâàííîñòè âûïîëíåíî i ≤ j. Îòìåòèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ìàòðèö
äåêîìïîçèöèè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü < A,ω > � êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
ãäå A = a1, . . . , an, ω̂ � âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ω íà
ìíîæåñòâî Ã âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ ëþáûõ âåðîÿòíîñòíûõ
âåêòîðîâ µ, ν ∈ Ã óñëîâèå (µ, ν) ∈ ω̂ âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà äåêîìïîçèöèè D óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà < A,ω >, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ν = µ ◦D.
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Ïóñòü A, B � êîíöû íåïàðàáîëè÷åñêîãî îòðåçêà σ ïëîñêîñòè Ĥ [1, 2].
Íà ïðÿìîé AB ñóùåñòâóåò ïàðà âåùåñòâåííûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ
òî÷åê S, S0, ãàðìîíè÷åñêè ðàçäåëåÿþùèõ ïàðó òî÷åê A, B. Îáîçíà÷èì
÷åðåç K1, K2 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ àáñîëþòîì. Â ñëó÷àå ýë-
ëèïòè÷åñêîé (ãèïåðáîëè÷åñêîé) ïðÿìîé òî÷êè K1, K2 ìíèìî ñîïðÿæåí-
íûå (âåùåñòâåííûå ðàçëè÷íûå). Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè òî÷åê S, S0

ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâîì (SS0K1K2) = −1, à óñëîâèå ãàðìîíè÷åñêîé
ðàçäåëåííîñòè ïàð òî÷åê S, S0 èA,B � ðàâåíñòâîì (SS0AB) = −1. Îäíà
èç òî÷åê S, S0, ïóñòü S ïðèíàäëåæèò îòðåçêó σ, à âòîðàÿ � äîïîëíåíèþ
ýòîãî îòðåçêà äî ïðÿìîé AB. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (ñì. [1, ðàçäåë 4.2])
òî÷êà S (S0) � ñåðåäèíà (êâàçèñåðåäèíà) îòðåçêà AB. Åñëè ïðÿìàÿ AB
ýëëèïòè÷åñêàÿ, òî îáå òî÷êè S, S0 ñîáñòâåííûå íà Ĥ. Åñëè ïðÿìàÿ AB
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, òî S � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà, à S0 � èäåàëüíàÿ.

Â êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗ ïåðâîãî òèïà (ñì. [1, ï. 4.1.1]) òî÷êè A, B
çàäàäèì êîîðäèíàòàìè (aj), (bj), j = 1, 2, 3, è íàéäåì âûðàæåíèÿ êîîð-
äèíàò (sj), (s̄j) ñîîòâåòñòâåííî òî÷åê S è S0 ÷åðåç êîîðäèíàòû (aj), (bj).
Â ðåïåðå R∗ ïðÿìàÿ AB èìååò êîîðäèíàòû

u1 = a2b3 − a3b2, u2 = a3b1 − a1b3, u3 = a1b2 − a2b1. (1)

Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê S, S0 ïðÿìîé AB îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè

u1s1 + u2s2 + u3s3 = 0, u1s̄1 + u2s̄2 + u3s̄3 = 0, (2)

à óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè òî÷åê S, S0 (ñì. (4.53) èç [1]) èìååò âèä

s1s̄1 + s2s̄2 − s3s̄3 = 0. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u3 6= 0, è âûðàçèì èç ðàâåíñòâ (2) çíà÷åíèÿ s3, s̄3.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óñëîâèå (3), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

s1s̄1

(
u2

3 − u2
1

)
+ s2s̄2

(
u2

3 − u2
2

)
− u1u2 (s1s̄2 + s2s̄1) = 0. (4)
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Óñëîâèå (SS0AB) = −1 ãàðìîíè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïàð òî÷åê S,
S0 è A, B, çàïèñàííîå â êîîðäèíàòàõ ýòèõ òî÷åê, ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

2s1s̄1a2b2 + 2s2s̄2a1b1 −∆ (s1s̄2 + s2s̄1) = 0, ∆ = a1b2 + a2b1. (5)

Èñêëþ÷èâ èç ðàâåíñòâ (4), (5) âûðàæåíèå s1s̄2 + s2s̄1, íàõîäèì

s1s̄2 + s2s̄1 =
2s1s̄1a2b2 + 2s2s̄2a1b1

∆
,

s1s̄1

(
∆
(
u2

3 − u2
1

)
− 2u1u2a2b2

)
+ s2s̄2

(
∆
(
u2

3 − u2
2

)
− 2u1u2a1b1

)
= 0. (6)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ â ñèñòåìå (6) íà s2s̄2, ïîëó÷èì

s1

s2
+
s̄1

s̄2
=

2s1

s2

s̄1

s̄2
a2b2 + 2a1b1

∆
,

s1

s2

s̄1

s̄2
= −

∆
(
u2

3 − u2
2

)
− 2u1u2a1b1

∆ (u2
3 − u2

1)− 2u1u2a2b2
. (7)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (7) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ s1

s2
, s̄1

s̄2
, ïîëó÷àåì

s1

s2
= Ω + ε

√
Ω2 −Θ,

s̄1

s̄2
= Ω− ε

√
Ω2 −Θ, ε = ±1,

Θ = −
∆
(
u2

3 − u2
2

)
− 2u1u2a1b1

∆ (u2
3 − u2

1)− 2u1u2a2b2
, Ω =

Θa2b2 + a1b1

∆
. (8)

Èç óñëîâèé (1), (2), (8) íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷åê S, S0:(
u3

(
Ω + ε

√
Ω2 −Θ

)
: u3 : −u1

(
Ω + ε

√
Ω2 −Θ

)
− u2

)
, ε = ±1,

u1 = a2b3 − a3b2, u2 = a3b1 − a1b3, u3 = a1b2 − a2b1 6= 0,

Θ =
a2

1

(
b2

2 − b2
3

)
− b2

1

(
a2

2 − a2
3

)
a2

2 (b2
1 − b2

3)− b2
2 (a2

1 − a2
3)
,

Ω =
a1a2

(
b2

1 + b2
2 − b2

3

)
− b1b2

(
a2

1 + a2
2 − a2

3

)
a2

2 (b2
1 − b2

3)− b2
2 (a2

1 − a2
3)

. (9)

Â êîíêðåòíîé çàäà÷å ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè S îòðåçêó AB îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëèò ÷èñëî ε â êîîðäèíàòàõ (9). Ïðîòèâîïîëîæíîå ïî çíàêó ÷èñ-
ëî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êâàçèñåðåäèíå S0 îòðåçêà AB.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ AB ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó A3 ðåïå-
ðà R∗, èìååì u3 = 0. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2) ïðè u3 = 0 êîîðäèíàòû òî÷åê
S, S0 ìîæíî èñêàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå (−u2 : u1 : s3), (−u2 : u1 : s̄3).
Òî÷êè S, S0 îðòîãîíàëüíû, ñîãëàñíî óñëîâèþ (4.53) èç [1] íàõîäèì

s3s̄3 = u2
1 + u2

2. (10)
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Ïîñêîëüêó A 6= B, ïðè u3 = 0, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ÷èñåë u1,
u2 îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü u1 6= 0 (èëè u2 6= 0). Çàïèøåì ñîîòâåòñòâåííî
ñëó÷àþ óñëîâèå (SS0AB) = −1, èñïîëüçóÿ âòîðóþ è òðåòüþ (ïåðâóþ è
òðåòüþ) êîîðäèíàòû òî÷åê S, S0, A, B. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

2
(
s3s̄3a2b2 + u2

1a3b3

)
− u1 (a2b3 + a3b2) (s3 + s̄3) = 0(

2
(
s3s̄3a1b1 + u2

2a3b3

)
+ u2 (a1b3 + a3b1) (s3 + s̄3) = 0

)
. (11)

Èç ðàâåíñòâ (10), (11) ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèþ u1 = a2b3 − a3b2 6= 0
(u2 = a3b1 − a1b3 6= 0) íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷åê S, S0 ïðè u3 = 0:(

−u2 : u1 : Ω + ε
√

Ω2 − u2
1 − u2

2

)
, ε = ±1,

Ω =
a2b2

(
u2

1 + u2
2

)
+ u2

1a3b3

u1 (a2b3 + a3b2)

(
Ω = −

a1b1

(
u2

1 + u2
2

)
+ u2

2a3b3

u2 (a1b3 + a3b1)

)
. (12)

Çíàê ε â êîîðäèíàòàõ (12) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí óñëîâèåì ïðèíàä-
ëåæíîñòè òî÷êè S îòðåçêó AB. Åñëè ïðè u3 = 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
u1u2 6= 0, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà ìîæíî ïîëü-
çîâàòüñÿ ëþáûì èç àëüòåðíàòèâíûõ óñëîâèé (12).

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû (9), (12) ïîëó÷åíû äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
èëè ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòðåçêà AB, â ÷àñòíîñòè, îí ìîæåò ëåæàòü â
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Åñëè òî÷êè A, B ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
êîìïîíåíòàì ïëîñêîñòè H2, îïðåäåëÿÿ êâàçèîòðåçîê, òî êîîðäèíàòû
(9), (12) îïðåäåëÿþò ìíèìî ñîïðÿæåííûå òî÷êè S, S0 (ñì. [1, ðàçäåë 4.2]).
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Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæå-
íèåì n-ãî ïîðÿäêà

`(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìè-
ñÿ íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

∑
j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.
Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, èçâåñòíûå îïðåäå-

ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé, èëè êðàòêî êîðíåâûõ
ôóíêöèé (ê.ô.), m-êðàòíîé (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòû ê.ô., õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî îïðåäåëèòåëÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò. ï. èç [1].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû ê.ô. ýòîãî ïó÷êà
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð,
â [1�3].

Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ïó÷êà ðàñïîëîæåíû íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Â òåîðåìå 1 èç
[2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. äëÿ
âðîäå áû áîëåå îáùåãî êëàññà ïó÷êîâ âèäà (1)�(3) â ñëó÷àå ïîëóðàñïàäà-
þùèõñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿ êðàåâûõ óñëîâèé (òî åñòü êîãäà íå òîëüêî
2l ≥ n, íî è 2l < n â ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n − 1). Íî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (2)�(3) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóðàñïàäàþùèõ-
ñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿ êðàåâûõ óñëîâèé èç [2], òåì íå ìåíåå, òåîðåìà
1 î ïîëíîòå èç [2] íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ
ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2)�(3), òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïðå-
äåëèòåëè â ýòîé òåîðåìå îáðàùàþòñÿ â íîëü.
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Âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç [2], óäàëîñü ïîëó÷èòü äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû è â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
óñëîâèé, íî, ê ñîæàëåíèþ, íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîáõîäèìûå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîçíà-
÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, ω2, . . . , ωn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ

∑
j+s=n

pjsω
j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà

äâóõ èëè îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, â êîëè÷åñòâàõ k è n − k
(0 ≤ k ≤ n). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè ðàñïîëî-
æåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωne
iϕ < ωn−1e

iϕ < · · · < ωk+1e
iϕ < 0 < ω1e

−iϕ < ω2e
−iϕ < · · · < ωke

−iϕ,
(4)

ãäå |ϕ| < π/2. Â ñëó÷àå îäíîãî ëó÷à (k = n èëè k = 0) ñ÷èòàåì, ÷òî
ϕ = 0 è k = n.

Îáîçíà÷èì [q]+ = max{0, q}, [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q} è
ïîëîæèì ïðè j = 1, n

aij =
∑

ν+s=κi

αiνsω
ν
j , i = 1, l; bij =

∑
ν+s=κi

βiνsω
ν
j , i = l + 1, n.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì óñëîâèÿ:

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
6= 0 ïðèn− k ≤ l; (5)

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,n−l
i=l+1,n

6= 0 ïðè n− k > l; (6)

det(aij)
j=1,l

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=l+1,n

i=l+1,n
6= 0, ïðè k ≤ l; (7)

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
6= 0 ïðè k > l. (8)

Îòìåòèì, ÷òî â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå n − k = l óñëîâèÿ (5) è (6) ñîâ-
ïàäàþò. Àíàëîãè÷íî â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå k = l ñîâïàäàþò óñëîâèÿ (7) è
(8).

Òåîðåìà 1. Åñëè [k, n − k]+ ≤ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) è
(7), òî ïðè m ≤ 2(n − l) ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà
â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà

d1 :=
n∑

i=l+1

[m− 1− κi]+.

Òåîðåìà 2. Åñëè [k, n − k]− ≥ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6) è (8),
òî ïðè m ≤ 2l ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ
âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà
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d2 :=
l∑

i=1

[m− 1− κi]+.

Ãðàíè÷íûé ñëó÷àé â òåîðåìàõ 1 è 2 ñôîðìóëèðóåì â îòäåëüíîé òåî-
ðåìå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà.

Òåîðåìà 3. Åñëè [k, n−k]− = [k, n−k]+ = l èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
n = 2k = 2l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) (èëè (6)) è (7) (èëè (8)),
òî ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) n-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì
êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà [d1, d2]− â ñëó÷àå, åñëè, ïî-
êðàéíåé ìåðå, äëÿ îäíîãî i = 1, n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî κi > n− 1,
è ñ íóëåâûì äåôåêòîì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

[k, n− k]− < l < [k, n− k]+, (9)

êîòîðûé èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ â òåîðåìàõ 1�3, èñïîëüçóåìîå äîêàçà-
òåëüñòâî íå ïðîõîäèò èç-çà ïîêà íåïðåîäîëèìûõ òðóäíîñòåé. Ýòî ñëó÷àé
ïó÷êà L(λ) ñ óñòîé÷èâîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ, òî åñòü òàêîé ñèëü-
íîé íåðåãóëÿðíîñòüþ (ñì. [1]), êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé αijs è βijs.

Èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [1], ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü ðåçóëüòàòû î êðàòíîé ïîëíîòå ê.ô. â íåêîòîðûõ ïîäñëó÷àÿõ ñëó÷àÿ
(9). Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Åñëè k = n − 1, 1 < l < n − 1 (ýòî ïîäñëó÷àé ñëó÷àÿ
(9)) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ïó÷êà (1)�(3) íå ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì, òî ñèñòåìà åãî ê.ô. 1-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì
êîíå÷íûì äåôåêòîì.
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Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∆u+ cu = f (1)

â ñëîå

Πh =
{
ξ ∈ R3 : −h < ξ1 < h, −∞ < ξi <∞, i = 2, 3; h > 0

}
,

ÿâëÿþùååñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì ðàññìîòðåííîå â ðàáîòå [1].
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç U êëàññ ôóíêöèé u ∈ C, ãäå C = C(R3) �

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R3 ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(R3), à
ñàì îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆u ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà [2], òî ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

u(x) = − 1

4π

∫
∂Πh

u(ξ)
∂G

∂nξ
dξ − 1

4π

∫∫
Πh

L(u)G(ξ, x) dξ, x ∈ Πh, (2)

ãäå G(ξ, x) � ôóíêöèÿ Ãðèíà ñëîÿ Πh,
∂G(ξ,x)
∂nξ

� ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâ-

ëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Πh, à L(u) = ∆u+ cu.
Ïðåäñòàâëåíèå (2) äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ íåðàâåíñòâ

òèïà Ëàíäàó, áîëåå îáùèõ, ÷åì àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ðàáîòû [1].
Èçâåñòíî [3], ÷òî âñÿêîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âèäó

∆u+ cu = 0. (3)

Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà
c, ÷òî î÷åâèäíî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè èìåòü â âèäó äèôôó-
çèîííóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàñïðîñòðàíèì òåîðèþ ïîòåíöèàëà, ïîñòðîåííóþ â [3, 4] äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà, íà óðàâíåíèå (3). Ïîëîæèì c = −κ2, κ > 0 (äëÿ κ < 0
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, åñëè â ôîðìóëå (4) çàìåíèòü κ íà −κ).
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Ïóñòü u ∈ U . Äëÿ x ∈ R3, ξ ∈ R3, h > 0, ξ1 6= x1 + 2ph, ãäå p �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïîëîæèì

G(ξ, x) =
∞∑

p=−∞

{
exp(−κrp)

rp
− exp(−κr̄p)

r̄p

}
, (4)

ãäå
rp =

√
(ξ1 − x1 − 4ph)2 + (ξ2 − x2)2 + (ξ3 − x3)2,

r̄p =
√

(ξ1 + x1 − 4ph− 2h)2 + (ξ2 − x2)2 + (ξ3 − x3)2.

Äëÿ óðàâíåíèÿ L(u) = f âûâåäåì ôîðìóëû Ãðèíà, àíàëîãè÷íûå ôîð-
ìóëàì, ïîëó÷åííûì â [1, 3, 4] äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà.Ôóíêöèÿ G(ξ, x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñëîÿ Πh è äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ U èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [5, çàäà÷à 36; c. 73; 357], óñòàíàâëèâàåì, ÷òî
ôóíêöèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñëîÿ Πh, à ñëåäîâàòåëüíî, îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè:

1. G(ξ, x) = G(x, ξ). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà
ñïðàâåäëèâû îòíîñèòåëüíî êàæäîé ïåðåìåííîé x è ξ.

2. G(ξ, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3) âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Πh\{ξ},
÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî [3].

3. G(ξ, x) ïðåäñòàâèìà â âèäå G(ξ, x) = exp(−κr0)
r0

+ ν, ãäå

r0 =
√∑3

i=1(ξi − xi)2, à ν = ν(ξ, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(u) = 0 óæå âñþäó â Πh.

4. G(ξ, x) íà ãðàíèöå ñëîÿ Πh îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî åñòü G(ξ, x) = 0,
åñëè ξ ∈ ∂Πh (÷òî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèè (4), àíàëîãè÷íî ìåòîäó ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé).

5. Ôóíêöèè G(ξ, x) è ∂G(ξ,x)
∂nξ

èìåþò èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü ïðè
ξ = x, ÷òî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ôóíêöèÿ
G(ξ, x) èìååò îñîáåííîñòü 1

r0
, à ∂G(ξ,x)

∂nξ
� îñîáåííîñòü âèäà 1

r2
0
(ñì.

[3]).

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè G(ξ, x) ïîçâîëÿþò äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè u, îïðåäåë¼ííîé, íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé âìåñòå ñî ñâî-
èìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà R3, ïîëó÷èòü
[1, 3] ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

u(x) = − 1

4π

∫
∂Πh

u(ξ)
∂G(ξ, x)

∂nξ
dξ − 1

4π

∫∫
Πh

L(u(ξ))G(ξ, x) dξ. (5)
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Íà ñàìîì äåëå, îíî îñòà¼òñÿ âåðíûì è äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ U .
Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü ϕ ∈ D, ãäå D = D(R3) � ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R3, è

∫
R3 ϕdx = 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕε(x) = 1
ε3ϕ
(
x
ε

)
. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ uε(x) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

uε(x) =

∫
R3

u(x− t)ϕε(t) dt =

∫
R3

u(t)ϕε(x− t) dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî uε áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîëîæèì

∆uε(x) =

∫
R3

u(t)∆ϕε(x− t) dt =

∫
R3

∆u(x− t)ϕε(t) dt.

Äëÿ ôóíêöèè uε ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5), òî åñòü

uε(x) = − 1

4π

∫
∂Πh

uε(ξ)
∂G(ξ, x)

∂nξ
dξ − 1

4π

∫∫
Πh

L(uε(ξ))G(ξ, x) dξ. (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ‖uε‖c è ‖∆uε‖∞ ðàâíîìåðíî ïî ε îãðàíè÷åíû; ïðè
ε → 0 ôóíêöèè uε ñõîäÿòñÿ âñþäó ê u â R3, à Luε ê Lu ïî÷òè âñþ-
äó, ÷òî ñëåäóåò èç [6]. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðàíòíîé ñõîäèìîñòè èç
(6) â ïðåäåëå ïðè ε → 0 ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (2) óæå äëÿ ôóíêöèé
u ∈ U .

Åñëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå ∆u + cu = f äëÿ c = κ2, òî ïî òîé æå
ñõåìå ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà ïîëîñû Πh, à çàòåì ïðåäñòàâëå-
íèå (2).
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Â äàííîé ðàáîòå ëþáàÿ öåëàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ñòåêëîâà ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðå-
êóððåíòíûì ôîðìóëàì. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé è òåîðèè íåêîððåêòíûõ
çàäà÷ (ñì. [1]).

Âîçüìåì ïðàâîñòîðîííèé îïåðàòîð Ñòåêëîâà

Sαf =
1

α

∫ x+α

x

f(t)dt, (1)

ãäå f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.
Ïóñòü m ≥ 1 � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Smα :

Smα f =
1

αm

∫ x+α

x

dt1

∫ t1+α

t1

dt2 ...

∫ tm−1+α

tm−1

f(τ)dτ, m ≥ 1.

Ôóíêöèþ Smα f íàçûâàþò ôóíêöèåé Ñòåêëîâà m-ãî ïîðÿäêà [2].
Òåîðåìà 1. Äëÿ m-é (m ≥ 1) ñòåïåíè ïðàâîñòîðîííåãî îïåðàòîðà

Ñòåêëîâà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Smα f =
1

αm

∫ x+mα

x

Kmα(x, τ)f(τ)dτ, (2)

ãäå

Kmα(x, τ) =



ϕm1 (x, τ), x ≤ τ ≤ x+ α,

ϕm2 (x, τ), x+ α < τ ≤ x+ 2α,

.................................................,

ϕmk (x, τ), x+ (k − 1)α < τ ≤ x+ kα,

ϕmm(x, τ), x+ (m− 1)α < τ ≤ x+mα.

k = 2, ...,m− 1,
ϕ1

1(x, τ) = 1,
ϕm1 (x, τ) =

∫ τ
x ϕ

m−1
1 (t, τ)dt,

ϕm2 (x, τ) =
∫ x+α

τ−α ϕ
m−1
1 (t, τ)dt+

∫ τ−α
x ϕm−1

2 (t, τ)dt,
..................................................................................,

ϕmk (x, τ) =
∫ x+α

τ−(k−1)α ϕ
m−1
k−1 (t, τ)dt+

∫ τ−(k−1)α

x ϕm−1
k (t, τ)dt,

...............................................................................................,
ϕmm(t, τ) =

∫ x+α

τ−(m−1)α ϕ
m−1
m−1(t, τ)dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Sαf =
1

α

∫ x+α

x

ϕ1
1(t, τ)f(τ)dτ,

ãäå ϕ1
1(t, τ) = 1.

Ïóñòü m = 2. Èìååì:

S2
αf =

1

α2

∫ x+α

x

dt

∫ t+α

t

f(τ)dτ. (3)

Áóäåì ìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ

ε(ξ, η) =

{
1, η ≤ ξ,

0, η > ξ.

Ïîñêîëüêó â (3) τ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò x äî x + 2α, òî çàïèøåì
ïîâòîðíûé èíòåãðàë â (3) â âèäå
I2

1 ≡
∫ x+α

x dt
∫ t+α
t f(τ)dτ =

∫ x+2α

x ε(t, x)ε(x+ α, t)dt
∫ x+2α

x ε(τ, t)ε(t+
+ α, τ)f(τ)dτ.

Òåïåðü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì:
I2

1 =
∫ x+2α

x f(τ)dτ
∫ x+2α

x ε(t, x)ε(x+ α, t)ε(τ, t)ε(t+ α, τ)dt.
Äàëåå èç îïðåäåëåíèÿ ε(ξ, η):

x ≤ t ≤ x+ α, τ − α ≤ t ≤ τ.

Îòñþäà
max(x, τ − α) ≤ t ≤ min(x+ α, τ).

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè:
à) max(x, τ − α) = x;

min(x+ α, τ) = τ.
Â ýòîì ñëó÷àå τ ≤ x+ α.
á) max(x, τ − α) = τ − α;

min(x+ α, τ) = x+ α.
Â ýòîì ñëó÷àå τ ≥ x+ α. Ïðè ýòîì èç (3) τ ≤ x+ 2α.
Ñëó÷àè: â) max(x, τ − α) = τ − α; ã) max(x, τ − α) = x;

min(x+ α, τ) = τ min(x+ α, τ) = x+ α
ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èâûì íåðàâåíñòâàì: τ ≤ x+ α è τ ≥ x+ α.
Íà îñíîâàíèè âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷àåì:

I2
1 =

∫ x+α

x

f(τ)dτ

∫ τ

x

ϕ1
1(t, τ)dt+

∫ x+2α

x+α

f(τ)dτ

∫ x+α

τ−α
ϕ1

1(t, τ)dt
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.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (2) äëÿ m = 2.
Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì ôîðìóëó (2) â îáùåì ñëó÷àå.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ m = 2 èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïðèâåäåí â [3].
Çäåñü ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü îáùèé ïîäõîä, êîòîðûé ìû ïðèìåíÿåì ïðè ïåðåìåíå
ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì êðàåâûå çàäà÷è Lk, k = 1, n− 1 äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

`y(x) := y(n)(x) +
n−2∑
j=0

pj(x)y(j)(x) = λy(x), 0 < x < T, (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(ν−1)(0) = y(ξ−1)(T ) = 0, ν = 1, k, ξ = 1, n− k, (2)

è óñëîâèÿìè ðàçðûâà âî âíóòðåííåé òî÷êå a ∈ (0, T ):

y(ν−1)(a+ 0) =
ν∑
j=1

aνjy
(j−1)(a− 0), ν = 1, n. (3)
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Çäåñü n = 2m, pj(x) ∈ L(0, T ) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè è aνj � êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà, aνν 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ðàçðûâà ïîðîæäàþòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà A = [aνj]ν,j=1,n , ãäå aνj = 0 ïðè ν < j è detA 6= 0.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ âèäà (1) íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå ñ óñëîâèÿìè (2)-(3). Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñïåêòðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ìàòðèöà òèïà Âåéëÿ, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèé ôóíêöèè Âåéëÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ è ìàòðèöû òèïà Âåéëÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ áåç ðàçðûâîâ, ââåäåííîé â [1�2]. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
çàäàíèå ìàòðèöû òèïà Âåéëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàëû pj(x),
j = 0, n− 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ
îïåðàòîðà ïî ñèñòåìå ñïåêòðîâ. Ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì èçâåñòíîé îáðàòíîé çàäà÷è Áîðãà äëÿ îïåðàòîðîâØòóðìà�Ëèóâèëëÿ.
Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà ðàññìàòðèâàëèñü â [3�
6] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ïóñòü ϕj(x, λ), j = 1, n � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì ðàçðûâà (3) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

ϕ
(ν−1)
j (0, λ) = δνj, ν = 1, n,

ãäå δνj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. ßñíî, ÷òî

det[ϕ
(ν−1)
j (x, λ)]ν,j=1,n = η(x), (4)

ãäå η(x) := 1 ïðè x < a, è η(x) := detA ïðè x > a. Îáîçíà÷èì

∆k(λ) := det[ϕ
(ν−1)
j (T, λ)]j=k+1,n; ν=1,n−k , k = 0, n− 1.

Ôóíêöèè ∆k(λ), k = 1, n− 1, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî λ ïîðÿäêà 1/n, è
èõ íóëè {λlk}l≥0 (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ Lk âèäà (1)-(3). Ôóíêöèè ∆k(λ) íàçûâàþòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ Lk. Â ñèëó (4) ∆0(λ) ≡ detA.
Ïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî ∆n(λ) := 1.

Ïóñòü Φk(x, λ), k = 1, n � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì ðàçðûâà (3) è êðàåâûì óñëîâèÿì

Φ
(ν−1)
k (0, λ) = δνk, ν = 1, k, Φ

(ξ−1)
k (T, λ) = 0, ξ = 1, n− k.

Ôóíêöèè Φk(x, λ) íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà Âåéëÿ. Îáîçíà÷èì

Mkν(λ) := Φ
(ν−1)
k (0, λ). Ôóíêöèè Mkν(λ) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè òèïà
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Âåéëÿ, à ìàòðèöàM(λ) = [Mkν(λ)]k,ν=1,n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé òèïà Âåé-
ëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî Mkν(λ) ≡ δkν ïðè k ≥ ν è detM(λ) ≡ 1. ßñíî, ÷òî

Φk(x, λ) = ϕk(x, λ) +
n∑

ν=k+1

Mkν(λ)ϕν(x, λ), (5)

Mkν(λ) =
∆kν(λ)

∆k(λ)
, k ≤ ν,

ãäå

∆kν(λ) := (−1)k+ν det[ϕ
(µ−1)
j (T, λ)]ν=1,n−k, j=k,n\ν, k = 1, n− 1, ν = k, n.

Â ÷àñòíîñòè, ∆kk(λ) ≡ ∆k(λ). Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

det[Φ
(ν−1)
j (x, λ)]ν,j=1,n = η(x).

Ôóíêöèè ∆kν(λ) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî λ ïîðÿäêà 1/n, è èõ íóëè
{λlkν}l≥0 (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
êðàåâûõ çàäà÷ Lkν äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà (3) è ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè

y(µ−1)(0) = y(ξ−1)(T ) = 0, µ = 1, k − 1, ν; ξ = 1, n− k.

Â ÷àñòíîñòè, λlkk = λlk. Ôóíêöèè ∆kν(λ) íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ Lkν . Îáðàòíûå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíà ìàòðèöà òèïà Âåéëÿ M(λ), ïîñòðî-
èòü `.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2. Äàíû ñïåêòðû {λlkν}l≥0, k = 1, n− 1, ν = k, n,
ïîñòðîèòü `.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàò-
íûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ ` ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð ˜̀ òîãî æå âè-
äà, íî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè p̃j(x). Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé
ñèìâîë îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê `, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë
ñ âîëíîé íàâåðõó áóäåò îáîçíà÷àòü îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê ˜̀.

Òåîðåìà 1. Åñëè M(λ) ≡ M̃(λ), òî ` = ˜̀. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå
ìàòðèöû òèïà Âåéëÿ M(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð `.

Òåîðåìà 2. Åñëè λlkν = λ̃lkν, k = 1, n− 1, ν = k, n, òî ` = ˜̀.
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Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû è ìåòîä ñïåê-
òðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1], ìîæíî ïîëó÷èòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìîò-
ðåííûõ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, à òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ èõ ðàçðåøèìîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ïðîåêò � 1.1660.2017/4.6) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 16-01-00015, 17-51-53180).
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Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ îäíî-
ìåðíîé çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè íåñòàöèîíàðíûõ âîëí â âÿçêîóïðóãîì
ñòåðæíå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äàííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêèé ïîëóáåñêîíå÷íûé âÿçêîóïðóãèé ñòåðæåíü,
âûïîëíåííûé èç ìàòåðèàëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ
Ìàêñâåëëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ê òîðöó
ñòåðæíÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, ïðèëîæåíà óäàðíàÿ ïðîäîëü-
íàÿ íàãðóçêà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îäíîìåðíîé âîëíû â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå:

∂2σ(x, t)

∂x2
=
ρ

E

∂2σ(x, t)

∂t2
+

1

n

∂σ(x, t)

∂t
. (1)

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

σ(x, 0) = 0,
∂σ(x, 0)

∂t
= 0, (2)

ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

σ(0, t) = IH(t), (3)

ãäå σ �� íàïðÿæåíèå, u �� ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå, ε �� äåôîðìàöèÿ, x �
ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, t �� âðåìÿ, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ,
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E � ìãíîâåííûé ìîäóëü óïðóãîñòè, n � âðåìÿ ðåëàêñàöèè, I � àìïëè-
òóäà íàïðÿæåíèÿ íà òîðöå.

Çàäà÷à (1) � (3) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [1] ïî ïåðåìåííîé âðåìåíè.

Ðåøåíèå â èçîáðàæåíèÿõ èìååò âèä

σ∗(ξ, s) =
I∗

s
e
−s
√
n∗s+1√
n∗
√
s
ξ
, (4)

ãäå σ∗ = σ
E , ξ = x

L , n
∗ = cn

L , c
2 = E

ρ , L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð äëèíû, s �
ïàðàìåòð èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íàèáîëåå òðóäíûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ýòàï íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçâåñòíîìó èçîáðà-
æåíèþ. Â ñëó÷àÿõ íå ñëèøêîì ñëîæíûõ ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
èçîáðàæåíèé îáðàùåíèå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ ïðèìåíå-
íèÿ ôîðìóëû Ìåëëèíà è ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ìåòîäîì
êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [2].

Ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äàííûé ìåòîä íåïðèìåíèì â ñâÿçè
ñî ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ â èçîáðàæåíèÿõ, òî â îñíîâíîì ïðèìåíÿþòñÿ
ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû: ÷èñëåííûå èëè àíàëèòè÷åñêèå.

Èç àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ
ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè èçîáðàæåíèÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ñòå-
ïåíÿì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, äîïóñêàþùèõ ïî÷ëåííîå
îáðàùåíèå ñ ïîìîùüþ òàáëèö èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàçëîæåíèÿ (4) â ðÿäû ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ñòåïå-
íÿì ïàðàìåòðà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èìåþò âèä

σ∗(ξ, s) =
I∗

s
e−

√
s√
n∗
ξ

(
1−
√
n∗

2
s

3
2ξ +

n∗
3
2

8
s

5
2ξ + . . .

)
ïðè s → 0, (5)

σ∗(ξ, s) = I∗e−
1

2n∗ ξ
e−sξ

s

(
1 +

1

8(n∗)2s
ξ +

1

128(n∗)4s2
ξ2

)
ïðè s→∞. (6)

Àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûå ÷àñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî÷ëåííûì îá-
ðàùåíèåì (5), (6), çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

σ∗1(ξ, τ) = I∗ erfc

(
ξ

2
√
n∗τ

)
, (7)

σ∗2(ξ, τ) = I∗e−
1

2n∗ ξ

(
1 +

ξ

8(n∗)2
(τ − ξ) +

ξ2

256(n∗)4
(τ − ξ)2

)
×

×H(τ − ξ).
(8)
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×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ (7) è (8) ðàáîòàþò
òîëüêî â îáëàñòè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîåíèå åäèíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � íåïðîñòàÿ, íî àêòó-
àëüíàÿ çàäà÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíîãî ðåøåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé [3]. Ïðè ýòîì
òî÷íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åíèå êîòîðîãî âîçìîæíî â äàííîì ñëó÷àå, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåíêè ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â çà-
ìåíå ïîëó÷åííîãî èçîáðàæåíèÿ σ∗ ôóíêöèåé σ0, äîïóñêàþùåé òî÷íûé
ïåðåõîä ê îðèãèíàëàì è îòâå÷àþùåé óñëîâèÿì

σ0 ∼ σ∗ ïðè s→ 0 è s→∞, σ0
′ ∼ σ∗

′
ïðè s → 0. (9)

Àíàëèç (7) è (8) ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü âèä

σ0(ξ, s) = I∗e−
ξ

2n∗
e−ξs

s

a0 + a1

√
s

b0 + b1

√
s
, (10)

ãäå a0, a1, b0, b1 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå íóæíî îïðåäåëèòü èç
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (9).

Ðàñêëàäûâàÿ (10) â ðÿäû ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ñòå-
ïåíÿì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâè-

ÿì (9), íàõîäèì, ÷òî a0 = e
ξ

2n∗ , b0 = 1, a1 = b1 = ξ√
n∗

1−2n∗

n∗
e

ξ
2n∗

1−e
ξ

2n∗
.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îðèãèíàëó íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ òàáëèöó èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé Ëàïëàñà è òåîðåìó î ñäâèãå [1] :

σ0(ξ, s) = I∗

(
1−

(
1− e

ξ
2n

)
exp

(
τ − ξ
b1

2

)
erfc

(√
τ − ξ
b1

))
. (11)

Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòèêàìè (7), (8),
(11) ïîêàçûâàåò, ÷òî àñèìïòîòèêà (11) äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò
ïîâåäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé
âðåìåíè, â îòëè÷èå îò àñèìïòîòèê (7) è (8).
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Ñ ÄÂÈÆÓÙÅÉÑß ÂÅÐÕÍÅÉ ÑÒÅÍÊÎÉ È Ñ ÒÂÅÐÄÛÌ

ÒÅËÎÌ ÂÍÓÒÐÈ Ñ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ OpenFOAM

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.05.2018 ã.

Ðàññìîòðåíî ëàìèíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè â îáú¼ìíîé ÿ÷åéêå, âûçâàííîå ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì åå
âåðõíåé ñòåíêè. ß÷åéêà èìååò êóáè÷åñêóþ ôîðìó è ñîäåðæèò âíóòðè ñå-
áÿ øàð. Ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ æèäêîñòè âíóòðè
ÿ÷åéêè.

Çàäà÷à î òå÷åíèè â ÿ÷åéêå ñ òâåðäûì òåëîì âíóòðè ñàìà ïî ñåáå íå
ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Ðàçíîîáðàçèå ïîñòàíîâîê è ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ âåëèêî,
íàïðèìåð [1,2]. Îäíàêî ðåøåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà OpenFOAM íå
èìååòñÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè.

Àêòèâíîå ðàçâèòèå CFD-ïàêåòîâ, òàêèõ êàê OpenFOAM, òåì íå ìåíåå
òðåáóåò èõ äåòàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ íà áàçîâûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ. Òàê,
â [3,4] îöåíèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè OpenFOAM ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé
ìåëêîé âîäû, â [5,6] � ïðè èçó÷åíèè òå÷åíèé Êóýòòà è Ïóàçåéëÿ, à â
[7] � ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íåâÿçêîãî îáòåêàíèÿ êîíóñà.

Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè âíóòðè êóáè-
÷åñêîé ÿ÷åéêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè íåðàçðûâíîñòè è êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ. Âåðõíÿÿ ñòåíêà ÿ÷åéêè äâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ, îñòàëüíûå � íåïîäâèæíû. Íà ñòåíêàõ êàâåðíû âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ íåïðîíèöàíèÿ è ïðèëèïàíèÿ. Íîðìàëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
íà ñòåíêàõ ðàâåí íóëþ. Âíóòðè ÿ÷åéêè íàõîäèòñÿ øàð. Íà ïîâåðíîñòè
øàðà âûïîëíÿþòñÿ òå æå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ÷òî è íà ñòåíêàõ ÿ÷åéêè.

Ôîíîâàÿ ñåòêà âíóòðè êóáà îïèñàíà â ôàéëå blockMeshDict. Ãåîìåò-
ðèÿ òåëà, âñòðîåííîãî â ÿ÷åéêó, îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ stl-ôàéëà. Íà-
ïðèìåð, ÷òîáû ïîëó÷èòü stl-ôàéë, îïèñûâàþùèé øàð ñ ðàäèóñîì 0.05 ì,
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü êîìàíäó â ïðîãðàììå OpenSCAD:

translate([0.03, 0.03, 0]) sphere(r = 0.05, fn = 100);
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Êîýôôèöèåíò fn îòâå÷àåò çà ãëàäêîñòü ôèãóðû è íàçûâàåòñÿ ðàçðå-
øåíèåì.

Ãåîìåòðèÿ, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñåòêè íà âñòðîåííîì òåëå,
îïèñûâàåòñÿ â ïîäðàçäåëå geometry ôàéëà snappyHexMeshDict. Â ÷àñò-
íîñòè, ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ïîñðåäñòâîì stl-ôàéëîâ, êîòîðûå
äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ïàïêå triSurface. Ïðèìåð îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè
ïðèâåäåí íèæå (ðèñ. 1�4).

sphere.stl

{

type triSurfaceMesh;

name sphere;

}

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Òàê êàê ïîòîê ñ÷èòàåòñÿ ëàìèíàðíûì, òî äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ
áûë âûáðàí ðåøàòåëü icoFoam èç íàáîðà ñòàíäàðòíûõ ðåøàòåëåé
OpenFOAM.

Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ êóáè÷åñêîé ÿ÷åéêè ñ ðåáðîì 0.2 ì. Ôîíîâàÿ
ñåòêà ðàâíîìåðíàÿ ðàçìåðîì 10õ10õ10 ÿ÷ååê. Ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà
ðàñïîëîæåíèÿ øàðà â ÿ÷åéêå: â öåíòðå è â âåðõíåé ïðàâîé ÷àñòè. Êàð-
òèíû òå÷åíèÿ äëÿ ÷èñëà Re = 100 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1 è 3, à äëÿ ÷èñëà
Re = 1000 � íà ðèñ. 2 è 4.

Ïðè óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà Re öåíòðàëüíûé âèõðü ñìåùàåòñÿ â ïðàâûé
âåðõíèé óãîë, è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè îêîëî ñôåðû óìåíüøàåòñÿ.
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ÓÄÊ 539.3
Õ.À. Âó, Ð.À. Ñàôîíîâ

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÈÇÃÈÁÀ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ
ÈÇ ÒÎÍÊÈÕ ÏËÀÑÒÈÍ È ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ

ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÏÎËß

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.05.2018 ã.

Â ñòàòüå ïðîâîäèëîñü ðåøåíèå çàäà÷è èçãèáà äëÿ êîìïîçèöèè, ñî-
ñòîÿùåé èç öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïëàñòèíû. Ïîâåðõíîñòü çàäàâà-
ëàñü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Õåâèñàé-
äà. Óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ èç îñíîâíûõ
óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëè ïî-
ëó÷åíû ñèíãóëÿðíûå êîýôôèöèåíòû òàêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîìïîçèöèè,
ñîñòîÿùåé èç öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïëàñòèíû.

Â ïðåäåëàõ êëàññè÷åñêèõ ãèïîòåç Êèðõãîôà�Ëÿâà ðàññìîòðèì êîì-
ïîçèöèþ èç ïîëîãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïëàñòèíû, ãëàäêî ñî-
ïðÿæåííûõ ìåæäó ñîáîé è îòíåñåííûõ ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì,
êàê ýòî óêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Èññëåäóåìàÿ êîìïîçèöèÿ öèëèíäð�ïëàñòèíà

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè îïðåäåëèì âåêòîð ïîëîæåíèÿ ëþ-
áîé òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè â ñëå-
äóþùåì âèäå:

−→r (θ, φ) = R〈(1− cosθ) + [(1− cosθ

sinθ
− (1− cosθ)]H(θ − θ1)〉

−→
ξ1 +

+y
−→
ξ2 +R〈sinθ + [1− sinθ]H(θ − θ1)〉

−→
ξ3 , θ1 =

π

2
. (1)
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Óðàâíåíèå ãëàäêîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êîíñòðóêöèè (1) ïîçâîëÿ-
åò ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèþ êàê ïîëîãóþ îáîëî÷êó ïåðåìåííîé êðè-
âèçíû k1, êîòîðàÿ â ñèëó âûáîðà ôóíêöèè −→r (θ, φ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé [1].

Íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî âåêòîðà ïîëîæåíèÿ ëþáîé òî÷êè ñðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè êîìïîçèöèè èç îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè ïî-
âåðõíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííûå ïàðàìåòðû Ëàìå è ãëàâíûå êðè-
âèçíû √

G11 = R〈sin θ + [
1

sin2 θ
− sin θ]H(θ − θ1)〉;√

G22 = 0; k1 = − 1

R
; k2 = 0.

(2)

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Êîäàööè�Ãàóññà ïðèâåäåíà â ðàáîòå
[2], ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôîðìóëû òåîðèè îáîëî÷åê.
Ïîä ãëàäêèì ñîïðÿæåíèåì â äàííîì êîíòåêñòå ïîíèìàåì ñëó÷àé ðàâåí-
ñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòîâ è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ôóíêöèè Õå-
âèñàéäà, â òî÷êàõ ãäå îíè îïðåäåëåíû, íî îãðàíè÷åíû.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà óêàçàííîé êîí-
ñòðóêöèè, íàãðåòîé äî òåìïåðàòóðû θ c ëèíåéíî èçìåíÿþùèìñÿ ïî òîë-
ùèíå ïîëåì òåìïåðàòóðû, ñ ó÷åòîì ãèïîòåç Ôðàíöà-Íåéìàíà è îñåâîé
ñèììåòðèè îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè çàïèøåòñÿ â âèäå

I =
1

2

∫∫∫
σijeij

√
G11G22(1 +

z

R1
)(1 +

z

R2
)dα1dα2dz. (3)

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåñâÿçíîé òåðìîóïðóãîñòè ïîëó÷èì èç äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî âàðèàöèîíîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà. Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå
âàðèàöèè δ(u)Ĩ δ(w)Ĩ ñ ó÷åòîì îñåâîé ñèììåòðèè êîíñòðóêöèè è ïðèðàâíè-
âàÿ èõ ê íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé u è w:

a12u,11 + b12w,11 + a11u,1 + b11w,1 + a10u+ b10w = d11(αθ0),1 + f10
αθ1

h
;

a24w,1111 + a23w,111 + a22w,11 + a21w,1 + a20w + b2u,11 + b21u,1 + b20u =

= d+ d20αθ0 + d21(αθ0),1 + d22(αθ0),11 + f20
αθ1

h
+ f21

αθ1

h,1
+ f22

αθ1

h,11
.

(4)

Êîýôôèöèåíòû â ñëó÷àå êîìïîçèöèè ¾öèëèíäð�ïëàñòèíà¿ çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðîâ Ëàìå è ãëàâíûõ êðèâèçí. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå àëãåáðà-
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è÷åñêèå è äèôôåðåíöèàëüíûå êîìáèíàöèè ýòèõ âåëè÷èí, èñïîëüçóåìûå
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëå (4) :

√
G11

G22
=

sin2 θ

R(sin3 θ + [1− sin3 θ]H(θ − θ1)
;

(

√
G11

G22
),1 =

sin 2θ

R(sin3 θ + [1− sin3 θ]H(θ − θ1)
−

− 3 sin4 θ](1−H(θ − θ1))

R(sin6 θ + [1− sin6 θ]H(θ − θ1)
;

(
√
G22),1 = k2,1 = 0; k2

2 =
1−H(θ − θ1)

R2
;

√
G22√
G3

11

=
sin6 θ

R3(sin9 θ + [1− sin9 θ]H(θ − θ1)
;

(

√
G22√
G3

11

),1 =
2 sin8 θ cos θ(H(θ − θ1)− 3 sin9 θ)

R3(sin9 θ + [1− sin9 θ]H(θ − θ1))
;

(

√
G22(G11),1
G2

11

),1 =
(1−H(θ − θ1))[−sin21θ − 12sin19θcos2θ

sin24θ + [1− sin24θ]H(θ − θ1)
+

+
8sin19θ cos θ + 2sin19θ − 10sin16θcosθ

sin24θ + [1− sin24θ]H(θ − θ1)
;

G22

√
(G11),1
G2

11

k1 =
sin4 θ cos θ

R(sin6 θ + [1− sin6 θ]H(θ − θ1)
).

Òàêèì îáðàçîì, áûëè èçó÷åíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé
òåðìîóïðóãîñòè èç îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ñ òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé òîëùèíîé
â êîìïîíåíòàõ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè âàðèàöè-
îííîãî ìåòîäà, è íà ïðèìåðå êîìïîçèöèè èç äâóõ ýëåìåíòîâ öèëèíäð
� ïëàñòèíà îïðåäåëåíû ñèíãóëÿðíûå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ
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òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîóïðóãîñòè.
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2018 ã.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Çàäà÷à îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîãî òâåðäîãî òåëà ôîðìóëèðóåòñÿ â ðàì-

êàõ ìîäåëè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òàêîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ
íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
â îòëè÷èå îò [1, 2] äëÿ ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè ïðèìåíåí ïàêåò OpenFOAM, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí ìåòîä
êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ.

Íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ øàðà
ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè äëÿ ðàçíûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà
ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ. Ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû ëîáîâîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ øàðà íóæíî ñðàâíèòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Çà-
ìåòèì, ÷òî ðàíåå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà OpenFOAM â ðàáîòå [3] áûëî ïðî-
âåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåðíûõ òå÷åíèé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ òå÷åíèé Êóýòòà è
Ïóàçåéëÿ.

Â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áûë âûáðàí ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä, äëèíû ðåáåð êîòîðîãî ðàâíû 1 ì, 0.6 ì è 0.4 ì ñîîòâåòñòâåííî.
Öåíòð øàðà, äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí 1.5 ñì, ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò è ñîâìåùàåòñÿ ñ öåíòðîì ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ôîíîâàÿ ñåòêà (äîìåí), ñîñòîÿùàÿ èç 50 × 31 × 21 ÿ÷ååê ñîçäàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ óòèëèòû blockMesh. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ìåëêîé ñåò-
êè â îáëàñòè, îêðóæàþùåé îáòåêàåìîå òåëî, áûëà èñïîëüçîâàíà óòèëèòà
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snappyHexMesh. Ãåîìåòðèÿ îáòåêàåìîãî òåëà õðàíèòñÿ â STL-ôàéëå. Äëÿ
áîëåå òîíêîé íàñòðîéêè ñåòêè çàäàåòñÿ íåñêîëüêî îãðàíè÷èâàþùèõ îáòå-
êàåìîå òåëî ðåãèîíîâ. Äëÿ êàæäîãî ðåãèîíà çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ïîñòðî-
åíèÿ ñåòêè, îòëè÷íûå îò ïàðàìåòðîâ äëÿ âñåé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåííàÿ
ñåòêà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äëÿ øàðà

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â õîäå ðÿäà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ øàðà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
Ðåéíîëüäñà áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
ñåòêè: ðàçìåð äîìåíà, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû,
äîëæåí áûòü íå ìåíåå ÷åì â 5 ðàç áîëüøå ðàäèóñà øàðà â êàæäîì èç íà-
ïðàâëåíèé; ïðè íîìèíàëüíîì ðàçìåðå ÿ÷åéêè äîìåíà 100× 100× 100 ìì
îïòèìàëüíûé óðîâåíü óëó÷øåíèÿ ñåòêè âîêðóã òåëà ñ ïîìîùüþ óòèëèòû
snappyHexMesh ðàâåí 3. Áîëüøåå èçìåëü÷åíèå ñåòêè ïðèâîäèò ê çíà÷è-
òåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè, ïðè ýòîì òî÷íîñòü âû÷èñëå-
íèé ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïîâåðõ-
íîñòè øàðà äëÿ ñêîðîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, äëÿ äàâëåíèÿ �
ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíîãî ãðàäèåíòà. Íà âõîäå â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü
çàäàåòñÿ ðàâíîìåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé ïîòîê ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðî-
ñòüþ Vx ì/ñ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì óäàëåíèè îò òåëà. Íà áîêîâûõ ãðà-
íèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òà-
êîå óñëîâèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïîòîê óæå ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìóùåííûì. Íà âûõîäå èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñòà-
âÿòñÿ ¾ìÿãêèå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâó íóëþ
íîðìàëüíîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Äëÿ äàâëåíèÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ
íîðìàëüíîãî ãðàäèåíòà ôîðìóëèðóåòñÿ ïî âñåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëà-
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ñòè, çà èñêëþ÷åíèåì âûõîäà èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ãäå çàäàåòñÿ ôèêñè-
ðîâàííîå çíà÷åíèå p = 0 ì2/c2.

2. Ñðàâíåíèå ðàáîòû ðåøàòåëåé
Ñðàâíåíèå ðàáîòû ðåøàòåëåé ïðîèçâîäèëîñü äëÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ

øàðà ëàìèíàðíûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ëàìèíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà âûáèðàëîñü
èñõîäÿ èç óñëîâèÿ Re < 400. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëèñü ñîëâåðû GAMG è PBiCGStab � èòåðàöè-
îííûå ñîëâåðû, èñïîëüçóþùèå ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä è ñòàáèëèçèðîâàí-
íûé ìåòîä áèñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ. Â êà÷åñòâå ìåòîäà ñãëàæèâàíèÿ
äëÿ ñîëâåðà GAMG áûë âûáðàí ìåòîä GaussSeidel. Â êà÷åñòâå ïðåäîáó-
ñëàâëèâàòåëÿ äëÿ ñîëâåðà PBiCGStab áûë âûáðàí DILU � ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàòåëü, îñíîâàííûé íà óïðîùåííîé íåïîëíîé LU ôàêòîðèçàöèè.

Äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ ïî îáòåêàíèþ øàðà, ïîëó÷åííûå äðóãèìè àâ-
òîðàìè, ñâåäåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1

Êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ øàðà (äðóãèå àâòîðû)
Re Clift R. [4] Tabata M. [5] Shirayama S. [6] Ìàëþãà Â.Ñ. [7]
100 1.096 1.09 1.104 1.092
200 0.772 0.772 0.784 0.775

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ øà-
ðà, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå.

Òàáëèöà 2

Êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ øàðà (OpenFOAM)
Re simpleFoam pisoFoam pimpleFoam icoFoam
100 1.0907 1.0907 1.089 1.1025
200 0.7828 0.7828 0.7829 0.842

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî
äèàïàçîíà ÷èñåë Ðåéíîëüäñà 100 ≤ Re ≤ 200 äàííûå ÷èñëåííûõ è
íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ðåøà-
òåëè simpleFoam, pisoFoam, pimpleFoam äàþò ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äî âòî-
ðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé âêëþ÷èòåëüíî ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîé
ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ. Íî îíè èìåþò ðàçëè÷èÿ â ñêîðîñòè ðàáîòû.
Åñëè äëÿ simpleFoam âðåìÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿëî ïîðÿäêà 10
ìèíóò, òî äëÿ pisoFoam è pimpleFoam îò 10 äî 20 ìèíóò. Ðåøàòåëü
icoFoam ïîêàçàë õóäøèé ðåçóëüòàò êàê ïî òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, òàê
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è ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ïî ñêîðîñòè ðàáîòû (îò 1.5 ÷àñîâ è âûøå).
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ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÉ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÛÉ ÑËÎÉ ÂÁËÈÇÈ
ÏÅÐÅÄÍÅÉ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÎ×ÊÈ ÇÀÒÓÏËÅÍÍÎÃÎ

ÒÅËÀ Ñ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÜÞ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.05.2018 ã.

Â ðàáîòå â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òå÷åíèè â
ïîãðàíè÷íîì ñëîå, âîçíèêàþùåì âáëèçè ïîâåðõíîñòè çàòóïëåííîãî ïîðè-
ñòîãî òåëà ïðè åãî îáòåêàíèè ïîòîêîì ñòåïåííîé íåíüþòîíîâñêîé æèä-
êîñòè ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Ó÷òåíî äåéñòâèå âÿçêîé äèñ-
ñèïàöèè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî âäóâ èëè
âñàñûâàíèå æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü òåëà.

Íàèáîëåå áëèçêîé ê äàííîé ðàáîòå ïî îõâàòó ó÷èòûâàåìûõ ýôôåêòîâ
ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå ïëîñêîé ïîðè-
ñòîé ïëàñòèíû. Â áîëüøèíñòâå äðóãèõ èññëåäîâàíèé çàäà÷à ïîñòàâëåíà
ìåíåå øèðîêî (ñì., íàïðèìåð, îáçîð èñòî÷íèêîâ â [1]).

1. Ïóñòü íà çàòóïëåííîå ïîðèñòîå òåëî íàáåãàåò ïîòîê âÿçêîé íåñæè-
ìàåìîé ñòåïåííîé íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ. Ïóñòü U∞(x) = ax (a = const) � ñêîðîñòü ïîòîêà, à T∞ = const−
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òåìïåðàòóðà ïîòîêà. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè òåëà ïîääåðæèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ òåìïåðàòóðà Tw(x) = T∞+a2x2/c, c � òåïëîåìêîñòü. ×åðåç ïðîíè-
öàåìóþ ïîâåðõíîñòü òåëà âäóâàåòñÿ èëè âñàñûâàåòñÿ æèäêîñòü ñî ñêîðî-
ñòüþ vw(x) = Axα (A = const, α = const). Âäóâàåìàÿ æèäêîñòü îáëàäàåò
òåìè æå ïàðàìåòðàìè, ÷òî è ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Âñëåäñòâèå
äåéñòâèÿ ñèë âÿçêîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè òåëà îáðàçóåòñÿ ïîãðàíè÷íûé
ñëîé.

2. ×òîáû îïèñàòü óñòàíîâèâøååñÿ àâòîìîäåëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â
ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè ïåðåäíåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè çàòóïëåííîãî òå-
ëà ñ ó÷¼òîì òåïëà, êîòîðîå âûäåëÿåòñÿ âñëåäñòâèå ðàáîòû ñèë âÿçêîñòè,
íåîáõîäèìî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) :

|ϕ′′|n−1
ϕ′′′ + 2nϕϕ′′/(n+ 1)− (ϕ′)2 + 1 = 0, (1)

|ϑ′|
2(n−1)
n+3 ϑ′′ + Pr∗

[
2nϕϑ′/(n+ 1)− 2ϑϕ′ + k |ϕ′′|n−1

(ϕ′′)2/n
]

= 0, (2)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè òåëà ïðè η = 0

ϕ(0) = C, ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = a1, ϑ(0) = 1, ϑ′(0) = a2 (3)

è âäàëè îò òåëà ïðè η → +∞

ϕ′|η→+∞ → 1, ϑ|η→+∞ → 0. (4)

Çäåñü ϕ = ϕ(η), ϑ = ϑ(η) � àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ôóíêöèè
òîêà ψ è òåìïåðàòóðû T ñîîòâåòñòâåííî, η � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, n � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñòåïåííîé
íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè Îñòâàëüäà, Pr∗ � îáîáùåííîå ÷èñëî Ïðàíäò-
ëÿ, k � ïåðåêëþ÷àòåëü (k = 1 ïðè ó÷åòå âÿçêîé äèññèïàöèè, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå k = 0). Ïàðàìåòð C õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü âäóâà (C < 0)
èëè âñàñûâàíèÿ (C > 0) æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü òåëà. ×åðåç a1,
a2 îáîçíà÷åíû íåèçâåñòíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Øòðèõàìè îáîçíà÷åíû
ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ðàçìåðíûå è áåçðàçìåðíûå àâòîìîäåëüíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèÿìè

u = axϕ′, v =

(
µ∗na2n−1

ρx1−n

) 1
n+1

· f, f =
(n− 1)ηϕ′ − 2nϕ

1 + n
,

T = T∞ +
a2x2

c
ϑ, η = y

(
µ∗nan−2

ρx1−n

)− 1
n+1

,
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ãäå x, y � êîîðäèíàòû, u è v � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùèå ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy, ñâÿçàííîé ñ
ïîâåðõíîñòüþ òåëà, ρ � ïëîòíîñòü, µ∗ � ðåîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð, õàðàê-
òåðèçóþùèé ñòåïåííóþ íåíüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

3. Êàê è â [2], äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4) áûë
ïðèìåí¼í ìåòîä ïðèñòðåëêè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòî-
äà Íüþòîíà è ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå çàäà÷è äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ äëÿ Pr∗ = 1. Íà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåð-
íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé
ñîîòâåòñòâåííî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ n è C. Íà ðèñ. 3
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è 4 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ òåìïåðàòóðû
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ n è C.

Ïàðàìåòð C çàìåòíî âëèÿåò íà òîëùèíû äèíàìè÷åñêîãî è òåì-
ïåðàòóðíîãî ñëîåâ: ïðè âäóâå (C < 0) òîëùèíà óâåëè÷èâàåòñÿ, ïðè
âñàñûâàíèè (C > 0) � óìåíüøàåòñÿ. Îò ñòåïåíè n òîëùèíû ñëîåâ
çàâèñÿò ñëàáî: ïðè óìåíüøåíèè n îíè íåçíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ.
Äåéñòâèå âÿçêîé äèññèïàöèè âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à íå íà åãî òîëùèíó. Êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû
ñîâïàäàþò ñ [1].
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Äàíû ðàñ÷åòû îïðåäåëåíèÿ íàêëîíà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ËÀ) ïðè
äâèæåíèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñëó÷àåâ (ïåòëÿ
Íåñòåðîâà, ¾êîáðà¿ Ïóãà÷åâà) íà îñíîâå íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
àâòîðîâ (3-ãî ïîðÿäêà) â êèíåìàòèêå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Êèíå-
ìàòè÷åñêèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ËÀ (àíàëîãè÷íûå ëèíåéíûì óðàâíåíè-
ÿì Ýéëåðà) äàþò çàòðóäíåíèÿ äëÿ ýòèõ ðåæèìîâ, äðóãèå ìîäåëè èìåþò
áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê.

Â [1] íåëèíåéíûå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðèâåäåíû ê
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ óãëà íóòàöèè, êîíå÷íîìó óðàâíåíèþ äëÿ
óãëà ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ è êâàäðàòóðå äëÿ óãëà ïðåöåññèè. Â [2] òàêîå
óïðîùåíèå ñäåëàíî äëÿ âðàùåíèÿ ËÀ è êà÷êè êîðàáëÿ. Â [3,4] ïðèâåäå-
íû áîëåå ðàííèå ñèñòåìû óðàâíåíèé êèíåìàòèêè òåëà ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé.
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Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âðàùåíèÿ ËÀ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîäíûõ, èìåþò âèä [5, ñ. 24]:

ϑ̇ = ωy sin γ + ωz cos γ, Ψ̇ =
1

cosϑ
(ωy cos γ − ωz sin γ) ,

γ̇ = ωx − tgϑ · (ωy cos γ − ωz sin γ) ,
(1)

ãäå ([5], ñ. 17) ϑ � óãîë òàíãàæà, Ψ � óãîë ðûñêàíèÿ, γ � óãîë êðåíà;
ω̄(t) (ωx, ωy, ωz) � èçâåñòíàÿ ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ËÀ è å¼ êîîð-
äèíàòû íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû XkYkZk. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà XgYgZg.

Â [6] ïîëó÷åíà àëüòåðíàòèâíàÿ (1) ñèñòåìà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèé
ϑ, µ, γ, Ψ:

ϑ̇ = Ω sinµ, µ̇ = −Ω(tgϑ cosµ− σ),

γ = −χ+ µ+
π

2
, Ψ̇ = Ω

cosµ

cosϑ
,

(2)

ãäå Ω, σ, χ � èçâåñòíûå ôóíêöèè:

Ω =
√
ω2
y + ω2

z , σ =
ωx
Ω
− ω̇yωz − ωyω̇z

Ω3
, χ = −arctgωy

ωz
. (3)

Äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ (äëÿ ϑ è µ) ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíî.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (1):

t = t0 : ϑ = ϑ0, γ = γ0, Ψ = Ψ0

ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùèå:

t = t0 : ϑ = ϑ0, µ0 = arcsin
ωy0 sin γ0 + ωz0 cos γ0

Ω0
, γ = γ0, Ψ = Ψ0.

Äëÿ ôóíêöèè s(τ) = sinϑ èìååì [2] óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà:

s2 + s′
2

+

(
s′′ + s

σ

)2

= 1, (4)

ãäå

τ =

∫ t

t0

Ω(t)dt, s′ =
ds

dτ
=
ṡ

Ω
,

τ � èíòåãðàëüíîå âðåìÿ.
Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè (4) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèÿ.
Óðàâíåíèå (4) èìååò áåñêîíå÷íûé êëàññ ÷àñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-

øåíèé (çàäàâ s(τ), îïðåäåëÿåì σ(τ)). Ïðè σ = 0 äëÿ s èìååì óðàâíåíèå
s′′ + s = 0, òîãäà

ϑ = ±
∫ t

t0

Ωtdt+ ϑ0, µ = ±π
2
. (5)
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Ïðè ïîë¼òå ËÀ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè σ ≡ 0 (ωx = ωy = 0, ωz =
= ωz(t), γ = 0, π, Ψ = Ψ0 ± π). Òîãäà ϑ̇ = ωz(t).

Íà ðèñ. 1�2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷¼òû óãëîâ âðàùåíèÿ ËÀ ïðè íåêîòîðûõ
ìàí¼âðàõ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà ðèñ. 1 äåìîíñòðèðóåòñÿ èçìåíå-
íèå óãëîâ ïðè âûïîëíåíèè ËÀ ïåòëè Íåñòåðîâà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ωz = π/30. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî èçìåíåíèå óãëîâ ïðè âûïîë-
íåíèè ËÀ íà÷àëüíîé ñòàäèè ¾êîáðû¿ Ïóãà÷åâà, ïðè÷åì óãîë òàíãàæà
èçìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

ωz(t) = ae−b(t−t0)

ïðè a = 0.2, b = 0.1146.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâòåòñâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè (1) íà îñíîâå
ñàìîëåòíûõ óãëîâ.
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ Ñ ÄÂÓÌß ÑËÎßÌÈ ÂßÇÊÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÂÈÁÐÀÖÈÈ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.05.2018 ã.

Ìàøèíîñòðîåíèå � âåäóùàÿ îòðàñëü ìèðîâîé ïðîìûøëåííîñòè, çà-
íèìàåò ïåðâîå ìåñòî ñðåäè âñåõ îòðàñëåé ïî ÷èñëó çàíÿòûõ è ïî ñòîèìî-
ñòè ïðîäóêöèè. Òîíêîñòåííûå êîíñòðóêöèè, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, çàíèìàþò çíà÷èìûå ïîçèöèè â ñîâðåìåí-
íîé âûñîêîòåõíîëîãè÷íîé ìàøèíîòåõíè÷åñêîé ïðîäóêöèè, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êàê â ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé îòðàñëè, òàê è â æåëåçíîäîðîæ-
íîì òðàíñïîðòå, ñåëüõîçìàøèíîñòðîåíèè, òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêîì êîì-
ïëåêñå è â àâòîìîáèëå-, äâèãàòåëå- è àãðåãàòîñòðîåíèè [1�7]. Ïðèìåðàìè
òàêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ìîãóò ÿâëÿòüñÿ òåëåñêîïèñå÷êèå ñèñòåìû,
ïëóíæåðíûå ïàðû, ñèñòåìû ïîäà÷è òîïëèâà è ìíîãèå äðóãèå. Òàê ñ èõ
ïîìîùüþ ðåøàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðîáëåì: íóæíàÿ ïðî÷íîñòü ïðè óìåíü-
øåíèè âåñà è ãàáàðèòîâ äåòàëåé, ñíèæåíèå è âûðàâíèâàíèå äèíàìè÷å-
ñêèõ âîçäåéñòâèé è óðîâíÿ âèáðàöèé, óìåíüøåíèå òðåíèÿ è èçíàøèâà-
íèÿ, îõëàæäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå íåîáõîäèìî
ïðîâîäèòü îöåíêó ïîâåäåíèÿ ñîâìåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãîñòè òîí-
êîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.
Ðåøåíèå çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè
êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé çàäà÷åé, òàê êàê íåîáõîäè-
ìî íå òîëüêî ðåøàòü óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè
óïðóãîñòè, íî è ó÷èòûâàòü èíåðöèþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè, âíåøíèå âèá-
ðàöèè è ìíîãîå äðóãîå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ
òàêîé ñëîæíîé çàäà÷è, êàê âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ñîîñíûõ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ îáîëî÷åê ñ ñäàâëèâàåìûìè ñëîÿìè çÿêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ñîîñíûõ óïðó-
ãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê êîíå÷íîé äëèíû, ñâîáîäíî îïåðòûõ íà êîí-
öàõ (ðèñóíîê). Ìåæäó îáîëî÷êàìè íàõîäÿòñÿ âÿçêèå íåñæèìàåìûå æèä-
êîñòè. Ðàäèóñ âíóòðåííåé îáîëî÷êè çíà÷èòåëüíî áîëüøå øèðèíû êàæ-
äîãî öèëèíäðè÷åñêîãî çàçîðà ìåæäó îáîëî÷êàìè. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òåð-
ìîñòàáèëèçèðîâàííîé. Íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ïåðåíîñíàÿ ñèëà âèáðîóñêî-
ðåíèÿ.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óêàçàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñâÿçàííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèå êàæäîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êàæäîé èç òðåõ
óïðóãèõ ñîîñíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, îñíîâàííûõ íà ãèïîòåçàõ
Êèðõãîôà�Ëÿâà, è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ æèäêîñòåé
è îáîëî÷åê.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãèäðîóïðóãîñòè áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì âîçìó-
ùåíèé [2,4�7]. Â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è âûáèðàþòñÿ îòíî-
ñèòåëüíûå ïðîãèáû êàæäîãî èç òðåõ îáîëî÷åê è îòíîñèòåëüíûå ðàçìåðû
ñëîåâ æèäêîñòè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ âîçìóùåíèé ïîçâîëÿåò ëèíåàðèçî-
âàòü óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ëèíåéíîé
çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè, çà-
âèñÿùèìè îò êîîðäèíàò.

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ðåøàþòñÿ â ïðåäïîëî-
æåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî çàêîíà âèáðàöèè è íåèçâåñòíîñòè âûðàæåíèé äëÿ
ïåðåìåùåíèé óïðóãèõ îáîëî÷åê, ïîýòîìó ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â èí-
òåãðàëüíîì âèäå. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè îáîëî÷åê ïðèìåíÿ-
åòñÿ ìåòîä Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà. Â êà÷åñòâå âèäà âûðàæåíèé äëÿ óïðóãèõ
ïåðåìåùåíèé îáîëî÷åê âûáèðàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äèíàìèêè óïðóãèõ îáîëî÷åê ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãèõ
ïåðåìåùåíèé îáîëî÷åê, â òîì ÷èñëå è âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîãèáîâ îáîëî÷åê.
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Èç ïðîãèáîâ îáîëî÷åê íàõîäèì ðàñïðåäåëåííûå àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîãèáîâ îáîëî÷åê, êîòîðûå ïîçâîëÿò
èññëåäîâàòü ñòåïåíü íà íèõ âëèÿíèÿ âèáðàöèè è ðàçìåðîâ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ãèäðîóïðóãîñòè
òðåõ ñîîñíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñî ñâîáîäíûì îïèðàíèåì íà
êîíöàõ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî èñòî÷íèêà âèáðàöèè, ÷òî ïîçâîëèò íàéòè
íóæíóþ ïðî÷íîñòü ïðè óìåíüøåíèè âåñà è ãàáàðèòîâ äåòàëåé, ñíèçèòü
äèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå è óðîâåíü âèáðàöèè, òðåíèÿ è èçíàøèâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû
� 16-01-00175-à è 18-01-00127-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ( ÌÄ-
756.2018.8.).
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ÏÐÈ ÓÄÀÐÍÎÌ ÏÐÎÄÎËÜÍÎÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ

ÍÀ Å� ÒÎÐÅÖ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21.05.2018 ã.

Â ñòàòüå ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âûâîäÿòñÿ äâó-
ìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ áåçìîìåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñëó÷àå òîíêîñòåí-
íîé íàñëåäñòâåííî-óïðóãîé îáîëî÷êè. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âçÿòû â èí-
òåãðàëüíîé ôîðìå, â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èñïîëüçó-
åòñÿ ÿäðî Ðæàíèöûíà. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãàÿ òîíêîñòåííàÿ ïîëóáåñêîíå÷-
íàÿ îáîëî÷êà, ïîäâåðæåííàÿ óäàðíîìó ïðîäîëüíîìó âîçäåéñòâèþ òàíãåí-
öèàëüíîãî òèïà íà å¼ òîðåö. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè
îáîëî÷êè ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, à òàêæå ÷òî îáîëî÷êà íàõîäèëàñü
â ïîêîå äî ìîìåíòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Òð¼õìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå äàííîé îáîëî÷êè, âêëþ÷àåò: óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ [1], óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ [2], ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
[1]. Â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Γ ∗

ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿäðî Ðæàíèöûíà, èìåþùåå âèä [3]

Be−βt

t1−γ
, (1)

ãäå t � âðåìÿ, β > 0, 0 < γ ≤ 1, 0 ≤ B < βγ

Γ(γ) � ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà,

Γ(γ) � ãàììà ôóíêöèÿ [4]. Äàëåå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé γ = 1
2 .

Ïðè ïðîäîëüíîì âîçäåéñòâèè òàíãåíöèàëüíîãî òèïà íà òîðöå èìååì
íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïðîäîëüíîãî íîðìàëüíîãî óñèëèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöå ìîæíî âçÿòü â âèäå

σ11 = IH(t)f(α2), v2 = v3 = 0(α1 = 0), (2)

ãäå σ11 � êîìïîíåíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, α1, α2 � ïàðàìåòðû ëèíèè
êðèâèçíû íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, v2, v3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðå-
ìåùåíèé, I � àìïëèòóäà íàãðóçêè, H(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [4].
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Óðàâíåíèÿ áåçìîìåíòíîé äâóìåðíîé ñîñòàâëÿþùåé âûâîäÿòñÿ èç
òð¼õìåðíûõ óðàâíåíèé íàñëåäñòâåííîé óïðóãîñòè ìåòîäîì àñèìïòîòè-
÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííîì íà ìàëîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðà-
ìåòðà η = h

R , ãäå h � ïîëóòîëùèíà îáîëî÷êè, R � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå
ðàäèóñîâ êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â óðàâíåíèÿõ ââî-
äÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è èñêîìûå ôóíêöèè ñîãëàñíî [1]. Îáåç-
ðàçìåðèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì:

β = c2R
−1ηbβ∗, B = (c−1

2 R)−
1
2ηdB∗, (3)

ãäå c2 =
(

E
2(1+ν)ρ

) 1
2

� ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü âîëíû ñäâèãà, E � ìãíîâåííîå

çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà, ν � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-
íà, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, b, d � ïîêàçàòåëè èíòåíñèâíîñòè
ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ íå
ìåíÿåò å¼ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Äàëåå â óðàâíåíèÿõ ââîäÿòñÿ
àñèìïòîòèêè ÍÄÑ [1] è ñòðîÿòñÿ ïðèáëèæ¼ííûå óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
O(η2−2q), ãäå q � ïîêàçàòåëü èçìåíÿåìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð-
äèíàòàì α1, α2.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íà ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ÷à-
ñòè îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû è îòáðàñûâàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè ìàëûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé òî÷íîñòüþ,
ïðîèçâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùåå
óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé îò íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû è
ïåðåéòè ê äâóìåðíûì óðàâíåíèÿì äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûõ êîìïî-
íåíò ÍÄÑ [1].

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì (4), îïèñûâàþùèì ðåøåíèå äëÿ
áåçìîìåíòíîé äâóìåðíîé ñîñòàâëÿþùåé :

2Eh(1− Γ ∗)
(

1

Ai

∂ui
∂αi

+
1

AiAj

∂Ai

∂αj
uj +

w

Ri

)
= Ti −

(
ν +

1− 2ν

2
Γ ∗
)
Tj,

2Eh(1− Γ ∗)
(

1

Ai

∂ui
∂αi

+
1

AiAj

∂Ai

∂αj
uj +

w

Ri

)
= Ti −

(
ν +

1− 2ν

2
Γ ∗
)
Sij,

(4)

1

Ai

∂Ti
∂αi

+
1

Aj

∂Sij
∂αj

+
1

AiAj

∂Ai

∂αj
(Ti − Tj) + 2

1

AiAj

∂Ai

∂αj
Sij −

−2ρh
∂2ui
∂t2

= 0,
T1

R1
+
T2

R2
− 2ρh

∂2w

∂t2
= 0,
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ãäå Ai � êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, Ri � ãëàâíûå
ðàäèóñû êðèâèçíû, Ti � íîðìàëüíûå óñèëèÿ, Sij � êàñàòåëüíûå óñèëèÿ,
ui, w � ïåðåìåùåíèÿ (i,j=1,2).

Óðàâíåíèÿ (4) áûëè ðåøåíû ìåòîäîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà [5] äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàãðóç-
êà, ïðèëîæåííàÿ íà òîðåö îáîëî÷êè, ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Ïðè îá-
ðàùåíèè èçîáðàæåíèÿ îíî áûëî ðàçëîæåíî â ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòå-
ïåíÿì ïàðàìåòðà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîëó÷åííûé ðÿä áûë
îáðàù¼í ïî÷ëåííî ñ ïîìîùüþ òàáëèö èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà è òåîðåìû î ñäâèãå [5]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ íîð-
ìàëüíîãî ïðîäîëüíîãî óñèëèÿ, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç êðàòíûå èíòåãðàëû
âåðîÿòíîñòåé [4]. Àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ èìååò âèä

T ∗1 = I∗e−D2ξH (τ − ξ)×

×
(
i0erfc

(
D1ξ

2
√
τ − ξ

)
− 2D3ξi

1erfc

(
D1ξ

2
√
τ − ξ

)√
τ − ξ

)
, (5)

ãäå inerfc(x) = 2√
π

∞∫
x

(τ−x)n

n! e−τ
2

dτ,

D1 = G1

2 , D2 = G2
1

8 + G2

2 , D3 = G3

2 −
G1G2

4 + G3
1

16 , G1 =
B1
√
π(ν2−ν+1)
1−ν2 ,

G2 =
4B2

1π(ν2−ν+1)−B1
√
π(1−2ν)

2

4(1−ν2) ,

G3 =
4B3

1π
√
π(ν2−ν+1)+B2

1π(1−ν2)−2B1
√
πβ1(ν2−ν+1)

4(1−ν2) , B1 =
(
c−1

3 R
)− 1

2B,

β1 = c−1
3 Rβ, c3 =

(
E

(1−ν2)ρ

) 1
2

, ξ = α1

R , τ = tc3
R , Ti = 2Eh

1−ν2T
∗
i , I

∗ = I(1−ν2)
E .

×èñëåííûå ðàñ÷¼òû, ïðîâåä¼ííûå íà îñíîâå ôîðìóëû (5), ïîçâîëÿþò
âûÿâèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, à òàêæå èññëåäîâàòü
õàðàêòåð ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
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ÌÎÄÓËÜ ÞÍÃÀ ÊÎËÎÍÍÎÃÎ ÃÐÀÔÅÍÀ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ZIGZAG-ÓÍÒ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14.05.2018

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòóàëüíîé òåìîé ðàçâèòèÿ íàíîýëåêòðîíèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîèñê íîâûõ ïðèãîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Îäèí èç íàèáîëåå ïåð-
ñïåêòèâíûõ ìàòåðèàëîì � êîëîííûé ãðàôåí: ãðàôåí ñ ïðèñîåäèíåííû-
ìè ê íåìó, âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûìè óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè
(ÓÍÒ) (ðèñ. 1).

Ðèñ.1. Ìîäåëü êîëîííîãî
ãðàôåíà íà îñíîâå zigzag-ÓÍÒ

Êîëîííûé ãðàôåí â îòëè÷èå îò ÓÍÒ, êîòîðûå óæå èñïîëüçóþòñÿ â àâ-
òîýìèññèîííîé ýëåêòðîíèêå [1�3], îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ, çà ñ÷åò
òîãî, ÷òî âñå ÓÍÒ ñèíòåçèðóþòñÿ âåðòèêàëüíî, íå ïåðåïëåòàÿñü ìåæäó
ñîáîé. Áëàãîäàðÿ êîâàëåíòíîé ñâÿçè ìåæäó ãðàôåíîì è ÓÍÒ òðóáêè íå
îòðûâàþòñÿ îò ïîäëîæêè è íå ðàçðóøàþòñÿ â ïðîöåññå ýìèññèè, ñîçäàâàÿ
ýìèññèîííîå ïîëå.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ó÷àñòâóþùåãî â ýìèññèè,
ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü. Âî-ïåðâûõ, ìàòåðèàë äîëæåí áûòü
äîñòàòî÷íî ïðî÷íûì, ÷òîáû âûäåðæàòü ýìèññèîííîå ïîëå. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ñòðóêòóðû
äåéñòâóþò ïîíäåðìîòîðíûå ñèëû. Âî-âòîðûõ, ïîâûøåííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ïðî÷íîñòü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîâîäÿùèì õàðàêòåðèñòèêàì [4]. Â
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ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ Þíãà
êîëîííîãî ãðàôåíà íà îñíîâå zigzag-ÓÍÒ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòû âûñòóïèë êîíå÷íî-
ðàçìåðíûé êîëîííûé ãðàôåí äâóõ ôîðì: êâàäðàòíûé è ëåíòî÷íûé
(ðèñ. 2). Èññëåäîâàëèñü êîìïîçèòû, â ñîñòàâ êîòîðûõ âîøëè ÓÍÒ äèà-
ìåòðîì 5 À, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÓÍÒ ñîñòàâèëè 13 À. Â ïðåäåëàõ êàæäîãî
êîìïîçèòà äëèíà ÓÍÒ îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé. Èññëåäîâàëèñü ñåðèÿ êîì-
ïîçèòîâ. Â ñåðèè ìåíÿëèñü äëèíû ÓÍÒ (îò 3.28 À äî 31. 3 À) è ðàçìåðû
ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåíèåì êîëè÷åñòâà ÓÍÒ â
êîìïîçèòå (òàáëèöà).

Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû èññëåäóåìîãî êîëîííîãî ãðàôåíà
Ëåíòî÷íûé êîëîííûé ãðàôåí Êâàäðàòíûé êîëîííûé ãðàôåí

Êîëè÷åñòâî ÓÍÒ 1x2 1x4 1x6 1x8 2x2 4x4 6x6
Äëèíà ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà
âäîëü òîðöà zigzag

16.4 À 34 À 69.2 À 104.5 À

Äëèíà ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà
âäîëü òîðöà armchair

33.5 À 68.5 À 103.5 À 138.5 À 33.5 À 68.5 À 103.5 À

Ðèñ. 2. Âíåøíèé âèä èññëåäóåìûõ êîìïîçèòîâ:

a�c � êâàäðàòíûå êîìïîçèòû, d�f � ëåíòî÷íûå êîìïîçèòû

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà îò äëèí zigzag-
ÓÍÒ êîìïîçèòà, à òàêæå ôîðìû è ðàçìåðîâ ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà êîì-
ïîçèòà. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ìåòîäîì UFF â ïðîãðàììíîì ïàêåòå
Gaussian'09. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïîäëîæêè. Îïðå-
äåëåíèå âåëè÷èíû ìîäóëÿ Þíãà ïðîâåäåíî ìåòîäîì, óêàçàííîì â ñòàòüå
[5]. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.

Ìîäóëü Þíãà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèí ÓÍÒ, âõîäÿùèõ â
ñîñòàâ êîìïîçèòà. Èç ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìîäóëü
Þíãà êâàäðàòíîãî êîëîííîãî ãðàôåíà ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàçìåðîâ ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà äî 68 À è äëèí ÓÍÒ 32 À è ïðè-
íèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðèìåðíî 190ÃÏà. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä
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Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ìîäóëÿ Þíãà îò

äëèí ÓÍÒ êîìïîçèòà: à � ëåíòî÷íûé êîìïîçèò; á � êâàäðàòíûé êîìïîçèò

î òîì, ÷òî ìîäóëü Þíãà êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî êîìïîçèòà íå çàâèñèò îò
ôîðìû ëèñòîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè èññëå-
äîâàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè: ñ êîíå÷íî-ðàçìåðíûì êîëîííûì ãðàôåíîì íà
îñíîâå armchair-ÓÍÒ [6], ïðîòÿæåííûì êîëîííûì ãðàôåíîì íà îñíîâå
armchair-ÓÍÒ [7, 8], ìíîãîñëîéíûì êîëîííûì ãðàôåíîì [9].

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ýìèññèîííîé ýëåêòðîíèêè ìîæíî
ñ÷èòàòü êâàäðàòíûé êîëîííûé ãðàôåí ñ ðàçìåðîì ãðàôåíîâîãî ïîëîòíà
103.5 À x 104.5 À, â ñîñòàâ êîòîðîãî âîøëè 36 ÓÍÒ, åãî ìîäóëü Þíãà
ñîñòàâèë 190 ÃÏà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé
ñòèïåíäèè 2016�2018 (ïðîåêò � ÑÏ-2502.2016.1).
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È. À. Ïàíêðàòîâ

ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÌÅÆÎÐÁÈÒÀËÜÍÛÕ ÏÅÐÅËÅÒÎÂ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÀÏÏÀÐÀÒÀ Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÛÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅÌ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25.05.2018 ã.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãà-

òåëÿ âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî
ïëîñêîñòè åãî îðáèòû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïóñòü íåîáõîäèìî
ïåðåâåñòè êðóãîâóþ îðáèòó ÊÀ, äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñû-
âàåòñÿ áåçðàçìåðíûìè óðàâíåíèÿìè [3]:

2
dλ

dt
= λ ◦ ωb, ωb = Nubi1 + i3,

dϕ

dt
= 1,

èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, λ(0) = λ(0) = Λ0 ◦
(

cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2

)
(1)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ

t = t∗ =?, ϕ(t∗) = ϕ∗, vect

[
λ̃(t∗) ◦Λ∗ ◦

(
cos

ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2

)]
= 0, (2)

ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ

u(t) = (−1)k · ust, åñëè t2k 6 t 6 t2k+1 (k = 0, 1, . . . , INT(0.5 · (M − 1));
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u(t) = 0, åñëè t2k−1 6 t 6 t2k (k = 1, . . . , INT(0.5 ·M)).

Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀM ïîëàãàåòñÿ
çàäàííûì. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìèíèìèçàöèè çàòðàò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ñêîðîñòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íàõîäèìîå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, èìååò èìåííî òàêîé âèä.

Çäåñü λ � íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò (ÑÊ) â èíåðöèàëüíîé ÑÊ X; ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîí-
íîãî óìíîæåíèÿ, N � õàðàêòåðíûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð çàäà÷è; ub �
ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ u íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðî-
ñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ; i1, i2, i3 � âåêòîðíûå ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëü-
òîíà; ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ; Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ;
ust ∈ {−1, 1} � çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì ó÷àñòêå àêòèâíîãî äâè-
æåíèÿ ÊÀ; ∆k = tk − tk−1 � èñêîìûå âåëè÷èíû (äëèòåëüíîñòè ó÷àñòêîâ
àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ); INT � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
Îïèøåì îñíîâíûå ýòàïû ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è, ñëåäóÿ êíèãå [4].

Âíà÷àëå íóæíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàòü ïîïóëÿöèþ èç
Nmax ïðîáíûõ ðåøåíèé (îñîáåé). Îñîáü � ýòî íàáîð èç M âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì âìåñòî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ∆k â ïàìÿòè õðàíèòñÿ
öåëîå ÷èñëî (ãåí).

Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà äëÿ êàæäîé îñîáè íàõîäèòñÿ ïî èçâåñòíîé
ôîðìóëå [5] çíà÷åíèå êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ÑÊ ïðè t =
= t∗ = tM ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1) (óïðàâëåíèå çàäà¼òñÿ âûáðàííîé
õðîìîñîìîé). Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè (öåëåâîé
ôóíêöèè) áåð¼òñÿ ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2). Åñëè íà ýòîì
øàãå äëÿ íåêîòîðîé îñîáè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ìåíüøå íàïåð¼ä
çàäàííîãî ìàëîãî ÷èñëà ε, òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ, à
óïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé îñîáè, � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è.

Íà òðåòüåì øàãå àëãîðèòìà îòáðàñûâàåòñÿ ïîëîâèíà îñîáåé, èìåþ-
ùèõ íàèáîëüøèå (õóäøèå) çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (Nmax � ÷¼òíîå
÷èñëî). Çàòåì ìåòîäîì ïðîìåæóòî÷íîé ðåêîìáèíàöèè [4] ïðîèçâîäèòñÿ
ñêðåùèâàíèå îñîáè ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñî âñåìè
îñòàëüíûìè, â òîì ÷èñëå è ñ ñàìîé ñîáîé.

Íà ÷åòâ¼ðòîì øàãå àëãîðèòìà âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè äëÿ ïîïóëÿöèè, ïîëó÷åííîé íà òðåòüåì øàãå. Åñëè îíî áîëüøå,
÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, âû÷èñëåííîå íà âòîðîì øàãå, òî
ïðîèçâîäèòñÿ ìóòàöèÿ îñîáåé â ïîïóëÿöèè. Äëÿ ýòîãî ãåíû âñåõ îñîáåé
çàïèñûâàþòñÿ â äâîè÷íîì âèäå (íà êàæäûé ãåí îòâîäèòñÿ ðîâíî L áèò)
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è ñ âåðîÿòíîñòüþ pmut ∈ (0; 1] ïðîèçâîäèòñÿ èíâåðòèðîâàíèå ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáðàííîãî áèòà êàæäîãî ãåíà. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçâðàò
êî âòîðîìó øàãó àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì íóæíî ïðèìåíÿòü íåîäíîêðàòíî
äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ïîïóëÿöèé. Ïðè ýòîì áóäåò ïîëó÷åíî íåñêîëüêî
ðåøåíèé, èç êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåîðèåíòà-
öèè îðáèòû ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïå-
ðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êâàòåðíèîí êîíå÷-
íîé îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè îðáèòû îäíîãî èç
ñïóòíèêîâ îòå÷åñòâåííîé îðáèòàëüíîé ãðóïïèðîâêè ÃËÎÍÀÑÑ (îòëè÷èå
îðèåíòàöèé îðáèò ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè ãðàäóñîâ).
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Êðóãîâàÿ îðáèòà, ÃËÎÍÀÑÑ : a � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè
îðáèòàëüíîé ÑÊ; á � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ;

â � îòêëîíåíèå îðèåíòàöèè îðáèòû îò òðåáóåìîé; ã � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Ïàðàìåòðû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïîëàãàëèñü ðàâíûìè: L = 40,
Nmax = 10000, pmut = 0.9.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ àê-
òèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ îïðåäåëÿòü â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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ÓÄÊ 519.6,532

È. À. Ïàíêðàòîâ, À. Â. Øàðîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈÉ
ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25.05.2018 ã.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå ìåëêîé âîäû â çàêðûòîì âîäîåìå ïðè íàëè-

÷èè âåòðà. Òàêîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3]:

∂qi
∂xi

+
∂(ρH)

∂t
= 0,

∂q1

∂t
+

∂

∂x1

(
q2

1

H

)
+

∂

∂x2

(
q1q2

H

)
=

∂

∂x1
(N11 −Np) +

∂N12

∂x2
+B1,

∂q2

∂t
+

∂

∂x1

(
q1q2

H

)
+

∂

∂x2

(
q2

2

H

)
=

∂

∂x2
(N22 −Np) +

∂N12

∂x2
+B2.

Çäåñü qi � êîìïîíåíòû ïîòîêà êîëè÷åñòâà æèäêîñòè; ρ � ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè; H = h + η, h � ðàññòîÿíèå îò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Ox1x2 äî
äíà, à η � âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè; Nij, Np, Bi � ñëîæíûå
âûðàæåíèÿ.
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Äëÿ äàííîãî äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óêàçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ïðîãðàììà äîëæíà ðàáîòàòü ñ ëþáîé ïðîèç-
âîëüíî çàäàííîé îáëàñòüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ îáëàñòåé áûëè
âçÿòû êàê èñêóññòâåííî âûðûòûå ïðóäû, òàê è ðåàëüíûå îçåðà. Çàìå-
òèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [4] áûë ïðèìåí¼í ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê ê
ðåøåíèþ îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû.

2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëîé Êîðèîëèñà

è êîíâåêòèâíûìè ÷ëåíàìè. Çàòåì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè
q1(x1, x2, t), q2(x1, x2, t), H(x1, x2, t) â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé (ëèíåéíûå íà òðåóãîëüíèêå áàçèñíûå ôóíêöèè îäíè è òå
æå äëÿ âñåõ òð¼õ ïåðåìåííûõ):

q1(x1, x2, t) =
M∑
m=1

am(t)Nm(x, y), q2(x1, x2, t) =
M∑
m=1

am+k(t)Nm(x, y);

H(x1, x2, t) =
M∑
m=1

a2·m+k(t)Nm(x, y).

Ïîñëå ýòîãî íóæíî ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ â èñõîäíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé. Çàòåì êàæäîå èç óðàâíåíèé íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà
âåñîâóþ ôóíêöèþ Wl(x1, x2) = Nl(x1, x2) (ìåòîä Ãàë¼ðêèíà) è ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü åãî ïî òðåóãîëüíèêó. Òàêæå êàæäîå èç óðàâíåíèé íåîáõîäèìî
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

A · da
dt

+B · a + · · · = f.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ äàëî ïî M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
è â êîíå÷íîì èòîãå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
èç 3 ·M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçû-

êå Python. Çàìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ÌÊÝ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîïîòî÷íîé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî óäàëîñü ñäåëàòü áëàãîäàðÿ ñàìî-
ìó ÌÊÝ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáñ÷èòûâàòü ýëåìåíòû â ñåòêå íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë íàïèñàí ïóë ïîòîêîâ, êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè îáñ÷èòûâàòü îò 128
äî 256 ýëåìåíòîâ. Öèôðû ìîãóò ìåíÿòüñÿ, òàê êàê ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ
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êîíôèãóðèðóåìûì è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îäíîâðåìåííî îáñ÷èòûâà-
åìûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàâèñèò òîëüêî îò êîìïüþòåðà, íà êîòîðîì
ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Òàê êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîòîêîâ Python íå ìîæåò çàäåéñòâîâàòü
âñå ÿäðà ïðîöåññîðà äëÿ âûïîëíåíèÿ íåñêîëüêèõ ïîòîêîâ îäíîâðåìåí-
íî, òî âìåñòî íèõ â ðåàëèçàöèè çàäà÷è áûëè èñïîëüçîâàíû ïðîöåññû èç
áèáëèîòåêè multiprocessing.

Ïîìèìî ýòîãî âñå ìîäóëè ïðèëîæåíèÿ âìåñòå ñ âíåøíèìè çàâèñèìî-
ñòÿìè áûëè óïàêîâàíû â Docker êîíòåéíåð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò î÷åíü
ïðîñòî ïåðåíîñèòü ïðèëîæåíèå íà ëþáóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîääåðæèâà-
åò äàííóþ òåõíîëîãèþ.

Òàêàÿ óïàêîâêà ïîçâîëèëà ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íå íà ëè÷íîì ñòà-
öèîíàðíîì êîìïüþòåðå, à íà óäàëåííîì ñåðâåðå, êîòîðûé èìååò íàìíîãî
áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè è ïîçâîëÿåò áûñòðåå ïîëó÷èòü ðå-
çóëüòàò.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü áûëà ðàçáèòà íà êî-
íå÷íûå ýëåìåíòû (òðåóãîëüíèêè) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ Ðàïïåðòà
(J. Ruppert) è ×ó (L. Paul Chew) [5, 6].

Â êà÷åñòâå ðåàëüíîãî âîäîåìà, ó êîòîðîãî íåò îñòðîâîâ, áûëî âûáðàíî
îçåðî Ýëüòîí � ñîë¼íîå áåññòî÷íîå ñàìîñàäî÷íîå îçåðî íà ñåâåðå Ïðèêà-
ñïèéñêîé íèçìåííîñòè. Äàííîå îçåðî èìååò ïëîùàäü ðàâíóþ 152 êâ. êì è
íàèáîëüøóþ ãëóáèíó äî 1.5 ì. Â ñðåäíåì ãëóáèíà äàííîãî îçåðà ñîñòàâ-
ëÿåò 0.05− 0.07 ì, à ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ äàííîãî îçåðà áóäóò ñïðàâåäëè-
âûìè óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû. Íà ðèñ.1 ïîêàçàíà ñåòêà, èñïîëüçîâàííàÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà.

Ðèñ.1. Òðèàíãóëÿöèÿ îçåðà Ýëüòîí
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Ðèñ. 2. Ëèíèè òîêà
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ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÈÇÃÈÁÍÀß ÂÎËÍÀ
Â ÒÎÍÊÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÅ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14.05.2018 ã.

Èçãèáíàÿ êðàåâàÿ âîëíà â ñâîáîäíîé òîíêîé ïîëóáåñêîíå÷íîé èçî-
òðîïíîé ïëàñòèíå âïåðâûå áûëà èññëåäîâàíàÞ.Ê. Êîíåíêîâûì â ðàáîòå
[1]. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ âîëíû Êîíåíêîâà ÿâëÿåòñÿ åå äèñïåð-
ñèÿ, òî åñòü çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âîëíû îò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëå-
áàíèé ïëàñòèíû. Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
íåñòàöèîíàðíîé êðàåâîé èçãèáíîé âîëíû â òîíêîé ïëàñòèíå.

Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ èçîòðîïíóþ ïëàñòèíó òîëùèíû 2h. Ñ
ñåðåäèííîé ïëîñêîñòüþ ïëàñòèíû ñâÿæåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
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0 ≤ x < +∞, −∞ < y < +∞. Ñîãëàñíî òåîðèè èçãèáà òîíêèõ ïëàñòèí
Êèðõãîôà óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîãèá W , èìååò âèä

∂4W

∂x4
+ 2

∂4W

∂x2∂y2
+
∂4W

∂y4
+

2ρh

D

∂2W

∂t2
= 0, (1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, D � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü.
Ïóñòü íà êðàþ x = 0 äåéñòâóåò ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà. Òîãäà ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 ïðèìóò âèä{
∂2W
∂x2 + ν ∂

2W
∂y2 = 0,

∂3W
∂x3 + (1− ν) ∂2W

∂y2∂x = N0

D ,
(2)

ãäå N0 = I0hf(t)H(y) � îáîáùåííàÿ ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, E � ìîäóëü
Þíãà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, I0 � àìïëèòóäà
íàãðóçêè, f(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, H(y) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (1) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåííîé
ïåðåìåííîé t è Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé y. Ïàðàìåòðû
ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷åíû iω è χ ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå (1) â èçîá-
ðàæåíèÿõ ïðèìåò âèä

d4WLF

dx4
− 2χ2d

4WLF

dx2
+
(
χ4 − ω2λ2

)
WLF = 0, (3)

ãäå λ2 = 2ρh
D .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) çàïèøåì äëÿ èçîáðàæåíèÿ óãëà ïîâîðîòà âåð-
òèêàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïëàñòèíû ΘLF îòíîñèòåëüíî îñè Oy ïðè x = 0
(Θ = ∂W

∂x )

ΘLF =
NLF

0 (
√
χ4 − ω2λ2 + νχ2)

D(ω2λ2 − (1− ν2)χ4 − 2(1− ν)χ2
√
χ4 − ω2λ2)

. (4)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðè îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûëî
ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû Æîðäàíà è òåîðåìû î âû÷åòàõ. Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðîñòûå ïîëþñû â ðåøåíèè (4) ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ äëÿ
âîëíû Êîíåíêîâà [2]. Èçîáðàæåíèå ðåøåíèÿ ïî Ëàïëàñó èìååò âèä

ΘL = e−iχky
I0f

L(ω)
(
χ4
k − ω2λ2 + νχ2

k

√
χ4
k − ω2λ2

)
4D(1− ν)

(
ω2λ2 − 2χ4

k − (1− ν)χ2
k

√
χ4
k − ω2λ2

) , (5)

ãäå χ2
k = ωλ/c2

k, c
4
k = (1 − ν)(3ν − 1 + 2

√
2ν2 − 2ν + 1), ck � ñêîðîñòü

âîëíû Êîíåíêîâà.
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Îðèãèíàë ðåøåíèÿ äëÿ óãëà ïîâîðîòà íà êðàå x = 0 ïîëó÷èì â âèäå
èíòåãðàëà

Θ(y, t) =

∫ +∞

−∞
ΘL exp(iωt)dω. (6)

Èíòåãðàë (6) ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áûë âû÷èñëåí â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñèñòåìå Mathcad 14.0. ×èñëîâûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü
äëÿ ïëàñòèíû èç àëþìèíèÿ h = 0.05ì, ν = 0, 33, ρ = 2740 êã/ì3,
E = 6, 9 · 1010 Ïà, I0 = 1. Çàâèñèìîñòü îáîáùåííîé ïåðåðåçûâàþùåé
ñèëû N0 îò âðåìåíè çàäàâàëàñü ôóíêöèåé

f(t) =


1
2 sinω0t

(
1− cos ω0t

Nc

)
, t ∈

[
0, 2πNc

ω0

]
;

0, t /∈
[
0, 2πNc

ω0

]
.

Ãðàôèê ôóíêöèè f(t) ïðè Nc = 5, ω0 = 100 π · 103 ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ f(t)

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà îò âðåìåíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2
è 3.

Ðèñ. 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëà

ïîâîðîòà Θ îò âðåìåíè â ñå÷åíèè y = 0.1
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà Θ

îò âðåìåíè â ñå÷åíèè y = 1

Íà ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêàõ ïîêàçàíî ðàñïðîñòðàíåíèå íåñòà-
öèîíàðíîé êðàåâîé âîëíû, âûçâàííîé ïðèëîæåíèåì íàãðóçêè òèïà
ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû, âäîëü ñâîáîäíîãî êðàÿ ïëàñòèíû. Ñðàâíåíèå
ãðàôèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ôîðìû
ñèãíàëà â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ.
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Ïîñëåäíèå 15 ëåò çàáîëåâàíèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû îñòàþò-
ñÿ âåäóùèìè ïðè÷èíàìè èíâàëèäèçàöèè è ñìåðòè ëþäåé òðóäîñïîñîá-
íîãî âîçðàñòà âî âñåì ìèðå [1]. Ðàçðàáîòêà êîððåêòíûõ ìåòîäîâ ëå÷å-
íèÿ äàííûõ çàáîëåâàíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè áèîìåõàíè÷åñêîãî
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ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðîå óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ [2-4].
Àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ ñîçäàíèå 3D ìîäåëè ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà,
íàèáîëåå ïðèáëèæåííîé ê ðåàëüíîñòè.

Ïîñòðîåíèå 3D ìîäåëè ìèîêàðäà ëåâîãî æåëóäî÷êà (ËÆ) ñåðäöà
÷åëîâåêà ïðîâîäèëîñü â ñèñòåìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
SolidWorks [5]. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé ñëîé ñòåíêè ËÆ
ñåðäöà � ìèîêàðä, êîòîðûé ñîñòîèò èç ñîåäèíèòåëüíîãî ñëîÿ è 3 ñëî-
åâ ðàçíîíàïðàâëåííûõ ìèîêàðäèàëüíûõ âîëîêîí: âíóòðåííèé, ñðåäíèé è
âíåøíèé. ×èñëåííûé àíàëèç ïðîâîäèëñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå
ANSYS [6]. Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü ìèîêàð-
äà ËÆ, ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ ðàññìîòðåíà òîëüêî 1/4 ÷àñòü
ìîäåëè.

Ìàòåðèàë ìèîêàðäà ËÆ ïðåäïîëàãàëñÿ îäíîðîäíûì, èçîòðîïíûì è
èäåàëüíî-óïðóãèì ñ ïàðàìåòðàìè: äëÿ ñîåäèíèòåëüíîãî ñëîÿ ïëîòíîñòü
ρ1 = 850 êã/ì3, ìîäóëü Þíãà 4 · 106 Ïà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 0.49;
äëÿ âîëîêîí ïëîòíîñòü ρ2 = 900 êã/ì3, ìîäóëü Þíãà 4.5 · 106 Ïà è êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà 0.49. Äâèæåíèå ñòåíêè îïèñûâàëîñü â âèäå:

ρ
∂2~u

∂t2
= ~F + (λ+ µ) grad Θ + µ∆~u

ãäå ρ - ïëîòíîñòü ñòåíêè, ~u(u, v, w) - âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, ~F - âåêòîð

îáúåìíûõ ñèë, λ =
ν · E

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
- êîýôôèöèåíòû Ëàìå,

θ - îáúåìíîå ðàñøèðåíèå, v - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, E - ìîäóëü Þíãà.

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî óçëû, ïðèíàä-
ëåæàùèå ýëåìåíòàì çîíû òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè ìîäåëè ìèîêàðäà ËÆ,
æåñòêî çàêðåïëåíû, ò.å. íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû
UX=0, UY=0, UZ=0. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áûëî ïðèëîæåíî
äàâëåíèå íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ìîäåëè ïî çîíàì (ðèñóíîê 1). Â
çîíó ¾B¿ ïðèêëàäûâàëîñü äàâëåíèå â 10000 Ïà, â çîíó ¾C¿ � 15000 Ïà,
â çîíó ¾D¿ � 20000 Ïà.

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåí
àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìà-
öèè äëÿ òêàíåé ýëåìåíòîâ ìîäåëè ìèîêàðäà ËÆ. Âûÿâëåíî, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé äîñòèãàþòñÿ â 75 ·105 Ïà.
Ïðè÷åì â ñîåäèíèòåëüíîì ñëîå, â âîëîêíàõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ñëîåâ
îíî äîñòèãàåòñÿ â âåðõóøêå ìîäåëè, òàì, ãäå ïðèêëàäûâàëîñü äàâëåíèå
â 20000 Ïà. Â ñðåäíåì ñëîå âîëîêîí ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ
äîñòèãàåòñÿ â çîíå, ãäå ïðèêëàäûâàëîñü äàâëåíèå â 10000 Ïà.
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Ðèñ.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
ïðèëîæåíèÿ äàâëåíèÿ ïî çîíàì

Òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèè ñî çíà÷åíèÿìè. Áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäå-
ëüþ ËÆ áåç ó÷åòà ìèîêàðäèàëüíûõ âîëîêîí, â ìîäåëè ËÆ ñ ó÷åòîì
ìèîêàðäèàëüíûõ âîëîêîí ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ âîçðîñëè
ñî çíà÷åíèÿ 1.345 · 105 Ïà äî 75 · 105 Ïà, à ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåùåíèÿ ñî çíà÷åíèÿ 4.974 · 10−1 ìì äî 9 · 10−1 ìì (ðèñóíîê 2). Ýòîò
ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ çà ñ÷åò âíåäðåíèÿ ðàçíîíàïðàâëåííûõ âîëîêîí â ìî-
äåëü ìèîêàðäà ËÆ.

Íà ðèñóíêå 2 ëåâûé ñòîëáèê - ýòî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùå-
íèÿ äëÿ ìîäåëè áåç ó÷åòà ìèîêàðäèàëüíûõ âîëîêîí, ïðàâûé ñòîëáèê -
çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ìèîêàðäèàëüíûõ âîëîêîí.

a á

Ðèñ. 2. Ãèñòîãðàììà çíà÷åíèé: a� íàïðÿæåíèÿ, á� ïåðåìåùåíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè áèîìåõàíè÷åñêîì ìî-
äåëèðîâàíèè öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ìèîêàðä ëåâîãî æåëóäî÷êà
ñåðäöà êàê íåîäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó ïóòåì âíåäðåíèÿ ðàçíîíàïðàâëåí-
íûõ âîëîêîí ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ.
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Ìåòîäàìè íåëèíåéíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé óäàðíûõ âîëí (ÓÂ) â
ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ (ÃÆÑ) [1] ðàññ÷èòàíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû ðå-
ôðàêöèè ðåæèìà RW, âîçíèêàþùåãî ïðè ïàäåíèè ÓÂ (AB) ñî ñòîðîíû

Ðèñ. 1. Ðåæèì RW

c îòðàæåííîé ÓÂ

æèäêîñòè ïðè âîçíèêíîâåíèè îòðàæåííîé ÓÂ (ÀÑ) è

ïðåëîìëåííîé ÓÂ (AD) â âîçäóõå (ðèñ. 1). Ðàñ÷åòû óòî÷-
íÿþò è ðàñøèðÿþò ðåçóëüòàòû òåîðèè êîðîòêèõ âîëí.

1. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ (AB) îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåí-
ñèâíîñòè ε = p1−p0

p0
, (ε ∼ 10−2) ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè

íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AF îêåàíà, ðàçäåëÿþùóþ âîç-
äóõ è âîäó ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−, âîçíèêàþò ðàç-
ëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè [2, 3] : RR�ðåãóëÿðíîé; NR
� íåðåãóëÿðíîé ñ âîëíîé ðàçðåæåíèÿ; RW � ðåôðàêöèè
ñ îòðàæåííîé ÓÂ, TNR � twin Neumann ref. � ñ äâîé-

íîé îòðàæåííîé óäàðíîé âîëíîé, BPR � bound precursor ref. � êîãäà
ïðåëîìëåííàÿ ÓÂ â ò. À âåðòèêàëüíà (ω = 0) (Ðèñ. 2).
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Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåæèì RW, êîãäà èíòåíñèâíîñòü ïðå-
ëîìëåííîé ÓÂ AD

q+ =
p3 − p0

p1 − p0

ìîæåò ïðåâûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ÓÂ AB â çàâèñèìîñòè îò
ε, α, γ.

Îòíîñèòåëüíîå ãàçîñîäåðæàíèå âîäíîé ñðåäû [1] γ = γ− = mII

mI

(mII � ìàññà ïóçûðüêîâ ãàçà, mI � ìàññà æèäêîñòè, 0 ≤ γ ≤ 10−4).

Ðèñ. 2. Ðåæèìû

ðåôðàêöèè ÓÂ ïðè

ε = 0.01

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî
ðàâíîâåñíîé ïóçûðüêîâîé ñðåäû ñ ãàçîñîäåðæà-
íèÿìè γ− äëÿ æèäêîñòè è γ+ =∞ äëÿ ãàçà áûëè
óñòàíîâëåíû [1] îñíîâíûå ïàðàìåòðû äëÿ îòíîñè-
òåëüíî ñëàáûõ ÓÂ (ρ0 � ïëîòíîñòü, c0 � ñêîðîñòü
çâóêà ïîêîÿùåéñÿ ñðåäû) :

ε̄ << 1, ε̄ = L0(γ)ε = R0(γ)P10, P10 =
p1 − p0

B0(γ)
;

B0(γ) = ρ0(γ)c2
0(γ), L0(γ) =

P0R0(γ)

B0(γ)
. (1)

Çäåñü B0 � ìàñøòàá äàâëåíèÿ, P10 << 1 � îò-
íîñèòåëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ÓÂ.

Èñïîëüçóåìûå òåîðåòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïîç-
âîëÿþò èññëåäîâàòü ïðîöåññ ðåôðàêöèè ÓÂ ïðè
ïðîèçâîëüíûõ óãëàõ ïàäåíèÿ α, îáîáùàÿ òåîðèþ
êîðîòêèõ âîëí [1], ïðèãîäíóþ äëÿ ìàëûõ óãëîâ α.

2. Äëÿ àíàëèçà ðåæèìà ðåôðàêöèè RW (êîãäà ÓÂ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå À íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè) èñïîëüçóåì òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
íà ôðîíòàõ ÓÂ (ÀÂ, ÀÑ, AD) [1, 6]. Äëÿ ýëåìåíòà ôðîíòà ÓÂ â àâ-
òîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ = x

c0t
, η = y

c0t
, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì

ξ = ξ(η)
(
ξ′ = dξ

dη

)
èíòåíñèâíîñòè Pji =

pj−pi
B±0

(i � çíà÷åíèå ïåðåä ôðîí-

òîì, j � çà ôðîíòîì), èìååì óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè:

ρi
ρ0
·

[
(ξ − ηξ′)−

(
ui
c0
− ξ′vic0

)]2

1 + ξ′2
= N(Pji);

ρi
ρj

=
N(Pji)− Pji
N(Pji)

,

Pji =
ρi
ρ0

[
(ξ − ηξ′)−

(
ui
c0
− ξ′vi

c0

)]
·
(
uj
c0
− ui
c0

)
, (2)

ξ′
(
uj
c0
− ui
c0

)
=
vi
c0
− vj
c0

; N(Pji) =
1 + 2a

2
·

(
d1 + Pji

)(
d2 + Pji

)
d3 + Pji

.
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AK (â âåðõ-
íåé è íèæíåé îáëàñòÿõ) â òî÷êå A (η+

A = η−A = 0, xAt = c0ξ) ïðèâî-
äÿò [7] ê óñòàíîâëåíèþ äâóõ èíâàðèàíòîâ ( ñì. ðèñ. 1) (ïðè p3 = p2,
u3n = u2n = un, un �ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ):

(I) : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , èëè

c+
0 N

1/2(P30)

cosω
=
c−0 N

1/2(P10)

cosα
, (3)

(II) :
v+ − c+

0 η
+
A

u+ − c+
0 ξ

+
A

=
v− − c−0 η−A
u− − c−0 ξ−A

=
1

ξ′
,

(
− 1

ξ′
= tan δ

)
.

Èç (II) èíâàðèàíòà (u− = u2, v
− = v2; u

+ = u3, v
+ = v3) èìååì

c−0 ξ
−
A =

v3u2 − v2u3

v3 − v2
, tan δ =

v2

c−0 ξ
−
A − u2

. (4)

3.Óïðîùåíèå óñëîâèé íà ôðîíòàõ ÓÂ. Äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ïà-
äàþùåé ÓÂ ÀÂ ïðè γ = γ− ∼ 10−6 è ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ [1, òàáë. ñ.
29] èìååì îöåíêè ïàðàìåòðîâ (B0 = ρ0c

2
0 ∼ 109 ÷ 108, ρ0 ∼ ρ∗ ∼ 103):

P10 =
p0

B0
· ε ∼ 10−6 ÷ 10−5;P21 =

p0

B0
· (q+ − 1) ∼ 10−6 ÷ 10−5; (5)

P30 = q+B̄P10 ∼ 10−3 ÷ 10−2; ε̄ = L0(γ)ε ∼ 10−2 ÷ 10−1, B̄ =
ρ−0 c

−
0

2

ρ+
0 c

+
0

2 ∼ 103.

Ïðè çàïèñè âûðàæåíèé äëÿ N(Pji) ñîãëàñíî (2) èìååì äëÿ ôðîíòîâ
AB, AC è AD óïðîùåíèÿ ñîãëàñíî ïîðÿäêîâ (5) (D0− ñêîðîñòü ÓÂ):

N(P10) =

(
D0

c0

)2

= 1 +R0(γ)P10, R0(γ) =
B0

p0
− B0

k + p0

(
B0

p0
− 1

)
;

N(P21) = 1 + (2R0(γ)− 1)P10 +R0(γ)P21;
ρ0

ρ∗
=

(
k + p0

k

)2(
1− p0

B0

)
;

N(P30) = 1 +R+
0 (γ+)P30 = 1 + q+L+

0 (γ+)ε = 1 +
q+

L̄
ε̄, L̄ =

L−0
L+

0

. (6)(
R+

0 =
κ+ 1

2
, L+

0 =
κ+ 1

2κ
, κ = CpII/CV II

)
.

Èñïîëüçóÿ òî÷íûå âûðàæåíèÿ (2) íà ôðîíòàõ ÓÂ äëÿ u2, v2, u3, v3,
ïîëó÷èì ïðè óïðîùåíèÿõ (5), (6) âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà β è ξ−A

tan β = tanα(1− 1

2 sin2 α
· q+ε̄); ξ−A =

(1 + ε̄)1/2

cosα
. (7)
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4.Óðàâíåíèÿ äëÿ ω è δ. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé çà ôðîí-
òàìè ÀÑ, AD ñîãëàñíî (2), ïîëó÷èì èç (4) äëÿ (II) èíâàðèàíòà âûðàæåíèå
äëÿ tanω:

tanω =

(
2− q+ + q+−1

2 sin2 α
q+ε̄
)

[c̄2(1 + ε̄)− cos2 αP30]P10

[(1 + ε̄)− cos2 α · q+ · P10]P30
· tanα. (8)

Ïîñëå óïðîùåíèé ñîãëàñíî (5), (6) äëÿ ω è δ èìååì

tanω =
ρ+

0

ρ−0

(
2− q+

q+
+
q+ − 1

2 sin2 α
ε̄

)
· tanα; tan δ =

sinω · cosω

(1 + q+

L̄
ε̄)
· q

+p0

B+
0

· ε̄
L−0

. (9)

5.Óðàâíåíèå äëÿ q+ ïîëó÷èì, èñêëþ÷àÿ tanω èç âûðàæåíèé äëÿ (I) è

(II) èíâàðèàíòîâ (3) â ïåðåìåííûõ αν = tanα
ε̄1/2 , cγ =

1− 1
c̄

ε̄ :

2cγ + αν2 − q+

L̄
+ 1 = 0. (10)

6. Ðàñ÷åòû. Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îáëàñòè RW (ñì. ðèñ. 2) q+ = 1 è
ëåâîé ãðàíèöû αν2 = tan2 α

ε̄ = q+

2
(
q+−2

q+−1

)
−q+ε̄

ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ γ∗ ≤ γ è α◦∗ ≤ α◦ (ïîäñòàâëÿÿ q+ = 1 â (10)). Òàê ïðè ε = 0
èìååì [4] c̄ = 1, ò.å. c−0 (γ) = c+

0 , è γ∗ = 0.965 · 10−6, α◦∗ = 0 ïðè
ε = 0.041, γ∗ = 1.000 · 10−6, α◦∗ = 11.8.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà q+ = (p3−p0)
(p1−p0) èñïîëüçóåì (10) â âèäå

q+ =
1

L+
0 ε

[
2(1− c+

0

c−0 (γ)
) + tan2 α + L−0 (γ)ε ]

Ðèñ. 3. q+/ε, α, γ

Ãðàôèê q+/ε, α, γ íà ðèñ. 3 äàåò
íàãëÿäíî èíôîðìàöèþ: q+ � ðàñòåò
(äî ãðàíèöû ω = 0) ñ ðîñòîì α◦ ïðè
ôèêñèðîâàííûõ ε, γ; ñ óáûâàíèåì γ
ïðè ôèêñèðîâàííûõ α, ε; ñ óáûâàíè-
åì ε ïðè ôèêñèðîâàííûõ α, γ.

Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà óãëîâ ω, δ, β â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ε, α, γ ïî ôîð-
ìóëàì (9), (7). Óãëû ω, δ � ìàëû.

Â öåëîì óãëû ω âîçðàñòàþò
ïðè óäàëåíèè îò âåðõíåé ãðàíèöû
(ω = 0) è ïðèáëèæåíèè ê ãðàíè-
öå q+ = 1; óãëû δ ïðè óäàëåíèè îò
âåðõíåé ãðàíèöû âåäóò ñåáÿ íå ìîíîòîííî. Ñ ðîñòîì ãàçîñîäåðæàíèÿ γ
è èíòåíñèâíîñòè ε òàêæå îòìå÷àþòñÿ âîçðàñòàíèÿ óãëîâ ω è δ.

127



Ðèñ. 4. ω/ε, α, γ ; δ/ε, α, γ

Ðèñ. 5. Óãëû 2ð β/ε, α, γ

Çàâèñèìîñòü óãëîâ îòðàæåíèÿ
β îò ε, α, γ íà ðèñ. 5 ñâèäåòåëüñòâó-
åò îá èõ âîçðàñòàíèè ñ ðîñòîì ãà-
çîñîäåðæàíèÿ γ è óáûâàíèåì ñ ðî-
ñòîì èíòåíñèâíîñòè ε.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðà-
ìåòðîâ ðåæèìà ðåôðàêöèè RW
ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ, îñîáåííî äëÿ îöåíêè
óäàðíûõ âîçäåéñòâèé ïðåëîì-
ëåííîé óäàðíîé âîëíû â âîçäó-
õå.
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