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ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 517.518.32

Â.Â. Àáðàìîâà

Î ÑÈÑÒÅÌÅ ÔÀÁÅÐÀ�ØÀÓÄÅÐÀ ÍÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÅ

Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ôàáåðà�Øàóäåðà áûëà îïðåäåëåíà íà îòðåç-
êå [0,1] Ôàáåðîì â 1910 ãîäó. Øàóäåð ïåðåîòêðûë åå â 1927 ãîäó è äî
70-õ ãîäîâ îíà íàçûâàëàñü ñèñòåìîé Øàóäåðà. Ðàáîòó Ôàáåðà âñïîìíè-
ëè â 70-õ ãîäàõ è ñèñòåìó ñòàëè íàçûâàòü ñèñòåìîé Ôàáåðà�Øàóäåðà.
Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà C[0, 1]. Å¼ ñâîé-
ñòâà ìîæíî íàéòè â [1]. Â ðàáîòå Àóáàêèðîâà è Áîêàåâà [2] ðàññìîòðåíà
îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Ôàáåðà�Øàóäåðà, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (pn) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ñèñòåìà
Ôàáåðà�Øàóäåðà îïðåäåëÿëàñü íà îòðåçêå [0,1].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôàáåðà�Øàóäåðà íà
ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíîé äëèíû 1. Óêàæåì íà ïëîñêî-
ñòè ÿâíûé âèä ñèñòåìû. Äîêàæåì òåîðåìó î ïðèáëèæåíèè ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè Ôàáåðà�Øàóäåðà. Ïîêàæåì, ÷òî èç ñèñòåìû Ôàáåðà�Øàóäåðà
ìîæíî âûáðîñèòü ëþáóþ èç ïåðâûõ òðåõ ôóíêöèé, è ñèñòåìà îñòàíåòñÿ
çàìêíóòîé â Lp.

Ôóíêöèè Ôàáåðà�Øàóäåðà íà òðåóãîëüíèêå.
Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê A1A2A3 ñî ñòîðîíîé äëè-

íû 1. Òàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì äëÿ îäíîìåðíîãî, òîëüêî
çäåñü áóäåò ïðåäñòàâëåíà äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ Ôàáåðà�Øàóäåðà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ïëîñêîñòåé. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì çàäàâàòü òî÷êè òðåóãîëüíèêà
â áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò
âèä

ϕ(x1, x2, x3) = Ax1 +Bx2 + Cx3,

ãäå A,B,C � êîýôôèöèåíòû.
Íà 0-ì øàãå ñòðîèì ôóíêöèè ϕ

(0)
i1,i2,i3

. ×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû
A,B,C, íàäî ðåøèòü ñèñòåìû è ïîëó÷èòü 3 óðàâíåíèÿ. Â òî÷êå A1 ôóíê-
öèÿ ðàâíà 1 (îáðàçóåòñÿ ïðÿìîé óãîë), à â òî÷êàõ A2, A3 ðàâíà 0. Ïîëó-
÷àåì
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 ϕ(1, 0, 0) = 1
ϕ(0, 1, 0) = 0
ϕ(0, 0, 1) = 0

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè: ϕ
(0)
1,0,0(x1, x2, x3) = x1.

Äëÿ òî÷åê A2 è A3 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå.

Íà n-ì øàãå ïðè ïðîèçâîëüíîì

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3), ãäå i1 + i2 + i3 = 2n,
ñòðîèì ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) â òî÷êå M( i12n ,
i2
2n ,

i3
2n )

áóäåò ðàâíà 1, à äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå
áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, ãäå ëåæèò òî÷êà:
íà ëåâîé ñòîðîíå ( i32n = 0), íà ïðàâîé

ñòîðîíå ( i22n = 0), íà íèæíåé ( i12n = 0) èëè
â ñåðåäèíå (íå íà ãðàíèöå). Â ñëó÷àå 1,
2 è 3 òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ó òðåõ
òðåóãîëüíèêîâ, à â 4 ñëó÷àå òî÷êà ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðøèíîé äëÿ 6 òðåóãîëüíèêîâ.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé 4, ò. å. êîãäà
òî÷êà íå ëåæèò íè íà îäíîé èç ñòîðîí.
Íà ðèñóíêå òðåóãîëüíèê âåðøèíà â
òî÷êå ( i12n ,

i2
2n ,

i3
2n ) îáðàçóåò ïèðàìèäó,

ëèíåéíóþ íà øåñòè òðåóãîëüíèêàõ, ãäå
òî÷êè

A2(0, 1, 0)

A1(1, 0, 0)

A3(0, 0, 1)
a1

a2 a3

a4

a5

a6

a7

a1 = (
i1
2n
,
i2
2n
,
i3
2n

), a2 = (
i1 + 1

2n
,
i2 − 1

2n
,
i3
2n

), a3 = (
i1
2n
,
i2 − 1

2n
,
i3 + 1

2n
),

a4 = (
i1 − 1

2n
,
i2
2n
,
i3 + 1

2n
), a5 = (

i1 − 1

2n
,
i2 + 1

2n
,
i3
2n

),

a6 = (
i1
2n
,
i2 + 1

2n
,
i3 − 1

2n
), a7 = (

i1 + 1

2n
,
i2
2n
,
i3 − 1

2n
).

Ðåøàåì ñèñòåìó êàê è íà 0-ì øàãå, ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû è ïîä-
ñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
i2 + 1

i1 + i2 + i3
x1 + 2n

1− i1 − i3
i1 + i2 + i3

x2 + 2n
i2 + 1

i1 + i2 + i3
x3;
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ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
1− i3

i1 + i2 + i3
x1 + 2n

1− i3
i1 + i2 + i3

x2 + 2n
i1 + i2 + 1

i1 + i2 + i3
x3;

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
1− i2 − i3
i1 + i2 + i3

x1 + 2n
i1 + 1

i1 + i2 + i3
x2 + 2n

i1 + 1

i1 + i2 + i3
x3;

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
1− i2

i1 + i2 + i3
x1 + 2n

i1 + i3 + 1

i1 + i2 + i3
x2 + 2n

1− i2
i1 + i2 + i3

x3;

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
i3 + 1

i1 + i2 − i3
x1 + 2n

i3 + 1

i1 + i2 − i3
x2 + 2n

1− i1 − i2
i1 + i2 − i3

x3;

ϕ
(n)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3) = 2n
i2 + i3 + 1

i1 + i2 + i3
x1 + 2n

1− i1
i1 + i2 + i3

x2 + 2n
1− i1

i1 + i2 + i3
x3.

×àñòè÷íûå ñóììû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

f(x1, x2, x3) =
∑

i1+i2+i3=2n

n∑
k=1

c
(k)
i1,i2,i3

ϕ
(k)
i1,i2,i3

(x1, x2, x3),

êîýôôèöèåíòû c
(k)
i1,i2,i3

èìåþò âèä

c
(0)
0,1,0 = f(0, 1, 0), c

(0)
1,0,0 = f(1, 0, 0), c

(0)
0,0,1 = f(0, 0, 1) è ò.ä.

Åñëè i1 = 1, i1 � íå÷åòíûå, òî

c
(k)
i1,i2,0

= f(
i1
2n
,
i2
2n
, 0)− 1

2
(f(

i1 + 1

2n
,
i2 − 1

2n
, 0) + f(

i1 − 1

2n
,
i2 + 1

2n
, 0).

Åñëè i1 = 1, i1 � íå÷åòíûå, òî

c
(k)
i1,0,i3

= f(
i1
2n
, 0,

i3
2n

)− 1

2
(f(

i1 + 1

2n
, 0,

i3 − 1

2n
) + f(

i1 − 1

2n
, 0,

i3 + 1

2n
).

Åñëè i2 = 1, i2 � íå÷åòíûå, òî

c
(k)
0,i2,i3

= f(0,
i2
2n
,
i3
2n

)− 1

2
(f(0,

i2 + 1

2n
,
i3 − 1

2n
) + f(0,

i2 − 1

2n
,
i3 + 1

2n
).
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Åñëè i1, i2, i3 âñå íå ðàâíû 0, õîòü îäíà èç êîîðäèíàò íå÷åòíàÿ, i1+
+ i2 + i3 = 2n, òî

c
(k)
i1,i2,i3

= f(
i1
2n
,
i2
2n
,
i3
2n

)− 1

2
(f(

i1 + 1

2n
,
i2 − 1

2n
,
i3
2n

) + f(
i1 − 1

2n
,
i2 + 1

2n
,
i3
2n

)).

×àñòè÷íûå ñóììû êóñî÷íî-ëèíåéíû íà òðåóãîëüíèêàõ, âåðøèíû êî-
òîðûõ ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ íà òðåóãîëüíèêå íåïðåðûâ-
íà, òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x1, x2, x3) îïðåäåëåíà â òðåóãîëüíèêå A1A2A3,
ãäå êàæäàÿ ñòîðîíà ðàâíà 1, è íåïðåðûâíà. È ïóñòü (∆n)

∞
n=1 �

ðàâíîìåðíàÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêà ñî ñòîðîíàìè 1
2n . Ïóñòü äàëåå

Pn(x1, x2, x3) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, ñîâïàäà-
þùèé ñ f(x1, x2, x3) â óçëàõ ñåòêè ∆n. Òîãäà ∀(x1, x2, x3) ∈ ∆

|f(x1, x2, x3)− Pn(x1, x2, x3)| ≤ 5ω 1
2n

(f),

ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ωδ(f) = sup
||(x′1,x′2,x′3)−(x1,x2,x3)||2≤δ

|f(x1, x2, x3)− f(x′1, x
′
2, x
′
3)|.

Òåîðåìà 2. Ëþáóþ ôóíêöèþ íóëåâîãî ðàíãà èç òðåõ, ò. å. ϕ
(0)
1,0,0,

ϕ
(0)
0,1,0 èëè ϕ

(0)
0,0,1, ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp(∆

(0))
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ôóíêöèÿìè Ôàáåðà�Øàóäåðà ðàíãà áîëüøå 0, ïðè
ýòîì îñòàëüíûå äâå ôóíêöèè íóëåâîãî ðàíãà íå ó÷àñòâóþò â ïðèáëè-
æåíèè.
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Íà ðàñïðåäåëåíèè ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ââîäÿò-
ñÿ ïîíÿòèÿ íåëèíåéíîé ñâÿçíîñòè è âíóòðåííåé ïîëóïóëüâåðèçàöèè. Èçó-
÷àþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ïîëó÷åííûìè ñòðóêòóðàìè.
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Ïóñòü D � ðàñïðåäåëåíèå ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû (D, η,D⊥, ~ξ, d). ßâëÿÿñü ïîäìíîãîîáðàçèåì òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå D íàñëåäóåò ìíîãèå èç åãî
äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â òî æå âðåìÿ, âîçìîæíîñòè
äëÿ àíàëîãèé îãðàíè÷åíû, òàê êàê â îòëè÷èå îò ðàçìåðíîñòè TX ðàç-
ìåðíîñòü D � íå÷åòíà. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå
àíàëîãè ñòðóêòóð, çàíèìàþùèõ âàæíîå ìåñòî â ãåîìåòðèè êàñàòåëüíûõ
ðàññëîåíèé.

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ íà êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ñòðóêòóðà J . Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ (xα, xn+β) êàñàòåëüíàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷àåò ñëåäóþùåå êîîðäèíàò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå: J = ∂

∂xn+α ⊗ dx
α. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëîãà êàñàòåëü-

íîé ñòðóêòóðû äëÿ êîíòàêòíîãî ñëó÷àÿ ââåäåì êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû
íà ðàñïðåäåëåíèè D.

Êàðòó K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n, a, b, c, e = 1, ..., n − 1) íà ìíîãîîá-
ðàçèè X áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé ê íåãîëîíîìíîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ D, åñëè D⊥ = span( ∂

∂xn ) [1]. Ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð,
îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TX = D ⊕ D⊥, è K(xα) � àäàïòèðîâàí-
íàÿ êàðòà. Âåêòîðíûå ïîëÿ P (∂a) = ~ea = ∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòû ïîðîæäàþò ñè-
ñòåìó D: D = span(~ea). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì íà ìíîãîîáðàçèè X
íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ ~eα = (~ea, ∂n) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîëå
êîáàçèñîâ (dxa, θn = dxn + Γnadx

a). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
[~ea, ~eb] = Mn

ab∂n, ãäå êîìïîíåíòû Mn
ab îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé òåí-

çîð íåãîëîíîìíîñòè [2]. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âî âñåõ èñïîëüçóåìûõ
àäàïòèðîâàííûõ êàðòàõ âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ~ξ = ∂n, òî, â ÷àñòíîñòè,
îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî [~ea, ~eb] = 2ωba∂n, ãäå ω = dη. Àäàï-
òèðîâàííûì áóäåì íàçûâàòü òàêæå áàçèñ ~ea = ∂a − Γna∂n êàê áàçèñ,
îïðåäåëÿåìûé àäàïòèðîâàííîé êàðòîé. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ∂nΓ

n
a = 0. Ïóñòü K(xα) è K(xα

′
) � àäàïòèðîâàííûå êàðòû, òîãäà

ïðè óñëîâèè, ÷òî ~ξ = ∂n, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò: xa = xa(xa

′
), xn = xn

′
+ xn(xa

′
).

Ââåäåì íà D ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) íà ìíîãîîáðàçèè X ñâåðõ-
êàðòó K̃(xα, xn+a) íà ìíîãîîáðàçèè D, ãäå (xn+a) � êîîðäèíàòû äîïóñòè-
ìîãî âåêòîðà â áàçèñå ~ea = ∂a − Γna∂n. Ïîñòðîåííóþ ñâåðõêàðòó áóäåì
íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé. Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïîëå J òèïà (1,1) íà ìíî-
ãîîáðàçèè D, ïîëàãàÿ, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ J = ∂

∂xn+a ⊗ dx
a.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîëÿ J íå çàâèñèò îò âûáîðà êàíî-
íè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì íàçûâàòü J
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êàñàòåëüíîé ñòðóêòóðîé. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîå ïîëå ~S âíóòðåí-
íåé ïîëóïóëüâåðèçàöèåé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

1. Âåêòîðíîå ïîëå ~S ïðîåöèðóåìî è π∗~S ∈ D;
2. J(~S) = ~C, ãäå ~C = xn+a ∂

∂xn+a � ïîëå Ëèóâèëëÿ.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ~S = xn+a ∂
∂xa−2Gb ∂

∂xn+b
. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî íàä ðàñïðåäåëåíèåì D çàäàíà íåëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, åñëè ðàñïðåäå-
ëåíèå D̃ = π−1

∗ (D), ãäå π : D → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ðàçáèâàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD⊕ V D, ãäå V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D. Âåêòîðíûå ïîëÿ (~εa = ∂a − Γna∂n −
Gb
a∂n+b, ~u = ∂n, ∂n+a) îïðåäåëÿþò íà D íåãîëîíîìíîå (àäàïòèðîâàííîå)

ïîëå áàçèñîâ, à ôîðìû (dxa, θn = dxn + Γnadx
a, θn+a = dxn+a + Ga

bdx
b) �

ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå êîáàçèñîâ. Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ: [~εa, ~εb] = 2ωba~u + Rc

ba∂n+c,
[~εa, ~u] = xn+d∂nG

c
a∂n+c.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ íåëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, çàäàííàÿ íà ðàñïðåäåëå-
íèè D, îïðåäåëÿåò âíóòðåííþþ ïîëóïóëüâåðèçàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ~S =
= xn+a~εa ÿâëÿåòñÿ ïîëóïóëüâåðèçàöèåé, åñëè ïîëîæèòü G

b = 1
2x

n+aGb
a.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íàçîâåì âíóòðåííþþ ïîëóïóëüâåðèçàöèþ âíóòðåííåé ïóëüâåðèçàöè-

åé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [~C, ~S] = ~S.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ~S � âíóòðåííÿÿ ïóëüâåðèçàöèÿ, òîãäà âåêòîð-
íûå ïîëÿ ~εa = ∂a − Γna∂n −Gb

a∂n+b, ãäå G
b
a = ∂Gb

∂xn+a , îïðåäåëÿþò íåëèíåé-
íóþ ñâÿçíîñòü, çàäàííóþ íà ðàñïðåäåëåíèè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ýéëåðà îá
îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ è ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ~εa ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû â êàæäîé òî÷êå è îïðåäåëÿåìîå èìè ðàñïðåäåëåíèå òðàíñâåð-
ñàëüíî âåðòèêàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãàëàåâ Ñ.Â. Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðà-
çîâàíèé // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.
2012. Ò. 12, âûï. 1. Ñ. 16�22.

2. Âàãíåð Â.Â. Ãåîìåòðèÿ (n − 1)�ìåðíîãî íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â
n � ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Òðóäû cåìèíàðà ïî âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó,
1941. Âûï. 5. Ñ. 173�255.

8



ÓÄÊ 517.984

Ñ.À. Áóòåðèí

ÎÁÐÀÒÍÀß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÐÀÇÐÛÂÀ

Ïóñòü {λk}k∈Z � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L = L(H, h, α) âèäà

`y := iy′ +

∫ x

0

H(x− t)y(t) dt = λy, x ∈ (0, π/2) ∪ (π/2, π), (1)

y(π/2 + 0) = αy(π/2− 0), (2)

hy(0) = y(π), (3)

ãäå H(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, (π−x)H(x) ∈ L2(0, π), h ∈ C \
{0} è α ∈ C \ (−∞, 0]. Èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïð., [1]) äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è L èìåþò âèä

λk = 2k + ω + κk, {κk} ∈ l2. (4)

Ïðè ýòîì ω = (iπ)−1(lnα− lnh).

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïî çàäàííîìó ñïåê-
òðó {λk}k∈Z è ïàðàìåòðó α íàéòè ôóíêöèþ H(x) è êîýôôèöèåíò h. Íàè-
áîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîëó-
÷åíû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. îáçîð â [1]). Â ÷àñòíîñòè,
îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ óñëîâèÿìè ðàçðû-
âà èçó÷àëàñü â [2, 3]. Íåêîòîðûå àñïåêòû îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåç ðàçðûâà èññëåäîâàëèñü â [4�9] è äðó-
ãèõ ðàáîòàõ. Ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α ∈ C \ (−∞, 0]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {λk}k∈Z âèäà (4) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû)
ôóíêöèÿ H(x), (π − x)H(x) ∈ L2(0, π), è åäèíñòâåííîå ÷èñëî h 6= 0,
òàêèå ÷òî {λk}k∈Z ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì êðàåâîé çàäà÷è L(H, h, α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e(x, λ), e1(x, λ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) c
íà÷àëüíûì óñëîâèåì e(0, λ) = e1(0, λ) = 1, è ïóñòü ôóíêöèÿ e1(x, λ)
óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ ðàçðûâà (2). Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è L ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) :=
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= h− e1(π, λ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

e1(x, λ) =

{
e(x, λ), 0 ≤ x < π/2,

(α− 1)e(π/2, λ)e(x− π/2, λ) + e(x, λ), π/2 < x ≤ π.
(5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

∆(λ) = h− (α− 1)e2(π/2, λ)− e(π, λ). (6)

Òàêæå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [5])

e(x, λ) = exp(−iλx) +

∫ x

0

P (x, t) exp(−iρ(x− t)) dt, (7)

ãäå

P (x, t) =
∞∑
ν=1

iν
(x− t)ν

ν!
H∗ν(t), (8)

H∗1(x) = H(x), H∗(ν+1)(x) = H ∗H∗ν(x) =

∫ x

0

H(x− t)H∗ν(t) dt.

Ñîãëàñíî (6�8) áóäåì èìåòü

∆(λ) = h(1− exp(i(ω − λ)π)) +

∫ π

0

w(x) exp(−iλx) dx, (9)

ãäå w(x) ∈ L2(0, π). Ïðè ýòîì
−w(π − x) =

= w1(x) + (α− 1)


2w2(x) + w∗22 (x), x ∈ (0, π/2),∫ π/2

x−π/2
w2(x− t)w2(t) dt, x ∈ (π/2, π),

(10)

ãäå

w1(x) =
∞∑
ν=1

iν
(π − x)ν

ν!
H∗ν(x), w2(x) =

∞∑
ν=1

iν
(π/2− x)ν

ν!
H∗ν(x).

Íà ñîîòíîøåíèå (10) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî ôóíêöèè H(x), êîòîðîå íàçîâåì îñíîâíûì óðàâíåíèåì îáðàò-
íîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.1 â [10] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ôóíêöèè w(x) ∈ L2(0, π) óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
H(x), (π−x)H(x) ∈ L2(0, π). Äàëåå, ïîñêîëüêó ÷èñëî α çàäàíî àïðèîðè,
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èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïð., [1]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ∆(λ)
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íóëÿìè îäíîçíà÷íî ïî ôîðìóëå

∆(λ) = h(1− exp(iωπ)) exp
( iλπ exp(iωπ)

1− exp(iωπ)

) ∞∏
k=−∞

λk − λ
λ0
k

exp
( λ
λ0
k

)
, (11)

ãäå λ0
k = 2k + ω (ñëó÷àé ω/2 ∈ Z âíîñèò íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ).

Èòàê, ïî çàäàííûì ÷èñëàì λk, k ∈ Z, âèäà (4) è èçâåñòíîìó α íà-
õîäèì h = α exp(−iπω) è ñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (11). Àíà-
ëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó óòâåðæäåíèþ â [10] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïî-
ñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ∆(λ) áóäåò èìåòü âèä (9) ñ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèåé w(x) ∈ L2(0, π). Ïóñòü H(x) � ðåøåíèå îñíîâíîãî óðàâ-
íåíèÿ (10) ñ ýòîé ôóíêöèåé w(x). Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî çàäàííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k∈Z ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ïîñòðîåííîé êðàåâîé çà-
äà÷è L(H, h, α) âèäà (1�3). Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (10).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî è äàåò àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåê-
òû � 15-01-04864, � 13-01-00134) è Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò �
1.1436.2014Ê).
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ÓÄÊ 514.764

Ñ.Â. Ãàëàåâ

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ N-ÏÐÎÄÎËÆÅÍÍÛÕ
ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+ 1 ñ
çàäàííîé íà íåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ϕ, ~ξ, η, g)
[1]. Ïóñòü, äàëåå, ∇ � âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü íà X [1]. Ïðîäîëæåí-
íàÿ ñâÿçíîñòü [2] îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ è ýíäîìîðôèç-
ìîì N : D → D. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì
ïðîäîëæåííûå ñâÿçíîñòè, ñîâìåñòèìûå ñ äîïóñòèìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Âî âòîðîì � îïðåäåëÿåì âèä ýíäîìîðôèçìà N äëÿ ñâÿçíî-
ñòè, âîçíèêàþùåé íà ìíîãîîáðàçèè Êåíìîöó.

Âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà çàäàíèåì ãî-
ðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ. Â ñëó÷àå âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè â êà÷åñòâå òàêîãî ðàññëîåíèÿ
âûñòóïàåò ðàñïðåäåëåíèå D. Ãîâîðÿò, ÷òî íàä ðàñïðåäåëåíèåì D çàäàíà
ñâÿçíîñòü, åñëè ðàñïðåäåëåíèå D̃ = π−1

∗ (D), ãäå π : D → X � åñòåñòâåí-
íàÿ ïðîåêöèÿ, ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD ⊕ V D, ãäå
V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D.

Ïóñòü ∇ � âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ãîðèçîí-
òàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì HD, è N : D → D � ïîëå äîïóñòèìîãî òåíçîðà
òèïà (1,1). N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ íàçîâåì ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì

ðàññëîåíèè (D, π,X), îïðåäåëÿåìóþ ðàçëîæåíèåì TD = H̃D⊕ V D, òà-

êóþ, ÷òî H̃D = HD⊕Span(~u), ãäå ~u~x = ~ε−(N~x)v, ~ε = ∂n, ~x ∈ D, (N~x)v �
âåðòèêàëüíûé ëèôò. Îòíîñèòåëüíî áàçèñà (~εa, ∂n, ∂n+a) [2] ïîëå ~u ïîëó÷à-
åò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå: ~u = ∂n−Na

b x
n+b∂n+a. Áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè:
∇N = (∇, N). Â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà N = 0 è N = idD, áóäåì
ïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî ∇1 = (∇, 0) è ∇~v = (∇, ~v), ãäå ~v � ïîëå Ëèóâèëëÿ:
~v = xn+a∂n+a.

Ïóñòü ω � äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà [3]. Âíóòðåííþþ
ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇ áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé ñèìïëåêòè÷åñêîé
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ñâÿçíîñòüþ, åñëè ∇~xω(~y, ~z) = 0, ~x, ~y, ~z ∈ ΓD. N -ïðîäîëæåííóþ ñèì-
ìåòðè÷íóþ ñâÿçíîñòü ∇N = (∇, N) áóäåì íàçûâàòü N -ïðîäîëæåííîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ∇Nω = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñâî-
äèòñÿ ê äâóì ðàâåíñòâàì: ∇N

~x ω(~y, ~z) = ∇~xω(~y, ~z) = 0, ∇N
~ξ
ω(~y, ~z) = 0,

~x, ~y, ~z ∈ ΓD. Òàêèì îáðàçîì, N -ïðîäîëæåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿç-
íîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç âíóòðåííåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äîáàâëåíè-
åì ýíäîìîðôèçìà N òàêîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ∇N

~ξ
ω(~y, ~z) = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∇N � ïðîèçâîëüíàÿ N -ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü
áåç êðó÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì òåíçîðû N1 è N2, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâåíñòâàìè

∇N
~x ω(~y, ~z) = ω(N1(~x, ~y), ~z), ~x, ~y, ~z ∈ ΓD;

∇N
~x ω(~y, ~z) = ω(N2~y, ~z).

Òîãäà ñâÿçíîñòü ∇N2, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè

∇N2

~x ~y = ∇N
~x ~y +

1

3
N1(~x, ~y) +

1

3
N1(~y, ~x), (1)

∇N2

~ξ
~y = ∇N

~ξ
~y +

1

2
N2~y, ~x, ~y ∈ ΓD, (2)

ÿâëÿåòñÿ N -ïðîäîëæåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∇N2 � ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿç-
íîñòü. Ðàâåíñòâî ∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = 0 ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ (1) è

ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ñâÿçíîñòåé (ñì., íàïð., [4]). Èñïîëüçóÿ (2), äîêàæåì ðàâåíñòâî
∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = 0. Èìååì

∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = ~ξω(~x, ~y)− ω(∇N2

~ξ
~x, ~y)− ω(~x,∇N

~ξ
~y) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
ω(N2~x, ~y)− 1

2
ω(~x,N2~y) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
ω(N2~x, ~y) +

1

2
ω(N2~y, ~x) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
∇N
~ξ
ω(~x, ~y) +

1

2
∇N
~ξ
ω(~y, ~x) = 0,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî N -ïðîäîëæåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ

ñâÿçíîñòåé. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäóþ âíóòðåííþþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñâÿç-
íîñòü ìîæíî ïðîäîëæèòü áåñ÷èñëåííûì ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ äî N -
ïðîäîëæåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ∇N

~ξ
�
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ïðîèçâîëüíàÿ N -ïðîäîëæåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü. Ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü∇N1

~ξ
òàêàÿ, ÷òî∇N1

~ξ
~x = ∇N

~ξ
~x+N2~x, ãäå ω(N2~x, ~y) =

ω(N2~y, ~x), ÿâëÿåòñÿN -ïðîäîëæåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ. Ïðè-
÷åì, N1 = N +N2.

Îñíàùåíèå ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ áîãàòûì
íàáîðîì òåíçîðíûõ ñòðóêòóð âëå÷åò ðàññìîòðåíèå íàðÿäó ñî ñâÿçíî-
ñòüþ Ëåâè�×èâèòû äðóãèõ ïðèìå÷àòåëüíûõ ñâÿçíîñòåé. Ìû îñòàíîâèì-
ñÿ çäåñü ëèøü íà ðàáîòå Áåæàíêó [5], êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü ∇B

íà ìíîãîîáðàçèè Ñàñàêè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

∇B
~x = ∇̃~x~y − η(~x)∇̃~y

~ξ − η(~y)∇̃~x
~ξ + (ω + c)(~x, ~y)~ξ.

Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè ΓBαβγ
ñâÿçíîñòè ∇B ÿâëÿþòñÿ ΓBabc = Γabc = 1

2g
ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc). Ïî-

ñòðîåííàÿ Áåæàíêó ñâÿçíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé
â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ÷åì
ñòðóêòóðà Ñàñàêè. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ∇B

n gab = ∂ngab, òî ìåòðè÷-
íîñòü ñâÿçíîñòè Áåæàíêó ýêâèâàëåíòíà (ïî÷òè) K-êîíòàêòíîñòè ïî÷òè
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñâÿçíîñòü ∇N ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâà ∇N

~x = ∇B
~x ~y + η(~x)N~y, ãäå N � ýíäîìîðôèçì èç òåîðåìû 2. Íà-

çîâåì ââåäåííóþ ñâÿçíîñòü N -ñâÿçíîñòüþ. Îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïî-
íåíòàìè N -ñâÿçíîñòè, ñàìîå áîëüøåå, áóäóò ΓNabc = Γabc = 1

2g
ad(~ebgcd+

+~ecgbd − ~edgbc), ΓNanc = Na
c . Êðó÷åíèå N -ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì SN(~x, ~y) = 2ω(~x, ~y)~ξ + η(~x)N~y − η(~y)N~x. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû-
÷èñëåíèÿìè â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: N -ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ N -ïðîäîëæåííîé
ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Òåîðåìà 2. Äîïóñòèìàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ìàêñèìàëüíî-
ãî ðàíãà ω ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñîâìåñòèìàÿ ñ íåé ñèììåòðè÷íàÿ
ñâÿçíîñòü Áåæàíêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ω � äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà, òî
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â êàðòå Äàðáó êîýôôèöèåíòû èñêîìîé ñâÿçíîñòè
ðàâíûìè íóëþ. Ïóñòü òåïåðü ∇1 = (∇, 0) � ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü Áå-
æàíêó, ñîõðàíÿþùàÿ ôîðìó ω. Óñëîâèå dωnab = 1

3∂nωab âûïîëíÿåòñÿ, òàê
êàê N = 0. Äàëåå, ïðîâîäÿ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ â ðàâåí-
ñòâå ~eaωbc = Γdabωdc + Γdacωbd è ñêëàäûâàÿ çàòåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì ~eaωbc + ~ebωca + ~ecωab = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïî÷òè êîíòàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì Êåíìîöó [6], åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ dη = 0, dΩ = 2η ∧ Ω.
Èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî ïî÷òè êîíòàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êåíìîöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

(∇~xϕ)~y = −η(~y)ϕ~x− g(~x, ϕ~y)~ξ. (3)

Ðàâåíñòâî (3) âëå÷åò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ñì. [6]): L~ξg = 2(g−η⊗η).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó L~ξg(~x, ~y) = 2g(~x, ~y),
~x, ~y ∈ ΓD. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Åñëè ∇N
n � ìåòðè÷åñêàÿ N -ñâÿçíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ

Êåíìîöó, òî g(~x, ~y) = g(N~x, ~y), ~x, ~y ∈ ΓD.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåòðè÷åñêîéN -ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó
ýíäîìîðôèçì N ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì: ∇N = (∇, ~v).
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Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ
êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå îïåðàòîðû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ñ íåèíòåãðèðóåìîé ëèíåéíîé ñâÿçüþ. Ñðåäè ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ íåèíòåãðèðóåìîé ëèíåéíîé ñâÿçüþ âûäåëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå ìå-
õàíè÷åñêèå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåò
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äîïóñòèìóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæåííîé ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû. Ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, óòâåðæäàþùèå, ÷òî äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
ïóëüâåðèçàöèåé, à òàêæå, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñ îäíîðîäíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ñîâïàäàåò ñ ïóëüâåðèçàöèåé.

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, ΓTX �
C∞(X) ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà X. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ, òåí-
çîðíûå ïîëÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêè-
ìè êëàññà C∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèèX çàäàíà êîíòàêòíàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (ϕ, ~ξ, η, g).

Êàðòó K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n, a, b, c, e = 1, ..., n − 1) ìíîãîîáðà-
çèÿ X áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé ê ðàñïðåäåëåíèþ D, åñëè D⊥ =
= span( ∂

∂xn ) [1, 2]. Ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëî-
æåíèåì TX = D⊕D⊥, èK(xα) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà. Âåêòîðíûå ïîëÿ
P (∂a) = ~ea = ∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòû ïîðîæäàþò ñèñòåìó D: D = span(~ea).

Òåíçîðíîå ïîëå t òèïà (p, q), çàäàííîå íà ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè-
÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, íàçîâåì äîïóñòèìûì (ê ðàñïðåäåëåíèþ D), åñëè
t � ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå t : Γ(D)p ⊗ Γ(D∗)p → F (X), ãäå F (X) �
êîëüöî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà X.

Ãîâîðÿò, ÷òî íàä ðàñïðåäåëåíèåì D çàäàíà ñâÿçíîñòü, åñëè ðàñïðåäå-
ëåíèå D̃ = π−1

∗ (D), ãäå π : D → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ðàçáèâàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD ⊕ V D, ãäå V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D. Ââåäåì íà D ñòðóêòóðó ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå
K(xα) íà ìíîãîîáðàçèè X ñâåðõêàðòó K̃(xα, xn+a) íà ìíîãîîáðàçèè D,
ãäå (xn+a) � êîîðäèíàòû äîïóñòèìîãî âåêòîðà â áàçèñå ~ea = ∂a − Γna∂n.
Ïîñòðîåííóþ ñâåðõêàðòó òàêæå áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé. Çà-
äàíèå ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îáúåêòà
Ga
b(x

a, xn+a) òàêîãî, ÷òî HD = Span(~εa), ãäå ~εa = ∂a − Γna∂n − Gb
a∂n+b.

Ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòüþ ñëåäóþùèì îáðàçîì Ga

b(x
a, xn+a) = Γabc(x

a)xn+c.
Ââåäåì ïîíÿòèå N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè. Çàäàäèì âåêòîðíîå ïî-

ëå ~u íà ìíîãîîáðàçèè D, èìåþùåå ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ~u = ∂n − Na

b x
n+b∂n+a, ãäå ýíäîìîðôèçì N : D → D ìîæåò áûòü

âûáðàí ïðîèçâîëüíî. N -ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü îñóùåñòâëÿåò ïàðàë-
ëåëüíûé ïåðåíîñ äîïóñòèìîãî âåêòîðà âäîëü ïðîèçâîëüíûõ êðèâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿ X è ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà ê ëþáîìó äîïóñòèìîìó òåíçîð-
íîìó ïîëþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè ê (äî-
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ïóñòèìîìó) ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó g äîïóñêàåò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå
îïèñàíèå: ∇agbc = ~eagbc − Γdabgdc − Γdacgbd, ∇ngbc = ∂agbc −Nd

b gdc − Γdcgbd.
Ïóñòü, äàëåå, Ω � äîïóñòèìàÿ çàìêíóòàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà ìàêñè-

ìàëüíîãî ðàíãà, íàïðèìåð, � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñòðóêòóðû. Â
îáùåì ñëó÷àå Ω 6= ω. Áóäåì íàçûâàòü Ω äîïóñòèìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Ïîä êîíòàêòíûì ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì, àññîöèè-
ðîâàííûì ñ ôóíêöèåé f , â [3] ïîíèìàëîñü åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå ~u,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì i~uη = f , i~uω = (~ξf)η − df . Ðàññìîòðèì áî-
ëåå îáùèé ñëó÷àé, çàìåíÿÿ ôîðìó ω = dη íà ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ω.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà, f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå ~u = ua~ea + un∂n òàêîå, ÷òî 1. i~uη = f , 2.
i~uΩ = (~ξf)η − df.

Èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

~u = Ωac(~ecf)~ea + f∂n. (1)

Âåêòîðíîå ïîëå ~u íàçîâåì îáîáùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé, à
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1) � äîïóñòèìîé îáîáùåííîé ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì f . Âåêòîðíîå ïîëå ~S ∈ ΓD̃ íà
ìíîãîîáðàçèè íàçîâåì ïîëóïóëüâåðèçàöèåé íà ìíîãîîáðàçèè X, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå π∗(~S~v) = ~v, ~v ∈ D.

Ïîëóïóëüâåðèçàöèþ ~S áóäåì íàçûâàòü ïóëüâåðèçàöèåé, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ [~C, ~S] = ~S, ãäå ~C = xn+a∂n+a �
ïîëå Ëèóâèëëÿ íà D. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò ïóëüâåðèçàöèþ ~S,
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé èìååò âèä: ~S = xn+a~εa, ãäå ~εa =
= ∂a − Γna∂n − Γcabx

n+b∂n+c.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ íà ìíîãîîáðàçèè D, âîñïîëüçóåìñÿ N -ïðîäîëæåííîé ìåòðè÷å-
ñêîé ñâÿçíîñòüþ, àâòîìàòè÷åñêè âîçíèêàþùåé íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîãîîá-
ðàçèè D âîçíèêàåò ïîëå áàçèñîâ (~εa = ∂a − Γna∂n − Γbacx

n+c∂n+b, ~u =
∂n−Na

b x
n+b∂n+a, ∂n+a), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëå êîáàçèñîâ (dxa,Θn =

= dxn+Γnadx
a,Θn+a = dxn+a+Γabcx

n+cdxb+Na
b x

n+bdxn). Âåðòèêàëüíûé ýí-
äîìîðôèçì V : TD → TD îïðåäåëèì ñëåäóþùåì îáðàçîì: V (~εa) = ∂n+a,
V (∂n+a) = V (~u) = ~0. Âåðòèêàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå iV àëãåáðû
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ëîêàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè iV f = 0,
iV (dxa) = iV (Θn) = 0, iV (Θn+a) = dxa.
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Êîììóòàòîð dV = [iV , d] ÿâëÿåòñÿ àíòèäèôôåðåíöèðîâàíèåì ñòåïå-
íè 1 è íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíûì àíòèäèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ íóëåâîé âíåøíåé ñèëîé áóäåì íàçûâàòü
ïàðóM = (X,T ), ãäåX � ìíîãîîáðàçèå ñ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé, T � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ðàñïðåäåëåíèè D. Áóäåì íàçûâàòü X
êîíôèãóðàöèîííûì ìíîãîîáðàçèåì, D � ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à T �
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Çàìêíóòàÿ ôîðìà Ω = ddV T íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôîðìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû M . Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè îãðàíè÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-
ìû íà ðàñïðåäåëåíèè D̃ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.
Âåêòîðíîå ïîëå ~x íàçîâåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìå M , åñëè ~x � äîïóñòèìàÿ îáîáùåííàÿ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì T − ~CT . Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Òåîðåìà 3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìå M , ÿâëÿåòñÿ ïîëóïóëüâåðèçàöèåé íà X.

Íà ìíîãîîáðàçèè X ñ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(D,ϕ, ~ξ, η, g,X) îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèåé T = 1

2gabx
n+axn+b. Òàêóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì

íàçûâàòü êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 4. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû M = (X,T ) ñîâïàäàåò ñ ïóëüâåðèçàöèåé.
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ÓÄÊ 514.764
Ñ.Â. Ãàëàåâ, Þ.Â. Øåâöîâà

ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÊÝËÅÐÎÂÛ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ,
ÎÏÐÅÄÅËßÅÌÛÅ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÜÞ

ÍÀÄ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ

Íà ðàñïðåäåëåíèè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåííîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ (ïðîäîëæåííàÿ) ïî÷òè êîí-
òàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïî-
ëó÷åííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé êýëåðîâîé ñòðóêòóðîé.

Ïî÷òè êîíòàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîí-
òàêòíûì êýëåðîâûì ïðîñòðàíñòâîì [1], åñëè åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôîðìà çàìêíóòà è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïî÷òè íîðìàëüíîñòè:

Nϕ + 2(dη ◦ ϕ)⊗ ~ξ = 0. (1)

Ïóñòü òåïåðü D � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîé ñòðóêòó-
ðû (X, η,D). Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ω = dη îïðåäåëÿåò íà ìíî-
ãîîáðàçèè X äîïóñòèìóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó [2].

Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. [2]) íåíóëåâûå êîìïîíåíòû åå
âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà èìåþò ñëåäóþùèé âèä: dωabc = 1

3(~eaωbc+
+~ebωca + ~ecωab), dωnab = 1

3∂nωab.

Âíóòðåííþþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇ (ñì. [1]) áóäåì íàçûâàòü âíóò-
ðåííåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ∇~xω(~y, ~z) = 0, ~x, ~y, ~z ∈ ΓD.
N -ïðîäîëæåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ñâÿçíîñòü ∇N = (∇, N) áóäåì íà-
çûâàòü N -ïðîäîëæåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ∇Nω =
= 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê äâóì ðàâåíñòâàì: ∇N

~x ω(~y, ~z) =
= ∇~xω(~y, ~z) = 0, ∇N

~ξ
ω(~y, ~z) = 0, ~x, ~y, ~z ∈ ΓD. Òàêèì îáðàçîì, N -

ïðîäîëæåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç âíóòðåííåé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äîáàâëåíèåì ýíäîìîðôèçìà N òàêîãî, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ∇N

~ξ
ω(~y, ~z) = = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∇N � ïðîèçâîëüíàÿ N -ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü
áåç êðó÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì òåíçîðû N1 è N2,

∇N
~x ω(~y, ~z) = ω(N1(~x, ~y), ~z), ~x, ~y, ~z ∈ ΓD,

∇N
~x ω(~y, ~z) = ω(N2~y, ~z).

Òîãäà ñâÿçíîñòü ∇N2, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè

∇N2

~x ~y = ∇N
~x ~y +

1

3
N1(~x, ~y) +

1

3
N1(~y, ~x), (2)
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∇N2

~ξ
~y = ∇N

~ξ
~y +

1

2
N2~y, ~x, ~y ∈ ΓD, (3)

ÿâëÿåòñÿ N -ïðîäîëæåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∇N2 � ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿç-
íîñòü. Ðàâåíñòâî ∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = 0 ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ (2). Èñ-

ïîëüçóÿ (3), äîêàæåì ðàâåíñòâî ∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = 0. Èìååì:

∇N2

~ξ
ω(~x, ~y) = ~ξω(~x, ~y)− ω(∇N2

~ξ
~x, ~y)− ω(~x,∇N

~ξ
~y) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
ω(N2~x, ~y)− 1

2
ω(~x,N2~y) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
ω(N2~x, ~y) +

1

2
ω(N2~y, ~x) =

= ∇N
~ξ
ω(~x, ~y)− 1

2
∇N
~ξ
ω(~x, ~y) +

1

2
∇N
~ξ
ω(~y, ~x) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X çàäàíà êîíòàêòíàÿ

ñòðóêòóðà (D, η,D⊥, ~ξ) è âíóòðåííÿÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü, ñîâìå-
ñòèìàÿ ñ ôîðìîé ω = dη. Íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ (D, π,X) îïðåäåëèì ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó (D̃, g̃, J, η̃, D), ãäå η̃ = η ◦ π∗, J(~εa) = ∂n+a, J(∂n+a) = −~εa,
J(∂n) = 0, g̃ = ωabdx

a ⊗ Θn+b − ωabΘn+a ⊗ dxb + Θn ⊗ Θn, D̃ = π−1
∗ (D),

D̃ = HD ⊕ V D, V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà òîòàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå D, à HD � ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îïðåäåëÿåìîå âíóò-
ðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïîëåì Ðèáà äëÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû (D̃, g̃, J, η̃, D) ÿâëÿåòñÿ ïîëå ~u = ∂n.

Òåîðåìà 2. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(D̃, g̃, J, η̃, D) ïî÷òè íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñ-
ïðåäåëåíèå D ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (1) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

NJ + 2(dη̃ ◦ J)⊗ ~u = 0.

Â ðàáîòå [2] áûëî äîêàçàíî, ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P̃ ◦NJ = 0, ãäå P̃ : TD → D̃ �
ïðîåêòîð.

Ïðîâîäÿ íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Íåéåíõåéñà àôôèíîðà J :

NJ(~εa, ~εb) = −Re
abcx

n+c∂n+e,
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NJ(∂n+a, ∂n+b) = 2ωba∂n +Re
abcx

n+c∂n+e,

NJ(~εa, ∂n+b) = 0,

NJ(~εa, ∂n) = NJ(∂n+a, ∂n) = −xn+cP b
ac∂n+b.

Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (D̃, g̃, J, η̃, D)
ïî÷òè íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàùàþòñÿ â íóëü òåíçîð
êðèâèçíû Ñõîóòåíà [2]:

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y]~z] = 0.

Ïóñòü òåïåðü Ω(~x, ~y) = g̃(~x, J~y) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñòðóêòó-
ðû (D̃, g̃, J, η̃, D). Âû÷èñëèì åå âíåøíèé äèôôåðåíöèàë.

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: dΩ = 0 ↔ dω = 0. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(D̃, g̃, J, η̃, D) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé êýëåðîâîé ñòðóêòóðîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå D ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
íóëåâîé êðèâèçíû.
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ÓÄÊ 517.51

Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÐßÄÊÀ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß È ÒÅÎÐÅÌÛ
ÍÀÑÛÙÅÍÈß ÄËß ÊËÀÑÑÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì êëàññ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïðîñòûì
óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ ê òîæäåñòâåííîìó.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåé-
íûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèíàäëåæèò êëàññó W , åñëè âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ

Ln(1;x) = 1 è
d

dx
Ln(f(t);x) = nW (x)Ln((t− x)f(t);x), (1)

ãäå W (x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðèìåðàìè îïåðàòîðîâ êëàññà W ìîãóò ñëóæèòü îïåðàòîðû Áåðí-
øòåéíà, Âåéåðøòðàññà, Ñàñà�Ìèðàêüÿíà, Áàñêàêîâà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ln(f ;x) � ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû
êëàññà W . Åñëè f ∈ C[a; b], òî

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

1√
n

)(
1 +

√
v(x)

)
. (2)

Åñëè f ∈ C1[a; b], òî

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ ω

(
f ′;

1√
n

)
v(x) +

√
v(x)√

n
. (3)

Åñëè f ∈ C2[a; b], òî

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ ω

(
f ′′;

1√
n

)
V (x)

n
+
‖f ′′‖v(x)

2n
, (4)

ãäå V (x) � íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âûðàæàåìàÿ ÷åðåç v(x).
Åñëè f ∈ C2[a; b], òî

lim
n→∞

n
(
Ln(f ;x)− f(x)

)
=

1

2
f ′′(x)v(x). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçÿâ f(x) ≡ 1, èç (1) ïîëó÷èì Ln(t;x) = x. Àíà-
ëîãè÷íî, âçÿâ f(t) = t, ïîëó÷èì Ln(t

2;x) = x2+ 1
nW (x) . Òàêèì îáðàçîì, Ln

óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Êîðîâêèíà, èç êîòîðîé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (2).

Äëÿ f ∈ C1[0, 1], ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëàãðàíæà, íåðàâåíñòâî Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî è ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ln, ïîëó÷èì

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ Ln(|f ′(ξ)− f ′(x)| |t− x|;x) ≤

≤ Ln
(
(1 +

√
n|t− x|)|t− x|;x

)
ω(f ′; 1√

n
)=

= ω(f ′; 1√
n
)
[
Ln(|t− x|;x) +

√
nLn((t− x)2;x)

]
≤

≤ ω
(
f ′; 1√

n

)[√
Ln((t− x)2;x)Ln(1;x) +

√
nLn((t− x)2;x)

]
=

= ω
(
f ′; 1√

n

)√v(x) + v(x)√
n

è (3) äîêàçàíî.
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Äëÿ f ∈ C2[0, 1], ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà è ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå (4) è íåðàâåíñòâî∣∣∣Ln(f(t);x)− f(x)− f ′′(x)v(x)

2n

∣∣∣ ≤
≤ 1

n
ω
(
f ′′;

1√
n

)(v(x)

2
+

√
v(x)

2

√
3v2(x) +

v(x)v′2(x) + v2(x)v′′(x)

n

)
.

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà n, çàìå÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, çíà÷èò, è ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
îòêóäà è ñëåäóåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Êàê âèäíî èç íåðàâåíñòâ (2)�(4) ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ëó÷øå, ÷åì äëÿ íåïðåðûâíûõ, à äëÿ äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ � ÷åì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ. À èç ñîîòíîøåíèÿ (5),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Âîðîíîâñêîé, ñëåäóåò, ÷òî ïðè äàëü-
íåéøåì ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ôóíêöèé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ óæå íå
óëó÷øàåòñÿ.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò èäåÿ, èñïîëüçóÿ ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïå-
ðàòîðû, ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äàþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ m ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷åì èñõîäíûå
îïåðàòîðû. Íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà îäíà èç òàêèõ êîíñòðóêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü m ∈ N, f ∈ Cm[a; b]. Ln(f ;x) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îïåðàòîðîâ êëàññà W . Ïîëîæèì

Mn,1(f ;x) = Mn,2(f ;x) = Ln(f ;x),

äëÿ m > 2

Mn,m(f ;x) = Ln(f ;x)−
m−1∑
k=2

1

k!
Ln
(
(t− x)k;x

)
Mn,m−k(f

(k);x).

(Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà Ln ýòî îïåðàòîðû Áåðíøòåéíà, óêàçàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ áûëà ïîñòðîåíà Âèäåíñêèì [1].)

Òåîðåìà 2. Äëÿ f ∈ Cm−1[a; b], m ∈ N

|Mn,m(f ;x)− f(x)| ≤ 1

n
m−1
2

Am(x)ω

(
f (m−1);

1√
n

)
,

ãäå Am(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1(x) = 2(1 +
√
v(x)), A2(x) = 2(v(x) +

√
v(x)),
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äëÿ m ≥ 3

Am(x) =
m−1∑
k=2

Vk(x)Am−k(x)

k!n[k+1
2 ]−k2

+
V ∗m−1(x) + V ∗m(x)

(m− 1)!
,

V1(x) = 0, V2(x) = v(x),

òàê æå äëÿ m ≥ 3

Vm(x) = v(x)
(
n[m−12 ]−[m2 ] d

dx
Vm−1(x) + (m− 1)Vm−2(x)

)
,

V ∗m(x) =

{
Vm(x), åñëè m ÷åòíîå,√
V2m−2(x)v(x), åñëè m íå÷åòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé (1), ïðèìåíÿÿ áèíîì Íüþòîíà ê âûðà-
æåíèþ (t− x)k, ïîëó÷àåì

Ln
(
(t− x)m+1;x

)
=
v(x)

n

[
d

dx
Ln

(
(t− x)m;x) +mLn

(
(t− x)m−1;x)

]
.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿm ≥ 2, ïîëó÷èì îöåí-
êó

Ln ((t− x)m;x) =
Vm(x)

n[m+1
2 ]
.

Îòêóäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì äëÿ
m ≥ 2

Ln (|t− x|m;x) ≤ V ∗m(x)

n
m
2

.

Îáîçíà÷èì Rn,m(f ;x) =
1

m!
Ln

((
f (m)(ξ) − f (m)(x)

)
(t − x)m;x

)
, ãäå ξ

ëåæèò ìåæäó t è x. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûøå íåðàâåíñòâ íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü

|Rn,m(f ;x)| ≤ 1

n
m
2 m!

(
V ∗m(x) + V ∗m+1(x)

)
ω(f (m);

1√
n

).

Ïðèìåíÿÿ ê ðàçëîæåíèþ ôóíêöèè f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà îïåðà-
òîð Ln, ïîëó÷èì

Mn,3(f ;x)− f(x) =
1

2

[
f ′′(x)− Ln(f ′′;x)

]
Ln
(
(t− x)2;x

)
+Rn,2(f ;x),

Mn,4(f ;x)− f(x) =
1

2

[
f ′′(x)− Ln(f ′′;x)

]
Ln
(
(t− x)2;x

)
+
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+
1

3!

[
f ′′′(x)− Ln(f ′′′;x)

]
Ln
(
(t− x)3;x

)
+Rn,3(f ;x)

è, ïðîâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè è ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû äëÿ m = 3 è m = 4. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ
ïî èíäóêöèè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3. Äëÿ f ∈ Cm[a; b], m ∈ N

lim
n→∞

n[m+1
2 ]
(
Mn,m(f ;x)− f(x)

)
=
f (m)(x)Vm(x)

m!
,

(òî åñòü ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðàìè Mn,m(f ;x) íå ëó÷øå, ÷åì
1

n[m+1
2 ]
.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Mn,m è ôîðìóëû Òåé-
ëîðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

Mn,m(f ;x)− f(x)− f (m)(x)

m!
Ln
(
(t− x)m;x

)
=

=
m−1∑
k=2

1

k!
Ln
(
(t− x)k;x

)[
f (k)(x)−Mn,m−k(f

(k);x)
]

+Rn,m(f ;x). (6)

Ñ ó÷åòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2∣∣∣∣∣
m−1∑
k=2

1

k!
Ln
(
(t− x)k;x

)[
f (k)(x)−Mn,m−k(f

(k);x)
]

+Rn,m(f ;x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

m−1∑
k=2

1

k!

|Vk(x)|
n[k+1

2 ]

Am−k(x)

n
m−k−1

2

ω

(
f (m−1);

1√
n

)
+

+
V ∗m(x) + V ∗m+1(x)

n
m
2 m!

ω

(
f (m);

1√
n

)
,

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà (6) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞, òî åñòü

lim
n→∞

n[m+1
2 ]
(
Mn,m(f ;x)− f(x)

)
=

= n[m+1
2 ]f

(m)(x)

m!
Ln
(
(t− x)m;x

)
=
f (m)(x)Vm(x)

m!
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Âèäåíñêèé Â.Ñ. Ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà. Ë. : Èçä-âî Ëåíèíãð. ïåä. èí-òà,
1990. 64 ñ.
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ÓÄÊ 517.984

Î.À. Êîðîëåâà

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ Ñ ßÄÐÎÌ, ÈÌÅÞÙÈÌ
ÑÊÀ×ÊÈ ÍÀ ÑÒÎÐÎÍÀÕ ÊÂÀÄÐÀÒÀ, ÂÏÈÑÀÍÍÎÃÎ

Â ÅÄÈÍÈ×ÍÛÉ ÊÂÀÄÐÀÒ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå è ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíê-
öèÿì (ñ.ï.ô.) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî òåðïèò ñêà÷êè íà
ñòîðîíàõ êâàäðàòà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íûé êâàäðàò. ×àñòíûé ñëó÷àé
òàêîãî îïåðàòîðà âïåðâûå ðàññìàòðèâàëñÿ â [1]. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

y = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t)dt. (1)

Îáîçíà÷èì:

A1(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2} ,

A2(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2} ,

A3(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1} ,

A4(x, t) = A(x, t), åñëè {3/2− x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1} ,

A5(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} è

{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x, 1/2 ≤ x ≤ 1} .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂k+l

∂xk∂tl
Ai(x, t) (i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíû â ñâîèõ

îáëàñòÿõ (k + l ≤ 2, ïðè÷åì, åñëè k + l = 2, òî k = l = 1). ∂
∂xAi(x, t)

(i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ñâîèõ îáëàñòÿõ, ïðè÷åì

A5(x,
1

2
− x+ 0)− A1(x,

1

2
− x− 0) = a,

A5(x,
1

2
+ x− 0)− A2(x,

1

2
+ x+ 0) = b,

A5(x,−
1

2
+ x+ 0)− A3(x,−

1

2
+ x− 0) = c,

A5(x,
3

2
− x− 0)− A4(x,

3

2
− x+ 0) = d,

ãäå a, b, c, d � ïîñòîÿííûå.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:
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z = Bg =

∫ 1
2

0

B(x, t)g(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

2
, (2)

ãäå

z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T ,

g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,

B(x, t) =


0 A(x, 1

2 − t) A(x, 1
2 + t) 0

A(1
2 − x, t) 0 0 A(1

2 − x, 1− t)
A(1

2 + x, t) 0 0 A(1
2 + x, 1− t)

0 A(1− x, 1
2 − t) A(1− x, 1

2 + t) 0

 .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Åñëè y = Af , òî z = Bg, ãäå

z1(x) = y(x), z2(x) = y(1/2− x), z3(x) = y(1/2 + x), z4(x) = y(1− x);

g1(x) = f(x), g2(x) = f(1/2− x), g3(x) = f(1/2 + x), g4(x) = f(1− x).

Îáðàòíî: åñëè z = Bg è g1(x) = g2(1/2 − x), g3(x) = g4(1/2 − x), òî
z1(x) = z2(1/2− x), z3(x) = z4(1/2− x) è y = Af , ãäå

f(x) = g1(x) ïðè x ∈ [0, 1/2];

f(x) = g3(−1/2 + x) ïðè x ∈ [1/2, 1]

è

y(x) = z1(x) ïðè x ∈ [0, 1/2];

y(x) = z3(−1/2 + x) ïðè x ∈ [1/2, 1].

Çàìå÷àíèå. Ïðåäñòàâëåíèå òèïà (2) íå åäèíñòâåííî. Íàøå ïðåä-
ñòàâëåíèå õîðîøî òåì, ÷òî êîìïîíåíòû ìàòðèöû B(x, t) òåðïÿò ðàç-
ðûâû ëèøü íà ëèíèè t = x.

Îáîçíà÷èì

Q =


0 a b 0
−a 0 0 −b
−c 0 0 −d
0 c d 0

 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q îáðàòèìà, ò. å. òðåáóåì, ÷òîáû bc − ad 6= 0. Îáî-
çíà÷èì B̃(x, t) = Q−1Bx(x, t). Ïóñòü D = diag(ω1, ω2, ω3, ω4) � ìàòðèöà,
ïîäîáíàÿ ìàòðèöå Q, à Γ � ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäîáèÿ.
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Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð B̃ â ïðîñòðàíñòâå L2
2[0,

1
2 ] â âèäå B̃ = W + V ,

ãäå ||W || < 1, à V � êîíå÷íîìåðíûé, ò. å. V g(x) =
∑m

k=1(g, ψk)ϕk(x), ãäå
{ψk}mk=1, {ϕk}mk=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-
ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè 4, ïðè÷¼ì ϕk(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå. Òîãäà ìîæíî
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Îïåðàòîð B−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rangM = m, ãäå

M =

(
E + (ϕ̃, ψ)T∫ 1

2

0 B̃(0, t)ψ̃T (t) dt

)
,

çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà m×m, (ϕ̃, ψ) = (ϕ̃j, ψk)
m
i,k=1,

ϕ̃k = (E +W )−1ϕk, ϕ̃
T = (ϕ̃1, ..., ϕ̃m).

Èìååò ìåñòî òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ îïåðàòîðà B−1 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

B−1z(x) = Pz′(x)+a1(x)z(0)+a2(x)z

(
1

2

)
+a3(x)z(x)+

∫ 1
2

0

a(x, t)z(t)dt,

Sz(0) + Tz(
1

2
) +

∫ 1
2

0

a(t)z(t)dt = 0,

ãäå ai(x), i = 1, 3, a
′

3(x), a(x) � íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû a(x, t) èìååò òàêîé æå õàðàêòåð ãëàäêî-
ñòè, ÷òî è êîìïîíåíòû Bx(x, t), S, T � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ìàò-
ðèöû 4× 4.

Ïîëó÷èì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ =
= (E − λA)−1A îïåðàòîðà A.

Ïóñòü z = (E − λB)−1Bg. Òîãäà z− λBz = Bg. Îòñþäà ïî òåîðåìå 2
ïîëó÷àåì

Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(
1

2
) + a3(x)z(x) + Ñz − λz(x) = g(x), (3)

Sz(0) + Tz(
1

2
) +

1
2∫

0

a(t)z(t)dt = 0, (4)

ãäå Ñz =

1
2∫

0

a(x, t)z(t)dt.

Òåîðåìà 3. Åñëè Rλ ñóùåñòâóåò, òî Rλf = v(x), ãäå

v(x) = z1(x) ïðè x ∈ [0,
1

2
], (5)
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v(x) = z3

(
x− 1

2

)
ïðè x ∈ [

1

2
, 1],

z1, z3 � ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà z(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî
ñèñòåìå (3), (4). Îáðàòíî, åñëè λ òàêîâî, ÷òî îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ (3), (4) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ ñóùåñòâóåò è
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5).

Òåïåðü ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò A−1, ÿäðî A(x, t) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì èç ëåììû 3. Òîãäà â Sδ äëÿ ëþáîé f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞
‖Sr(f, x)−

4∑
j=1

γ1jσr|ωj |(ϕj, x)‖[ε, 12−ε]
= 0,

lim
r→∞
‖Sr(f, x)−

4∑
j=1

γ3jσr|ωj |

(
ϕj, x−

1

2

)
‖[ 12+ε,1−ε] = 0,

ãäå Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñ.ï.ô. îïåðàòîðà A äëÿ
òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ |λk| < r, σr(f, x) � ÷à-
ñòè÷íàÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå íà [0, 1

2 ] ïî ñèñòåìå{
e4kπix

}
äëÿ òåõ k, äëÿ êîòîðûõ |4kπ| < r, γij (δij) � êîìïîíåíòû ìà-

ðèöû Γ(Γ−1), ϕj(x) = δj1f(x) + δj2f(1
2 − x) + δj3f(1

2 + x) + δj4f(1− x).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Õðîìîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè, ðàçðûâíûìè íà ëîìàíûõ

ëèíèÿõ // Ìàò. ñá. 2006. �11. Ñ. 115�142.

ÓÄÊ 519.2
È.À. Êóçíåöîâà

ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ
Ñ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÅÉ ÏÅÐÂÎÃÎ ÈÃÐÎÊÀ

Î ÂÛÁÎÐÅ ÂÒÎÐÎÃÎ

Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè èåðàðõè÷åñêèõ èãð [1�4]. Îñíîâíàÿ
îñîáåííîñòü òàêèõ èãð ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé èãðîê îáëàäàåò ïðà-
âîì ïåðâîãî õîäà è âîçìîæíîñòüþ îðãàíèçîâûâàòü îáìåí èíôîðìàöèåé
ìåæäó èãðîêàìè. Îïòèìàëüíûé ñïîñîá îáìåíà èíôîðìàöèè ïðè òî÷íîì
çíàíèè ïåðâûì èãðîêîì âûáîðà âòîðîãî ðàññìîòðåí â [5]. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé íà èíôîðìèðîâàííîñòü ïåð-
âîãî èãðîêà î âûáîðå âòîðîãî è íàéäåí îïòèìàëüíûé ñïîñîá îðãàíèçàöèè
îáìåíà èíôîðìàöèè ïðè äàííîì ïðåäïîëîæåíèè.
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Îïðåäåëåíèå 1. Èåðàðõè÷åñêîé èãðîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà Γ =
= (X, Y, F, µ), ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y �
ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, F : X ∗ Y → R � ôóíêöèÿ
âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, µ � ïðàâèëà âûáîðà, òî åñòü îòîáðàæåíèå
2X∗Y â 2X∗Y òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì T ⊂ X ∗ Y µ(T ) 6= � è µ(T ) ⊂ T .

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà âûáîðà çàäà¼òñÿ èíôîðìèðîâàííîñòü ïåðâîãî
èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî. Ïåðâûé èãðîê çíàåò, ÷òî åñëè âòîðîìó èã-
ðîêó ïðåäîñòàâèòü âîçìîæíîñòü âûáèðàòü èñõîäû èç ìíîæåñòâà T , òî
âûáðàííûé èñõîä áóäåò îáÿçàòåëüíî íàõîäèòüñÿ â µ(T ).

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðî-
êîâ êîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Γ = (X, Y, F, µ) � èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà. Íàè-
áîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â äàííîé èãðå îáî-
çíà÷àåòñÿ γ(Γ) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(Γ) = max
x∈X

min
y:(x,y)∈µ({x}∗Y )

F (x, y).

Îðãàíèçàöèÿ ïåðâûì èãðîêîì îáìåíà èíôîðìàöèè ìåæäó èãðîêàìè
ôîðìàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ êâàçèèíôîðìàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Γ = (X, Y, F, µ) � èåðàðõè÷åñêàÿ èã-
ðà. Êâàçèèíôîðìàöèîííûì ðàñøèðåíèåì äàííîé èãðû íàçûâàåòñÿ èãðà
Γ = (X,Y , F , µ) òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

π : X ∗ Y −→ X ∗ Y,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

∀x ∈ X ∃x ∈ X ∀y ∈ Y pr1π(x, y) = x,

∀y ∈ Y ∃y ∈ Y ∀x ∈ X pr2π(x, y) = y,

∀x ∈ X ∀y ∈ Y F (x, y) = F (π(x, y)),

∀T ⊂ X ∗ Y π(µ(T )) = µ(π(T )).

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îçíà÷àþò ñîõðàíåíèå â ðàñøèðåíèè èñõîäíûõ
ñòðàòåãèé. Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ïîêàçûâàþò ñâÿçü èíòåðåñîâ èãðîêîâ
â ðàñøèðåíèè è â èñõîäíîé èãðå.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γ) = max
Tx∈τX

min
(x,y)∈Tx

F (x, y).
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Îïðåäåëåíèå 4. Ðàñøèðåíèå Γ0 íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì â íåêî-
òîðîì êëàññå ðàñøèðåíèé, åñëè äëÿ âñåõ ðàñøèðåíèé Γ èç äàííîãî êëàññà
âåðíî íåðàâåíñòâî γ(Γ) ≤ γ(Γ0).

Â [5] îïèñàíî ðàñøèðåíèå, îïòèìàëüíîå â êëàññå âñåõ êâàçèèíôîðìà-
öèîííûõ ðàñøèðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðàñøèðåíèè Γ èãðû Γ ïåð-
âûé èãðîê íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîé èíôîðìàöèè î âûáîðå y, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀x ∈ X ∃x ∈ X ∀y ∈ Y ∃y ∈ Y π(x, y) = (x, y).

Ýòî óñëîâèå îòðàæàåò îòñóòñòâèå ó ïåðâîãî èãðîêà âîçìîæíîñòè ðåàãè-
ðîâàòü â ñâîèõ ñòðàòåãèÿõ íà âûáîð y.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîëîæèì Γτ1 = (τ1, ϕ, F , µ), ãäå τ1 � ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ T ⊂ X ∗ Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∃x ∈ X ∃y ∈ Y (x, y) ∈ T,

ϕ � ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕ : 2X∗Y −→ X∗Y , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
∀T ⊂ X ∗ Y ϕ(T ) ∈ T , îòîáðàæåíèå π : τ1 ∗ Φ ←− X ∗ Y çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâîì π(T, ϕ) = ϕ(T ).

Òåîðåìà 2. Èãðà Γτ1 ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíôîðìàöèîííûì ðàñøèðåíèåì
èãðû, â êîòîðîì ïåðâûé èãðîê íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîé èíôîðìàöèè
î âûáîðå y.

Ëåììà. Ïóñòü Γ1 = (X1, Y 1, F 1, µ1) è Γ2 = (X2, Y 2, F 2, µ2) � äâà
êâàçèèíôîðìàöèîííûõ ðàñøèðåíèÿ èãðû Γ = (X, Y, F, µ). Òîãäà âêëþ÷å-
íèå τX1

⊂ τX2
âëå÷¼ò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî γ(Γ1) ≤ γ(Γ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

γ(Γ1) = max
T∈τX1

min
(x,y)∈µ(T )

F (x, y) ≤ max
T∈τX2

min
(x,y)∈µ(T )

F (x, y) = γ(Γ2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî êâàçèèíôîðìàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ Γ èã-

ðû Γ, â êîòîðîì ïåðâûé èãðîê íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîé èíôîðìàöèè
î âûáîðå y, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî γ(Γ) ≤ γ(Γτ1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàçèèíôîðìàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ Γ
èãðû Γ, â êîòîðîì ïåðâûé èãðîê íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîé èíôîðìà-
öèè î âûáîðå y, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå τX ⊂ τ1. Âîçüì¼ì íåêîòîðîå
òàêîå ðàñøèðåíèå Γ è ñòðàòåãèþ x ∈ X â í¼ì. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå ∃x ∈ X ∀y ∈ Y ∃y ∈ Y π(x, y) = (x, y), ðàâíîñèëüíîå ñ ó÷¼òîì
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îïðåäåëåíèÿ Tx óñëîâèþ ∃x ∈ X ∀y ∈ Y (x, y) ∈ Tx , êîòîðîå è îçíà÷àåò
ïðèíàäëåæíîñòü Tx ê τ1. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî τX ⊂ τ1 , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èòàê, F τ1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â êëàññå âñåõ ðàñøèðåíèé, â êî-

òîðûõ ïåðâûé èãðîê íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîé èíôîðìàöèè î âûáî-
ðå y. Ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé èãðû Γτ1 ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, èãðà Γτ ′1 =
((2X)Y ∗X, Y ∗Ψ∪Y, F , µ) , ãäå Ψ � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ψ : 2X −→ X,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∀T ⊂ X ψ(T ) ∈ T , π′1((T (y), x(y)), (y, ψ)) =
(ψ(T (y), y), π′1((T (y), x(y)), y) = (x(y), y). Çäåñü ïåðâûé èãðîê ïðåäî-
ñòàâëÿåò âòîðîìó èãðîêó âîçìîæíîñòü, âûáðàâ y, âûáðàòü òàê æå è x
â óêàçàííûõ ïåðâûì èãðîêîì ïðåäåëàõ. Åñëè æå âòîðîé èãðîê íå õî÷åò
èñïîëüçîâàòü ýòó âîçìîæíîñòü, òî îí âûáèðàåò ïðîñòî y, äåëàÿ òåì ñà-
ìûì èñõîä èãðû ðàâíûì (x, y). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé èãðîê èñïîëüçóåò
èíòåðåñû âòîðîãî èãðîêà, òî÷íî èõ íå çíàÿ.
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ÍÀ ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÄÀÍÍÛÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåí-
òû îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé, ñîîòâåòñòâóþùåé
ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì
è çàêðåïëåííûìè êîíöàìè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå ïðè íåíóëå-
âûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ è ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà èõ ãëàäêîñòü
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äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðèåì À.Í. Êðûëîâà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå [1].

Â [2] èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åíî
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0,

ãäå q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íà è

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0. (2)

Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (3)

u(0, 0) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = 0 , ut(x, 0) = ψ(x),

ãäå, êàê è â çàäà÷å (1), q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íà è

ψ(x) ∈ C1[0, 1], ψ(0) = ψ(1) = 0. (4)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), à óñëîâèÿ (4) � äëÿ çàäà÷è (3).

Ìåòîä Ôóðüå ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0.

Èçâåñòíî, (ñì., íàïð., [3]), ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L,
äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå, è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî àñèìï-
òîòè÷åñêèå ôîðìóëû

λn = ρ2
n, ρn = nπ +O(

1

n
), (n = n0, n0 + 1, ...).

Îáîçíà÷èì γn = {ρ| |ρ − nπ| = δ}, ãäå δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, à
n ≥ n0 è n0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 ãðàíèöà γn íå ñîäåðæèò íè
îäíîãî èç ρm è âíóòðü γn ïîïàäàåò ëèøü îäíî èç íèõ. Ïóñòü γ̃n � îáðàç
γn â λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Reρ ≥ 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rλ ðåçîëüâåíòó
îïåðàòîðà L, òî åñòü Rλ = (L− λE)−1, ãäå E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ �
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ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Òîãäà ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

 (Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ, (5)

ãäå r > 0 ôèêñèðîâàíî è âçÿòî òàêèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìåíüøèå ïî ìîäóëþ r èìåþò íîìåðà, ìåíüøèå n0; íà êîíòóðå |λ| = r íåò
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåãêî ïîëó÷àåìîå èç (5) ñëåäó-
þùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ u(x, t):

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (6)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

(R0
λψ
) sin ρt

ρ
dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

(Rλψ −R0
λψ
) sin ρt

ρ
dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé åñòü L ïðè

q(x) ≡ 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(z, ρ) è z2(z, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ − q(x)y+

+ ρ2y = 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Òîãäà zj(x, ρ) öåëûå ïî ρ è äàæå ïî λ, ãäå λ = ρ2.
Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Rλf = z2(x, ρ)(f, z1)− v(x, ρ)(f, z2)− (Mρf)(x), (7)

ãäå v(x, λ) = z2(x,ρ)z1(1,ρ)
z2(1,ρ) , (f, g) =

1∫
0

f(x)g(x)dx, Mρf =
x∫
0

M(x, t, ρ)f(t)dt,

M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣z1(t, ρ) z2(t, ρ)
z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣∣∣∣.
Äëÿ R0

λ èìååò ìåñòî (7), åñëè âìåñòî v(x, ρ), z1(x, ρ), z2(x, ρ),Mρ âçÿòü
àíàëîãè÷íûå v0(x, ρ), z0

1(x, ρ), z0
2(x, ρ), M 0

ρ äëÿ îïåðàòîðà L0.
Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

34



u0(x, t) =
1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

 v0(x, ρ)(ψ, z0
2)

sin ρt

ρ
dλ.

Îòñþäà ïî òåîðåìå âû÷åòîâ

u0(x, t) = 2
∞∑
n=1

1

nπ
(ψ(ξ), sin nπξ) sin nπx sin nπt.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+t∫
x−t

ψ̃(τ) dτ,

ãäå ψ̃(τ) ∈ C1(−∞,∞), íå÷åòíà, ψ̃(x + 2) = ψ̃(x) è ψ̃(x) = ψ(x) ïðè
x ∈ [0, 1].

Ïî òåîðåìå 1 íåòðóäíî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ u1(x, t)

u1(x, t) = v0(x, t) +
2∑
i=1

vi(x, t), (8)

ãäå

v0(x, t) =
1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

 v0(x, ρ)(ψ, z2 − z0
2)

sin ρt

ρ
λ,

v1(x, t) =
1

2πi

∫
|λ|=r

[
v(x, ρ)− v0(x, ρ)

]
(ψ, z2)

sin ρt

ρ
dλ,

v2(x, t) =
1

2πi

∑
n≥n0

∫
γ̃n

[
v(x, ρ)− v0(x, ρ)

]
(ψ, z2)

sin ρt

ρ
dλ.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ)(ñì.
[4], ñ.17, 23):

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

K(x, t)
sin ρt

ρ
dt,

ãäå K(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è K(x, 0) = 0.
Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà
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v0(x, t) =
1

2

x+t∫
x−t

ψ̃1(τ) dτ,

ãäå ψ̃1(τ) ∈ C1(−∞,∞), íå÷åòíà, ψ̃1(x) = ψ̃1(x + 2), ψ̃1(x) = ψ1(x),

x ∈ [0, 1], ψ1(x) =
1∫
x

K(ξ, x)ψ(ξ), x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 4. Ðÿä v2(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
äâàæäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).

Èç (6) è (8) ñ ïîìîùüþ òåîðåì 2�4 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 5. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (5) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (3) ïðè óñëîâèÿõ (4) íà ψ(x).
Òåïåðü èç òåîðåìû 3 èç [2] è òåîðåìû 5 ïîëó÷àåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò.
Òåîðåìà 6. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

w(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

 (Rλϕ) cos ρtdλ−

− 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γ̃n

 (Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ

åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞),

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x)

ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (2) è (4) íà ϕ(x) è ψ(x).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò

� 13-01-00238)
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ÓÄÊ 517.51
Â.À. Ìèðîíîâ, Ï.À. Òåðåõèí

ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÀÔÔÈÍÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ
ÒÈÏÀ ÓÎËØÀ

Ïóñòü {wn}∞n=0 � êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè è
{un}∞n=0 � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé òèïà Óîëøà,
ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé

u(t) =
π

2
sin(2πt).

Òåîðåìà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé òèïà
Óîëøà {un}∞n=0 îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Àôôèííûå ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà ââåäåíû â [1]. Íàïîìíèì
èõ îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé
f(t), t ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

f(t+ 1) = f(t), f ∈ L2(0, 1),

∫ 1

0

f(t) dt = 0.

Îïðåäåëèì èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû W0,W1 : H → H ðàâåíñòâàìè

W0f(t) = f(2t), W1f(t) = r(t)f(2t),

ãäå r(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õààðà�Ðàäåìàõåðà�Óîëøà.
ÎïåðàòîðûW0 èW1 îáðàçóþò ñòðóêòóðó ìóëüòèñäâèãà â H (ñì. [2]).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n =
∑k−1

ν=0 αν2
ν + 2k ïîëîæèì

fn(t) = Wα0
. . .Wαk−1f(t) = f(2kt)

k−1∏
ν=0

rανν (t),

ãäå {rk}∞k=0 � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà. Êðîìå òîãî, ïóñòü f0(t) ≡ 1. Ñèñòåìà
{fn}∞n=0 íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ñèñòåìîé ôóíêöèé òèïà Óîëøà, ïîðîæ-
äåííîé ôóíêöèåé f . Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = r, òî ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó
Óîëøà {wn}∞n=0 â íóìåðàöèè Ïýëè. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé f = u, ò. å.
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {un}∞n=0.

Ëåììà. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè u(t) èìååì

Uk =

(2k+1−1∑
n=2k

|(u,wn)|2
)1/2

=
1√
2

2k sin2 π

2k+1
, k ≥ 2.
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Êðîìå òîãî, èìååì U0 = (u,w) = 1 è U1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äîêàæåì îöåíêó∥∥∥∥ ∞∑
n=1

cn(un − wn)
∥∥∥∥ ≤ q

( ∞∑
n=1

|cn|2
)1/2

ñ ïîñòîÿííîé 0 < q < 1, èç êîòîðîé áàçèñíîñòü ïî Ðèññó ñèñòåìû {un}∞n=0

áóäåò ñëåäîâàòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâå-
äåíèÿ îïåðàòîðîâ W α = Wα0

. . .Wαk−1, ãäå α = (α0, . . . , αk−1) � ïðîèç-
âîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð íóëåé è åäèíèö äëèíû |α| = k ≥ 0, êîòîðîìó
ñîïîñòàâèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n =

∑k−1
ν=0 αν2

ν + 2k. Èç îïðåäåëåíèÿ àô-
ôèííîé ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà è ñ ó÷åòîì ëåììû ïîëó÷èì

un − wn = W α(u− w) = W α
∑
|β|≥2

(u,W βw)W βw.

Îòñþäà íàõîäèì

∞∑
n=1

cn(un − wn) =
∑
α

cαW
α(u− v) =

∞∑
k=2

∑
α

∑
|β|=k

cα(u,W βw)W αW βw.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k ñåìåéñòâî {W αW βw : |α| ≥ 0, |β| = k}
îðòîíîðìèðîâàííîå. Ïîýòîìó∥∥∥∥ ∞∑

n=1

cn(un − wn)
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

k=2

∥∥∥∥∑
α

∑
|β|=k

cα(u,W βw)W αW βw

∥∥∥∥ =

=
∞∑
k=2

(∑
α

|cα|2
∑
|β|=k

|(u,W βw)|2
)1/2

=
∞∑
k=2

Uk

( ∞∑
n=1

|cn|2
)1/2

.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ëåììû

q =
∞∑
k=2

Uk =
1√
2

∞∑
k=2

2k sin2 π

2k+1
<

π2

8
√

2
< 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [3] äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü àôôèííîé ñè-

ñòåìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn}∞n=0 â ïðîñòðàíñòâå L
2(0, 1), ïîðîæ-

äåííîé ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé ôóíêöèåé f ∈ H. Â ÷àñòíîñòè, èç ðå-
çóëüòàòîâ [3] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû {vn}∞n=0 ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé àôôèííîé ñèñòåìå òèïà Óîë-
øà {un}∞n=0. Ïðè ýòîì ôóíêöèè vn ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà n ïî

38



ñèñòåìå Óîëøà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ ïî êî-
ýôôèöèåíòàì Ôóðüå�Óîëøà (u,wn) ñ ïîìîùüþ ÿâíî âûïèñàííûõ â [3]
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû áèîðòî-
ãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

f =
∞∑
n=0

(f, vn)un

áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(0, 1) è åãî ÷àñòíûå
ñóììû

SNf =
N−1∑
k=0

2k+1−1∑
n=2k

(f, vn)un

ïîäëåæàò ýôôåêòèâíîìó âû÷èñëåíèþ ïî âõîäíûì äàííûì â âèäå íà-
áîðà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà (f, wn), n = 0, . . . , 2N − 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî ÷àñòíàÿ ñóììà SNf ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-
ñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé (òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñïëàéíîì ïðîñòåéøå-
ãî âèäà) ñ óçëàìè â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Óñòàíîâëåííàÿ íà-
ìè òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷å-
ñêîì ôóíêöèè f ïîñðåäñòâîì ÷àñòíûõ ñóìì SNf îáëàäàåò ñâîéñòâîì
óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê çàäàíèþ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ.

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìè-
íîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1520.2014/Ê).

Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔ-
ÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00102).
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ÓÄÊ 519.713.2, 512.534

Â.À. Ìîë÷àíîâ

Î ÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÊÀÒÅÃÎÐÈÈ
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÕ ÏËÀÍÀÐÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîìàòû íàä êàòåãîðèåé êîíå÷íûõ ïðî-
åêòèâíûõ ïëîñêîñòåé.

Ïîä àâòîìàòîì [1] ïîíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A =
= (Q,S,B, δ, λ), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q, ïîëóãðóïïû
âõîäíûõ ñèìâîëîâ S, ìíîæåñòâà âûõîäíûõ ñèìâîëîâ B, ôóíêöèè ïå-
ðåõîäîâ δ : S × Q → Q è ôóíêöèè âûõîäîâ λ : S × Q → B, äëÿ êî-
òîðûõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ q ∈ Q, s1, s2 ∈ S âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:
δ(q, s1s2) = δ(δ(q, s1), s2), λ(q, s1s2) = λ(δ(q, s1), s2). Äëÿ êàæäîãî âõîä-
íîãî ñèìâîëà s ∈ S îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δs : Q→ Q è ôóíê-
öèÿ âûõîäîâ λs : Q → B ïî ôîðìóëàì: δs(x) = δ(x, s) è λs(x) = λ(x, s),
ãäå x ∈ Q.

Ïîä ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ [2] ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà âèäà Π =
= (X,L), ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê è L � ñåìåéñòâî åãî ïîäìíî-
æåñòâ, èìåíóåìûõ ïðÿìûìè, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
(A1) ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ; (A2)
êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè; (A3) â ìíîæå-
ñòâå X åñòü òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé; (A4) ëþáûå äâå
ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó. Ïëîñêîñòü Π íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè
êîíå÷íî åå ìíîæåñòâî òî÷åê.

Ïóñòü Π = (X,L), Π′ = (X ′, L′) � ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè. Îòîá-
ðàæåíèå ϕ : X → X ′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì Π â Π′ è îáîçíà-
÷àåòñÿ ϕ : Π → Π′, åñëè îíî ïðÿìûå ïëîñêîñòè Π îòîáðàæàåò â ïðÿ-
ìûå ïëîñêîñòè Π′. Ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçì ϕ íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì
(ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôèçìîì) ïëîñêîñòè Π íà ïëîñêîñòü Π′, åñëè
ϕ(Π) = Π′ (ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ϕ � áèåêöèÿ X íà X ′, êîòîðàÿ ñîõðà-
íÿåò ïðÿìûå ýòèõ ïëîñêîñòåé). Ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ Π â Π′

îáîçíà÷èì Hom(Π,Π′).

Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé îáðàçóåò êàòåãî-
ðèþ Pl, ìîðôèçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû òàêèõ ïëîñêî-
ñòåé [3].

Ñëåäóÿ [1], àâòîìàò A = (Q,S,B, δ, λ) íàçûâàåòñÿ àâòîìàòîì íàä
êàòåãîðèåé Pl, åñëè åãî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q è ìíîæåñòâî âû-
õîäíûõ ñèãíàëîâ B íàäåëåíû òàêèìè ñòðóêòóðàìè ïëîñêîñòåé ΠQ =
= (Q,LQ),ΠB = (B,LB), ÷òî ΠQ,ΠB ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè êàòåãîðèè Pl
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è âñå îòîáðàæåíèÿ δs, λs (s ∈ S) ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè êàòåãîðèè Pl.
Òàêîé àâòîìàò áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïëàíàðíûì àâòîìàòîì è ñèìâî-
ëè÷åñêè îáîçíà÷àòü A = (ΠQ, S,ΠB, δ, λ).

Ãîìîìîðôèçìîì ïëàíàðíîãî àâòîìàòà A = (ΠQ, S,ΠB, δ, λ) â ïëà-
íàðíûé àâòîìàò A′ = (ΠQ′, S

′,ΠB′, δ
′, λ′) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ

òðîéêà γ = (f, π, g), ñîñòîÿùàÿ èç ãîìîìîðôèçìîâ f : ΠQ → ΠQ′, π : S →
→ S ′, g : ΠB → ΠB′, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ q ∈ Q, s ∈
∈ S âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: f(δ(q, s)) = δ′(f(q), π(s)), g(λ(q, s)) =
= λ′(f(q), π(s)). Ãîìîìîðôèçì γ = (f, π, g) íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì
(ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôèçìîì) àâòîìàòà A íà àâòîìàò A′, åñ-
ëè âñå ãîìîìîðôèçìû f, π, g ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôèçìàìè (ñîîòâåòñòâåííî
èçîìîðôèçìàìè).

Ãîìîìîðôèçì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè Π â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ åå ýíäî-
ìîðôèçìîì. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ Π ñ êîìïîçèöèåé îáðà-
çóåò ïîëóãðóïïó End Π. Äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé Π,Π′ îáîçíà÷èì
S(Π,Π′) ïîëóãðóïïó ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì End Π×Hom(Π,Π′) è îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ (ñì. [1]) (ϕ, ψ) · (ϕ1, ψ1) = (ϕϕ1, ϕψ1), ãäå ϕ, ϕ1 ∈
∈ End Π è ψ, ψ1 ∈ Hom(Π,Π′).

Äëÿ ëþáûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ΠQ = (Q,LQ),ΠB = (B,LB)
àâòîìàò A = (ΠQ, S(ΠQ,ΠB),ΠB, δ, λ) ñ ïîëóãðóïïîé âõîäíûõ ñèãíà-
ëîâ S(ΠQ,ΠB), ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ(q, s) = ϕ(q) è âûõîäíîé ôóíê-
öèåé λ(q, s) = ψ(q) (çäåñü q ∈ Q è s = (ϕ, ψ) ∈ S(ΠQ,ΠB) ) ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì àâòîìàòîì è îáîçíà÷àåòñÿ Atm (ΠQ,ΠB). Òàêèå àâòîìàòû
íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ïëàíàðíûìè àâòîìàòàìè (ñì. [1]), òàê êàê
èõ ïîäàâòîìàòû îõâàòûâàþò ãîìîìîðôíûå îáðàçû âñåõ ïëàíàðíûõ àâ-
òîìàòîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [4] ïîêàçûâàåò, ÷òî óíèâåðñàëüíûå
ïëàíàðíûå àâòîìàòû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà) ñâîèìè ïîëóãðóïïàìè âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Êëàññ óíèâåðñàëüíûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ îáðàçóåò êàòåãîðèþ KPl,
ìîðôèçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû òàêèõ àâòîìàòîâ. Âàæ-
íîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ãîìîìîðôèçìû
àâòîìàòîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ, ìè-
íèìèçàöèè àâòîìàòîâ, ôàêòîðèçàöèè àâòîìàòîâ è ìíîãèõ äðóãèõ.

Îáúåêòû êàòåãîðèè KPl ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè âèäà
Atm (ΠQ,ΠB), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïàðîé îáúåêòîâ ΠQ,ΠB

êàòåãîðèè ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé Pl è îäíèì îáúåêòîì
S(ΠQ,ΠB) êàòåãîðèè ïîëóãðóïï Sg, ìîðôèçìàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû òàêèõ ïîëóãðóïï. Ìîðôèçìàìè êà-
òåãîðèè KPl ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè îòîáðàæåíèé
γ = (f, π, g) : Atm (ΠQ,ΠB) → Atm (ΠQ′,ΠB′), êîòîðûå ñîñòîÿò èç
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ãîìîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé f : ΠQ → ΠQ′, g : ΠB → ΠB′ è
ãîìîìîðôèçìà ïîëóãðóïï π : S(ΠQ,ΠB) → S(ΠQ′,ΠB′). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ñîîòâåòñòâèå

F : Atm (ΠQ,ΠB) 7→ S(ΠQ,ΠB), γ = (f, π, g) 7→ π

îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð (ñì. [3]) êàòåãîðèè óíèâåðñàëüíûõ
ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ KPl â êàòåãîðèþ ïîëóãðóïï Sg. Ýòîò ôóíêòîð ïîç-
âîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà êàòåãîðèè KPl ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ êàòåãî-
ðèè Sg. Òàê, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [4] äàåò îïèñàíèå ñòðîåíèÿ èçî-
ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè KPl è ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêòîð F óñòàíàâëèâàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èçîìîðôèçìàìè óíèâåðñàëü-
íûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ è èçîìîðôèçìàìè ïîëóãðóïï âõîäíûõ ñèãíà-
ëîâ òàêèõ àâòîìàòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòðîåíèå ýïèìîð-
ôèçìîâ êàòåãîðèè KPl, óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýïèìîðôèç-
ìàìè óíèâåðñàëüíûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ è ìîðôèçìàìè ïîëóãðóïï
âõîäíûõ ñèãíàëîâ òàêèõ àâòîìàòîâ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå òàêèå ýïè-
ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ΠQ,ΠB,ΠQ′,ΠB′ � êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå ïëîñ-
êîñòè è S, S ′ � ïîëóãðóïïû âõîäíûõ ñèãíàëîâ óíèâåðñàëüíûõ ïëàíàð-
íûõ àâòîìàòîâ Atm (ΠQ,ΠB),Atm (ΠQ′,ΠB′) íàä ïëîñêîñòÿìè ΠQ,ΠB

è ΠQ′,ΠB′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îòîáðàæåíèå π : S → S ′ â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå áóäåò ýïèìîðôèçìîì ïîëóãðóïïû S íà ïîëóãðóï-
ïó S ′, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå èçîìîðôèçìû f : ΠQ → ΠQ′ è g : ΠB → ΠB′,

÷òî äëÿ êàæäîãî âõîäíîãî ñèìâîëà s = (ϕ, ψ) ∈ S çíà÷åíèå π(s) îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: π(s) = π(ϕ, ψ) = (
−1

f ϕf,
−1

f ψg).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà òåõíèêó ðàáîòû [4] è ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Π = (X,L), Π′ = (X ′, L′) � êîíå÷íûå ïðîåê-
òèâíûå ïëîñêîñòè. Òîãäà ëþáîé ýïèìîðôèçìîì ïëîñêîñòè Π íà ïëîñ-
êîñòü Π′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ýòèõ ïëîñêîñòåé.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òåîðåì äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé
ðàáîòû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ΠQ,ΠB,ΠQ′,ΠB′ � êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå ïëîñ-
êîñòè, Atm (ΠQ,ΠB),Atm (ΠQ′,ΠB′) � óíèâåðñàëüíûå ïëàíàðíûå àâ-
òîìàòû íàä ïëîñêîñòÿìè ΠQ,ΠB è ΠQ′,ΠB′ ñîîòâåòñòâåííî è
γ = (f, π, g) � ýïèìîðôèçì àâòîìàòà Atm (ΠQ,ΠB) íà àâòîìàò
Atm (ΠQ′,ΠB′). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) îòîáðàæåíèÿ f : ΠQ → ΠQ′, g : ΠB → ΠB′ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèç-
ìàìè ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé è îòîáðàæåíèå π : S(ΠQ,ΠB) →
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→ S(ΠQ′,ΠB′) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï, äëÿ êîòîðîãî
ïðè ëþáûõ (ϕ, ψ) ∈ S(ΠQ,ΠB) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: π(ϕ, ψ) =

= (
−1

f ϕf,
−1

f ψg);

2) óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà îòîáðàæåíèé γ = (f, π, g) ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì àâòîìàòà Atm (ΠQ,ΠB) íà àâòîìàò Atm (ΠQ′,ΠB′).

Ñëåäñòâèå. Âñå ýïèìîðôèçìû êàòåãîðèè KPl ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-
ôèçìàìè.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ
ÊÎÍÖÅÏÒÎÂ Â ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ Ñ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÌÈ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ ÀÒÐÈÁÓÒÎÂ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ
êîíöåïòîâ îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæå-
ñòâàìè àòðèáóòîâ.

Ïóñòü çàäàí îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ), ãäå G � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ |G| ≥ 2, (Mi) � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííûõ ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ |Mi| ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n, ñ ïîðÿäêàìè ≤i, è
ρ � íåêîòîðîå (n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå. Òîãäà ëþáîå M̄k (̄k ⊆ n̄) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì ≤̄k , äëÿ êîòî-
ðîãî:

āk = (aj1, ..., ajk) ≤̄k b̄k = (bj1, ..., bjk)⇔ aj1 ≤j1 bj1 ∧ . . . ∧ ajk ≤jk bjk.

ßñíî, ÷òî ïîðÿäîê ≤̄k â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ýòîò
ïîðÿäîê åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò èçîìîðôíûé ïîðÿäîê íà ìíî-
æåñòâå êîíöåïòîâ G/̄k:

_
ρ0 (āk) ≤̄k

_
ρ0 (b̄k)⇔ āk ≤̄k b̄k.
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Â [1] áûëè óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâÿçè ìåæäó ðåø¼òêîé êîíöåï-
òîâ, óïîðÿäî÷åííûõ îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ,
è ìíîæåñòâîì êîíöåïòîâ G/̄k, óïîðÿäî÷åííûõ îòíîøåíèåì ≤̄k .

Êîíöåïò X íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ≤̄k , åñëè â ýòîì
êîíòåêñòå íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî äðóãîãî êîíöåïòà Y ñ óñëîâèåì X ≤̄k
≤̄k Y.

Çàôèêñèðóåì i ∈ {1, 2, . . . , n}, ïóñòü πn\ı(ρ) � ïðîåêöèÿ îòíîøåíèÿ ρ
íà âñå ìíîæåñòâà Mj, 1 ≤ j ≤ n, j 6= i, êðîìå ìíîæåñòâà Mi.

Äëÿ ëþáîãî y ∈ πn\ı(ρ) ìíîæåñòâî Xy =
_
ρ0 ({y}) ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-

ðûì êîíöåïòîì êîíòåêñòà K. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî G/n\ı = {Xy}y∈π
n\ı(ρ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà êîíöåïòû ïî àòðèáóòó Mn\ı.
Îáîçíà÷èì ρy = σ{y}(ρ) âûáîðêó èç îòíîøåíèÿ ρ ïî çíà÷åíèþ y. È
ðàññìîòðèì êîíòåêñò K = (Xy, (Mi), ρy). ßñíî, ÷òî ρy ⊂ ρ, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ýòî òàêæå îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò. Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè
_
ρyi: Xy/i → Mi áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, ïðè ýòîì
äëÿ êîíöåïòîâ A,B ∈ Xy/i óñëîâèå

A ≤i B ⇔
_
ρyi (A) ≤i

_
ρyi (B)

áóäåò îïðåäåëÿòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Xy/i.
Îáîçíà÷èì

X ′y = max
≤i
{A ∈ Xy/i},

è ìíîæåñòâî ýòèõ êîíöåïòîâ Xi = {X ′y|y ∈ πn\ı(ρ)}. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî

X =
⋂

i∈{1,2,...,n}

Xi

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûì êîíöåïòîâ ïî îòíîøåíèþ ≤n̄ â
êîíòåêñòå K.
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ÓÄÊ 519.95

Ñ.È. Ïîëèêàðïîâ

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÀÂÒÎÌÀÒÀ ÐßÄÎÌ
ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÓÎËØÀ

Òðàäèöèîííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ àâòîìàòîâ ÿâíî âûäåëÿþòñÿ
òîëüêî íà÷àëüíûå ôðàãìåíòû âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìåíèòü ðåêóðñèâíîå çàäàíèå çàêîíîâ ôóíêöèî-
íèðîâàíèÿ àâòîìàòà èõ ÿâíûì çàäàíèåì, â ðàáîòå [1] Â.À. Òâåðäîõëå-
áîâûì ââåäåíî ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà àâòîìàòà â ñïåöèàëüíîé
äèñêðåòíîé ñëîâàðíîé ãåîìåòðèè è èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáðàçîâ.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû
êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû àâòîìàò-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ρs : X∗ → Y ∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî èíèöèàëüíîìó àâòî-
ìàòó A = (S,X, Y, δ, λ, s0), ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç
ïî ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [1] ïðàâèëàì. Ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà ðÿäîì ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ åãî ïåðèîäà.

Ôóíêöèè Óîëøà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà i-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2]:

ri(x) = (−1)xi = cosπxi,

ãäå xi = 0, 1 åñòü i-é ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x.
Ôóíêöèè Óîëøà â ôîðìå Ïýëè � ýòî äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðå-

äåëÿåìûå êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà:

pal(p, x) = [r1(x)]pn[r2(x)]pn−1 . . . [rn(x)]p1,

ãäå pi � ðàçðÿäíûå êîýôôèöèåíòû â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà p;
òîãäà

pal(0, x) = 1,

pal(1, x) = r1(x),

pal(2, x) = r2(x),

pal(3, x) = r1(x)r2(x),

pal(4, x) = r3(x),
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pal(5, x) = r1(x)r3(x),

pal(6, x) = r2(x)r3(x),

pal(7, x) = r1(x)r2(x)r3(x).

Ôóíêöèè Óîëøà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
1. Â ôóíêöèè Óîëøà ïåðåìåííûå p è x âõîäÿò ñèììåòðè÷íî.
2. Ôóíêöèè Óîëøà � ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N = 2n.
3. Ôóíêöèè Óîëøà èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå

òî÷åê
x = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

4. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà ìíîæåñòâå
òî÷åê

x = 0, 1, 2, . . . , N − 1 :

N−1∑
x=0

pal(a, x)pal(b, x) =

{
0, åñëè a 6= b,
N, åñëè a = b.

5. Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ N = 2n â ñèñòåìó ôóíêöèé
Óîëøà âõîäèò N îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî àâòîìàòà, ïîëó÷àåìàÿ êîìïîçèöè-
åé áàçîâûõ àâòîìàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì ðàçëîæåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî îáðàçà èñõîäíîãî àâòîìàòà â êîíå÷íûé ðÿä ïî ñèñòåìå
ôóíêöèé Óîëøà.

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç èñõîäíîãî àâòîìàòà çàìåíÿåòñÿ åãî ðàçëîæå-
íèåì â ðÿä ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà:

f(x) =
N−1∑
p=0

cppal(p, x),

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà â òî÷êàõ 0, 1, . . . , N − 1 òî÷íî ñîâïàäà-
þò ñî çíà÷åíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà, à êîýôôèöèåíòû cp ìîæíî
ïîäñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Óîëøà.

Ïîëó÷åííûé êîíå÷íûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ àâòî-
ìàòà (A, s0), ÿâíî çàäàþùåé âñå âàðèàíòû åãî âîçìîæíîãî ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ. Êàæäîé ôóíêöèè pal(p, x) ñîïîñòàâëÿåòñÿ áàçîâûé àâòîìàò Ap, à
àâòîìàòó A ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèÿ áàçîâûõ àâòîìàòîâ. Êàæäûé áà-
çîâûé àâòîìàò Ap ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè pal(p, x), ãðàôèê êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà äàííîãî àâòîìàòà.

Â ãåîìåòðè÷åñêîì îáðàçå àâòîìàòà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ïðåäñòàâëåíà êàê àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå ñ èç-
ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì (èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì). Ýòî ïîçâîëÿåò
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êàæäóþ ôóíêöèþ pal(p, x) ïðåîáðàçîâûâàòü â àâòîìàò Ap ñ êîíêðåòíûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè
âñå êîìïîíåíòû � àâòîìàòû, è ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè � àâòîìàò.
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ÓÄÊ 501.1
À.Â. Ïîïîâè÷

Î ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ ÏÎËÓÃÐÓÏÏ ÁÈÍÀÐÍÛÕ
ÎÒÍÎØÅÍÈÉ Ñ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ È ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÎÉ
ÄÂÎÉÍÎÉ ÖÈËÈÍÄÐÎÔÈÊÀÖÈÈ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé Φ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó (Φ,Ω), íàçûâà-
åìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ðàññìîòðå-
íà êàê óïîðÿäî÷åííàÿ (Φ,Ω,⊂) îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
âêëþ÷åíèÿ⊂. Îäíîé èç âàæíåéøèõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ◦. Àëãåáðû îòíîøåíèé âèäà (Φ, ◦) è (Φ, ◦,⊂) îáðà-
çóåò ñîîòâåòñòâåííî ïîëóãðóïïó è óïîðÿäî÷åííóþ ïîëóãðóïïó îòíîøå-
íèé, è âñÿêàÿ ïîëóãðóïïà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîëóãðóïïå îòíîøåíèé.
Âìåñòå ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé ìîãóò áûòü òàêæå ðàññìîò-
ðåíû è äðóãèå îïåðàöèè, íåñóùèå äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîé
ïîëóãðóïïå.

Ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà îïåðàöèÿõ óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé ◦,
èäåíòèôèêàöèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ∇1 è ðåôëåêñèâíîé äâîéíîé öèëèí-
äðîôèêàöèè ∇2. Îïåðàöèè ∇1 è ∇2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇1(ρ) = {(x, x) : (∃y)(y, y) ∈ ρ}, ∇2(ρ) = {(x, y) : (∃z)(z, z) ∈ ρ}.

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè
îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} êëàññ àëãåáð, èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé
ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü V ar{Ω} � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàñ-
ñîì R{Ω}.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè ìîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ êëàññàìè àëãåáð îòíî-
øåíèé ñ îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé, èäåíòèôèêàöèè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè è äâîéíîé ðåôëåêñèâíîé öèëèíäðîôèêàöèè, âîçíèêàþò ñëå-
äóþùèå ïðîáëåìû.

Ïðîáëåìà 1. Íàõîæäåíèå áàçèñîâ òîæäåñòâ äëÿ ìíîãîîáðàçèé
V ar{◦,∇1}, V ar{◦,∇1,⊂}, V ar{◦,∇2}, V ar{◦,∇2,⊂}, V ar{◦,∇1,∇2},
V ar{◦,∇1,∇2,⊂}, ïîðîæäåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè àëãåáð îò-
íîøåíèé.

Ïðîáëåìà 2. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûìè.
Ñëåäóþùèå øåñòü òåîðåì äàþò ðåøåíèå ïåðâîé ïðîáëåìû äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé.
Òåîðåìà 1[4]. Àëãåáðà (A, ·, ?) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-

çèþ V ar{◦,∇1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì òîæäåñòâàì:

1) (xy)z = x(yz), 2) (x?)2 = x?, 3) xy? = y?x, 4) (xy)? = (yx)?,

5) (xy?)? = x?y?, 6) x?(xp)? = x? äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Òåîðåìà 2[5]. Àëãåáðà (A, ·, ?) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
çèþ V ar{◦,∇1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæ-
äåñòâàì 1)-5) èç òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèì äâóì òîæäåñòâàì:

7) xy? ≤ x, 8) x? ≤ (xp)? äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Òåîðåìà 3[6]. Àëãåáðà (A, ·, ∗) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
çèþ V ar{◦,∇2} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì òîæäåñòâàì:

1) (xy)z = x(yz), 9) (x∗)2 = x∗, 10) x∗xx∗ = x∗, 11) (x∗y)2 = x∗y,

12) (xy∗)2 = xy∗, 13) (xy)∗ = (yx)∗, 14) x∗yz∗ = z∗yx∗,

15) (xy∗z)∗ = y∗zxy∗, 16) x∗yx∗zx∗ = x∗zx∗yx∗,

17) x∗(xp)∗ = x∗ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Òåîðåìà 4. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà (A, ·, ∗,≤) òèïà (2, 1)
ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∇2,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì 1),10)-16) è ñëåäóþùèì òðåì òîæ-
äåñòâàì:

18) xy∗ ≤ y∗, 19) x∗y ≤ x∗, 20) x∗ ≤ (xp)∗ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.
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Òåîðåìà 5. Àëãåáðà (A, ·, ?, ∗) òèïà (2, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîá-
ðàçèþ V ar{◦,∇1,∇2} åñëè, è òîëüêî åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâàì 1)-5), 9)-17) è ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì:

21) x∗? = x?, 22) x?∗ = x∗, 23) (xy?)∗ = x∗y?, 24) (x∗y∗)? = x?y?,

25) (x∗yz∗)? = x?(yz∗)?, 26) (xy∗z)? = (xy∗)?(y∗z)?.

Òåîðåìà 6. Àëãåáðà (A, ·, ?, ∗,≤) òèïà (2, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ìíî-
ãîîáðàçèþ V ar{◦,∇1,∇2,⊂} åñëè, è òîëüêî åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì 1)-5), 7), 10)-16), 18)-26).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà âòîðóþ ïðîáëåìó.

Òåîðåìà 7. Ìíîãîîáðàçèÿ V ar{◦,∇1}, V ar{◦,∇1,⊂}, V ar{◦,∇2},
V ar{◦,∇2,⊂}, V ar{◦,∇1,∇2} è V ar{◦,∇1,∇2,⊂} íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî
áàçèðóåìûìè.
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Â.Â. Ðîçåí

ÂËÎÆÅÍÈß ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
Â ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà âëîæèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî
(â îáùåì ñëó÷àå � áåñêîíå÷íîãî) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â
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óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Èñïîëüçóåìûé çäåñü ìåòîä ¾ïî-
ãðóæåíèÿ¿ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ïåðâûé ýòàï � âëîæåíèå óïîðÿäî÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà â óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, îïðå-
äåëåííûõ íà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííîé σ-àëãåáðå, è âòîðîé �
ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð äî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ôóíêöèé ñ ïðîäîëæåíèåì óïîðÿäî÷åííîñòè, ïîñòðî-
åííîé íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, äî óïîðÿäî÷åííîñòè ýòîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïðî-
äîëæèìîñòè óïîðÿäî÷åííîñòè, çàäàííîé íà âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, äî óïîðÿäî÷åííîñòè âñåãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà [1].

Ëåììà 1. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ïîðÿäêà, çàäàííîå íà âûïóêëîì
ïîäìíîæåñòâå C âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîðÿ-
äîê ρ áûë ïðîäîëæèìûì äî êîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà âñå ïðîñòðàíñòâî V ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåãî âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå àê-
ñèîìû.

(S1) Ïðè ëþáûõ x, y, z ∈ C, α, β > 0, α + β = 1 èìååò ìåñòî ðàâíî-
ñèëüíîñòü:

x ≤ρ y ⇔ (αx+ βz) ≤ρ (αy + βz). (1)

(S2) Ïðè ëþáûõ x, y, z ∈ C, α, β > 0, α + β = 1 èç óñëîâèé x1 ≤ρ y1,
x2 ≤ρ y2,
αx1 + βx2 = αy1 + βy2

(2)

ñëåäóåò x1 = y1, x2 = y2.

Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà áåñêîíå÷íîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæå-
ñòâå 〈A, ω〉 ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå íåîáõîäèìî çàôèê-
ñèðîâàòü íåêîòîðóþ σ-àëãåáðó

∑
ω(A) èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ, íà

êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåðû. Â êà÷åñòâå
∑

ω(A) çäåñü
áåðåòñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûå
ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷è-
âàåò, âî-ïåðâûõ, ïðè ëþáîì a ∈ A âêëþ÷åíèå {a} ∈

∑
ω(A) è, âî-âòîðûõ,

èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé σ-àëãåáðû ëþáîé ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùåéñÿ èçîòîííûì îòîáðàæåíèåì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 â
÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà óïîðÿäî÷åííîì ìíî-
æåñòâå 〈A, ω〉 áóäåì ïîíèìàòü íåîòðèöàòåëüíóþ ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ
íîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííóþ íà σ-àëãåáðå
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∑
ω(A), ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûõ â 〈A, ω〉

ïîäìíîæåñòâ.
Ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà 〈A, ω〉 îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå ÷å-

ðåç Pω(A).
Îïðåäåëåíèå 2. Âûðîæäåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åí-

íàÿ â òî÷êå a ∈ A, åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà δa, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà B ∈

∑
ω(A) ïî-

ëàãàåì:

δa(B) =

{
1, åñëè a ∈ B;
0, åñëè a /∈ B.

(3)

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè âûðîæäåííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû δa, ñîñðåäî-
òî÷åííîé â òî÷êå a, ñ ýëåìåíòîì a ìíîæåñòâî A ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Pω(A).

Ëåììà 2. Ïóñòü C0(ω) � ìíîæåñòâî âñåõ èçîòîííûõ îòîáðàæå-
íèé óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 â äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C0(ω) è âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ∈ Pω(A) ñóùå-
ñòâóåò èíòåãðàë

∫
A

ϕdµ ïî ìíîæåñòâó A.

Äàëåå ïîëàãàåì ϕ(µ) =
∫
A

ϕdµ. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó

ïîäìíîæåñòâó S ⊆ C0(ω) îòíîøåíèå êâàçèïîðÿäêà ωS íà Pω(A), ïîëàãàÿ

µ1 ≤ω
S

µ2 ⇔ (∀ϕ ∈ S)ϕ(µ1) ≤ ϕ(µ2)(µ1, µ2 ∈ Pω(A)). (4)

Äëÿ êâàçèïîðÿäêîâ âèäà ωS, ãäå S ⊆ C0(ω), ñóùåñòâóåò íàèìåíü-
øèé � èì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäîê ωC0(ω). Òàê êàê ìíîæåñòâî èçîòîí-
íûõ îòîáðàæåíèé C0(ω) àïïðîêñèìèðóåò êâàçèïîðÿäîê ω, òî ðàñøèðåíèå
ωC0(ω) áóäåò ïðîäîëæåíèåì ïîðÿäêà ω; áóäåì íàçûâàòü åãî êàíîíè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì ïîðÿäêà ω íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð è îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç ω̃. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà. Îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü èçî-
ìîðôíî âëîæåíî â íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈A, ω〉 � ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âîçüìåì âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî Vω(A), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå
ñ÷åòíî-àääèòèâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà σ-àëãåáðå

∑
ω(A), ïîðîæ-

äåííîé ñåìåéñòâîì ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉. Ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Pω(A) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vω(A). Ñëå-
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äóþùèé øàã â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû ñîñòîèò â ïðîäîëæåíèè
ïîðÿäêà ω̃ íà âñå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Vω(A). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
åòñÿ ëåììà 1: íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå ω̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) è (2) ëåììû 1. Òàêèì îáðàçîì,
ñîãëàñíî ëåììå 1 ïîðÿäîê ω̃ ïðîäîëæàåòñÿ äî êîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà ω̄
íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vω(A). Èñêîìîå èçîìîðôíîå âëîæåíèå óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 â óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
〈Vω(A), ω̄〉 îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó a ∈ A ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå âûðîæäåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó δa.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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òîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2014. 216 ñ.
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ÀÍÀËÎÃÈ ÔÎÐÌÓËÛ ÃÅÐÎÍÀ ÄËß ÒÐÅÕÐÅÁÅÐÍÈÊÎÂ
ÒÈÏÎÂ eee(I), eee(III) ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Ïî òèïó ðåáåð, òèïó óãëîâ è òèïó ðàñïîëîæåíèÿ íà àáñîëþòå íåñîá-
ñòâåííûõ òî÷åê ñòîðîí âñå òðåõâåðøèííèêè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêî-
ñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ìîæíî îòíåñòè ê 22 òèïàì [1], èíâà-
ðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû G äàííîé ïëîñêîñòè.
Òðåõâåðøèííèêè äåñÿòè òèïîâ îáëàäàþò âíóòðåííîñòüþ è ïî ýòîìó ñâîé-
ñòâó íàçâàíû òðåõðåáåðíèêàìè. Â ñòàòüå [2] äîêàçàíà ôîðìóëà

S = ρ2(A+B + C − iπ) (1)

âûðàæåíèÿ ïëîùàäè òðåõðåáåðíèêà ïëîñêîñòè Ĥ ÷åðåç âåëè÷èíû A, B,
C åãî âíóòðåííèõ óãëîâ, ñïðàâåäëèâàÿ, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ òðåõðåáåðíè-
êîâ ñ íåèçìåðèìûìè óãëàìè. Â äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíÿÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ (ñì. [1]), ïîëó÷èì ôîðìóëû âûðàæåíèÿ
ïëîùàäåé òðåõðåáåðíèêîâ ñ òðåìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ðåáðàìè ÷åðåç äëèíû
ðåáåð.

Òðåõðåáåðíèêè ñ òðåìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ðåáðàìè îòíîñÿòñÿ ê äâóì
òèïàì: eee(I) è eee(III). Òðåõðåáåðíèê òèïà eee(I) ñîäåðæèò îäèí âíóò-
ðåííèé ýëëèïòè÷åñêèé ïñåâäîóãîë è äâà âíóòðåííèõ ýëëèïòè÷åñêèõ óã-
ëà. Âñå âíóòðåííèå óãëû òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(III) ÿâëÿþòñÿ ýëëèï-
òè÷åñêèìè ïñåâäîóãëàìè. Òðåõðåáåðíèêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàññìàòðèì
îòäåëüíî.
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1. Ïóñòü ABC � òðåõðåáåðíèê òèïà eee(I) ñ ìåðîé Ā âíóòðåííåãî
ýëëèïòè÷åñêîãî ïñåâäîóãëà ïðè âåðøèíå A. Âåëè÷èíó âíåøíåãî ýëëèï-
òè÷åñêîãî óãëà ïðè âåðøèíå A îáîçíà÷èì òåì æå ñèìâîëîì A (ñì. ï. 5.4.1
èç [1]). Òîãäà A+ Ā = iπ. Ïî ôîðìóëàì (5.4), (5.5) èç [1], ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ óãëîâ ïîëîæèòåëüíûå è cosh Ā = − coshA, íàéäåì
çíà÷åíèÿ ΘA, ΘB, ΘC ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ óãëîâ
ïðè âåðøèíàõ A, B, C ñîîòâåòñòâåííî:

ΘA =
cos b̃

ρ cos c̃
ρ − cos ā

ρ

sin b̃
ρ sin c̃

ρ

, ΘB =
cos b̃

ρ − cos ā
ρ cos c̃

ρ

sin ā
ρ sin c̃

ρ

,

ΘC =
cos c̃

ρ − cos ā
ρ cos b̃

ρ

sin ā
ρ sin b̃

ρ

. (2)

Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì â êíèãå [1] îáîçíà÷åíèÿì â òðåõðåáåðíèêå ABC
òèïà eee(I) ñèìâîëîì ā îáîçíà÷àåì äëèíó ðåáðà, ïðîòèâîëåæàùåãî âíóò-
ðåííåìó ýëëèïòè÷åñêîìó ïñåâäîóãëó ïðè âåðøèíå A, à ñèìâîëîì b̃ (c̃) �
äëèíó ðåáðà, ïðîòèâîëåæàùåãî âíóòðåííåìó ýëëèïòè÷åñêîìó óãëó ïðè
âåðøèíå B (C).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó x = ln
(

coshx+
√

cosh2 x− 1
)
, ìåðû A, B, C

ýëëèïòè÷åñêèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ òðåõðåáåðíèêà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

Q = ln
(

ΘQ +
√

Θ2
Q − 1

)
, Q = A,B,C, (3)

ãäå âåëè÷èíû ΘA, ΘB, ΘC îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (2).

Ïðèìåíÿÿ ê òðåõðåáåðíèêó ABC ôîðìóëó (1), íàõîäèì

S = ρ2(Ā+B+C − iπ) = ρ2(iπ−A+B+C − iπ) = ρ2(B+C −A). (4)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4) âûðàæåíèÿ âåëè÷èí A, B, C èç (2), (3), ïîëó÷àåì
ôîðìóëó ïëîùàäè òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(I):

S = ρ2

[
ln

(
cos b̃

ρ − cos ā
ρ cos c̃

ρ +

√(
cos b̃

ρ − cos ā−c̃
ρ

)(
cos b̃

ρ − cos ā+c̃
ρ

) )
+

+ ln

(
cos c̃

ρ − cos ā
ρ cos b̃

ρ +

√(
cos c̃

ρ − cos ā−b̃
ρ

)(
cos c̃

ρ − cos ā+b̃
ρ

) )
−

− ln

(
sin2 ā

ρ

(
cos b̃

ρ cos c̃
ρ − cos ā

ρ +

√(
cos ā

ρ − cos b̃−c̃
ρ

)(
cos ā

ρ − cos b̃+c̃
ρ

) ))]
.
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Ïóñòü p � ïîëóïåðèìåòð òðåõðåáåðíèêà ABC: 2p = ā + b̃ + c̃. Ïî
òåîðåìå 5.4.5 èç [1] â òðåõðåáåðíèêå òèïà eee(I) äëèíà ðåáðà, ïðîòèâî-
ëåæàùåãî ýëëèïòè÷åñêîìó ïñåâäîóãëó, áîëüøå ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ
ðåáåð: ā > b̃ + c̃, à ïî òåîðåìå 5.4.7 èç [1] p < πρ. Ïðåîáðàçóÿ ñ ó÷åòîì
äàííûõ íåðàâåíñòâ ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïëî-
ùàäè, çàïèøåì àíàëîã ôîðìóëû Ãåðîíà äëÿ òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(I)
ïëîñêîñòè Ĥ:

S = ρ2 ln

(
cos b̃

ρ − cos ā
ρ cos c̃

ρ + Ψ
)(

cos c̃
ρ − cos ā

ρ cos b̃
ρ + Ψ

)
sin2 ā

ρ

(
cos b̃

ρ cos c̃
ρ − cos ā

ρ + Ψ
) ,

ãäå âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà Ψ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Ψ = 2
√

sin p
ρ sin ā−p

ρ sin p−b̃
ρ sin p−c̃

ρ .

2. Â òðåõðåáåðíèêå ABC òèïà eee(III) ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ðåáðàìè ā,
b̄, c̄ âñå âíóòðåííèå óãëû ñ ìåðàìè Ā, B̄, C̄ � ýëëèïòè÷åñêèå ïñåâäîóã-
ëû (ñì. ï. 5.4.1 èç [1]). Ìåðû ñîîòâåòñòâåííî A, B, C ñìåæíûõ ñ íèìè
ýëëèïòè÷åñêèõ óãëîâ � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (1), íàõîäèì

S = ρ2 (2iπ − A−B − C). (5)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ïëîùàäè òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(III) �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ ìíèìîé ÷àñòüþ 2πρ2. Ýòî îáúÿñíèìî òåì, ÷òî òðåõ-
ðåáåðíèê òèïà eee(III) ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ âñþ èäåàëüíóþ îáëàñòü
ïëîñêîñòè Ĥ.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (3), (5) è (5.34) èç [1], ïîëó÷àåì

S

ρ2
= 2iπ − ln

cos b̄
ρ cos c̄

ρ − cos ā
ρ +

√(
cos ā

ρ − cos b̄−c̄
ρ

)(
cos ā

ρ − cos b̄+c̄
ρ

)
sin b̄

ρ sin c̄
ρ

−

− ln

cos ā
ρ cos c̄

ρ − cos b̄
ρ +

√(
cos b̄

ρ − cos ā−c̄
ρ

)(
cos b̄

ρ − cos ā+c̄
ρ

)
sin ā

ρ sin c̄
ρ

−

− ln

cos ā
ρ cos b̄

ρ − cos c̄
ρ +

√(
cos c̄

ρ − cos ā−b̄
ρ

)(
cos c̄

ρ − cos ā+b̄
ρ

)
sin ā

ρ sin b̄
ρ

. (6)
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Ïóñòü p � ïîëóïåðèìåòð òðåõðåáåðíèêà ABC. Òîãäà p < 3πρ/2, à ïî
òåîðåìå 5.4.8 èç [1] p > πρ. Ïî òåîðåìå 5.4.6 èç [1] â òðåõðåáåðíèêå òèïà
eee(III) ñóììà äëèí ëþáûõ äâóõ ðåáåð áîëüøå äëèíû òðåòüåãî ðåáðà.
Ñëåäîâàòåëüíî, p− ā > 0, p− b̄ > 0, p− c̄ > 0. Äîïóñòèì, ÷òî p− ā ≥ πρ.
Òîãäà b̄+ c̄ ≥ 2πρ+ ā. Äëèíà ðåáðà òðåõðåáåðíèêà ìåíüøå äëèíû ñîäåð-
æàùåé åãî ýëëèïòè÷åñêîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, b̄ < πρ è c̄ < πρ. Ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå äîêàçûâàåò, ÷òî p − ā < πρ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî p− b̄ < πρ è p− c̄ < πρ. Âñëåäñòâèå äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ
sin p

ρ < 0, sin p−ā
ρ > 0, sin p−b̄

ρ > 0, sin p−c̄
ρ > 0. Ïðåîáðàçóÿ ñ ó÷åòîì ïîëó-

÷åííûõ îöåíîê ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (6), íàõîäèì àíàëîã
ôîðìóëû Ãåðîíà äëÿ òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(III) ïëîñêîñòè Ĥ:

S = ρ2

[
2iπ − ln

ΨaΨbΨc

sin2 ā
ρ sin2 b̄

ρ sin2 c̄
ρ

]
,

ãäå

Ψa = cos b̄
ρ cos c̄

ρ − cos ā
ρ + Ψ, Ψb = cos ā

ρ cos c̄
ρ − cos b̄

ρ + Ψ,

Ψc = cos ā
ρ cos b̄

ρ − cos c̄
ρ + Ψ, Ψ = 2

√
− sin p

ρ sin p−ā
ρ sin p−b̄

ρ sin p−c̄
ρ .
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ÓÄÊ 514.133

Ë.Í. Ðîìàêèíà, Â.Î. ×óðèëîâà

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÐÈÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ N-ÐÅÁÅÐÍÈÊÈ
ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ĥ

Ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíàìè ðåáåð âïèñàííîãî â îðèöèêë
òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(I) ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû è åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îðèöèêëè÷åñêîãî
n-ðåáåðíèêà.

Âñå òðåõðåáåðíèêè ïëîñêîñòè Ĥ îòíîñÿòñÿ ê äåñÿòè èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G òèïàì. Òðåõðåáåðíèê òèïà eee(I) ñîäåðæèò òðè
ýëëèïòè÷åñêèõ ðåáðà, äâà ýëëèïòè÷åñêèõ óãëà è îäèí ýëëèïòè÷åñêèé
ïñåâäîóãîë [1]. Ðåáðî, ïðîòèâîëåæàùåå ýëëèïòè÷åñêîìó óãëó òðåõðåáåð-
íèêà òèïà eee(I), íàçîâåì îñíîâàíèåì, à äâà äðóãèõ ðåáðà � áîêîâûìè
ðåáðàìè äàííîãî òðåõðåáåðíèêà. Äîêàçàíî, ÷òî äëèíà îñíîâàíèÿ òðåõ-
ðåáåðíèêà òèïà eee(I) áîëüøå ñóììû äëèí åãî áîêîâûõ ðåáåð [1, òåîðå-
ìà 5.4.5].

Öèêëîì ïëîñêîñòè Ĥ íàçûâàåì òðàåêòîðèþ òî÷êè â íåêîòîðîì äâè-
æåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû G äàííîé ïëîñêîñòè [2]. Ê öèêëàì ïëîñ-
êîñòè Ĥ îòíîñÿòñÿ åå ñîáñòâåííûå îâàëüíûå ëèíèè ÷åòûðåõ òèïîâ: îðè-
öèêëû, ãèïåðöèêëû, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû. Òðàåê-
òîðèåé òî÷êè ïðè ñäâèãå âäîëü ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ îðè-
öèêë, îâàëüíàÿ ëèíèÿ, èìåþùàÿ ÷åòûðå ñîâïàâøèå îáùèå òî÷êè è ÷åòû-
ðå ñîâïàâøèå îáùèå êàñàòåëüíûå ñ àáñîëþòíîé îâàëüíîé ëèíèåé γ ïëîñ-
êîñòè Ĥ. Îáùóþ òî÷êó (êàñàòåëüíóþ) îðèöèêëà è àáñîëþòà íàçûâàåì
öåíòðîì (áàçîé) äàííîãî îðèöèêëà.

Òðåõðåáåðíèê ïëîñêîñòè Ĥ íàçîâåì îðèöèêëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâó-
åò îïèñàííûé îêîëî íåãî îðèöèêë, è âñå ðåáðà äàííîãî òðåõðåáåðíèêà
ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè õîðäàìè ýòîãî îðèöèêëà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.21 èç [2] ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð õîðäû îðè-
öèêëà ñîäåðæèò öåíòð ýòîãî îðèöèêëà. Ïîýòîìó äëÿ îðèöèêëè÷åñêîãî
òðåõðåáåðíèêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïèñàííûé îêîëî íåãî îðèöèêë,
è öåíòð îïèñàííîãî îðèöèêëà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñåðåäèííûõ ïåðïåí-
äèêóëÿðîâ ê ðåáðàì äàííîãî òðåõðåáåðíèêà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó äëèíàìè ðåáåð îðè-
öèêëè÷åñêîãî òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(I) ïëîñêîñòè Ĥ.

Òåîðåìà 1. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ äëèíà ā îñíîâàíèÿ
è äëèíû b̃, c̃ áîêîâûõ ðåáåð îðèöèêëè÷åñêîãî òðåõðåáåðíèêà òèïà eee(I)
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ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

sin
ā

2ρ
= sin

b̃

2ρ
+ sin

c̃

2ρ
. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Ĥ òðåõðåáåðíèê ABC òè-
ïà eee(I) âïèñàí â îðèöèêë ω, ïðè÷åì åãî îñíîâàíèå BC è áîêîâûå ðåá-
ðà AB, AC ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè õîðäàìè äàííîãî îðèöèêëà (ðèñ. 1, à).

A1




k
B

C





F

k

а                                                           б

A
A1

B1
B2

B3

B5
B4

Ðèñ. 1. Îðèöèêëè÷åñêèé òðåõðåáåðíèê ABC òèïà eee(I) ïëîñêîñòè Ĥ,
âïèñàííûé â îðèöèêë ω ñ öåíòðîì A1 è áàçîé k (à).

Îðèöèêëè÷åñêèé 5-ðåáåðíèê F (á )

Âûáåðåì êàíîíè÷åñêèé ðåïåð R = {A1, A2, A3, E} âòîðîãî òèïà [1,
ï. 4.1.2] ïëîñêîñòè Ĥ òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà A1 ñîâïàëà ñ öåíòðîì
îðèöèêëà ω, âåðøèíà A2 ëåæàëà íà ïðÿìîé AA1, à åäèíè÷íàÿ òî÷êà E
ïðèíàäëåæàëà ïðÿìîé BA1. Ðåïåð R äàííûìè òðåáîâàíèÿìè îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî. Âåðøèíû òðåõðåáåðíèêà â R ìîæíî çàäàòü êîîðäèíàòàìè:
A (−a : 1 : 0), B (1 − a : 1 : 1), C

(
1− ac2 : c2 : c

)
, ãäå a ∈ R+, c ∈ R, à

îðèöèêë ω � óðàâíåíèåì

ax2
1 + x1x2 − x2

3 = 0. (2)

Ïî óñëîâèþ âåðøèíà A òðåõðåáåðíèêà ABC ïðîòèâîëåæèò îñíîâà-
íèþ, ïîýòîìó ïðÿìàÿ A1A ðàçäåëÿåò ñ áàçîé k îðèöèêëà ω (ñì. [2]) ïðÿ-
ìûå A1B è A1C: ((A1A)k(A1B)(A1C)) < 0. Çàïèñûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî
â êîîðäèíàòàõ ïðÿìûõ A1A (0 : 0 : 1), k (0 : 1 : 0), A1B (0 : 1 : −1),
A1C (0 : 1 : −c), ïîëó÷èì

c < 0. (3)

Ïîëÿðà pA (1 : −a : 0) òî÷êè A îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ AB (1 : a : −1) â òî÷êå AB (a : 1 : 2a), à ïðÿìóþ AC (c : ac :
−1) � â òî÷êå AC (a : 1 : 2ac). Òî÷êà AB (AC) óäàëåíà îò òî÷êè A íà
ïðÿìîé AB (AC) íà ðàññòîÿíèå πρ/2. Îáùàÿ òî÷êà B0 (C0) ïðÿìîé AB
(AC) è áàçû k îðèöèêëà ω èìååò â R êîîðäèíàòû B0 (1 : 0 : 1) (C0 (1 :
0 : c)). Ïîñêîëüêó ðåáðî AB (AC) � âíóòðåííÿÿ õîðäà îðèöèêëà ω, à
òî÷êà B0 (C0) êàê òî÷êà áàçû ëåæèò âî âíåøíåé îòíîñèòåëüíî ω îáëàñòè,
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òî ðåáðî AB (AC) ÿâëÿåòñÿ êîðîòêèì [1, ïï. 4.2.2, 4.4.1] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åìó íå ïðèíàäëåæèò òî÷êà AB (AC), ò. å. òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(ABB0AB) =
2a− 1

2a
> 0,

(
(ACC0AC) =

2ac2 − 1

2ac2
> 0

)
. (4)

Ïðè óñëîâèè (4), õàðàêòåðèçóþùåì êîðîòêèé îòðåçîê AB (AC), ïî

ïåðâîé ôîðìóëå (4.32) èç [1] íàõîäèì âûðàæåíèå äëèíû c̃
(
b̃
)
ðåáðà AB

(AC):

cos
c̃

ρ
=

2a− 1

2a
,

(
cos

b̃

ρ
=

2ac2 − 1

2ac2

)
. (5)

Ïðÿìàÿ BC (c : 1+ac : −1−c) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ k â òî÷êå N (1+c :
0 : c), à ïîëÿðó pB (1 : 1 − a : −2) òî÷êè B îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà � â
òî÷êå T (1+a−c+3ac : 1−c : 1−c+2ac). Ðåáðî BC ÿâëÿåòñÿ êîðîòêèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñîäåðæèò òî÷êó T , ò. å. òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(BCNT ) =
2ac2 − (c− 1)2

2ac2
> 0. (6)

Ïðè óñëîâèè (6) äëÿ êîðîòêîãî îòðåçêà BC ïî ïåðâîé ôîðìóëå (4.32)
èç [1] ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëèíû ā îñíîâàíèÿ BC äàííîãî òðåõðåáåð-
íèêà:

cos
ā

ρ
=

2ac2 − (c− 1)2

2ac2
. (7)

Èñêëþ÷àÿ èç âûðàæåíèé (5), (7) ïðè óñëîâèè (3) ïàðàìåòðû a è c,
ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âûïóêëûé âïèñàííûé â îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ n-ðåáåðíèê, âñå ðåáðà

êîòîðîãî ýëëèïòè÷åñêèå è ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè õîðäàìè îïèñàííîãî
îðèöèêëà, íàçîâåì ýëëèïòè÷åñêèì îðèöèêëè÷åñêèì. Íà ðèñ. 1, á èçîá-
ðàæåí ýëëèïè÷åñêèé îðèöèêëè÷åñêèé 5-ðåáåðíèê F , âïèñàííûé â îðè-
öèêë ω ïëîñêîñòè Ĥ.

Îäíî ðåáðî ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà ïðèëåæèò
ê äâóì åãî âíóòðåííèì ýëëèïòè÷åñêèì óãëàì. Íàçîâåì ýòî ðåáðî îñíî-
âàíèåì n-ðåáåðíèêà. Âíóòðåííèå óãëû ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêî-
ãî n-ðåáåðíèêà, íå ïðèëåæàùèå ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè
ïñåâäîóãëàìè.

Ïóñòü â ýëëèïòè÷åñêîì îðèöèêëè÷åñêîì n-ðåáåðíèêå F = B1 . . . Bn

ïëîñêîñòè Ĥ B1 � âåðøèíà îñíîâàíèÿ. ÑîåäèíèìB1 ñ îñòàëüíûìè âåðøè-
íàìè n-ðåáåðíèêà F . Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî òåîðåìó 1 ê òðåõðåáåð-
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íèêàì B1B2B3, . . . , B1Bn−1Bn òèïà eee(I), äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
ýëëèïòè÷åñêîãî îðèöèêëè÷åñêîãî n-ðåáåðíèêà.

Òåîðåìà 2. Â ýëëèïòè÷åñêîì îðèöèêëè÷åñêîì n-ðåáåðíèêå ïëîñêî-
ñòè Ĥ äëèíà a îñíîâàíèÿ è äëèíû b1, b2, . . . , bn−1 îñòàëüíûõ ðåáåð
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

sin
a

2ρ
=

n−1∑
i=1

sin
bi
2ρ
.
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N-ÊÐÀÒÍÀß ÏÎËÍÎÒÀ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÏÓ×ÊÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
N-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê L(λ),

`(y, λ) :=
∑
j+s≤n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, (1)

∑
j+s≤κi0

αijsλ
sy(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

∑
j+s≤κi0

αijsλ
sy(j)(0) +

∑
j+s≤κi1

βijsλ
sy(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi0,κi1 ∈ {0} ∪ N, 0 ≤ l ≤ n− 1.

Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, èçâåñòíûå îïðåäå-
ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé èëè, êðàòêî, êîðíåâûõ
ôóíêöèé (ê.ô.), n-êðàòíîé ïîëíîòû ê.ô. èç [1, 2].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî n-êðàòíàÿ ïîëíîòà ê.ô. ýòîãî ïó÷êà â L2[0, 1].
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Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [3], â êîòîðîé
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé ïîëíîòå ê.ô. ïó÷êà L(λ), ïî-
ðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (ä.â.) ñî ñïåöèàëüíîé ãëàâ-
íîé ÷àñòüþ

`(y, λ) := y(n) + λny + {âîçìóùåíèå}

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà
â [4] â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ä.â. è â [5] â ñëó÷àå ñóì-
ìèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷àñòè ä.â. áûë
ðàññìîòðåí â [6, 7]. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá n- è m-êðàòíîé
ïîëíîòå ê.ô. ïó÷êà L(λ), ä.â. êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû,
à êðàåâûå óñëîâèÿ � ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåäåíî â [8].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ωα = rα exp iψα, α = 1, n, õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ

∑
j+s=n pjsω

j = 0 ä.â. (1) ïðîñòûå, îòëè÷íû îò íóëÿ è
ëåæàò íà η ëó÷àõ (1 ≤ η ≤ n), èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïðè
ν0 = l, νη = n

0 ≤ ψν0+1 = · · · = ψν1 < · · · < ψνη−1+1 = · · · = ψνη < 2π. (4)

Äëÿ ïó÷êà (1�3) ñ óñëîâèåì (4) íå âûïîëíÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îñ-
íîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ [8], à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ d, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî, íå ñîäåðæàùàÿ ω-êîðíåé è äåëÿùàÿ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, âíóòðè êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëî ýòèõ
êîðíåé íå ìåíüøå n − l, à òàêæå, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëó-
ðàñïàäàþùèìèñÿ.

Ïóñòü α ∈ [0, 2π) åñòü ëþáîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ïåðå-
ñòàíîâêà σ(= σ(α)) = {σ1, σ2, . . . , σn} ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} è ÷èñëî
h(= h(α)) ∈ {0, 1, . . . , n} òàêèå, ÷òî

<(eiαωσ1) < · · · < <(eiαωσh) < 0 < <(eiαωσh+1
) < · · · < <(eiαωσn).

Ìíîæåñòâî òàêèõ α îáîçíà÷èì ÷åðåç S (ýòî âñå ÷èñëà èç [0, 2π) çà èñêëþ-
÷åíèåì ðåøåíèé óðàâíåíèé <(eiαωi) = <(eiαωj), i 6= j è <(eiαωj) = 0,
j = 1, n). Òàêèõ òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî è ìåæäó íèìè ïåðåñòàíîâîê σ è
÷èñëî h íå ìåíÿþòñÿ.

Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ (3) óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè s0 =
= l, sr+1 = n ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

χs0+1 = · · · = χs1 < χs1+1 = · · · = χs2 < · · · < χsr+1 = · · · = χsr+1
,

ãäå îáîçíà÷åíî χi = κi1 − κi0, i = 1, n.
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Äëÿ α ∈ S ïóñòü γ(= γ(α)), δ(= δ(α)) åñòü òàêèå èíäåêñû, ÷òî

sγ + 1 ≤ h+ 1 ≤ sγ+1, sδ + 1 ≤ n− h+ 1 ≤ sδ+1.

Ñ÷èòàåì, ÷òî γ = 0, δ = r + 1 ïðè h = 0 è γ = r + 1, δ = 0 ïðè h = n.
Îáîçíà÷èì [s]+ = max{s, 0} è ïîëîæèì äëÿ òîãî æå α, j = 1, n è

i = 1, n èëè i = l + 1, n

aij =
∑

ν+s=κi0

αiνsω
ν
σj
, bij =

∑
ν+s=κi1

βiνsω
ν
σj

; κi = min{κi0,κi1};

a1 = det(aij)
j=1,l

i=1,l
, a2 = det(aij)

j=n−l+1,n

i=1,l
,

b1 = det(aij)
j=l+1,n

i=l+1,l
, b2 = det(aij)

j=1,n−l
i=l+1,l

,

A =

∣∣∣∣∣∣ (aij)
j=1,h

i=1,sγ
(0)j=h+1,n

i=1,sγ

(aij)
j=1,h

i=sγ+1,n
(bij)

j=h+1,n

i=sγ+1,n

∣∣∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣∣ (0)j=1,h

i=1,sδ
(aij)

j=h+1,n

i=1,sδ

(bij)
j=1,h

i=sδ+1,n
(aij)

j=h+1,n

i=sδ+1,n

∣∣∣∣∣ .
Ââåäåì äëÿ òîãî æå α óñëîâèå:

a) a1 6= 0, b1 6= 0 ïðè h < l; b) A 6= 0 ïðè h ≥ l;
c) a2 6= 0, b2 6= 0 ïðè h > n− l; d) B 6= 0 ïðè h ≤ n− l. (4)

Â ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n− 1 îáîçíà÷èì

cij(λ) =
∑

β+s≤κi0

λs+βαiβsω
β
j , i = 1, l, j = 1, n,

è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó

n∑
j=1

cij(λ)dj = 0, i = 1, l, (5)

îòíñèòåëüíî âåêòîðà (d1, . . . , dn)
T .

Ïóñòü (ds1(λ), ds2(λ), . . . , dsn(λ))T , s = 1, n− l, � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû (5). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì dsj(λ) ìíîãî÷ëå-
íàìè ïî λ.

Ñîñòàâèì ìàòðèöû

Dj(λ) =

 d1,νj−1+1(λ) . . . d1,νj(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−l,νj−1+1(λ) . . . dn−l,νj(λ)

 , j = 1, η.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ëèáî l = 0, ëèáî 1 ≤ l ≤ n − 1 è rankDj =
= νj − νj−1, j = 1, η. Åñëè äëÿ ïó÷êà L(λ) âèäà (1�3) ïðè íåêîòî-
ðîì α ∈ S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî ñèñòåìà ê.ô. ýòîãî ïó÷êà
n-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðå-
âûøàþùèì ÷èñëà

∑n
i=1[n − 1 − κi]+ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî max{κi0,κi1} ≥ n õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i = 1, n, è ñ íóëåâûì
äåôåêòîì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-
01-00238).
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ÓÄÊ 517.51

Ñ.Ï. Ñèäîðîâ

ÎÖÅÍÊÀ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÔÎÐÌÎÑÎÕÐÀÍßÞÙÈÕ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðîâ {Kn}n≥1 ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó â ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé áûëè íàéäåíû Ï.Ï. Êîðîâêèíûì [1, 2]. Êîëè÷åñòâåí-
íûå ðåçóëüòàòû îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè Knf ê f áûëè ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [3]. Ðàçâèâàÿ èäåè è ðåçóëüòàòû ðàáîò [4�6], â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïåðàòîðîâ.
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Ïóñòü X åñòü êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî R, RX åñòü ïðîñòðàíñòâî
âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X. Ïóñòü B åñòü
ïîäìíîæåñòâî RX , A åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî C(X), A ⊂ B. Ïóñòü L : B →
→ RX åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî L(A) ⊂ C(X).

Ïóñòü P = {f ∈ B : Lf > 0} åñòü êîíóñ â A. Ïóñòü U = span {ui}i∈I
åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) íàéäåòñÿ u ∈ U òàêàÿ, ÷òî Lu(t) = 1 äëÿ âñåõ t ∈ X;

2) ñóùåñòâóþò òàêèå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè {ai}i∈I , îïðåäå-
ëåííûå íà X, ÷òî äëÿ âñåõ t, x ∈ X áóäåò Lgx(t) ≥ cLhx(t), Lgx(x) = 0,
ãäå gx :=

∑
i∈I ai(x)ui, c åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò x è

t, è hx òàêîâà, ÷òî Lht(x) = (t− x)2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {Kn}n>1, Kn : A → B, åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó Kn(P ) ⊂ P
äëÿ âñåõ n > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ A è ëþáîãî n = 1, 2, . . . áóäåò

|(Lf − L(Knf))(x)| ≤
≤ |Lf(x)| · |(L(Knu)− Lu)(x)|+ |(L(Knu) + Lu)(x)| · ω(Lf, µn), (1)

ãäå ‖ ·‖ îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íîðìó â C(X), ω åñòü ìîäóëü íåïðåðûâ-
íîñòè è

µn =

(
1

c
sup
x∈X
|L(Kngx)(x)|

)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, t ∈ X è ïóñòü δ > 0. Åñëè |t − x| > δ,
òîãäà

|Lf(t)− Lf(x)| ≤ ω(Lf, |t− x|) = ω(Lf, |t− x|δ−1δ) ≤
≤ (1 + |t− x|δ−1)ω(Lf, δ) ≤ (1 + c−1Lgx(t)δ

−2)ω(Lf, δ). (2)

Íåðàâåíñòâî

|Lf(t)− Lf(x)| ≤ (1 + c−1Lgx(t)δ
−2)ω(Lf, δ) (3)

ñïðàâåäëèâî òàêæå è â ñëó÷àå |t− x| ≤ δ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè

±(f − uf(x)) + (u+ c−1gx)δ
−2)ω(Lf, δ)

ïðèíàäëåæàò P . Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû Kn(P ) ⊂ P äëÿ n > 1,
îáðàçû ýòèõ ôóíêöèé ïðè îòîáðàæåíèè Kn òàêæå ïðèíàäëåæàò P äëÿ
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âñåõ n > 1. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n ∈ N áóäåò

|L(Knf)(x)− L(Knu)(x)Lf(x)| ≤
≤ ω(Lf, δ)(L(Knu)(x) + c−1δ−2L(Kngx)(x)) ≤

≤ ω(Lf, δ)(L(Knu)(x) + µ2
nδ
−2). (4)

Åñëè µn > 0, òî ïîëîæèì δ = µn è ïîëó÷èì

|L(Knf)(x)− L(Knu)(x)Lf(x)| ≤ ω(Lf, µn)|(L(Knu) + Lu)(x)|, (5)

| − Lf(x) + L(Knu)(x)Lf(x)| ≤ |Lf(x)| · |(L(Knu)− Lu)(x)|. (6)

Òîãäà (1) ñëåäóåò èç (5) è (6). Åñëè µn = 0, òî

|(Lf − L(Knf))(x)| ≤ |Lf(x)| · |(L(Knu)− Lu)(x)|,

è íåðàâåíñòâî (1) òåì áîëåå âûïîëíåíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R ÿâëÿåòñÿ k-âûïóêëîé, k > 1, íà
[0, 1], åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ k + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê t0, . . . , tk
èç [0, 1], èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

[t0, . . . , tk]f > 0,

ãäå [t0, . . . , tk]f îçíà÷àåò ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f ïî
óçëàì 0 6 t0 < t1 < . . . < tk 6 1. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 0-âûïóêëîé, åñëè
f(t0) > 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t0 ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì Ck[0, 1], k > 0, ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷-
íûõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà [0, 1]. Îáîçíà÷èì ∆k êîíóñ âñåõ k-âûïóêëûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà X = [0, 1]. Îáîçíà÷èì ei(x) = xi, i = 1, 2, . . . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
âïåðâûå áûëî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [5].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Ln : Ck[0, 1]→ Ck[0, 1], n > 1, åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ òàêèõ, ÷òî Ln(∆

k) ⊂ ∆k. Òîãäà äëÿ
âñÿêîé f ∈ Ck(X) è äëÿ ëþáûõ x ∈ (0, 1), δn > 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

|Dkf(x)−DkLnf(x)| ≤ 1

k!
|Dkf(x)||Dkek(x)−DkLnek(x)|+

+

(
1

k!
DkLnek(x) + δ−2

n β2
n(x)

)
ω(Dkf, δn), (7)
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ãäå

β2
n(x) = DkLn

(
2

(k + 2)!
ek+2 −

2

(k + 1)!
xek+1 +

1

k!
x2ek

)
(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = Dk áóäåò îïåðàòîðîì äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ ïîðÿäêà k, ò.å. Dkf(x) = dkf(x)
dxk

, A = B = Ck[0, 1], U =
= span{ek, ek+1, ek+2}, P = ∆k. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïóñòü k, n ∈ N, n > k + 2, zj = j/n, j = 0, 1, . . . , n, è îïðåäåëèì

ëèíåéíûé îïåðàòîð Λk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] ïî øàãàì ñëåâà íàïðàâî
ñëåäóþùèì îáðàçîì [7]:

Λk,nf(x) =
k∑
l=0

Dlf(0)

l!
xl +

nxk+1

(k + 1)!

[
Dkf(z1)−Dkf(0)

]
, x ∈ [0, z1], (8)

Λk,nf(x) =
k∑
l=0

DlΛk,nf (zj)

l!
(x− zj)l +

n (x− zj)k+1

(k + 1)!

[
Dkf (zj+1)−Dkf (zj)

]
,

x ∈ (zj, zj+1], j = 1, . . . , n− 1. (9)

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Λk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] åñòü íåïðåðûâíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n + 1, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíè-
ÿìè (8�9). Òîãäà Λk,n(∆

k) ⊂ ∆k è äëÿ âñÿêîé f ∈ Ck(X) è äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Dkf(x)−Dk(Λk,nf)(x)| ≤ 1

2
ω(Dkf, n−1), (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Dk(Λk,nf) åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ íà [0,1] ñ òî÷êàìè ïåðåëîìà {(zj, Dkf(zj))}j=0,...,n, òî äëÿ âñÿêîé f ∈
∈ Ck[0, 1] òàêîé, ÷òî Dkf > 0, áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Dk(Λk,nf) >
> 0, ò. å. Λk,n(∆

k) ⊂ ∆k.
Îáîçíà÷èì ei(x) = xi, i = 0, 1, . . . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Λk,nep = ep

äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . , k + 1, è åñëè x ∈ [zj, zj+1) äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 j 6
6 n− 1, òî

(Dk(Λk,nek+2)−Dkek+2)(x) = (k + 2)! (zj+1 − x) (x− zj) /2.

65



Òåïåðü (10) åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 13-01-00238).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Korovkin P. P. Linear Operators and Approximation Theory. Delhi : Hind. Publ.
Comp., 1960. 222 p.

2. Êîðîâêèí Ï.Ï. Î ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1953. Ò. 90, � 5. Ñ. 961�964.

3. Shisha O., Mond B. The degree of convergence of linear positive operators // Proc.
Nat. Acad. Sci. U.S.A. 1968. Vol. 60. P. 1196�1200.

4. Gonska H.H. Quantitative Korovkin type theorems on simultaneous
approximation // Math. Z. 1984. Vol. 186. P. 419�433.

5. Knoo H.B., Pottinger P. Ein satz vom Korovkin-typ fur Ck raume // Math. Z.
1976. Vol. 148. P. 23�32.

6. Mu�noz-Delgado F. J., Ram�irez-Gonz�alez V., C�ardenas-Morales D. Qualitative
Korovkin-Type Results on Conservative Approximation // J. of Approx. Theory. 1998.
Vol. 94. P. 144�159.

7. Sidorov S. P. On the order of approximation by linear shape-preserving operators
of �nite rank // East J. on Approx. 2001. Vol. 7, � 1. P. 1�8.

ÓÄÊ 519.8

Ä.Ñ. Ñìèðíîâà

ÐÀÍÆÈÐÎÂÀÍÈÅ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ñ ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÌÈ ÊÐÈÒÅÐÈßÌÈ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïî
êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì â âèäå

G = 〈A, (qj)j∈J〉 , (1)

ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ, (qj)j∈J � êðèòåðèè
îöåíêè ýòèõ àëüòåðíàòèâ. Êà÷åñòâåííûé êðèòåðèé qj õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî øêàëîé äëÿ åãî èçìåðåíèÿ ñëóæèò íåêîòîðîå ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî (öåïü)

〈
Cj,≤j

〉
; ôîðìàëüíî qj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îòîáðàæåíèå qj : A → Cj. Êàæäîé àëüòåðíàòèâå a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ
âåêòîð q(a) = (qj(a))j∈J , íàçûâàåìûé âåêòîðíîé îöåíêîé àëüòåðíàòè-
âû a è ñîäåðæàùèé âñþ èíôîðìàöèþ îá ýòîé àëüòåðíàòèâå; ïðè ýòîì
â òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ çàìåíÿåòñÿ ñðàâíåíèåì
èõ âåêòîðíûõ îöåíîê.
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Èíîãäà íà îòîáðàæåíèå q : A→
∏
j∈J

Cj íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå:

(∀j ∈ J)qj(a1) = qj(a2)⇒ a1 = a2. (2)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2) ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü àëüòåðíàòèâó ñ åå âåê-
òîðíîé îöåíêîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçK êëàññ ìîäåëåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
âèäà (1) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (2).

Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû äëÿ çàäà÷ êëàññàK. Ïåðâàÿ ïðî-
áëåìà ñîñòîèò âî ââåäåíèè ïîíÿòèÿ îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû è èçó÷å-
íèè ñâîéñòâ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ àëüòåðíàòèâ. Âòîðàÿ ïðîáëåìà ýòî
ðàíæèðîâàíèå ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ îò íàèõóäøåé ê íàèëó÷øåé. Ïîä
ðàíæèðîâàíèåì îáúåêòîâ îáû÷íî ïîíèìàþò èõ ðàñïîëîæåíèå â öåïî÷êó
ïî âîçðàñòàíèþ èõ öåííîñòè, âàæíîñòè, ïðèãîäíîñòè è ò.ï. � îò ñàìî-
ãî ¾ïëîõîãî¿ ê ñàìîìó ¾õîðîøåìó¿. Ðàíæèðîâàíèå äîïóñêàåò íàëè÷èå
îäèíàêîâûõ ïî öåííîñòè îáúåêòîâ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðàÿ ïðîáëåìà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàíæèðîâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ìíîæåñòâå A
çàäàíî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè â ôîðìå ïðîèçâîëü-
íîãî ðåôëåêñèâíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðàí-
æèðîâàíèÿ, ñîãëàñîâàííûå ñ èìåþùèìñÿ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êàê îïðåäåëèòü ñîãëàñîâàííîñòü ðàíæèðîâàíèÿ ñ
êðèòåðèÿìè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî íà ìíîæåñòâå A ââåñòè îò-
íîøåíåè ïðåäïî÷òåíèÿ ρ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òå-
íèÿ 〈A, ρ〉 íåòðèâèàëüíà, òî åñòü ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïàðó ýëåìåíòîâ,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî a1 <

ρ a2.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàíæèðîâàíèåì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ñîãëà-
ñîâàííûì ñ ïðåäïî÷òåíèåì ρ, áóäåì íàçûâàòü èçîòîííîå îòîáðàæå-
íèå ϕ ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 â íåêîòîðóþ öåïü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë C = {1 < 2 < ... < p}, ò.å. îòîáðàæåíèå ϕ : A → C, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ:

a .ρ a′ ⇒ ϕ(a) ≤ ϕ(a′). (3)

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò èìïëèêàöèÿ

a ∼ρ a′ ⇒ ϕ(a) = ϕ(a′). (4)

Ðàíæèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü íåñêîëüêèõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàíæèðîâàíèå ϕ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè
ôóíêöèÿ ϕ îòëè÷íà îò êîíñòàíòû.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ðàíæèðîâàíèå ϕ íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè âû-
ïîëíåíà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ: a <ρ a′ ⇒ ϕ(a) < ϕ(a′).

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàíæèðîâàíèå ϕ íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûì, åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Çàìå÷àíèå 1.
1. Ñòðîãîå ðàíæèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.

2. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ðàíæèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ýëåìåíòà a, a′ ∈ A, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî a <ρ a′. Ïî îïðåäåëåíèþ (3) âûïîëíåíî ϕ(a) ≤ ϕ(a′). Â ñèëó
èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ, ϕ(a) = ϕ(a′) âëå÷åò a = a′, à ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò òîìó, ÷òî a <ρ a′. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(a) < ϕ(a′).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 íàçûâàåòñÿ àöèê-
ëè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n = 2, 3, ... è ëþáûõ a1, a2, ..., an ∈
∈ A âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

a1 .
ρ a2 .

ρ ... .ρ an .
ρ a1 ⇒ a1 = a2 = ... = an.

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå â ãðàôå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ öèê-
ëîâ äëèíû n ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 íàçûâàåòñÿ ñëà-
áî àöèêëè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n = 2, 3, ... è ëþáûõ
a1, a2, ..., an ∈ A âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

a1 .
ρ a2 .

ρ ... .ρ an .
ρ a1 ⇒ a1 ∼ a2 ∼ ... ∼ an.

Íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå òàêîé ñòðóê-
òóðû ïðåäïî÷òåíèÿ âñå öèêëû ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè áåçðàçëè÷èé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì äîëæíî áûòü îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ
òîãî ÷òîáû îíî äîïóñêàëî ñîáñòâåííîå, ñòðîãîå èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ðàíæèðîâàíèå. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 〈A, ρ〉 íåòðèâèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé,
çàäàííàÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A.

1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 äîïóñêàëà ñîá-
ñòâåííîå ðàíæèðîâàíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà íå ñâî-
äèëàñü ê åäèíñòâåííîìó öèêëó.

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 äîïóñêàëà ñòðî-
ãîå ðàíæèðîâàíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ñëàáî
àöèêëè÷íîé.
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3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉 äîïóñêàëà âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ðàíæèðîâàíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà
áûëà àöèêëè÷íîé.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü 〈A, ρ〉 � àöèêëè÷íàÿ

ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé. Îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè ζρ ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ïîðÿäêà, êîòîðîå ñîäåðæèò îòíîøåíèå ρ. Ïî òåîðåìå Øïèëüðàéíà
âñÿêèé ïîðÿäîê ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî. Ïóñòü δ � ýòî ëèíåé-
íîå ïðîäîëæåíèå ïîðÿäêà ζρ, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå
ρ ⊆ δ, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A, âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ
a ≤ρ a′ ⇒ a ≤δ a′. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî èçîìîðôíî öåïè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ρ〉 â öåïü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1 < ... < p}, ãäå p = |A|. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
èìïëèêàöèÿ

a ≤ρ a′ ⇒ ϕ(a) ≤ ϕ(a′),

ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕ óñòàíàâëèâàåò ðàíæèðîâàíèå ñòðóêòóðû
ïðåäïî÷òåíèé 〈A, ρ〉. À òàê êàê îòîáðàæåíèå ϕ èíúåêòèâíî, òî ïîëó÷àåì
äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 〈A, ρ〉 � ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé, ôóíêöèÿ ϕ
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ðàíæèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì öèêë

a1 .
ρ a2 .

ρ ... .ρ an .
ρ a1.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ (3) ïîëó÷àåì

ϕ(a1) ≤ ϕ(a2) ≤ ... ≤ ϕ(an) ≤ ϕ(a1),

îòñþäà ïîëó÷àåì

ϕ(a1) = ϕ(a2) = ... = ϕ(an) = ϕ(a1),

à òàê êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ ϕ èíúåêòèâíà, òî a1 = a2 = ... = an, òî
åñòü ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òèíèé 〈A, ρ〉 ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íîé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.54

Â. Ã. Òèìîôååâ, Å.Â. Ðàçóìîâñêàÿ

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÊÎÍÔÎÐÌÍÎÃÎ ÑÊËÅÈÂÀÍÈß

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E = {z : |z| < 1} � åäèíè÷íûé êðóã è E∗ = {z :
|z| > 1} � âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Äëÿ çàäàííîé çàìêíóòîé êðè-
âîé γ ÷åðåç f : E → D îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå E íà îãðàíè÷åííóþ
îáëàñòü D ñ ãðàíèöåé γ, à ÷åðåç F : E∗ → D îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå E∗

íà äîïîëíåíèå îáëàñòè D, èìåþùåå òó æå ãðàíèöó γ. Òîãäà êîìïîçèöèÿ
F−1 ◦ f îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, êîòîðûé íà-
çûâàþò êîíôîðìíûì ñêëåèâàíèåì. Âïåðâûå çàäà÷à êîíôîðìíîãî ñêëå-
èâàíèÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì [1], áûëè
ïîëó÷åíû è äðóãèå òåîðåìû ñêëåèâàíèÿ [2, 3], ñûãðàâøèå âàæíóþ ðîëü
â òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòà ñ öåíòðîì â íóëå è ñòîðîíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìåæäó òî÷êàìè z0 è w0 åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è
êâàäðàòà ñ öåíòðîì â íóëå è ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè âåùåñòâåííîé
è ìíèìîé îñÿì, èìååòñÿ ñëåäóþùåå ãîìåîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå:

w0 = w(z0) = 1.5
√

2i
2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)

√
π

2Γ(1.25)

∫ ϕ0

0

(cos 2ϕ)
3
2dϕ−

−i
√

2

2

2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)
√
π

2Γ(1.25)

√
cos 2ϕ0 sin 2ϕ0+

+2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1),

ãäå 2F1(a; b; c; d) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, Γ(ρ) � ãàììà-
ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîëèñòíîå êîíôîðìíîå ñêëåèâàíèå äëÿ
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äàííûì êâàäðàòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå γ êâàäðàò ñ öåíòðîì â
z = 0 è ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó Êðèñòîôôåëÿ�Øâàðöà [4], íàéäåì g � îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè
åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíóòðåííîñòü êâàäðàòà, îïðåäåëèâ ïîñòîÿííûå â
èíòåãðàëå èç óñëîâèé íîðìèðîâêè g(0) = 0, g′(0) = 1. Ïîëó÷èì îòîáðà-
æåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

g(z) =

∫ z

0

dz√
z4 + 1

.
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Ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 4Γ2(1.25)√
π

. Òåïåðü ïîëó÷èì F � îòîáðàæåíèå
âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíåøíîñòü êâàäðàòà, òàê æå íîðìèðóÿ
F (0) = 0, F ′(0) = 1 :

F (z) =

∫ z

0

√
z4 + 1dz.

Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â êâàäðàò òðå-
áóåìîé îðèåíòàöèè ñî ñòîðîíîé 22F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)

√
π.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

h(z) =
2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)

√
π

2Γ(1.25)
z

è îáðàçóåì f(z) = h(g(z)). Ïîëó÷èì òðåáóåìîå êîíôîðìíîå ñêëåèâàíèå
F−1 ◦ f , êîòîðîå ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíûì, ïðè÷åì òî÷êå z0 =
= |z0|eiϕ0 åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ òî÷êà êâàä-
ðàòà γ :

w0 = w(z0) = 1.5
√

2i
2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)

√
π

2Γ(1.25)

∫ ϕ0

0

(cos 2ϕ)
3
2dϕ−

−i
√

2

2

2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1)
√
π

2Γ(1.25)

√
cos 2ϕ0 sin 2ϕ0+

+2F1(−0.5; 0.25; 1.25;−1).
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ÓÄÊ 517.927

À.Þ. Òðûíèí

Î ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ
ÓÇËÎÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ q ∈ Lp[0, π]

Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòè èçó-
÷åíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ìîæíî íàéòè â èçâåñòíûõ
ìîíîãðàôèÿõ [1�3].

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëîâ Ãàòî äëÿ óçëîâûõ òî÷åê ðåãóëÿðíîé çàäà-
÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî
ðîäà.

Òåîðåìà 1 [4]. Ïóñòü q, w ∈ L[0, π], òîãäà äèôôåðåíöèàë Ãàòî
ôóíêöèîíàëà xk,n[q] (n ∈ N è 0 ≤ k ≤ n) ïðè ïðèðàùåíèè w óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Dxk,n[q, w] =
1[

ŷ′(xk,n, q, λn)
]2 ∫ π

0

w(τ)ŷ2(τ, q, λn)βk,n(τ) dτ, (1)

ãäå

βk,n(τ) =

{
1− αk,n, åñëè τ ∈ [0, xk,n],
−αk,n, åñëè τ ∈ (xk,n, π],

αk,n =

∫ xk,n

0

ŷ2(τ, q, λn) dτ.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíî êðàåâîå óñëîâèå ïðèíèìà-
åò âèä óñëîâèé Äèðèõëå: α = 2πl, èëè β = 2πl, l ∈ Z, ò.å. x0,n[q] ≡ 0,
èëè xn,n[q] ≡ π, ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöèàë Ãàòî äëÿ ëþáûõ
q, w ∈ L[0, π]

Dx0,n[q, w] = 0 èëè Dxn,n[q, w] = 0.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ â ðàáîòå [5] ïðåä-
ëîæåíî ðåøåíèå íåêîòîðîé îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïîç-
âîëÿþùåå îïðåäåëÿòü ïîòåíöèàë è êðàåâûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà ïî çíà÷åíèÿì äèôôåðåíöèàëîâ Ãàòî îäíîãî èç íóëåé
xk,n[q] ∈ (0, π) íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ŷ(x, q, λn[q]) ïðè ïðè-
ðàùåíèè w èç ìíîæåñòâà W. Â êà÷åñòâå W â [5] ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêèõ è îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ ïðåäëîæåííîé â [5] îáðàòíîé óçëîâîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.
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Ïóñòü q ∈ Lp[0, π] è λn = λn[q] � n-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Øòóð-
ìà�Ëèóâèëëÿ

ŷ′′ + [λ− q]ŷ = 0,

sinαŷ′(0) + cosαŷ(0) = 0, (2)

sin βŷ′(π) + cos βŷ(π) = 0,

ãäå α, β ∈ R, à ŷ(x, q, λn) ≡ ŷn(x) åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó îðòîíîðìè-
ðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ýòîé çàäà÷è ‖ŷ(·, q, λn)‖Lp[0,π] = 1. Èçìå-
íåíèå ïîòåíöèàëà q ∈ Lp[0, π] çàäà÷è (2) íà àääèòèâíóþ êîíñòàíòó q+C
ïðèâîäèò ê ñäâèãó ñïåêòðà Λ = {λn}∞n=1 íà òó æå êîíñòàíòó {λn+C}∞n=1.
Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè∫ π

0

q(x) dx = 0. (3)

Áóäåì íóìåðîâàòü íóëè ôóíêöèè ŷn òàêèì îáðàçîì 0 ≤ x0,n < x1,n <

< · · · < xn,n ≤ π. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå n ∈ N è 0 ≤ k ≤ n, k ∈ Z. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç xk,n[q] ôóíêöèîíàë, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ïîòåíöèàëó q
k + 1-é íóëü ñëåâà n-é ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ŷ(x, q, λn[q]). Äîãîâîðèìñÿ
îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Dφ[q, w] = lim
t→0

φ(q + tw)− φ(q)

t

äèôôåðåíöèàë Ãàòî ôóíêöèîíàëà φ : Lp[0, π]→ R ïðè ïðèðàùåíèè w ∈
∈ Lp[0, π].

×åðåç Wp
∞[0, π] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [0, π]

ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è èìåþùèõ âòîðóþ ïðîèçâîä-
íóþ, ñóììèðóåìóþ ñ p-é ñòåïåíüþ, íà [0, π].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, ŷn è ˆ̃ym, n,m ∈ N, � íåêîòîðûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äâóõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè
èç Lp[0, π], óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì íîðìèðîâêè (3), âèäà (2) è

ˆ̃y′′ + [λ̃− q̃]ˆ̃y = 0,

sin α̃ˆ̃y′(0) + cos α̃ˆ̃y(0) = 0, (4)

sin β̃ ˆ̃y′(π) + cos β̃ ˆ̃y(π) = 0

èìåþò îáùèé íóëü x∗, ò. å. íàéäóòñÿ òàêèå 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ m,
n,m ∈ N, ÷òî x∗ = xk,n = x̃l,m ∈ (0, π), è äèôôåðåíöèàëû Ãàòî ýòîãî
íóëÿ ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî ïðèðàùåíèÿ w ∈Wp

∞[0, π], ò. å.

Dxk,n[q, w] = Dx̃l,m[q̃, w] äëÿ ëþáîãî w ∈Wp
∞[0, π]. (5)
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Òîãäà q̃ = q ïî÷òè âñþäó íà [0, π], λn = λ̃m è α̃ = α, β̃ = β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ m,

n,m ∈ N, x∗ = xk,n = x̃l,m ∈ (0, π) îáùèé íóëü ðàññìàòðèâàåìûõ â
òåîðåìå (2) çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, òîãäà èç òåîðåìû (1) è (5) äëÿ
ëþáîãî w ∈Wp

∞[0, π] èìååì ðàâåíñòâî

0 = Dxk,n[q, w]−Dx̃l,m[q̃, w] =

=

∫ π

0

w(τ)

{
1[

ŷ′(x∗, q, λn)
]2 ŷ2(τ, q, λn)βk,n(τ)− (6)

− 1[
ˆ̃y′(x∗, q̃, λ̃m)

]2 ˆ̃y2(τ, q̃, λ̃m)β̃l,m(τ)

}
dτ.

Â ñèëó (1) ôóíêöèÿ

1[
ŷ′(x∗, q, λn)

]2 ŷ2(τ, q, λn)βk,n(τ)− 1[
ˆ̃y′(x∗, q̃, λ̃m)

]2 ˆ̃y2(τ, q̃, λ̃m)β̃l,m(τ)

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Wp
∞[0, π]. Âçÿâ â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèÿ îáîèõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ãàòî ôóíêöèþ

w(τ) =
1[

ŷ′(x∗, q, λn)
]2 ŷ2(τ, q, λn)βk,n(τ)− 1[

ˆ̃y′(x∗, q̃, λ̃m)
]2 ˆ̃y2(τ, q̃, λ̃m)β̃l,m(τ),

èç (6) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå∫ π

0

{
1[

ŷ′(x∗, q, λn)
]2 ŷ2(τ, q, λn)βk,n(τ)−

− 1[
ˆ̃y′(x∗, q̃, λ̃m)

]2 ˆ̃y2(τ, q̃, λ̃m)β̃l,m(τ)

}2

dτ = 0. (7)

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî â ñèëó òåîðå-
ìû 1 èìååì ïðåäñòàâëåíèå

ˆ̃y(τ, q̃, λ̃m)
ï.â.
=

{
C1ŷ(τ, q, λn), ïðè τ ∈ [0, x∗],
C2ŷ(τ, q, λn), ïðè τ ∈ (x∗, π],

Ci 6= 0, i = 1, 2. (8)

Ñîîòíîøåíèå Ci 6= 0, i = 1, 2, ñëåäóåò èç óñëîâèÿ x∗ = xk,n = x̃l,m ∈
∈ (0, π), è, çíà÷èò, βk,n(τ) 6= 0, β̃l,m(τ) 6= 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî ŷ è ˆ̃y åñòü
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è (2) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ λn, λ̃m è ïîòåíöèàëàõ q è q̃, ïîëó÷àåì

q(τ)− λn
ï.â.
=

ŷ′′(τ, q, λn)

ŷ(τ, q, λn)
ï.â.
=

ˆ̃y′′(τ, q̃, λ̃m)

ˆ̃y(τ, q̃, λ̃m)

ï.â.
= q̃(τ)− λ̃m. (9)
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî τ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â ïðåäåëàõ îò 0 äî π ñ
ó÷¼òîì íîðìèðîâêè (3), ïîëó÷èì λn = λ̃m.

Ñîîòíîøåíèÿ α̃ = α, β̃ = β òàêæå ñëåäóþò èç (2), (4) è (8).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C2

t [0, π] ìíîæåñòâî ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C1[0, π]
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà êàæäîì èç ñåãìåíòîâ [0, t)
è (t, π]. Â òî÷êå t ∈ [0, π] âòîðûå ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà C2

t [0, π] ìîãóò èìåòü ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (2) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ŷn è ˆ̃ym, n,m ∈
∈ N, äâóõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íåïðåðûâíûìè ïîòåíöèàëàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì íîðìèðîâêè (3), âèäà (2) è (4) èìåþò
îáùèé íóëü x∗, ò. å. íàéäóòñÿ òàêèå 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ m, n,m ∈
∈ N, ÷òî x∗ = xk,n = x̃l,m ∈ (0, π), è äèôôåðåíöèàëû Ãàòî ýòîãî íóëÿ
ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî ïðèðàùåíèÿ w ∈ C2

x∗[0, π], ò. å.

Dxk,n[q, w] = Dx̃l,m[q̃, w] äëÿ ëþáîãî w ∈ C2
x∗[0, π].

Òîãäà q̃ = q âñþäó íà [0, π], λn = λ̃m è α̃ = α, β̃ = β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü èñòèííîñòü òåîðåìû 3

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 äîîïðåäåëèì ïîòåíöèàëû q è q̃ â ñîîòíîøå-
íèè (9) ïî íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ

(ïðîåêò � 1.1436.2014Ê).
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ÓÄÊ 517.968

À.À. Õðîìîâ

Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÎÒ ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÀÁÅËß

Â [1] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê íåïðåðûâíîìó ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ïîñòðîåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íà áàçå ðàçðûâ-
íîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà.

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü òàêèå ïðè-
áëèæåíèÿ ê ïðîèçâîäíîé îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ è èñïîëüçóþùèé
äëÿ ýòîé öåëè îïåðàòîðû èç [2].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Àáåëÿ:

Au ≡
∫ x

0

(x− t)β−1

Ã(β)
u(t)dt = f(x), (1)

â êîòîðîì u(x) ∈ C1[0, 1], 0 < β < 1, f(x) çàäàíà ïðèáëèæåíèåì fδ(x) :
||fδ(x)− f(x)||L2

≤ δ.
Âîçüìåì îïåðàòîðû èç [2]:

DS(2)
α u =

{
α−2[−

∫ x+α

x u(t)dt+
∫ x+2α

x+α u(t)dt], x ∈ [0, 1/2],

α−2[−
∫ x−α
x−2α u(t)dt+

∫ x
x−α u(t)dt], x ∈ [1/2, 1],

(α ≤ 1/4)

è ïîñòðîèì ïî àíàëîãèè ñ [1] îïåðàòîðû R̃α = DS
(2)
α A−1, ãäå, êàê èçâåñò-

íî,

A−1f =
d

dx

∫ x

0

(x− t)−β

Ã(1− β)
f(t)dt.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðû R̃α ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè
ñ ÿäðàìè R̃α(x, t), èìåþùèìè âèä

R̃α(x, t) =

{
(α2Ã(1− β))−1R̃α2(x, t), x ∈ [0, 1/2],

(α2Ã(1− β))−1R̃α1(x, t), x ∈ [1/2, 1],
(2)

ãäå

R̃α2(x, t) =


(x− t)−β − 2(x+ α− t)−β + (x+ 2α− t)−β, 0 ≤ t < x,

(x+ 2α− t)−β − 2(x+ α− t)−β, x ≤ t < x+ α,

(x+ 2α− t)−β, x+ α ≤ t ≤ x+ 2α,

0, x+ 2α < t ≤ 1,
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R̃α1(x, t) =


(x− 2α− t)−β − 2(x− α− t)−β + (x− t)−β, 0 ≤ t < x− 2α,

(x− t)−β − 2(x− α− t)−β, x− 2α ≤ t < x− α,
(x− t)−β, x− α ≤ t ≤ x,

0, x < t ≤ 1

ïðè α ≤ 1/4.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðå-

ìû èç [1].
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû R̃αj, j = 1, 2, ïðè 0 < β < 1/2 ÿâëÿþò-

ñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè α îïåðàòîðàìè,
äåéñòâóþùèìè èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] â ïðîñòðàíñòâî C[1/2, 1] ïðè
j = 1 è â C[0, 1/2] ïðè j = 2. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà:

(1− 2β)−1/2(Ã(1− β))−1α−3/2−β ≤ ||R̃α||L2→L∞ ≤
≤ 2
√

2(1− 2β)−1/2(Ã(1− β))−1α−3/2−β. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 èìååì

||R̃α2||L2[0,1]→C[0,1/2] = max
0≤x≤1/2

(J(x))1/2,

ãäå J(x) = J1(x) + J2(x) + J3(x),

J1(x) =

∫ x

0

[(x− t)−β − 2(x+ α− t)−β + (x+ 2α− t)−β]2dt,

J2(x) =

∫ x

0

[(x+ 2α− t)−β − 2(x+ α− t)−β]2dt,

J3(x) =

∫ x+2α

x+α

(x+ 2α− t)−2βdt.

Ïðè ëþáîì x ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó:

J(x) ≥ J3(x) = (1− 2β)−1α1−2β.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñâåðõó ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè:

J1(x) = J11(x) + J12(x) + 2J13(x),

ãäå

J11 =

∫ x

0

[(x− t)−β − 2(x+ α− t)−β]2dt,
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J12 =

∫ x

0

(x+ 2α− t)−2βdt,

J13(x) =

∫ x

0

[(x− t)−β − 2(x+ α− t)−β](x+ 2α− t)−βdt,

è
J2(x) = J21(x) + 4J22(x)− 4J23(x),

ãäå

J21(x) =

∫ x+α

x

(x+ 2α− t)−2βdt,

J22(x) =

∫ x+α

x

(x+ α− t)−2βdt,

J23(x) =

∫ x+α

x

(x+ 2α− t)−β(x+ α− t)−βdt.

Îöåíèâàÿ ñâåðõó êàæäóþ èç ôóíêöèé Jij, i = 1, 2; j = 1, 2, 3, ïðèõî-
äèì ê îöåíêå:

J(x) ≤ 8(1− 2β)−1α1−2β.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó (3) äëÿ íîðìû ‖Rα2‖L2[0,1]→C[0,1/2] è àíàëî-
ãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì òî÷íî òàêóþ æå îöåíêó äëÿ íîðìû
||R̃α1||L2[0,1]→C[1/2,1], îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆̃(δ, R̃α, u) = sup{ ||R̃αfδ − u′||L∞[0,1]
: ||fδ − f ||L2

}.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñõîäèìîñòè ∆̃(α, R̃α, u) → 0 ïðè α → 0, δ → 0
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ α = α(δ), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèÿì:

α(δ)→ 0 è δ(α(δ))(−3/2−β) → 0 ïðè δ → 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 13-01-00238).
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Ã.Â. Õðîìîâà

Î ÐÅØÅÍÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÀÁÅËß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ:

Au ≡ π−
1
2

∫ x

0

(x− t)−
1
2u(t)dt = f(x), (1)

ãäå u(x) ∈ C[0, 1], f(x) çàäàíà åå δ-ïðèáëèæåíèåì â L2[0, 1] : ‖fδ−
− f‖L2

≤ δ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé
ê u(x).

Â [1] äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé 1 ðîäà áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ [2] îïåðàòîðîâ â âèäå Rα = TαA

−1, ãäå ïðè-
ìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å, Tα � ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, äàþùåå
ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå, A−1 �
îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, èìååò âèä

A−1f = π−
1
2
d

dx

∫ x

0

(x− t)−
1
2f(t)dt.

Â [3] ýòîò ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí äëÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ, â êîòîðîì
ÿäðî (x− t) èìåëî ñòåïåíü β − 1, ãäå β ∈ (0, 1

2).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà áàçå ¾ðàçðûâíûõ¿ îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà ïî-

ñòðîåí ìåòîä äëÿ β = 1
2 .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

S(2)
α u =

{
S2
α2
u, x ∈ [0, 1

2 ],

S2
α1
u, x ∈ [1

2 , 1],

ãäå

S2
α2
u =

1

α2

[∫ x+α

x

(t− x)u(t)dt+

∫ x+2α

x+α

(2α− (t− x))u(t)dt

]
,

S2
α1
u =

1

α2

[∫ x−α

x−2α

(2α− (x− t))u(t)dt+

∫ x

x−α
(x− t)u(t)dt

]
.

È ïîñòðîèì ñåìåéñòâî

Rαf = S(2)
α A−1f =

{
Rα2

f, x ∈ [0, 1
2 ],

Rα1
f, x ∈ [1

2 , 1],
(2)
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Rαjf = S2
αj
A−1f, j = 1, 2.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Rαjf ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè â òî÷êå x = 1
2 , ìû

áóäåì ñ÷èòàòü èõ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L∞[0, 1] ñ íîðìîé

‖ · ‖L∞ = max(‖ · ‖C[0, 12 ], ‖ · ‖C[ 12 ,1]).

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðû Rα ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè
ñ ÿäðàìè Rα(x, t), èìåþùèìè âèä

Rα(x, t) = α−22π−
1
2

{
Rα2

(x, t), x ∈ [0, 1
2 ],

Rα1
(x, t), x ∈ [1

2 , 1],

ãäå

Rα2
(x, t) =


(x− t) 1

2 − 2(x− t+ α)
1
2 + (x− t+ 2α)

1
2 , 0 ≤ t ≤ x,

(x− t+ 2α)
1
2 − 2(x− t+ α)

1
2 , x ≤ t ≤ x+ α,

(x− t+ 2α)
1
2 , x+ α ≤ t ≤ x+ 2α,

0, x+ 2α ≤ t ≤ 1,

Rα1
(x, t) =


(x− t− 2α)

1
2 − 2(x− t− α)

1
2 + (x− t) 1

2 , 0 ≤ t ≤ x− 2α,

(x− t) 1
2 − 2(x− t− α)

1
2 , x− 2α ≤ t ≤ x− α,

(x− t) 1
2 , x− α ≤ t ≤ x,

0, x ≤ t ≤ 1,

0 < α ≤ 1
4 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå àíàëîãè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà
â [3], íî ñîäåðæèò ïðèíöèïèàëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, è ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû Rα, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îïåðàòîðû èç
L2[0, 1] â L∞[0, 1], ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèìè äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [2] óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû áóäóò ñïðàâåä-
ëèâû, åñëè áóäóò óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà:

1) Rα ∈ (L2[0, 1]→ L∞[0, 1]),

2) ‖RαAu− u‖L∞ → 0 ïðè α→ 0 è ëþáîé u ∈ C[0, 1],

3) Rα� îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì α.
Ñâîéñòâî 1) âûòåêàåò èç âèäà îïåðàòîðîâ Rα � äëÿ ëþáîé f(x) ∈

∈ L2[0, 1] ôóíêöèè Rαjf ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè: íà [0, 1
2 ] ïðè j = 2 ,

íà [1
2 , 1] ïðè j = 1.

Ñâîéñòâî 2) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî RαA = S
(2)
α à ‖S(2)

α u − u‖L∞ → 0
ïðè α→ 0 è ëþáîé u ∈ C[0, 1].
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Ñâîéñòâî 3) ñëåäóåò èç (2�4), åñëè ê èíòåãðàëàì, âõîäÿùèì â âûðà-
æåíèÿ (2), ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî.

Íàïðèìåð, èìååì

|
∫ x

x−α
(x− t)

1
2f(t)dt| ≤ (

∫ α

0

τdτ)
1
2 (

∫ x

x−α
f 2(t)dt)

1
2 ≤ α√

2
‖f‖L2

.

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó èìåþò è äðóãèå èíòåðãðàëû.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ íîðìû

‖Rα‖L2→L∞ = max(‖Rα2
‖L2[0,1]→C[0, 12 ], ‖Rα1

‖L2[0,1]→C[ 12 ,1]),

ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Rα‖L2→L∞ ≤ Cα−1.

Îòñþäà âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïî-

ìîùüþ ñåìåéñòâà Rα áûë ðåãóëÿðèðóþùèì, äîñòàòî÷íî ñîãëàñîâàòü
α = α(δ), ÷òîáû α(δ)→ 0 è δ(α(δ))−1 → 0 ïðè δ → 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ïðîåêò � 1.1436.2014Ê)

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Õðîìîâà Ã.Â. Îá îäíîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèé
ïåðâîãî ðîäà // ÆÂÌ è ÌÔ 2000. Ò. 40, � 7. Ñ. 997�1002.

2. Èâàíîâ Â.Ê., Âàñèí Â.Â., Òàíàíà Â.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷
è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì. : Íàóêà, 1978, 206 ñ.

3. Õðîìîâà Ã.Â. Ðåãóëÿðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíîãî îïåðà-

òîðà Ñòåêëîâà // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîð-

ìàòèêà. 2014. Ò. 14, âûï. 4, ÷. 2. Ñ. 599�603.

ÓÄÊ 517.968
Ã.Â. Õðîìîâà, À.Î. Ñàâåíêîâà

ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ
ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÀÁÅËß ÍÀ ÍÅÊÎÒÎÐÎÌ

ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îäíîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷åíà íåóëó÷-
øàåìàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Àáåëÿ:

Au ≡
∫ x

0

(x− t)α−1

Γ(α)
u(t)dt = f(x), (1)
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ãäå Γ(α) � ãàììà-ôóíêöèÿ, 0 < α < 1
2 , u(x) ∈ C[0, 1], f(x) çàäàíà åå

δ-ïðèáëèæåíèåì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå L2[0, 1] : ‖fδ − f‖L2
≤ δ.

Â [1] ïðåäëîæåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèÿ (1), áàçèðóþùèéñÿ
íà ñåìåéñòâå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Rh ñ ÿäðàìè Kh(x, t) âèäà

Kh(x, t) = [2hΓ(1− α)]−1K̃h(x, t),

ãäå

K̃h(x, t) =


(x+ h− t)−α − (x− h− t)−α, 0 ≤ t ≤ x− h,
(x+ h− t)−α, x− h ≤ t ≤ x+ h,

0, x+ h ≤ t ≤ 1

(2)

ïðè x ∈ [h, 1 − h]. Ïðè x ∈ [0, h] K̃h(x, t) èìååò âèä (2) ñ çàìåíîé x − h
íà h− x. Ïðè x ∈ [1− h, 1]

K̃h(x, t) =


2(1− t)−α − (x− h− t)−α − (2− x− h− t)−α, 0 ≤ t ≤ x− h,
2(1− t)−α − (2− x− h− t)−α, x− h ≤ t ≤ 2− x− h,
0, 2− x− h ≤ t ≤ 1,

è ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)
íà êëàññå LipM1.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ

M = {u(x) ∈ C[0, 1] : ‖u‖W 1
2
≤ 1},

ãäå W 1
2 = W 1

2 [0, 1] � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, è âåëè÷èíû

∆(δ, Rh,M) = sup ‖Rhfδ − u‖C : u ∈M, ‖fδ − f‖L2
≤ δ,

∆1(RhA,M) = sup ‖RhAu− u‖C : u ∈M.

Ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé äâóñòîðîííåé îöåíêîé:

1

2
ϕ(δ, Rh,M) ≤ ∆(δ, Rh,M) ≤ ϕ(δ, Rh,M), (3)

ãäå
ϕ(δ, Rh,M) = ∆1(RhA,M) + ‖Rh‖L2→C .

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïî h ïðè h→
→ 0:

∆1(RhA,M) = (
h

3
)
1
2 +O(h

3
2 ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ôîðìóëàõ èç [2]:

∆1(RhA,M) = sup [

∫ 1

0

Kh(x, t)g(x, t, h)dt− g(x, x, h)]
1
2 ,

ãäå

g(x, t, h) =

∫ 1

0

Kh(x, t)G(t, ξ)dt−G(t, x),

G(t, x) =

{
chx ch(1−t)

sh 1 , x ≤ t,
ch t ch(1−x)

sh 1 , t ≤ x,

Kh(x, t) � ÿäðî îïåðàòîðà RhA.

Ïî êîíñòðóêöèè (ñì. [1]) îïåðàòîðîâ Rh èìååì: ∆1(RhA,M) ≡
≡ ∆1(S̃h,M), ãäå S̃h � òàê íàçûâàåìûé ðàñøèðåííûé îïåðàòîð Ñòåê-
ëîâà, ïîëó÷åííûé èç îïåðàòîðà

Shϕ =
1

2h

∫ x+h

x−h
ϕ(t)dt

ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè ϕ çà ãðàíèöû îòðåçêà [0, 1] ÷åòíûì îáðà-
çîì.

Äàëåå ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ðàçáèâàåì îòðåçîê
[0, 1] íà 5 ÷àñòåé:

[0, 1] = [0,
h

2
] + [

h

2
, h] + [h, 1− h] + [1− h, 1− h

2
] + [1− h

2
, 1]

è íà êàæäîì èç îòðåçêîâ íàõîäèì ôóíêöèþ g(x, t, h) (äîñòàòî÷íî ñäå-
ëàòü ýòî íà ïåðâûõ òðåõ, äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ âûêëàäêè ìîæíî ñâåñòè
ê ïåðâûì äâóì îòðåçêàì). Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàññìàòðèâàåì ñëó-
÷àè t ≤ x è x ≤ t. Ïðè ýòîì åùå äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè
t ≤ h− x è t > h− x: íà îòðåçêå [0, h2 ] äëÿ x ≤ t, íà îòðåçêå [h2 , h] � äëÿ
t ≤ x.

Â ïîëó÷åííûõ íà êàæäîì èç îòðåçêîâ âûðàæåíèÿõ äëÿ ôóíê-
öèè g(x, t, h) çàìåíÿåì ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ìàëîãî àðãóìåíòà èõ
ðàçëîæåíèåì â ðÿäû, â êîòîðûõ âûäåëÿåì ãëàâíûå ÷àñòè àñèìïòîòèê
ïî h. Çàòåì âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ S̃hg − g, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íà îòðåçêàõ, ïðèëåãàþùèõ ê êîí-
öàì îñíîâíîãî îòðåçêà, è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

C1δ
1

2(1+α) ≤ ∆(Rh(δ),M) ≤ C2δ
1

2(1+α) ,

h(δ) ≤ Cδ
1

1+α ,

êîíñòàíòû C,C1, C2 � âû÷èñëåíû.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (3), òåîðåìû 2 èç [1] è ïðîâî-

äèòñÿ ïî ñõåìå èç [2].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò

� 13-01-00238).
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ÓÄÊ 517.51
Ã.Â. Õðîìîâà, Å.Î. ßíèíà

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÅÌÅÉÑÒÂÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Ñ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÌÈ ßÄÐÀÌÈ

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðûõ ðåøàþòñÿ çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ýòî ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ Th:

Thf = − 3

4h3

x+h∫
x−h

(
(t− x)2 − h2

)
f(t) dt, x ∈ [a, b].

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Th óêàçàííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ëèøü âî âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b], ïðè ýòîì ãðàíèöû âíóòðåííåãî îòðåçêà çà-
âèñÿò îò ïàðàìåòðà h (ñì. [1] ñëó÷àé k = 1, i = 0).

1. Ïîñòðîèì îïåðàòîðû T ∗h :

T ∗hf =


C1(x, h)

x+h∫
a

(
(t− x)2 − h2

)
f(t) dt, x ∈ [a, a+ h],

Th, x ∈ [a+ h, b− h],

C2(x, h)
b∫

x−h

(
(t− x)2 − h2

)
f(t) dt, x ∈ [b− h, b],

(1)
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ãäå Ci(x, h), i = 1, 2, îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ T ∗h1 = 1 (à äëÿ îïåðàòîðîâ Th
ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Åñëè T ∗h1 ≡ 1, òî

C1(x, h) =
3

(x− a)
(

(x− a)2 − 3h2
)
− 2h3

, x ∈ [a, a+ h], (2)

C2(x, h) =
3

(b− x)
(

(b− x)2 − 3h2
)
− 2h3

, x ∈ [b− h, b]. (3)

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f(x)
âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü: ‖T ∗hf − f‖C[a,b] → 0 ïðè h→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé T ∗hf íà [a, b]
è îöåíêè

‖T ∗hf − f‖C[a,b] ≤ ω (h) , (4)

ãäå ω (h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
2. Ïóñòü òåïåðü f(x) çàäàíà åå ïðèáëèæåíèåì fδ(x):

‖fδ − f‖L2[a,b] ≤ δ.
Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

3
1
210−

1
2h−

1
2 ≤ ‖T ∗h‖L2[a,b]→C[a,b] ≤ 2 · 3

1
25−

1
2h−

1
2 +O

(
h

1
2

)
. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖T ∗h‖L2→C = max
a≤x≤b

√√√√√ b∫
a

K2
h(x, t)dt,

ãäå Kh(x, t) � ÿäðî îïåðàòîðà T
∗
h , êîòîðîå ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç (1)�(3).

Òîãäà

‖T ∗h‖L2→C = max{ max
a≤x≤a+h

A1(x, h), max
a+h≤x≤b−h

A2(x, h), max
b−h≤x≤b

A3(x, h)},

ãäå

Ai(x, t) =

√√√√√ d∫
c

K2
h(x, t)dt,

c = a, d = x+ h, x ∈ [a, a+ h] äëÿ i = 1;
c = x− h, d = x+ h, x ∈ [a+ h, b− h] äëÿ i = 2;
c = x− h, d = b, x ∈ [b− h, b] äëÿ i = 3.

85



Èçâåñòíî [1], ÷òî A2(x, h) = 3
1
25−

1
2h−

1
2 .

Ðàññìîòðèì A1(x, h). Âû÷èñëèâ ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë è ñäåëàâ
çàìåíó x̃ = x− a, ïðèäåì ê ôîðìóëå

A1(x, h) =
A11(x̃, h)

A12(x̃, h)
,

ãäå

A11(x̃, h) =
3√
15

√
8h5 + 15h4x̃− 10h2x̃3 + 3x̃5,

A12(x̃, h) = |x̃
(
x̃2 − 3h2

)
− 2h3|.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó (5) ñ çàìåíîé ‖T ∗h‖L2→C íà A1(x, h).
Òî÷íî òàêàÿ æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ A3(x, h).
Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ‖T ∗hfδ − f‖C[a,b] → 0 ïðè h→ 0, δ → 0

äîñòàòî÷íî ñîãëàñîâàòü h ñ δ òàê, ÷òîáû:
à) h(δ)→ 0 ïðè δ → 0;

á) (h(δ))−
1
2 δ → 0 ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îöåíêè:

‖T ∗hfδ − f‖C ≤ ‖T ∗h‖L2→Cδ + ‖T ∗hf − f‖C

è îöåíîê (4), (5).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âìåñòî íîðìû ‖T ∗hfδ−f‖C[a,b]

âåëè÷èíó ∆ (δ, T ∗h , f) = sup{‖T ∗hfδ − f‖C[a,b] : ‖fδ − f‖L2[a,b] ≤ δ}, òî êàê
èçâåñòíî èç òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, óñëîâèÿ à), á),
ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå 2, áóäóò íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè äëÿ
ñõîäèìîñòè ∆ (δ, T ∗h , f)→ 0, íî è íåîáõîäèìûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 13-01-00238).
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ÓÄÊ 517.984

Â.À. Þðêî

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÓ×ÊÎÂ
Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ + (λ2 + 2λp(x) + q(x))y = 0, x ∈ (0, T ), (1)

è ëèíåéíûå ôîðìû

Uj(y) :=

∫ T

0

y(t)dσj(t), j = 1, 2. (2)

Çäåñü q(x) ∈ L(0, T ), p(x) ∈ AC[0, T ] � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè, σj(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íåïðå-
ðûâíûå ñïðàâà ïðè t > 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî∫ T

0 p(t)dt = 0. Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû Hj := σj(+0) − σj(0).
Ëèíåéíûå ôîðìû (2) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Uj(y) := Hjy(0) +

∫ T

0

y(t)dσj0(t), j = 1, 2, (3)

ãäå σj0(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íåïðå-
ðûâíûå ñïðàâà ïðè t ≥ 0.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òîH1 6= 0.

Êðàåâûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â
ìàòåìàòèêå è ïðèëîæåíèÿõ. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ÷àñòî âîçíèêàþò â ôè-
çèêå, ìåõàíèêå, ãåîôèçèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Â äàííîé
ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ïó÷êîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïîðîæäåííûìè ëè-
íåéíûìè ôîðìàìè (2). Êëàññè÷åñêèå îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äîñòàòî÷íî ïîëíî
èçó÷åíû (ñì. [1]). Íåëîêàëüíûå îáðàòíûå çàäà÷è, â ñèëó èõ ñëîæíîñòè,
èçó÷åíû âåñüìà ìàëî. Íåêîòîðûå àñïåêòû òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ
îòäåëüíûõ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàëèñü â [2�7]. Â äàííîé
ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåê-
òðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Ïðèâåäåíû òàêæå êîíòðïðèìåðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòàíîâêàì îáðàòíûõ
çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïî-
òåíöèàëîâ ïó÷êà ïî òðåì ñïåêòðàì.
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2. Ïóñòü Xk(x, λ) è Zk(x, λ), k = 1, 2, � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè
óñëîâèÿõ

X1(0, λ) = X ′2(0, λ) = Z1(T, λ) = Z ′2(T, λ) = 1,

X ′1(0, λ) = X2(0, λ) = Z ′1(T, λ) = Z2(T, λ) = 0.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (ÊÇ) L0 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ

U1(y) = U2(y) = 0.

Îáîçíà÷èì ω(λ) := det[Uj(Xk)]j,k=1,2 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω(λ) 6≡ 0.
Ôóíêöèÿ ω(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ, è åå íóëè Ξ = {ξn}n∈Z ñîâïàäàþò
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è L0. Ôóíêöèÿ ω(λ) íàçûâàåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ L0.

Ïîëîæèì Vj(y) := y(j−1)(T ), j = 1, 2, è ðàññìîòðèì ÊÇ Lj, j =
= 1, 2, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè Uj(y) = V1(y) = 0. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ Λj = {λnj}n∈Z çàäà÷è Lj ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèè ∆j(λ) :=
= det[Uj(Xk), V1(Xk)]k=1,2.

Ïóñòü Φ(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ U1(Φ) = 1,
V1(Φ) = 0. Îáîçíà÷èì M(λ) := U2(Φ). Ôóíêöèÿ M(λ) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Âåéëÿ. ßñíî, ÷òî

M(λ) = ∆2(λ)/∆1(λ). (4)

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ êëàññè÷å-
ñêèìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè çàäàíèå
ôóíêöèè Âåéëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë q(x). Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî íåâåðíî (ñì. êîíòðïðèìåðû íèæå).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïóñòü Λ1 ∩ Ξ = ∅ (óñëîâèå S). Äàíû M(λ)
è ω(λ), ïîñòðîèòü ïîòåíöèàë q(x).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè σj(t) èçâåñòíû àïðèîðè, è òîëüêî ïîòåíöèàëû
p(x), q(x) äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ p, q ðàññìîòðèì äðóãóþ
ïàðó p̃, q̃ è óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë α îáîçíà÷àåò îáúåêò,
îòíîñÿùèéñÿ ê p, q, òî α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿ-
ùèéñÿ ê p̃, q̃.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Λ1 ∩ Ξ = ∅. Åñëè M(λ) = M̃(λ) è ω(λ) = ω̃(λ),
òî p(x) = p̃(x) è q(x) = q̃(x) ï.â. íà (0, T ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè S çàäàíèåM(λ) è ω(λ) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò ïîòåíöèàë. Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå S íå âûïîëíÿåòñÿ, òî çàäà-
íèÿ M(λ) è ω(λ) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëîâ (ñì. êîíòð-
ïðèìåðû íèæå). Â ýòîì ñëó÷àå íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå äàííûå.
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Ðàññìîòðèì ÊÇ L11 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè U1(y) = V2(y) = 0.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λ11 := {λ1

n1}n∈Z çàäà÷è L11 ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆11(λ) := det[U1(Xk), V2(Xk)]k=1,2. ßñíî,
÷òî {λn1}n∈Z ∩ {λ1

n,1}n∈Z = ∅.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2. Äàíû {λn1, λ

1
n1}n∈Z, ïîñòðîèòü q(x).

Ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé îáðàòíîé çà-
äà÷è Áîðãà (ñì. [1]) è ñîâïàäàåò ñ íåé â ñëó÷àå, êîãäà p(x) = 0 è
U1(y) = y(0). Îòìåòèì, ÷òî â îáðàòíîé çàäà÷å 2 íåò îãðàíè÷åíèé íà
ïîâåäåíèå ñïåêòðîâ.

Òåîðåìà 2. Åñëè λn1 = λ̃n1, λ
1
n1 = λ̃1

n1, n ∈ Z, òî p(x) = p̃(x) è
q(x) = q̃(x) ï. â. íà (0, T ).

3. Êîíòðïðèìåðû. 1) Ïóñòü T = π, U1(y) = y(0), U2(y) = y(π/2),
p(x) = p(x + π/2), q(x) = q(x + π/2), x ∈ (0, π/2), è q(x) 6≡ q(π−
−x), q(x) 6≡ q(π−x). Âîçüìåì p̃(x) = p(π−x), q̃(x) = q(π−x), x ∈ (0, π).
Òîãäà

∆1(λ) = ∆̃1(λ), ∆2(λ) = ∆̃2(λ), ω(λ) = ω̃(λ),

è â ñèëó (4) M(λ) = M̃(λ). Óñëîâèå S íå âûïîëíÿåòñÿ. Çàäàíèÿ M(λ)
è ω(λ) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ p, q.

2) Ïóñòü T = π, U1(y) = y(0), U2(y) = y(π − α), ãäå α ∈ (0, π/2).
Òîãäà

∆1(λ) = X2(π, λ), ω(λ) = X2(π − α, λ),

∆2(λ) = X2(π, λ)X1(π − α, λ)−X2(π − α, λ)X1(π, λ).

Åñëè ∆1(λ
∗)∆2(λ

∗)ω(λ∗) = 0 ïðè íåêîòîðîì λ∗, òî ëèáî ∆1(λ
∗) =

∆2(λ
∗) = ω(λ∗) = 0 (ò.å λ∗ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ òðåõ ÊÇ

L0, L1, L2), ëèáî λ
∗ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òîëüêî îäíîé èç ÊÇ L0, L1, L2.

Ïóñòü p(x) 6≡ p(π − x), q(x) 6≡ q(π − x), è ïóñòü p(x) = q(x) ≡ 0
äëÿ x ∈ [0, α0] ∪ [π − α0, π], ãäå α0 ∈ (0, π/2). Åñëè α < α0, òî
λn2 = πn/α, n ∈ Z \ {0}. Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîå α < α0 òàê, ÷òîáû
Λ1 ∩ Λ2 = ∅. ßñíî, ÷òî òàêîé âûáîð âîçìîæåí. Òîãäà Λ1 ∩ Ξ = ∅, ò. å.
óñëîâèå S âûïîëíåíî. Âîçüìåì p̃(x) := p(π − x), q̃(x) := q(π − x). Òîãäà
∆1(λ) = ∆̃1(λ), ∆2(λ) = ∆̃2(λ), è ñëåäîâàòåëüíî, M(λ) = M̃(λ). Èòàê,
óñëîâèå S âûïîëíåíî, íî çàäàíèÿ M(λ) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ p, q.

4. Åñëè óñëîâèå S íå âûïîëíÿåòñÿ, òî çàäàíèÿ M(λ) è ω(λ) íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà q. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ñïåê-
òðàëüíûå äàííûå. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå íó-
ëè ω(λ) ïðîñòûå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕ(x, λ) = − det[Xk(x, λ), U1(Xk)]k=1,2, θ(x, λ) = det[Xk(x, λ), U2(Xk)]k=1,2.
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Òîãäà
det[θ(ν−1)(x, λ), ϕ(ν−1)(x, λ)]ν=1,2 = ω(λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè ϕ(x, ξn) è θ(x, ξn) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà An è Bn (|An| + |Bn| > 0) òàêèå, ÷òî
Anϕ(x, ξn) = Bnθ(x, ξn). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü D = {dn}n≥1,
ãäå dn := Bn/An (dn :=∞, åñëè An = 0).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 3. Äàíû M(λ), ω(λ) è D, ïîñòðîèòü p(x), q(x).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå S âûïîëíÿåòñÿ (ò. å. Λ1 ∩Ξ = ∅), òî dn =
= −M−1(ξn). Â ýòîì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿM(λ) = M̃(λ) âûòåêàåò, ÷òî
D = D̃, è ìû ïðèõîäèì ê îáðàòíîé çàäà÷å 1.

Òåîðåìà 3. Åñëè M(λ) = M̃(λ), ω(λ) = ω̃(λ) è D = D̃, òî p =
= p̃, q = q̃.

5. Ïðèìåð (îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî òðåì ñïåêòðàì).Ôèêñèðóåì a ∈
∈ (0, T ). Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó 1 â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà U1(y) =
= y(0), U2(y) = y(a). Òîãäà êðàåâûå çàäà÷è L0, L1, L2 ïðèíèìàþò âèä

L′0 : y(0) = y(a) = 0, L′1 : y(0) = y(T ) = 0, L′2 : y(a) = y(T ) = 0.

Ïóñòü Λ′j = {λ′nj} � ñïåêòðû çàäà÷ L′j, è ïóñòü Λ′0 ∩ Λ′1 = ∅ (óñëîâèå S ′).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 4. Äàíû òðè ñïåêòðà Λ′0,Λ
′
1 è Λ′2, ïîñòðîèòü q(x).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S ′. Åñëè Λ′j = Λ̃′j, j =
= 0, 1, 2, òî p = p̃, q = q̃.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ïðîåêò � 1.1436.2014Ê) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00134).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.3

Í.Ñ. Àíîôðèêîâà, Â.Ñ. Áåëèöêàÿ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÄÎËÜÍÎÃÎ
ÓÑÈËÈß Â ÒÐÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ

ÏËÀÑÒÈÍÅ

Â ðàáîòå îïèñàí ìåòîä ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè
äâóìåðíîé áåçìîìåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñëó÷àå âÿçêîóïðóãîé òðåõñëîé-
íîé ïëàñòèíû, ïîäâåðæåííîé óäàðíîé íàãðóçêå òàíãåíöèàëüíîãî òèïà íà
åå òîðöå.

Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ òðåõñëîéíóþ ïëàñòèíó, âñå ñëîè êîòî-
ðîé âûïîëíåíû èç âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî âÿçêîóïðó-
ãîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ìàêñâåëëà [1]. Ââåäåì
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x1x2z, ñîâìåùàÿ ïëîñêîñòü Ox1x2 ñî ñðå-
äèííîé ïëîñêîñòüþ ïëàñòèíû è íàïðàâëÿÿ îñü z ïî íîðìàëè ê ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè. Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: l � íîìåð ñëîÿ, 2hl � òîëùè-
íà l-ãî ñëîÿ, 2h � òîëùèíà ïëàñòèíû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàðóæíûå
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ñâîáîäíû îò íàãðóçêè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòû-
êå ñëîåâ ïëàñòèíû � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî êîíòàêòà. Äâóìåðíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ áåçìîìåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé â óêàçàííîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè ìåòîäîì àñèìïòîòè-
÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ïî êîîðäèíàòå íàãðóç-
êè ïîñëåäíèå èìåþò âèä

∂T1

∂x1
− 2ρh

∂2u1

∂t2
= 0, 2

∂

∂t

3∑
i=1

hiEiF3iWjWk
∂u1

∂x1
= W1W2W3T1, (1)

ãäå T1 � íîðìàëüíîå óñèëèå, ρ � óñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü, çàäàâàåìàÿ ôîð-
ìóëîé

ρ =
h1ρ1 + h2ρ2 + h3ρ3

h
,

u1 � ïåðåìåùåíèå âäîëü îñè x1, El, νl � ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ
Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà l-ãî ñëîÿ, t1l � õàðàêòåðíîå
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âðåìÿ ðåëàêñàöèè, F3i = 2
3

1+νi
t1i

+ ∂
∂t , F4i = −1

3
1+νi
t1i
− νi ∂∂t , Wi = F 2

3i − F 2
4i,

i 6= j 6= k = 1, 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê òîðöó ïëàñòèíû x1 = 0, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿ-
íèè ïîêîÿ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèêëàäûâàåòñÿ óäàðíîå ïðî-
äîëüíîå âîçäåéñòâèå òàíãåíöèàëüíîãî òèïà, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëü-
íî x2. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà òîðöå x1 = 0 ìîæíî âçÿòü â
âèäå

T1 = 2hIH(t). (2)

Çäåñü I � àìïëèòóäà, H(t) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó (1) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿõ (2) è íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ïåðåéäåì â óðàâíåíèÿõ (1), ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2) è íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì

ξ =
x1

h
, τ =

ct

h
, τ1l =

ct1l
h
,

ãäå c2 = Ẽ
ρh , Ẽ =

∑3
i=1

Eihi
1−ν2i

. Òàêæå ââåäåì áåçðàçìåðíîå óñèëèå è ïåðå-
ìåùåíèå

T1 = 2ẼT ∗1 , u1 = hu∗1.

Ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è, çàïèñàííîé â áåçðàçìåðíîé ôîðìå, èí-
òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé τ [2]. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîäîëüíîãî óñèëèÿ:

TL1 =
I∗

s
e
− sξ√

A(s) . (3)

Â ôîðìóëå (3) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: I∗ = Ih
Ẽ
, A(s) = s

Ẽ

∑3
i=1

EihiF
L
3i

WL
i

,

FL
3i = 2

3
1+νi
τ1i

+ s, FL
4i = −1

3
1+νi
τ1i
− νis, W

L
i = (FL

3i)
2 − (FL

4i)
2, s � ïàðà-

ìåòð èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, TL1 , u
L
1 � èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó

ôóíêöèé T ∗1 , u
∗
1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå â îðèãèíàëàõ áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ (3) â ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà èíòåãðàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ îáðàùåíèÿ ÷ëåíîâ ïîëó÷åííîãî ðÿäà âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé îáðàòíîãî ïåðåõîäà [3]

1

sn+1
e−( sc−

g
s)ξ ⇒

(
cτ − ξ
cgξ

)n/2
In

(
2

√
g

c
ξ(cτ − ξ)

)
H(cτ − ξ),

ãäå In(t) � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ.
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Âûïèøåì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì
ðÿäà

T ∗1 = I∗e−D1ξI0

(
2
√
D2ξ(τ − ξ)

)
H(τ − ξ). (4)

Çäåñü D1 = 1
2Ẽ

∑3
i=1

Eihiki
1−ν2i

, D2 = − 1
Ẽ

∑3
i=1

Eihimi

1−ν2i
+ 3

2 (D1)
2, ki =

= −2
3
ν2i−ν1+1

1−ν2i
ni, mi = (νi−1)(4ν2i +7νi+5)

9(1−ν2i )2
n2
i , ni = 1+νi

τ1i
.

Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèâåäåííîãî çíà÷åíèÿ ïðîäîëü-
íîãî óñèëèÿ T ∗1

I∗ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû ξ.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ïëàñòèíîê, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ñëîåâ êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå [4].

Ïàðàìåòð ρl, êã/ì3 El, ÃÏà νl τ1, c
Ìàòåðèàë 1 1200 1.1 0.3 0.001
Ìàòåðèàë 2 1200 1.1 0.3 0.00025

Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû ïëàñòèíîê ïîëóòîëùèíû h =
= 0.5ì: ñëó÷àé (à) � ïåðâûé ñëîé � ìàòåðèàë 1, h1 = 0.1ì; âòîðîé ñëîé �
ìàòåðèàë 2, h2 = 0.3 ì; òðåòèé ñëîé � ìàòåðèàë 1, h3 = 0.1ì; ñëó÷àé
(á) � ïåðâûé ñëîé � ìàòåðèàë 2, h1 = 0.1ì; âòîðîé ñëîé � ìàòåðèàë 1,
h2 = 0.3ì; òðåòèé ñëîé � ìàòåðèàë 2, h3 = 0.1ì; ñëó÷àé (â) � âñå ñëîè
âûïîëíåíû èç ìàòåðèàëà 1; ñëó÷àé (ã) � âñå ñëîè âûïîëíåíû èç ìàòåðè-
àëà 2.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Íà ðèñ. 1 ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ (à), ïóíêòèðíàÿ �
(ã), òî÷å÷íàÿ � (â). Íà ðèñ. 2 ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ (à),
ïóíêòèðíàÿ � (á). Àíàëèç ãðàôèêîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1, ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè ðåëàêñàöèè ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà ñòðåìèòñÿ
ê óïðóãîìó, ïðè ýòîì òàêæå óìåíüøàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óñèëèÿ.
Åñëè ñëîé èç ìàòåðèàëà ñ ìåíüøèì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ðàñïîëîæèòü
ìåæäó äâóìÿ ñëîÿìè èç ìàòåðèàëà ñ áîëüøèì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, òî
ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû óìåíüøàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîäîëüíîãî óñè-
ëèÿ, à ñ äðóãîé çàìåäëÿåò çàòóõàíèå ðåøåíèÿ ïî êîîðäèíàòå. Åñëè ñðàâ-
íèâàòü ïîâåäåíèå òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí, îòëè÷àþùèõñÿ ðàñïîëîæåíèåì
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ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè âðåìåí ðåëàêñàöèè (ðèñ. 2): òî â ñëó-
÷àå (à) íàáëþäàåòñÿ äîñòèæåíèå áîëüøåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðî-
äîëüíîãî óñèëèÿ ñ îäíîâðåìåííûì áîëåå áûñòðûì çàòóõàíèåì ðåøåíèÿ
ïî êîîðäèíàòå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì (á).
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ÓÄÊ 539.3
Í.Ñ. Àíîôðèêîâà, Í.Â. Ñåðãååâà

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Â ÑËÓ×ÀÅ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎ-ÓÏÐÓÃÎÃÎ

ÏÎËÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíå-
íèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è â ñëó÷àå íàñëåäñòâåííî-
óïðóãîãî ïîëîãî öèëèíäðà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ãàð-
ìîíè÷åñêèõ âîëí â áåñêîíå÷íîì ïîëîì êðóãîâîì íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì
öèëèíäðå â [1] áûëè âûâåäåíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷
ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ (1) è êðó÷åíèÿ (3).

|Cmj| = 0, m, j = 1, 4. (1)

Ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ â óðàâíåíèè (1) ñ íîìåðàìèm = 1, 2, j = 1, 4
èìåþò âèä

C11 = −
(
b2 − χ̃2

)
J0(as) +

2a

s
J1(as), C21 = −2aiχ̃J1(as),

C12 = −
(
b2 − χ̃2

)
Y0(as)−

2a

s
Y1(as), C22 = −2aiχ̃Y1(as), (2)

C13 = −2biχ̃J0(bs) +
2iχ̃

s
J1(bs), C23 = −

(
b2 − χ̃2

)
J1(bs),

C14 = −2biχ̃Y0(bs) +
2iχ̃

s
Y1(bs), C24 = −

(
b2 − χ̃2

)
Y1(bs),
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ãäå a2 = k2
FΩ2 − χ̃2, b2 = Ω2 − χ̃2, k2

F =
1− 2νF

2 (1− νF )
, Ω2 = ω2 1 + νF

EF (1 + ν)
,

iχ̃ = −δ − iχ, χ � âîëíîâîå ÷èñëî, δ > 0 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, ω �

÷àñòîòà, EF = 1− k

β +
√
iω
, νF = ν+

1− 2ν

2

k

β +
√
iω
, k, ν, β � ïàðàìåòðû

ìàòåðèàëà, Jn(•), Yn(•) � ôóíêöèè Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà, n = 0, 1,

s = 1 + η, η =
h

R
, h � ïîëóòîëùèíà öèëèíäðà, R � ðàäèóñ ñðåäèííîé

ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

Ýëåìåíòû Cmj äëÿ m = 3, 4, j = 1, 4 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2)
ïðè s = 1− η.

|Dmj| = 0, m, j = 1, 2, (3)

ãäå ýëåìåíòû D1j, j = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

D11 = b2J0(bs)−
2b

s
J1(bs), D12 = b2Y0(bs)−

2b

s
Y1(bs), (4)

ïðè s = 1 + η.

ÝëåìåíòûD2j, j = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (4) ïðè s = 1−η.
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàñëåäñòâåííî-óïðóãèå

ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ, âçÿòûìè â
èíòåãðàëüíî-îïåðàòîðíîé ôîðìå (ñì. [1]). Â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëü-
íîãî îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ðàáîò-
íîâà [2].

Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.
Ôîðìàëüíî äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (1) è (3) èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è
ñîîòâåòñòâóþùèå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ óïðóãîãî ïîëîãî öèëèí-
äðà [3], íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç óðàâíåíèé â
íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íîé ôóíêöèåé.

Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (1) è (3) áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî ìåòîäîì
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [4].

Íà ðèñ. 1,a, 2,à ïðèâåäåíû ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñ-
êîñòü (ω, χ) äëÿ ν = 0.3, h = 0.35 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ìàòåðèàëà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì k = 0.5, β = 1;
ïóíêòèðíàÿ � k = 0.05, β = 1; øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � k = 1, β = 10;
ñïëîøíàÿ òîëñòàÿ ëèíèÿ � k = 0 (óïðóãèé ñëó÷àé). Çíàê ¾+¿ íàä íîìå-
ðîì âåòêè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì δ < 0, à çíàê ¾�¿ � çíà÷åíèÿì δ > 0.
Äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ δ = 0.
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à á

Ðèñ. 1. Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè:

à) (ω, χ), á) (ω, δ) (ñëó÷àé ðàñòÿæåíèÿ - ñæàòèÿ)

Íà ðèñóíêàõ 1,á, 2,á ïðèâåäåíû ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà
ïëîñêîñòü (ω, δ) äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà. Çíàê ¾+¿
íàä íîìåðîì âåòêè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì χ > 0.

à á

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè:

à) (ω, χ), á) (ω, δ) (ñëó÷àé êðó÷åíèÿ)

Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äåéñòâèòåëüíûì âåòâÿì óïðóãîãî ñïåêòðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íûìè ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ χ̃, ÷òî îïðåäåëÿåò çàòóõàíèå ðå-
øåíèÿ ïî êîîðäèíàòå.

2. Äëÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà òåðÿåò ñìûñë ïîíÿòèå ÷àñòî-
òû çàïèðàíèÿ, òàê êàê χ = 0 è ω > 0 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîí-
íûõ óðàâíåíèé.

3. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ k è (èëè) óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ β äèñ-
ïåðñèîííûå êðèâûå ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ χ̃
íà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ äëÿ áîëåå ìàëûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ñòðåìèòüñÿ ê óïðóãîìó ñëó-
÷àþ.

4. Â îêðåñòíîñòÿõ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ óïðóãîãî ñïåêòðà âåòâè
íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà èìåþò íàèáîëüøóþ êðèâèçíó. Óâåëè-
÷åíèå çíà÷åíèÿ k, êàê è óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ β, âåäåò ê ñãëàæèâà-
íèþ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ â ýòèõ îáëàñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, óïðóãèé
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ñïåêòð ïðèáëèæåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àñèìïòîòè÷åñêèé äëÿ
íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ïðè k → 0, β >> 1 .
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ÓÄÊ 539.3

Ý.Â. Àíòîíåíêî

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÐÎÃÈÁÀ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ È ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ

1. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ïî äëèíå èõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ è ñëîæ-
íóþ ïðîáëåìó. Ïîâåäåíèå òàêèõ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì çàâèñèò îò âåëè-
÷èíû êðèòè÷åñêèõ ñèë è ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé [1�4].

Ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðîáëåìû ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè, îñíîâàííûå íà êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü â îáùåì
âèäå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë è ÷àñòîò ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ýíåðãåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ Ðýëåÿ, Òèìîøåíêî, Ðèòöà, êîãäà ôîð-
ìà ïðîãèáà çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà.
Ôóíêöèè ïðîãèáà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðè îñåâîì ñæàòèè è ñîáñòâåííûõ
ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé â ïðåäåëàõ óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ.
Æåñòêîñòü EI = D è ïîãîííàÿ ìàññà m ïåðåìåííû âäîëü îñè x.
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2. Êðèòè÷åñêóþ ñèëó N∗ îïðåäåëÿþò èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ èçîãíóòîé îñè ñòåðæíÿ (ñì. [3,4])

d2

dx2

(
EI

d2y

dx2

)
+N∗

d2y

dx2
= 0, (1)

ãäå y = y(x) � ôóíêöèè ïðîãèáà. Äëÿ ñòåðæíåé ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ
EI = D = const óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

yIV (x) + α2y′′(x) = 0, α2 =
N∗
EI

. (2)

Çäåñü è äàëåå øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî îñåâîé êîîðäèíàòå.

Èç óðàâíåíèÿ (2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷åíû êëàñ-
ñè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ

N∗0 =
π2EI

(µl)2 ; N∗0 = η
EI

l2
; η =

π2

µ2
, (3)

ãäå l � äëèíà ñòåðæíÿ. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ µ è η, ó÷èòûâàþùèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé óðàâíåíèå (1) èìååò âèä

yIV (x) + 2
D′(x)

D(x)
y′′′(x) +

[
D′′(x)

D(x)
+

N∗
D(x)

]
y′′(x) = 0. (4)

Èç óðàâíåíèÿ (4) âûðàæåíèÿ äëÿ N∗ â âèäå ïîäîáíîì (3) ïîëó÷èòü íå
óäàåòñÿ.

Îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èç ôîðìóëû Ðýëåÿ

N∗ =

l∫
0

EI(x)[y′′(x)]2dx

l∫
0

[y′(x)]2dx

. (5)

Âõîäÿùèå â (5) ôóíêöèè ïðîãèáà, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì, ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àïïðîêñèìèðóþùèå
ôóíêöèè ïðè ïîäñòàíîâêå â (5) äàþò çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû, ñîâïà-
äàþùèå ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè (3). Àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè â âèäå
ïîëèíîìîâ äàþò çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ (ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòîâ ∆ îòðà-
æåíû â òàáëèöå), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìå Ðýëåÿ.
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3. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáà-
íèé ñòåðæíÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà�
Îñòðîãðàäñêîãî. Îíî èìååò âèä (ñì. [2])

m(x)
∂2y

∂t2
+

∂2

∂x2

[
EI(x)

∂2y

∂x2

]
= 0. (6)

Äëÿ îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ èç óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò (ñì. [2, 4])

yIV (x)− k4y(x) = 0; k4 =
mω2

0

EI
, (7)

ãäå ω0 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Èç óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò

ω2
0 = α4 EI

ml4
, α = kl, (8)

ãäå α � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ øàðíèðíîãî
çàêðåïëåíèÿ êðàåâ ñòåðæíÿ α = nπ, ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
α = (4n+ 1)π/4, åñëè n � íîìåð òîíà êîëåáàíèÿ. Çíà÷åíèÿ α äëÿ ïåðâûõ
÷åòûðåõ òîíîâ ïðèâåäåíû â [4].

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé óðàâíåíèå (6) èìååò âèä

yIV (x) + 2
D′(x)

D(x)
y′′′(x) +

D′′(x)

D(x)
y′′(x)− m(x)

D(x)
ω2y(x) = 0, (9)

èç êîòîðîãî èñêîìóþ âåëè÷èíó ω2 â âèäå (8) ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ.
Ìåòîä Ðýëåÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ω2 =

l∫
0

D(x)[y′′(x)]2dx

l∫
0

m(x)y2(x)dx

. (10)

99



Â çàâèñèìîñòè (10), êàê è â (5), ôóíêöèè ïðîãèáà y(x) äîëæíû óäî-
âëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïîëèíîìû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå,
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ÷àñòîòû òîëüêî ïåðâîãî òîíà. Àïïðîêñèìèðóþùèå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè (10) äàþò çíà÷åíèÿ ω,
ñîâïàäàþùèå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (8) äëÿ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé.

4. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåðòîâ è ñðàâíåíèÿ èõ
ñ èìåþùèìèñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòåé ñòåðæ-
íåé ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà N∗ è ω èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìèðóþùèå
ôóíêöèè èç òàáëèöû äëÿ ñòåðæíåé ñ ìîíîòîííîé è äèñêðåòíîé ïî èõ
äëèíå íåîäíîðîäíîñòüþ.

Íàïðèìåð, äëÿ øàðíèðíî îïåðòîãî ñòåðæíÿ ñî ñòóïåí÷àòî èçìåíÿþ-
ùåéñÿ íåîäíîðîäíîñòüþ (D = D1 è m = m1 ïðè 0 6 x < l1; D = D2,
m = m2 ïðè l1 < x 6 l), äëÿ êîòîðîãî l̄ = l1

l , D̄ = D2

D1
, m̄ = m2

m1
, ïîëó÷èì

âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû

N∗ = N∗0kN , N∗0 =
(nπ
l

)2

D1,

kN = kN
(
l̄, D̄

)
= l̄ + D̄

(
1− l̄

)
+
(
D̄ − 1

) sin2nπl̄

2nπ
,

(11)

N∗ � êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îäíî-
ðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ æåñòêîñòüþ D1. Äëÿ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé kN = 1.
Ãðàôè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü kN = kN

(
l̄, D̄

)
äëÿ ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå.
×àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé òàêèõ íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé óäîá-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (11):

ω = ω0kω, kω = kω
(
l̄, D̄, m̄

)
,
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ãäå ω0 � ÷àñòîòû êîëåáàíèé îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé ñ æåñòêîñòüþ D1 è
ïîãîííîé ìàññîé m1.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ kN è km äëÿ ðàçíûõ âèäîâ íåîäíîðîäíîñòåé è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîäãîòîâëåíû ê ïå÷àòè.
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ÓÄÊ 532

Ò.À. Èëüÿñîâà, È.À. Ïàíêðàòîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÖÈÐÊÓËßÖÈÈ ÂÎÄÛ Â ÎÇÅÐÅ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà óïðîù¼ííàÿ
ìîäåëü òå÷åíèé â îçåðàõ, áàññåéíàõ è äðóãèõ âîäî¼ìàõ äëÿ íà÷àëüíîé
îöåíêè öèðêóëÿöèè. Òàêèå òå÷åíèÿ ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííû-
ìè óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ,
åñëè â íèõ ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè è ÷ëåíàìè, çàâèñÿùèìè
îò âðåìåíè â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè [2].

Â ñòàòüå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè òîêà ψ :

W = γ∇2ψ. (1)

Çäåñü W = ∂τ1|s/∂x2 − ∂τ2|s/∂x1 � âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò âåòðîâîãî
âîçäåéñòâèÿ; γ � êîýôôèöèåíò âåòðîâîãî íàïðÿæåíèÿ. Âåëè÷èíû τ1|s,
τ2|s îáóñëîâëåíû âåòðîâûìè íàïðÿæåíèÿìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ íà äíå τ1|b
è τ2|b ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìàññîâîãî
ðàñõîäà q1 è q2:

τ1|b = γq1; τ2|b = γq2.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

∂ψ

∂n
= 0 (2)
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íà áåðåãîâûõ ãðàíèöàõ;

ψ = ψ̄ (3)

íà âõîäå â âîäîåì.
Óðàâíåíèå (1) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) è (3) äîïóñêàåò

âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó è ïðèìåíåíèå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê.
2. Âîçäåéñòâèå âåòðà íà îçåðî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíîå îçåðî

ABCD : Ω = {(x, y)|xA ≤ x ≤ xB, yA ≤ y ≤ yD}, êîòîðîå ïîäâåðæåíî
âîçäåéñòâèþ âåòðà òàê, ÷òî W â óðàâíåíèè (1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê (x =
= x1, y = x2)

W/γ = Ax+By + C, A, B, C = const.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD xA = xD, xB = xC , yA = yB,
yC = yD.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ψ ≈ ϕ̄ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕ̄ =
M∑
m=1

amNm, ãäå Nm = xm+1ym+1.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàë¼ðêèíà (Wl = −W̃l = Nl), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ am âèäà∫∫

Ω

(
∂2ϕ̄

∂x2
+
∂2ϕ̄

∂y2

)
Wl dΩ +

∫
AB

(
−∂ϕ̃
∂y
− 0

)∣∣∣∣
y=yA

W̃s dx+

+

∫
BC

(
∂ϕ̃

∂x
− 0

)∣∣∣∣
x=xB

W̃s dy +

∫
CD

(
∂ϕ̃

∂y
− 0

)∣∣∣∣
y=yC

W̃s dx+

+

∫
DA

(
−∂ϕ̃
∂x
− 0

)∣∣∣∣
y=yD

W̃s dy =

∫∫
Ω

(Ax+By + C)Wl dΩ.

(4)

Òàêæå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âíóòðè îçåðà ABCD íàõî-
äèòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé îñòðîâ KNEH : Ωîñòðîâ = {(x, y)|xK ≤ x ≤
≤ xN , yK ≤ y ≤ yH}. Â ïðÿìîóãîëüíèêå KNEH xK = xH , xN = xE,
yK = yN , yE = yH . Ïðè ýòîì â (4) äîáàâëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå
îñòðîâà KNEH, à äâîéíûå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî îáëàñòè Ω\Ωîñòðîâ =
= {(x, y)| (x, y) ∈ Ω, (x, y) /∈ Ωîñòðîâ}.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â (4), áåðóòñÿ àíàëèòè÷åñêè è çà-
äà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñëåäóþùåãî âèäà:

Ka = f ,
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ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè èìåþò âèä (s,m = 1,M)

Ksm = m(m− 1)

(
ym+s+1
D − ym+s+1

A

m+ s+ 1

xm+s−1
B − xm+s+1

A

m+ s− 1
+

+
ym+s−1
D − ym+s−1

A

m+ s− 1

xm+s+1
B − xm+s+1

A

m+ s+ 1
− ym+s+1

H − ym+s+1
K

m+ s+ 1
xm+s−1
N − xm+s+1

K

m+ s− 1
− ym+s−1

H − ym+s−1
K

m+ s− 1

xm+s+1
N − xm+s+1

K

m+ s+ 1

)
+

+mym+s−1
A

xm+s+1
B xm+s+1

A

m+ s+ 1
−mxm+s+1

B

ym+s+1
C − ym+s+1

B

m+ s+ 1
−

−mym+s−1
C

xm+s+1
D − xm+s+1

C

m+ s+ 1
+mxm+s−1

D

ym+s+1
A − ym+s+1

D

m+ s+ 1
−

−mym+s−1
K

xm+s+1
N − xm+s+1

K

m+ s+ 1
+mxm+s+1

N

ym+s+1
E − ym+s+1

N

m+ s+ 1
+

+mym+s−1
E

xm+s+1
H − xm+s+1

E

m+ s+ 1
−mxm+s−1

H

ym+s+1
K − ym+s+1

H

m+ s+ 1
;

à êîìïîíåíòû ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ åñòü

fs = A

(
ys+1
D − ys+1

A

s+ 1

xs+2
B − xs+2

A

s+ 2
− ys+1

H − ys+1
K

s+ 1

xs+2
N − xs+2

K

s+ 2

)
+

+B

(
ys+2
D − ys+2

A

s+ 2

xs+1
B − xs+1

A

s+ 1
− ys+2

H − ys+2
K

s+ 2

xs+1
N − xs+1

K

s+ 1

)
+

+C

(
ys+1
D − ys+1

A

s+ 1

xs+1
B − xs+1

A

s+ 1
− ys+1

H − ys+1
K

(s+ 1

xs+1
N − xs+1

K

(s+ 1

)
.

3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïà-
êåòà Scilab. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î öèðêóëÿöèè âîäû
â îçåðå ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå.
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0.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

X

Y

 −0.432

 −0.432

 −0.411

 −0.411

 −0.389

 −0.389

 −0.367

 −0.367
 −0.346

 −0.324
 −0.302

 −0.0432

 −0.0432

Ëèíèè òîêà äëÿ A = 1.4, B = 1.7, C = 1.3, M = 10

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé îñòðîâà âíóòðè îçå-
ðà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûáîðå áàçèñíûõ ôóíêöèé âèäàNm = xm+1ym+1

íåöåëåñîîáðàçíî ïîìåùàòü îçåðî âíå îáëàñòè Ωêâ = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1,
−1 ≤ y ≤ 1}.
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ÓÄÊ 534-13, 534.511.4, 533.6.011

Â.Ñ. Êîæàíîâ, Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÁÅÃÓÙÅÉ ÂÎËÍÛ Â ÂßÇÊÎÌ ÃÀÇÅ

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå àêóñòèêè âÿçêîãî ãàçà íåàñèìïòîòè÷åñêèì ìåòî-
äîì. Õàðàòåðèñòèêè ðàíåå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ áåãóùåé ñôåðè÷åñêîé
âîëíû â âÿçêîì ãàçå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ àêóñòèêè ÿâëÿþò-
ñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì å¼ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî â
ðàáîòå óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ êàëîðè÷åñêè è òåðìè÷åñêè ñîâåðøåí-
íîãî íüþòîíîâñêîãî âÿçêîãî è òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿííûõ êî-
ýôôèöèåíòàõ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè (íàïðèìåð, ïðè ìàëîì èçìå-
íåíèè òåìïåðàòóðû) èìåþò âèä [1, ãë. X]

d ln ρ

dt
+∇V̄ = 0, ρ

dV̄

dt
= −∇p+

(
µ′ +

µ

3

)
∇
(
∇·V̄

)
+ µ∇2V̄ ,

ρ
d

dt

(
h+

V 2

2

)
= pt +∇

[(
µ′ − 2

3
µ

)
V̄∇V̄+

+ λ∇T + µ∇V 2 + µΩ̄×V̄
]
, h = cpT.

(1)

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, V̄ (u, v, w) � âåêòîð ñêîðîñòè ãàçîâîé ÷àñòèöû,
p � äàâëåíèå, µ′, µ, µ′′ = 4

3µ + µ′ � êîýôôèöèåíòû îáú¼ìíîé, êèíåìà-
òè÷åñêîé è ïðîäîëüíîé âÿçêîñòè, h � ýíòàëüïèÿ (òåïëîñîäåðæàíèå), λ �
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, T � å¼ àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, Ω̄ �
âèõðü.

Åñëè òå÷åíèå áåçâèõðåâîå (íàïðèìåð, äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé), òî
äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ϕ èìååì

Ω̄ ≡ 0, V̄ = ∇ϕ, D =
V 2

2
+ ϕt, (2)

ãäå D � ïîòåíöèàë óñêîðåíèÿ
(
dV̄
dt = ∇D

)
.

Îáîçíà÷èì

H0 = D + h =
V 2

2
+ ϕt +

a2

γ − 1
, (3)

ãäå a � ñêîðîñòü çâóêà, γ > 1 � îòíîøåíèå òåïëî¼ìêîñòåé. Òîãäà óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ â (1) ïðèìóò âèä

ρ∇D = ∇
(
−p+ µ′′∇V̄

)
, ρ = ρ(D), (4)
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à óðàâíåíèå ýíåðãèè

ρDt − ρ
dH0

dt
=

(
−p+

λ

cp
∇V̄

)
t

−∇
[(
µ′ − 2

3
µ

)
V̄∇V̄+

+
λ

cp
∇H0 +

(
2µ− λ

cp

)
∇
(
V 2

2

)]
.

Åñëè òå÷åíèå èçýíåðãåòè÷åñêîå (H0 ≡ const),

µ′ =
2

3
µ,

λ

cp
= 2µ = µ′′ (Pr = 1/2, Pr′′ = 1) , (5)

òî
ρDt =

(
−p+ µ′′∇V̄

)
t
, (6)

è ðàâåíñòâà (4), (6) ýêâèâàëåíòíû âûðàæåíèþ

ρ
dh

dt
− dp

dt
= −µ′′ d

dt
∇V̄ . (7)

Ïîäñòàâèâ ρ = γ p
a2 è

dp
dt èç (7) â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â (1), ïî-

ëó÷èì [2], ó÷èòûâàÿ a2 = a2
0 − (γ − 1)D:

N(ϕ) = −dD
dt

+ a2∇V̄ = −γµ
′′

ρ

d

dt
∆ϕ, (8)

ãäå ∆ � ëàïëàñèàí ïî x, y, z.

N(ϕ) =
(
a2 − u2

)
ϕxx +

(
a2 − v2

)
ϕyy +

(
a2 − w2

)
ϕzz−

−2uvϕxy − 2uwϕxz − 2vwϕyz − 2uϕxt − 2vϕyt − 2wϕzt − ϕtt.
(9)

Çäåñü u = ϕx, v = ϕy, w = ϕz. Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ïðàíäòëÿ
óðàâíåíèå (8) áóäåò áîëåå ñëîæíîãî âèäà.

Òàê êàê df
dt = ft + V̄∇f , òî äëÿ àêóñòè÷åñêèõ òå÷åíèé (V̄ ≈ 0, a ≈ a0,

ρ ≈ ρ0) èç (9) ïîëó÷àåì

ϕtt − a2
0∆ϕ = δ(∆ϕ)t, δ =

γλ

cpρ0
=
µ′′ + (γ − 1) λcp

ρ0
. (10)

Ýòî æå àêóñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü áåç óñëîâèé (5), íå
ó÷èòûâàÿ äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñ êâàäðàòàìè è ïðîèçâåäåíèÿìè ïðîèç-
âîäíûõ u, v, w ïî êîîðäèíàòàì.

Äëÿ ñôåðè÷åñêè îäíîìåðíûõ àêóñòè÷åñêèõ òå÷åíèé â âÿçêîì ãàçå
èìååì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ(r, t)

ϕtt − a2
0

(
ϕrr +

2

r
ϕr

)
= δ

(
ϕrr +

2

r
ϕr

)
t

. (11)
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Çäåñü ïîÿâèëñÿ íîâûé âÿçêèé ÷ëåí.
Åñëè ñäåëàòü çàìåíó

ϕ =
1

r
Φ(r, t), (12)

îíî ïðèìåò âèä
Φtt − a2

0Φrr = δΦrrt, (13)

ñêîðîñòü V = ϕr,
p−p0
ρ0

= −γ−1
γ ϕt.

Ïóñòü øàð ðàäèóñà r0 (èëè èñòî÷íèê) ñ ìîìåíòà t = 0 íà÷èíàåò ïóëü-
ñèðîâàòü â íåïîäâèæíîì ãàçå, ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿÿ ðàäèóñ ñ çàäàííîé
êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω (è ÷àñòîòîé ν = ω/(2π)). Òîãäà ðåøåíèå áåãóùåé
âîëíû èùåì â âèäå

Φ = ReBei[k(r−r0)−ωt], (14)

ãäå B > 0 � ïîñòîÿííàÿ, k = β + iα, β � âîëíîâîå ÷èñëî.
Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ α, β:

β2 − α2 = A2, 2αβ = εA2, ε =
δω

a2
0

=
λω

cpρ0
, A =

ω

a0

√
1 + ε2

. (15)

Èñêëþ÷èâ β, ïîëó÷èì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ α:

α4 + A2α2 − ε2A4/4 = 0

è ðåøåíèå ñèñòåìû (15):

α =
a0

δ

ε2√
2(1 + ε2)

(√
1 + ε2 + 1

) , β =
a0ε

δ

√√
1 + ε2 + 1

2 (1 + ε2)
,

c = a0

√
2 (1 + ε2)√
1 + ε2 + 1

.

(16)

Òîãäà èç (10), (14) èìååì ðåøåíèå áåãóùåé ñôåðè÷åñêîé âîëíû ([3,
c. 327], ε = 0)

ϕ(r, t) =
B

r
e−α(r−r0) cos [β (r − r0)− ωt] , r − r0 < ct. (17)

λ = 2π
β � äëèíà âîëíû, c = ω

β � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü (c(ω) � äèñïåðñèÿ
ñêîðîñòè).

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε (ε� 1), ðàçëàãàÿ â ðÿäû, ïîëó÷èì:

α ≈ a0

2δ
ε2

(
1− 5

8
ε2 + . . .

)
, β ≈ a0

δ
ε

(
1− 3

8
ε2 + . . .

)
,

c ≈ a0

(
1 +

3

8
ε2 + . . .

)
.

(18)
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Óðàâíåíèÿ (15) ñîâïàäàþò [4] ñ óðàâíåíèÿìè îäíîìåðíîé àêóñòèêè â
ïðÿìîì êàíàëå (êîãäà ϕ = Φ, r = x).

Íà ðèñ. 1�3 äàíî ñðàâíåíèå òî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñ èõ ïåðâûìè ïðè-
áëèæåíèÿìè ïî ôîðìóëàì (18).

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå r = rçàò ýôôåêòèâíîãî çàòóõàíèÿ àìïëèòó-
äû ϕ èç ôîðìóëû

e−α(rçàò−r0) = e−3 ≈ 1/20 = 5%.

Òîãäà

rçàò = r0 + 3/α

èëè

Rç =
a0

δ
(rçàò − r0) =

3a0

δα
= 3ε−2

√
2 (1 + ε2)

(√
1 + ε2 + 1

)
.

Íà ðèñ. 4 äàíà çàâèñèìîñòü rçàò îò êðóãîâîé ÷àñòîòû.

Ïðè ε� 1 èç ñîîòíîøåíèé (1)�(3) èìååì

α ≈
√

2

2

a0

δ
, β ≈

√
2

2

√
ω

δ
, c ≈

√
2
√
δω, a2

0 � δω,

ïðè ε� 1 èç (18) ïîëó÷àåì

α ≈ δω2

a3
0

� ω

a0
, β ≈ ω

a0
� a0

δ
, c ≈ a0, δω � a2

0.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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Å.À. Êîçëîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÕ
ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÓÃËÎÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÎÐÁÈÒÛ

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè ïëîñêîñòè îðáèòû êîñ-
ìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãîíàëüíîé
ïëîñêîñòè îðáèòû. Ïðè ýòîì îðáèòà ÊÀ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äâèæåíè-
åì öåíòðà ìàññ ÊÀ íå ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ñâîèõ ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êàê íåèçìåíÿåìàÿ ôèãóðà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
èñïîëüçóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå îðèåíòàöèè
îðáèòû â îòêëîíåíèÿõ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì [1].

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ ÊÀ: îñü η1

íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà ìàññ ÊÀ, îñü η3 � ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, à η2 òàê, ÷òîáû îðòû îñåé η1, η2 è η3

îáðàçîâûâàëè ïðàâóþ òðîéêó. Ââåäåì òàêæå ñèñòåìó êîîðäèíàò ξ, ñâÿ-
çàííóþ ñ ïëîñêîñòüþ è ïåðèöåíòðîì îðáèòû ÊÀ. Íà÷àëî ýòîé ñèñòåìû
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êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå O ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè, îñü ξ1 íàïðàâëå-
íà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà ïåðèöåíòðà îðáèòû, îñü ξ3 ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïëîñêîñòè îðáèòû è èìååò íàïðàâëåíèå ïîñòîÿííîãî ïî ìîäóëþ âåêòî-
ðà c ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ, à îñü ξ2 îáðàçóåò ïðàâóþ òðîéêó
ñ îñÿìè ξ1 è ξ3.

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ξ õàðàêòåðèçóåò ñîáîé îðèåíòàöèþ îðáèòû ÊÀ â èíåðöèàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è çàäàåòñÿ òðåìÿ óãëîâûìè îñêóëèðóþùèìè ýëåìåíòàìè îð-
áèòû: äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà Ωu, íàêëîíîì îðáèòû I, óãëîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì ïåðèöåíòðà îò óçëà ωπ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ
âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñ-
êîñòè îðáèòû ÊÀ. Òîãäà îðáèòà ÊÀ íå ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ñâîèõ
ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u
êàê íåèçìåíÿåìàÿ ôèãóðà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå u, ïåðåâîäÿùåå ïëîñêîñòü îðáèòû ÊÀ,
äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè

2
dΛ

dt
= Λ ◦Ωξ,

dϕtr
dt

=
c

r2
, r =

p

1 + e cosϕtr
, c = const, (1)

Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3, Ωξ = u
r

c
(cosϕtr i1 + sinϕtr i2),

èç ëþáîãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0, Λ(t0) = Λ0,

â òðåáóåìîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ

t = t∗, Λ(t∗) = Λ∗.

Çäåñü Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ (êâàòåðíèîííûé îñêóëèðó-
þùèé (ìåäëåííî èçìåíÿþùèéñÿ) ýëåìåíò îðáèòû ÊÀ); Ωξ � îòîáðàæåíèå
âåêòîðà Ω àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòû ÊÀ íà áàçèñ ξ; ϕtr � èñ-
òèííàÿ àíîìàëèÿ (óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïëîñêîñòè îð-
áèòû îò åå ïåðèöåíòðà è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå);
c � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé (ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè v = dr/dt
öåíòðà ìàññ ÊÀ); r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ; p è e �
ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ÊÀ; Λj � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà
(ïàðàìåòðû Ýéëåðà), õàðàêòåðèçóþùèå îðèåíòàöèþ îðáèòû ÊÀ â èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòX; ij � âåêòîðíûå ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëü-
òîíà; u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ u íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà
ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ; ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè íåëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè [2]
íàìè èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ â ïàðàìåòðàõ Ýéëåðà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (1):

2
d∆Λ

dt
= ∆Λ ◦Ωξ = u

r(ϕtr(t))

c
∆Λ ◦ (cosϕtr(t) i1 + sinϕtr(t) i2), (2)

dϕtr(t)

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕtr(t)
, c = const.

Çäåñü ∆Λ = cos(
1

2
∆ϕ) + sin(

1

2
∆ϕ) e∆ � îòêëîíåíèå óãëîâîãî ïîëîæå-

íèÿ îðáèòû ÊÀ îò åå òðåáóåìîãî ïîëîæåíèÿ Λ∗, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êâàòåðíèîííîé ôîðìîé:

Λ = Λ∗ ◦∆Λ,

ãäå ∆ϕ è e∆ � ýéëåðîâ óãîë è åäèíè÷íûé âåêòîð ýéëåðîâîé îñè âîçìó-
ùåííîãî êîíå÷íîãî ïîâîðîòà îðáèòû ÊÀ îòíîñèòåëüíî åå íåâîçìóùåííî-
ãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êâàòåðíèîíîì ïîâîðîòà Λ∗.

Íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå
ðåøåíèå ∆Λ = 1 êâàòåðíèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðè óïðàâëÿþùåì âîçäåé-
ñòâèè u = 0. Ýòîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåò íóëåâîå çíà÷åíèå ýé-
ëåðîâà óãëà ∆ϕ è ëþáûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé e∆i(i = 1, 2, 3) åäèíè÷íîãî
âåêòîðà e∆ ýéëåðîâà ïîâîðîòà íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
îðáèòîé.

Çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íåëèíåéíîé
ñòàáèëèçàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå u, ïðè êîòîðîì íåâîçìóùåííîå äâèæå-
íèå ∆Λ(t) = 1 öåíòðà ìàññ ÊÀ ïðè óïðàâëÿþùåì âîçäåéñòâèè u = 0
áóäåò óñòîé÷èâûì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü
âòîðîé ìåòîä ôóíêöèè Ëÿïóíîãî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, ïðè-
ìåíÿÿ ïîäõîä Áðàíöà�Øìûãëåâñêîãî [3].

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

W = 1−∆Λ2
0 =

1

2
[(1−∆Λ2

0) + ∆Λ2
1 + ∆Λ2

2 + ∆Λ2
3].

Ïðîèçâîäíàÿ îò ýòîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì (2) ïðèìåò âèä

Ẇ = −ur
c
∆Λ0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ).

Âûáåðåì óïðàâëåíèå u â âèäå

u = −k∆Λ0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ), k > 0. (3)
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Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ẇ ïðèìåò âèä

Ẇ = k∆Λ2
0(∆Λ1 cosϕ+ ∆Λ2 sinϕ)2.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé è ïðîöåññ ïåðå-
îðèåíòàöèè îðáèòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà,
áóäåò óñòîé÷èâ íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèÿ u, èìåþùèå âèä (3), îáåñïå÷èâàþò ñõî-
äèìîñòü ïðîöåññà êîððåêöèè ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ âî âñåé îáëàñòè
èçìåíåíèÿ ∆Λ, êðîìå òî÷êè ∆Λ0 = 0, êîãäà óãîë ýéëåðîâîãî ïîâîðîòà
ðàâíÿåòñÿ π ðàäèàí èëè 180◦.
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ÓÄÊ 533.6.011

Ä.È. Ëèâåðîâñêèé, Ñ.Ï. Øåâûðåâ

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÈËÜÍÎÃÎ ÖÓÍÀÌÈ,
ÏÐÈÁËÈÆÀÞÙÅÃÎÑß Ê ÑÓØÅ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êðóïíûõ
÷àñòèö äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ öóíàìè ïðè âñòðå÷å ñ ñóøåé. Ðàíåå
óæå áûëî îïèñàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ äâèæåíèÿ òÿæåëîé íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè [1]. Íàìè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö â äâóìåðíîì ñëó÷àå
íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå. Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èñïîëü-
çîâàëñÿ ìåòîä ìàðêåðîâ [2].

Â ýòîé ñòàòüå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàññìîòðåòü âîëíó, íàáåãàþùóþ
íà áåðåã, ñ ó÷åòîì ðåëüåôà ìåñòíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî
ïîëó÷èòü ïðîôèëü ðåëüåôà, ýòà èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëåãêî äîñòóïíîé
â èíòåðíåòå. Îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàåò âû÷èñëèòåëüíàÿ
ìîùíîñòü èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðàñ÷åòîâ êîìïüþòåðà. À èìåííî, äëÿ ðàñ-
÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà íå áîëåå ÷åì 100 × 100 ÿ÷ååê. Ïî-
ýòîìó åñëè ðàññìàòðèâàòü îñòðîâ øèðèíîé 100 êì è âûñîòîé 1 êì, òî
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îòîáðàçèòü åãî ðåëüåô íîðìàëüíî íå ïîëó÷èòñÿ. Ó÷èòûâàÿ ýòîò êðè-
òåðèé, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îêàçàëèñü Êóðèëüñêèå
îñòðîâà. Íà ðèñ. 1,à è 1,á ïðåäñòàâëåíû íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàëàëîñü äâèæåíèå âîëíû, íà ðèñ. 2,à è 2,á � ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïðîôèëè ðåëüåôà.

à á

Ðèñ. 1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

à á

Ðèñ. 2. Ïðîôèëè âûñîò

Òàê êàê â ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà, òî ïðîôèëè âû-
ñîò ïðèìóò âèä, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, à è 3,á ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ðàñ÷å-
òû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1,à, 2,à è 3,à. Íà ðèñ. 4,
5 è 6 ïðåäñòàâëåí ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, èçíà÷àëüíî âîëíà ïðåäïîëàãà-
ëàñü íåïîäâèæíîé.

à á

Ðèñ. 3. Ïðîôèëè âûñîò íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå

Êîíå÷íî, ïîëó÷åí äîñòàòî÷íî ãðóáûé, ñõåìàòè÷íûé ðåçóëüòàò. Ìû
èñïîëüçóåì òîëüêî ïðîôèëü ðåëüåôà áåç äàííûõ î ñòðîåíèÿõ.
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Ðèñ. 4. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, âûïîëíåíî 0 øàãîâ ïî âðåìåíè

Ðèñ. 5. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, âûïîëíåíî 1650 øàãîâ ïî âðåìåíè

Ðèñ. 6. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, âûïîëíåíî 2450 øàãîâ ïî âðåìåíè

Ïîêà ïðîâåñòè ïîäîáíûå ðàñ÷¼òû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå íå ïîçâîëÿåò
âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü èñïîëüçóåìîãî ÏÊ, òàê êàê äëÿ òðåõìåðíîãî
ñëó÷àÿ ìû ïîêà ðàññìàòðèâàëè ñåòêè íå áîëåå ÷åì 30 × 30 × 30 ÿ÷åååê.
À ýòîãî ìàëî, ÷òîáû ïîëó÷èòü õîðîøèé ðåçóëüòàò.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåðåãóëÿðíóþ ðàçíîñòíóþ
ñåòêó, â òàêîì ñëó÷àå íàì íå ïîòðåáóåòñÿ êàê-ëèáî ïðåîáðàçîâûâàòü ïðî-
ôèëü âûñîò.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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Ð.È. Ëèâåðîâñêèé, Ñ.Ï. Øåâûðåâ

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ
ÍÀ ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÎÉ ÑÅÒÊÅ ÌÅÒÎÄÎÌ ÄÀÂÛÄÎÂÀ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ èäåàëü-
íîãî ñæèìàåìîãî ãàçà îêîëî àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà ïðè ïîìîùè ìå-
òîäà Äàâûäîâà, îáîáùåííîãî íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîé ÷åòûðåõãðàííîé
ñåòêè äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ñåòêè ïîçâî-
ëÿåò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû òå÷åíèÿ îêîëî òåë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

114



Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Äàâûäîâà (ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö) [1] ñîñòî-
èò â ðàñùåïëåíèè ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì èñõîäíîé íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà, çàïèñàííîé â ôîðìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
Ñðåäà çäåñü ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé èç êðóïíûõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ çàíèìàåò â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íåêîòîðóþ ÿ÷åéêó ýéëåðîâîé
ñåòêè. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåòñÿ
â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíèÿ, ïîýòîìó âåñü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ñîñòîèò èç
ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ øàãîâ ïî âðåìåíè. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå èäå-
àëüíîãî ñæèìàåìîãî ãàçà. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ âîçüìåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â äèâåðãåíòíîì âèäå (óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè,
èìïóëüñà, ýíåðãèè) è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
+
∂ρw

∂z
= 0,

∂ρu

∂t
+
∂ρu2

∂x
+
∂ρuv

∂y
+
∂ρuw

∂z
+
∂p

∂x
= 0,

∂ρv

∂t
+
∂ρuv

∂x
+
∂ρv2

∂y
+
∂ρvw

∂z
+
∂p

∂y
= 0,

∂ρw

∂t
+
∂ρuw

∂x
+
∂ρvw

∂y
+
∂ρw2

∂z
+
∂p

∂z
= 0,

∂ρE

∂t
+
∂ρuE

∂x
+
∂ρvE

∂y
+
∂ρwE

∂z
+
∂pu

∂x
+
∂pv

∂y
+
∂pw

∂z
= 0,

p = (κ− 1) ρ

(
E − u2 + v2 + w2

2

)
.

Çäåñü t, x, y, z � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ρ � ïëîòíîñòü, u, v, w � êîìïî-
íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü îñåé x, y è z ñîîòâåòñòâåííî, E � ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ãàçà, κ � îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé.
Âèä äàííîé ñèñòåìû îäèíàêîâ êàê äëÿ ðàçìåðíûõ, òàê è äëÿ áåçðàçìåð-
íûõ âåëè÷èí.

Ðàññìîòðèì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, ïîêðûòóþ íåðåãóëÿðíîé ÷åòûðåõ-
ãðàííîé ñåòêîé (ðèñ. 1). Ñâåðõó è ñíèçó îáëàñòè íàõîäèòñÿ òâåðäàÿ
íåïðîíèöàåìàÿ ñòåíêà ñ âûïóêëûì òåëîì. Ïîòîê ãàçà íàáåãàåò ñëåâà è
óõîäèò ÷åðåç ïðàâóþ ãðàíèöó îáëàñòè. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïîòîêà ãàçà
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âî âñå ÿ÷åéêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïîìåùà-
þòñÿ íåêîòîðûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ïîòîêà:

ρi = ρ0, ui = u0, vi = v0, wi = w0, Ei =
1

κ(κ− 1)M 2
∞

+
1

2
,

ãäå M∞ � ÷èñëî Ìàõà íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûòàÿ íåðåãóëÿðíîé

÷åòûðåõãðàííîé ñåòêîé

Íà ëåâîé ãðàíèöå ïðîèñõîäèò ¾ïîäïèòêà¿ íàáåãàþùåãî íà òåëî ïîòî-
êà, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè áåðóòñÿ

un = u0, v
n = v0, w

n = w0.

Íà ïðàâîé, à òàê æå íà ôðîíòàëüíîé è òûëüíîé ãðàíèöàõ ñòàâÿòñÿ óñëî-
âèÿ:

unfictive = unborder, v
n
fictive = vnborder, w

n
fictive = wn

border,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîòðàæàþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà èñêóñ-
ñòâåííûõ, íå ñóùåñòâóþùèõ â ðåàëüíîñòè ãðàíèöàõ. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ íå îòðàæàëèñü îò ýòèõ ãðàíèö, à ãëàäêî óõîäèëè íà
áåñêîíå÷íîñòü. Íà òåëå, à òàê æå íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ îáëàñòè
âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè, óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ:
íîðìàëüíàÿ ê òåëó è ê íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöå êîìïîíåíòà âåêòîðà
ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ, äëÿ ýòîãî â ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè ïîìåùàþòñÿ òàêèå
çíà÷åíèÿ u, v, w, ÷òîáû

unfictive(norm) = −unborder(norm).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îòîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîëèíèé â ñå÷åíèè
òðåõìåðíîé îáëàñòè ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè xOz (ðèñ. 2),
äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ äâóõìåðíûì ñëó÷åì. Ïðè ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ âñåõ ãàçî-
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îòíîñÿòñÿ ê öåíòðàì ÿ÷ååê ñåòêè, íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ ñåòêè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â âåðøèíàõ
âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé â ÷åòûðåõãðàííè-
êàõ, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò äàííàÿ âåðøèíà. Äàëåå íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð ÷åòûðåõãðàííèêîâ ñåòêè
ñ ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ýòèõ
òî÷êàõ âû÷èñëÿþòñÿ êàê ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè â
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âåðøèíàõ ðåáðà, êîòîðîìó ýòà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò. Òàêèì
îáðàçîì â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íàáîð òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêî-
ñòè ñå÷åíèÿ, ñî ñâîèìè êîîðäèíàòàìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïî ýòèì òî÷êàì, èñïîëüçóÿ òðèàíãóëÿ-
öèþ Äåëîíå, ñòðîèòñÿ íîâûé íàáîð òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 3).

Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå Ðèñ. 3. Òðèàíãóëÿöèÿ ñå÷åíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäèì ê çàäà÷å, êîòîðàÿ ðåøàëàñü ïðè ïîñòðîå-
íèè èçîëèíèé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ [2]. Êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé òðåóãîëü-
íîé ñåòêè íåâûñîêîå (áîëüøèíñòâî òðåóãîëüíèêîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëü-
íûìè èëè áëèçêèìè ê ïðàâèëüíûì), òàê êàê ñåòêà òåñíî ñâÿçàíà ñ èñ-
õîäíîé ÷åòûðåõãðàííîé ñåòêîé.
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ÓÄÊ 539.3

Î.À. Ìûëüöèíà, Ì.Þ. Ñóðîâà

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏËÀÑÒÈÍÊÈ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÕ

È ÑÈËÎÂÛÕ ÍÀÃÐÓÇÎÊ

Äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà èçîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â óñëîâèÿõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà è ïîäâåðãàþùåéñÿ êðàòêî-
âðåìåííîìó âîçäåéñòâèþ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû è òåìïåðàòóðû, ïîëó÷å-
íî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ êîëè÷å-
ñòâåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà òåðìîóïðóãîå
äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëàñòèíêè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà, íàõîäÿùà-
ÿñÿ â óñëîâèÿõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ÷å-
ðåç îñíîâíûå ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíÿÿ ïëîñêîñòü ïëà-
ñòèíêè ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ (íà êîðîòêîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
|t2 − t1| << 1) ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû è òåìïåðàòóðû â âèäå

q (x, y, t) = q0a1b1δ (x− x1, y − y1) (H(t− t1)−H(t− t2)) ,

T+(t) = T+
0 + T+

1 (H(t− t1)−H(t− t2)) .
Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ ëèíåéíîå äåìïôèðîâàíèå. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè äëÿ òåìïåðàòóðíîé ôóíêöèè ïðè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
òåìïåðàòóðîíîãî ïîëÿ ïî òîëùèíå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåð-
ìîóïðóãàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ è íà êðàÿõ îòñóòñòâóåò
ïåðåïàä òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå.

Ðåøåíèå íåñâÿçíîé òåðìîóïðóãîñòè íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ òåì-
ïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíî-
ñòè äëÿ òåìïåðàòóðíîé ôóíêöèè θ1(x, y, t) [1,2] ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

ïðè x = 0, x = a : θ1 = 0,

ïðè y = 0, y = a : θ1 = 0,

çàïèøåì â âèäå

θ1(x, y, t) =
∑
k,m

ϑkm(t) sin kπx
a sin mπy

b . (1)

Ïîäñòàíîâêà (1) â óðàâíåíèå, ðàññìîòðåííîå â [1] íà îñíîâàíèè ñòàíäàðò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ ðÿäà (1)

ϑ̇km + βSkm
a2 ϑkm = 6κβ

λh∆Tkm−

−β
(
6 κ
λh + 12

h2

)
ekmθ̃1 + 6κβ

λhT
+
1 (H(t− t1)−H(t− t2)) , (2)

ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàïèøóòñÿ â âèäå [3]

ϑkm(t) = E1
kme

−βSkma2 t + E2
km+

+E3
km

2∑
i=1

(−1)i+1

(
1− e−

βSkm
a2 (t−ti)

)
H(t− ti), (3)

ãäå E1
km =

(
1− κa

λ
a
h

1
Skm

)
∆Tkm îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè

t = 0: θ1 = T+
0 − T−, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì ϑkm(0) = (T+

0 −
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− T−)ekm = ∆Tkm äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (1), E2
km = 6κa

λ
a
h

∆Tkm
Skm

, E3
km =

= 6κa
λ
a
h
ekm
Skm

T+
1 ,

κa
λ = BIO � ïàðàìåòð Áèî.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè ïëàñòèíêè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè
êðàÿìè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

γh
gDw,tt +

µ
Dw,t +∇

2∇2w = q
D −

1+ν
h α∇2θ1, (4)

ïðè îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå â ôóíêöèè ïðîãèáà èìåþò
âèä

ïðè x = 0, x = a : w = 0, w,11 = 0;

ïðè y = 0, y = a : w = 0, w,22 = 0,

áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå, òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþùåì âñåì êðàå-
âûì óñëîâèÿì

w(x, y, t) =
∑
km

wkm(t) sin kπx
a sin mπy

b . (5)

Ïîäñòàíîâêà (5) â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) è ñòàíäàðòíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

ẅkm + µg
γhẇkm + gD

γha4L
2
kmwkm = qkm(t) + gD

γha2
1+ν
h αLkmϑkm(t), (6)

çäåñü

qkm(t) = 4q
0g
γh

a1b1
ab sin kπx1

a sin mπy1
b (H(t− t1)−H(t− t2)) ,

Lkm = (kπ)2 +
(
mπa
b

)2
,

µ � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) ðåøå-
íèå ïðèìåò âèä [3]

wkm(t) = e−µ̃t
(
C1
km sin kkmt+ C2

km cos kkmt
)

+ A3
km +B3

kme
−βSkma2 t+

+
2∑
i=1

(
e−µ̃(t−ti)

(
D1
kmi sin kkmt+D2

kmi cos kkmt
)

+ (−1)i+1w̃1
km

)
H (t− ti) +

+
2∑
i=1

(
e−µ̃(t−ti)

(
F 1
kmi sin kkmt+ F 2

kmi cos kkmt
)

+ Ai
km +Bi

kme
−βSkma2 t

)
×

×H (t− ti) , (7)
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ãäå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C l
km (l = 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé w = 0, w,t = 0 ïðè t = 0.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: a
b = 1, h

a = 0, 005,
|t2−t1| = 0, 005 ñ, µ = 0, 00007, ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà ïðèëîæåíà â òî÷êå(
a
2 ,

b
2

)
, q0 = 10, T+

0 = T− = 20, ìàòåðèàë òèïà äþðàëþìèíèé.

Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç, ïðîâåäåííûé íà îñíîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, ïîêàçàë ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè.

1. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òåìïåðàòóðíîãî ñêà÷êà êîëåáàíèÿ òåðìîóïðó-
ãîé ñèñòåìû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âðåìåííîé îñè è áûñòðî çà-
òóõàþò âíå èíòåðâàëà äåéñòâèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû (ðèñ. 1. T+

1 =
= 0, BIO = 10).

2. Ïðè íàëè÷èè òåìïåðàòóðíîãî ñêà÷êà T+
1 çàäàííîé âåëè÷èíû çàòó-

õàþùèå êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ àñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî âðåìåííîé
îñè ñ òîé æå òåíäåíöèåé çàòóõàíèÿ (ðèñ. 2. T+

1 = 100, BIO = 10).

3. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó ðàçìàõîâ êîëåáàíèé îêàçûâàåò
ïàðàìåòð BIO, ñ óâåëè÷åíèåì êîòîðîãî ðàçìàõè çíà÷èòåëüíî âîçðàñòà-
þò ïðè òîé æå ÷àñòîòå (ðèñ. 3. T+

1 = 100, BIO = 0, 5, ðèñ. 4. T+
1 =

= 100, BIO = 100).

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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ëÿðíûõ îáîëî÷åê // Äîêë. Àêàäåìèè âîåííûõ íàóê. 1999. � 1. C. 14�26.

ÓÄÊ 539.3

Þ.Í. Íàãàð, Â.Þ. Îëüøàíñêèé,
È.Ô. Ïàðøèíà, À.Â. Ñåðåáðÿêîâ

ÑÂßÇÀÍÍÀß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ ÄËß ÏÜÅÇÎÊÅÐÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÖÈËÈÍÄÐÀ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ öåëüþ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðèáîðîâ íàâèãàöèè
àêòèâíî âåäóòñÿ ðàçðàáîòêè íîâûõ êîíñòðóêöèé äàò÷èêîâ èíåðöèàëü-
íîé èíôîðìàöèè (ÄÈÈ). Áûëè ïðåäëîæåíû è ïðîèçâîäÿòñÿ ÄÈÈ ñ ðàç-
íîé êîíñòðóêöèåé ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïîëó÷èëè áèìîðôíûå, êàìåðòîííûå ãèðîñêîïû. Âñòðå÷àþòñÿ òàêæå
êîíñòðóêöèè ãèðîñêîïîâ ñ ïðèñîåäèíåííîé ìàññîé [1]. Ïåðñïåêòèâíûìè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìîäåëè âèáðàöèîííûõ ãèðîñêîïîâ ñ öèëèíäðè÷åñêèì ðå-
çîíàòîðîì, ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â ïà-
òåíòå [2].

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû âèáðàöèîííîãî ãèðîñêîïà ñ ðåçîíàòîðîì, âû-
ïîëíåííûì èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, â ôîðìå öèëèíäðà íåîá-
õîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ñâÿçàííîé ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïîñòàíîâêà îñåñèì-
ìåòðè÷íîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ïüåçîêåðàìèêà èìååò ðàäèàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ, ñîäåðæèò-
ñÿ â ðàáîòå [3]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ êîðèîëèñîâûõ ñèë è âÿçêîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ ìàòåðèàëà ïðèíèìàåò âèä

c33

(
∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r
− c11

c33

ur
r2

)
+
c13 − c12

r

∂uz
∂z

+e33

(
∂2ψ

∂r2
+

(
1− e31

e33

)
1

r

∂ψ

∂r

)
+

+e15
∂2ψ

∂z2
= ρ

(
∂2ur
∂t2

+ η
∂ur
∂t
− 2ω

∂uϕ
∂t

)
− ρω2r,

c44

(
∂2uϕ
∂r2

+
1

r

∂uϕ
∂r
− uϕ
r2

)
= ρ

(
∂2uϕ
∂t2

+ η
∂uϕ
∂t

+ 2ω
∂uϕ
∂t

)
, (1)
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(e15 − e13)
∂2ψ

∂r∂z
+ e15

1

r

∂ψ

∂z
+ c11

∂2uz
∂z2

= ρ

(
∂2uz
∂t2

+ η
∂uz
∂t

)
,

ε33

(
∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r

)
+ ε11

∂2ψ

∂z2
= e33

∂2ur
∂r2

+ (e33 + e31)
1

r

∂ur
∂r

+ e31
1

r

∂uz
∂z

. (2)

Óðàâíåíèÿ (1), (2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷-
íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Â ðàáîòå [4] äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè-
÷åñêèõ ïîëåé â ðåçîíàòîðå ðàññìîòðåíà óïðîùåííàÿ ïîñòàíîâêà äàííîé
çàäà÷è ñâÿçàííîé ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëÿ òîíêîñòåííîãî ïüåçîêåðàìè÷å-
ñêîãî öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë áûëè ïðåäñòàâëåíû
â âèäå ur = u(t) + u, uϕ = v(t), uz = w(z, t) + w0(z), ψ = ψ(z, t). Ñèñòåìà
óðàâíåíèé (1), (2) ïðåîáðàçîâàëàñü ê âèäó

−c11
ur
R2
−c12

1

R

∂uz
∂z
−e31

1

R

U0

h
+e15

∂2ψ

∂z2
= ρ

(
∂2ur
∂t2

+ η
∂ur
∂t
− 2ω

∂uϕ
∂t

)
−Rρω2,

−c44
uϕ
R2

= ρ

(
∂2uϕ
∂t2

+ η
∂uϕ
∂t

+ 2ω
∂uϕ
∂t

)
,

e15
1

R

∂ψ

∂z
+ c11

∂2uz
∂z2

= ρ

(
∂2uz
∂t2

+ η
∂uz
∂t

)
,

ε11
∂2ψ

∂z2
= − 1

R

U0

h
+ e31

ur
R2

+ e31
1

R

∂uz
∂z

. (3)

Â òàêîé ïîñòàíîâêå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé âûíóæäåííûõ óñòàíîâèâøèõ-
ñÿ êîëåáàíèé. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
ðàññìàòðèâàåìîé óïðóãîé ñèñòåìû

β4 + a1β
3 + a2β

2 + a3β + a4 = 0, (4)

ãäå

a1 = −2ηi, a2 =
2e31e15 + ε11(c13 − c11)

ε11ρR2
− η2,

a3 = −2e31e15 + ε11(c13 − c11)

ε11ρR2
ηi, a4 =

e31e15(c12 − c11)

ε11ρ2R4
.

Ïðîèçâåäåíà îöåíêà âëèÿíèÿ âåëè÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè íà âûõîä-
íîé ñèãíàë ðåçîíàòîðà â âèäå ñèëû òîêà íà òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïèêîâûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ ïðè ÷àñòîòàõ β
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áëèçêèõ ê β1 = 0, 165 ÌÃö, β2 = 0, 574 ÌÃö. Çíà÷åíèÿ β1, β2 ðàâíû äåé-
ñòâèòåëüíûì ÷àñòÿì êîðíåé óðàâíåíèÿ (4).

Ðàñ÷åò ìåõàíè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðè β = 0, 165 ÌÃö è ω = 10, 47c−1

äàåò àìïëèòóäû äåôîðìàöèé εϕ = 1, 69 · 10−4, εz = 6, 7 · 10−4.
Áûëà òàêæå ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé (1), (2) â ñëó-

÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè öèëèíäðà [5].
Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

ur = u + ũr(r) exp(iβt), u(ϕ) = ũϕ(r) exp(iβt), ψ = ψ̃ exp(iβt),

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé ũr = ũr(r), ũϕ =
= ũϕ(r), ψ̃ = ψ̃(r).

Äàëåå çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ôóíêöèé

x1 = ũr, x2 =
dũr
dr

, x3 = ũϕ, x4 =
dũϕ
dr

, x5 = ψ̃, x6 =
dψ̃

dr
(5)

ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáùåå ðåøåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ íà
îñíîâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ÷àñòíûõ ðåøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïîëó÷åíî ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà íà îòðåçêå r1 ≤ r ≤ r2. Äëÿ òîãî ÷òîáû
âûäåëèòü èç îáùåãî ðåøåíèÿ èñêîìûå ôóíêöèè (5), èñïîëüçóåì ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ ïðè r = r1 è r = r2.

Äëÿ ñëó÷àÿ ðåçîíàòîðà â âèäå òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ
ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R è òîëùèíîé h âîçìîæíà ïîñòàíîâêà
çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñî
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì îñü Ox íàïðàâëÿåòñÿ âäîëü
îñè öèëèíäðà, îñü Oz � ïî òîëùèíå.

Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîãî
ïüåçîýôôåêòà: ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ è èíäóêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ

σx = c11εx + c12εy − e31Ez, σy = c12εx + c11εy − e31Ez, τxy =
c11 − c12

2
εxy,

Dx = ε11Ex, Dy = ε11Ey, Dz = ε33Ez + e31(εx + εy).

Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûðàæåíà ÷åðåç ïîòåíöèàë E =
= −gradψ. Ïðè ýòîì äëÿ òîíêîé îáîëî÷êè ∂2ψ

∂z2 = 0. Âûðàæåíèÿ äëÿ
äåôîðìàöèé

εx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

− z∂
2w

∂x2
,
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εy =
∂v

∂y
− 1

R
w +

1

2

(
∂w

∂y

)2

− z∂
2w

∂y2
,

εxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
+
∂w

∂x

∂w

∂y
− 2z

∂2w

∂x∂y

ó÷èòûâàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü ïðè áîëüøèõ ïðîãèáàõ. Ïðåä-
ñòàâëÿÿ óñèëèÿ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â âèäå

Nx =
∂2F

∂y2
, Ny =

∂2F

∂x2
, T = − ∂2F

∂x∂y
,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

L(w,F )− h3

12
c11∇4w +

1

R

∂2F

∂x2
= ρh

(
∂2w

∂t2
+ η

∂w

∂t

)
, (6)

c11

c11 − c12
∇4F + h(c11 + c12)

(
1

2
L(w,w) +

1

R

∂2w

∂x2

)
=

= he31∇2

(
ψ

(
x, y,

h

2
, t

)
− ψ

(
x, y,

−h
2
, t

))
, (7)

ãäå L � èçâåñòíûé îïåðàòîð, è óðàâíåíèþ âûíóæäåííîé ýëåêòðîñòàòèêè

ε11

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
+ e31

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)
= 0.
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ÓÄÊ 531:629
Â.Þ. Îëüøàíñêèé, Þ.Î. Ðàñòåãàåâ

ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÃÎ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ
ÒÅÏËÀ ÍÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ

ÌÈÊÐÎÒÅÏËÎÈÇÎËßÖÈÈ ×ÓÂÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÃÎ
ÝËÅÌÅÍÒÀ ÏÚÅÇÎÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå âíåøíåãî íåñòàöèîíàðíîãî òåì-
ïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ íàèáîëåå âàæíûõ ýëåìåíòîâ
äàò÷èêà èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè [1, 2]. Ïîä âîçäåéñòâèåì òåìïåðà-
òóðíûõ ïåðåïàäîâ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ëèíåéíûå ðàçìåðû äåòàëåé è ôèçè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ÷òî îêàçûâàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà òî÷-
íîñòü ïðèáîðà, âåëè÷èíó âûõîäíîãî ñèãíàëà [3].

Ìîäåëèðóåòñÿ ïîâåäåíèÿ ïúåçîãèðîñêîïà ïðè âîçìîæíîì â ðåàëüíûõ
óñëîâèÿõ ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ âíåøíåé òåìïåðàòóðû. Äëÿ
ïðåäëîæåííîé â ðàáîòàõ [4, 5] ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïüåçîãèðîñêî-
ïà, ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âíåøíÿÿ òåìïåðàòóðà íàõîäèòñÿ â çàäàí-
íîì èíòåðâàëå è åå ñêà÷êè ïðîèñõîäÿò â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà íà ýôôåêòèâ-
íîñòü äîïîëíèòåëüíîé òåïëîèçîëÿöèè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðîâå-
äåí àíàëèç ñìåùåíèÿ èñòî÷íèêîì òåïëà âðåìåííûõ è àìïëèòóäíûõ ïî-
êàçàòåëåé èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ èçîáðà-
æåííîé íà ðèñóíêå êîíôèãóðàöèè ïðèáîðà (ñì. [4, 5]). Ïðèáîð ñîñòîèò
èç ìåòàëëè÷åñêîãî êîðïóñà, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû M , äâóõ ïüåçîïëà-
ñòèíîê Ï1 è Ï2, âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà, ìîäåëèðóåìûõ ïëîñêèì
ýëåìåíòîì H ñ çàäàííûì òåïëîâûì ïîòîêîì è òåïëîèçîëÿöèîííûõ ñòîë-
áèêîâ P . Òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðîèñõîäèò ÷åðåç ó÷àñòîê F
íà îäíîé èç ñòåíîê.

Ïðè ðàñ÷åòå òðåõìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðè-
áîðà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä òåïëîâîãî áàëàíñà, ðåàëèçîâàííûé â ïðî-
ãðàììíîì êîìïëåêñå PiezoGiroskope Temprature Field Calculater 1.1 ñ äî-
ïîëíèòåëüíûìè ìîäóëåì, ãåíåðèðóþùèì ñåðèè ñëó÷àéíûõ òåìïåðàòóð-
íûõ ïåðåïàäîâ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ.

Àíàëèç òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðèáîðà ïðè ñëó÷àéíûõ ñêà÷êàõ âíåø-
íåé òåìïåðàòóðû â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè îòñóòñòâèè èñ-
òî÷íèêà òåïëà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âíåøíèå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ñåðèåé ñëó-
÷àéíûõ èçìåíåíèé âíåøíåé òåìïåðàòóðû â äèàïàçîíå îò -40 äî +60 ãðà-
äóñîâ Öåëüñèÿ. Ñêà÷êè òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäÿò â çàäàííûå ìîìåíòû
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âðåìåíè ts, s = 1, . . . S, ãäå ts − ts-1 = δt � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé øàã.
Ñåðèÿ ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé òåìïåðàòóðû ñòðîèëàñü ñ ïîìîùüþ ãåíåðà-
öèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è åå ïîñëåäóþùåé àïïðîêñè-
ìàöèè ñïëàéíîì.

Ïðîâîäèëîñü äâå ñåðèè ïî òðè ãðóïïû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â
ïåðâîé ñåðèè âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà îòêëþ÷åí, âî âòîðîé ïðèñóò-
ñòâóåò è åãî ìîùíîñòü ñîñòàâëÿåò 2 Âàòòà. Äëÿ êàæäîé ñåðèè â ïåðâîé
ãðóïïå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ãåíåðèðîâàëèñü ñ øàãîì δt = 5 c, âî âòîðîé
δt = 40 c è â òðåòüåé δt = 120 c.

Ïî ðåçóëüòàòàì ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ áûëà îòìå÷åíà ÿâíàÿ çàâèñè-
ìîñòü çàêîíà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðèñîåäèíåííîé ìàññû îò çàêî-
íà èçìåíåíèÿ âíåøíåé òåìïåðàòóðû. Îñîáåííî ÿðêî ýòî âûðàæåíî äëÿ
δt = 120 c è δt = 40 c è òîëüêî ïðè δt = 5 c ýôôåêò ìîæíî ñêàçàòü
ïðàêòè÷åñêè íå âûðàæåí. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è äëÿ ñåðèè ðàñ÷åòîâ,
ïðîâîäèâøèõñÿ ïðè âêëþ÷åííîì âíóòðåííåì èñòî÷íèêå òåïëà.

Äàííûé ýôôåêò, íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå âûõîäíîãî ñèã-
íàëà [6]. Äëÿ óëó÷øåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèãíàëà íåîáõîäèìî óìåíüøèòü
âëèÿíèå ïåðåïàäîâ âíåøíåé òåìïåðàòóðû íà ÷óâñòâèòåëüíûå ýëåìåíòû
ïüåçîãèðîñêîïà: ïüåçîïëàñòèíû è ïðèñîåäèíåííóþ ìàññó. Â ñâÿçè ñ ýòèì
áûëà ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíûõ èçìåíåíèé ñõåìû ïüåç-
îãèðîñêîïà: äîáàâëåíèå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ P (ñì. ðèñóíîê), óâåëè÷èâàþ-
ùèõ òåïëîèçîëÿöèþ ïüåçîïëàñòèí. Ïðè äàííîì èçìåíåíèè êîíñòðóêöèè
óâåëè÷èâàåòñÿ øàã ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ïåðåïàäîâ, ïðè êîòîðîì îíè íà-
÷èíàþò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà òåìïåðàòóðó ÿäðà ïüåçîãèðîñêîïà è êàê
ñëåäñòâèå � íà âûõîäíîé ñèãíàë ïðèáîðà.
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×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçè òåìïåðàòóðû â óçëàõ ïðè-
áîðà ñ òåìïåðàòóðîé îêðóæàþùåé ñðåäû äëÿ ñåðèè ðàñ÷åòîâ
ñ íàëè÷èåì âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà è åãî îòñóòñòâèåì. Â
êàæäîé èç äâóõ ñåðèé ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé è
ìîäèôèöèðîâàííîé êîíñòðóêöèé ïðèáîðà áûëè ïðîâåäåíû ïî òðè ãðóï-
ïû ðàñ÷åòîâ: äëÿ øàãà ãåíåðàöèè δt, ðàâíîì 5 c, 40 c è 120 c.

Äëÿ êàæäîãî ñãåíåðèðîâàííîãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàêîíà èçìåíå-
íèÿ âíåøíåé òåìïåðàòóðû, çàäàííîãî ôóíêöèåé T = fr(t), íàõîäèëñÿ
çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðèñîåäèíåííîé ìàññû M : T = gr(t). Äëÿ
êàæäîé ãåíåðàöèè âíåøíåé òåìïåðàòóðû îòûñêèâàëñÿ âðåìåííîé ñäâèã τ
(ò. å. âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ), ïðè êîòîðîì îòêëîíåíèå gr(t) îò fr(t) ìèíè-
ìàëüíî

ρ(τ) = ρ(f, g, τ)→ min, ρ =

√∑n
i=0 (fτ(ti)− gτ(ti + τ))2

n
.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå τ äëÿ îáåèõ êîíñòðóêöèé è âñåõ òðåõ ãðóïï. Â êàæäîé
ÿ÷åéêå òàáëèöû ïðåäñòàâëåííû äàííûå äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé êîíñòðóê-
öèè è ìîäèôèöèðîâàííîé ñîîòâåòñòâåííî.

Áåç èñòî÷íèêà òåïëà M [τ ], c σ[τ ], c M [ρ], oC

5ñ
PPPPPPPPP5.113

19.377 PPPPPPPPP0.292
7.640 PPPPPPPPP20.97

25.85

5ñ
PPPPPPPPP5.113

19.377 PPPPPPPPP0.292
7.640 PPPPPPPPP20.97

25.85

40ñ
XXXXXXXXXXXX13.484

35.716 PPPPPPPPP0.456
4.304 PPPPPPPPP4.87

15.79

120ñ
XXXXXXXXXXXX15.407

55.862 PPPPPPPPP0.580
6.594 PPPPPPPPP1.05

9.24

Ñ èñòî÷íèêîì òåïëà

5ñ
PPPPPPPPP4.941

13.406 PPPPPPPPP0.281
5.385 PPPPPPPPP30.11

33.50

40ñ
XXXXXXXXXXXX13.295

33.155 PPPPPPPPP1.167
6.339 PPPPPPPPP22.56

26.69

120ñ
XXXXXXXXXXXX23.888

47.160 PPPPPPPPP8.066
13.353 PPPPPPPPP21.89

23.02

Èç àíàëèçà äàííûõ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè äëÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íîé êîíñòðóêöèè âèäíî, ÷òî âðåìÿ ñäâèãà τ ñèëüíî óâåëè÷èëîñü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé êîíñòðóêöèåé. Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M [ρ] ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷èòåëüíîì óìåíüøå-
íèè âëèÿíèÿ âíåøíèõ ïåðåïàäîâ òåìïåðàòóðû íà òåïëîâîå ïîëå îïòèìè-
çèðîâàííîé êîíñòðóêöèè ïüåçîãèðîñêîïà.
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Ñðàâíèâàÿ ñåðèè ðàñ÷åòîâ ñ âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì òåïëà è áåç åãî
âëèÿíèÿ, ìîæíî âûÿâèòü íåñêîëüêî çàêîíîìåðíîñòåé. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ
èç ñåðèè ñ èñòî÷íèêîì òåïëà âûðîñëî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [ρ].
Äëÿ ðàñ÷åòîâ ñî âðåìåíåì ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â 120 ñ M [ρ]
âîçðîñëî íàìíîãî çíà÷èòåëüíåå, ÷åì äëÿ ìàëûõ âðåìåí ïîðÿäêà 5 ñ. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èñòî÷íèê òåïëà âûðàâíèâàåò ãðàôèê òåìïåðàòóðû
êëþ÷åâîãî ýëåìåíòà ïúåçîãèðîñêîïà è îíè ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå ¾ïîõîæèìè¿,
÷òî ñîáñòâåííî è âûðàæàåòñÿ â óâåëè÷åíèè M [ρ]. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ τ ñåðèè ðàñ÷åòîâ ñ âíóòðåííèì èñòî÷-
íèêîì òåïëà ñîõðàíÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè, ïðèñóòñòâóþùèå äëÿ ñåðèè
ðàñ÷åòîâ áåç èñòî÷íèêà òåïëà.

Çàêëþ÷åíèå. Íàëè÷èå âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà âíîñèò îïðå-
äåëåííûå êîððåêòèâû â ïðîöåññ ïðîãðåâà ïüåçîãèðîñêîïà è åãî ÷óâñòâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé õàðàêòåðà ïðîãðåâà
è óñòàíîâëåííûõ çàâèñèìîñòåé íå íàáëþäàåòñÿ. Îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííûé ðàíåå ìåòîä óìåíüøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè îñ-
íîâíûõ ÷àñòåé ïüåçîãèðîñêîïà îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì è äëÿ ñëó÷àÿ âêëþ-
÷åííîãî âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà.
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ÓÄÊ 629

È.À. Ïàíêðàòîâ

Ê ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÞ ÐÅØÅÍÈß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÎÊÎËÎÊÐÓÃÎÂÎÉ

ÎÐÁÈÒÛ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííîå
ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u :

−umax ≤ u ≤ umax,

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ), äâèæåíèå
öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

2
dλ

dt
= λ ◦ ωη, λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3, ωη =

r

c
ui1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const,

(1)

ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, λ(0) = λí = Λí ◦
(

cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2

)
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ

t = t∗ =?, ϕ(t∗) = ϕ∗, λ(t∗) = ±Λ∗ ◦
(

cos
ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2

)
è ìèíèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë

J1 =

∫ t∗

0

(α1 + α2u
2), α1, α2 = const ≥ 0,

èëè ôóíêöèîíàë

J2 =

∫ t∗

0

(α1 + α2|u|), α1, α2 = const ≥ 0.

Çäåñü λ � íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò; ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ; i1, i2, i3 � âåêòîðíûå
ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëüòîíà; r = |r| � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà
ìàññ ÊÀ; c = |r × v| � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé (ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà
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ñêîðîñòè v öåíòðà ìàññ ÊÀ); u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ðåàêòèâíîãî óñêîðå-
íèÿ u íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ (àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ìãíî-
âåííîé ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ); ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå; p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé (1) óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé � èñòèííîé àíî-
ìàëèè ϕ è ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå. Ñèñòåìà ôàçîâûõ óðàâíå-
íèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä (N � õàðàêòåðíûé áåçðàç-
ìåðíûé ïàðàìåòð):

dλ

dϕ
=

1

2
λ ◦

[
N(rb)3 i1 + i3

]
, rb =

1

1 + e cosϕ
. (2)

2. Ïåðâàÿ ïîïðàâêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðáèòà ÊÀ ÿâëÿåòñÿ îêî-
ëîêðóãîâîé (e� 1), à óïðàâëåíèå ïîñòîÿííûì. Ñëåäóÿ [1], áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà e :

λ(ϕ) = λ(0)(ϕ) + eλ(1)(ϕ) + e2λ(2)(ϕ) + . . . (3)

Âõîäÿùèé â óðàâíåíèÿ (2) ìíîæèòåëü (rb)3 ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì e :

(rb)3 =
1

(1 + e cosϕ)3 = 1 + 3e cosϕ+ 6e2 cos2 ϕ+ . . .

Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà íàõîæäåíèåì ëèøü ïåðâîãî ïîïðàâî÷íîãî ÷ëåíà
ðÿäà (3), ò. å. áóäåì èñêàòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

λ(ϕ) = λ(0)(ϕ) + eλ(1)(ϕ) +O(e2). (4)

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà λ ïðèìåò âèä

dλ

dϕ
=

1

2
λ ◦ {[N i1 + i3]− 3Ne cosϕ i1} . (5)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (4) â êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå (5) è ïðèðàâ-
íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ e, èìååì äâà îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî λ(0) è λ(1). Ðåøàÿ èõ,
ïîëó÷èì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ,
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ñîäåðæàùèõ ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ÊÀ â ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé, åñòü

λ = C cos
(ωϕ

2

)
+D sin

(ωϕ
2

)
+

+e

{(
3N

8(1 + ω)
C ◦ [−N − i2] +

3N(ω + 2)

8(1 + ω)
(D ◦ i1)

)
cos
[(ω

2
+ 1
)
ϕ
]

+

+

(
−3N(ω + 2)

8(1 + ω)
(C ◦ i1) +

3N

8(1 + ω)
D ◦ [−N − i2]

)
sin
[(ω

2
+ 1
)
ϕ
]

+

+

(
3N

8(1− ω)
C ◦ [−N − i2] +

3N(ω − 2)

8(1− ω)
(D ◦ i1)

)
cos
[(ω

2
− 1
)
ϕ
]

+

+

(
−3N(ω − 2)

8(1− ω)
(C ◦ i1) +

3N

8(1− ω)
D ◦ [−N − i2]

)
sin
[(ω

2
− 1
)
ϕ
]}

.

Çäåñü C, D � êâàòåðíèîííûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, à âåëè÷èíà
ω =
√
N 2 + 1 = const.

Íà ðèñóíêå ïîêàçàí çàêîí èçìåíåíèÿ òåíçîðà êâàòåðíèîíà err(e)
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(|err(e)| =

√
||err(e)|| =

√
err2

0 + err2
1 + err2

2 + err2
3). Êîìïîíåíòû ýòî-

ãî êâàòåðíèîíà èìåþò âèä

errj(e) = max
ϕ∈[0; 2π]

|λïðèáëj (ϕ, e)− λÐÊj (ϕ, e)|, j = 0, 3.

Çäåñü λïðèáë(ϕ, e) � ïðèáëèæ¼ííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, à λÐÊ(ϕ, e) �
ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà 4-ãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè ñ øàãîì h = 0.001 ðàä.

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

|err|

e

Òåíçîð êâàòåðíèîíà ïîãðåøíîñòè (ïåðâàÿ ïîïðàâêà)

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êâàòåðíèîíà λ ñîîòâåòñòâóåò îðèåí-
òàöèè îðáèòû îäíîãî èç ñïóòíèêîâ ãðóïïèðîâêè ÃËÎÍÀÑÑ, à ïàðà-
ìåòð N = 0.35.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-
01-00 165).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Íàéôý À. Ââåäåíèå â ìåòîäû âîçìóùåíèé. Ì. : Ìèð, 1984. 535 ñ.

ÓÄÊ 539.3
ß.À. Ïàðôåíîâà

ÇÀÄÀ×À Î ÄÅÉÑÒÂÈÈ ÓÄÀÐÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ
ÈÇÃÈÁÀÞÙÅÃÎ ÒÈÏÀ ÍÀ ÒÎÐÅÖ ÓÏÐÓÃÎÉ

ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Ñëîèñòûå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå
â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, òàê êàê ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü êîíñòðóêöèè ñ
óíèêàëüíûìè ïðî÷íîñòíûìè è âåñîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîýòîìó ÿâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìíîãîñëîéíûõ, â ÷àñòíîñòè
äâóõñëîéíûõ, óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ïðè äèíàìè÷åñêèõ âîçäåé-
ñòâèÿõ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ äâóõñëîéíóþ
öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó òîëùèíû 2h è ðàäèóñà R. Êàæäûé ñëîé ÿâëÿ-
åòñÿ èçîòðîïíûì, èìååò ïîëóòîëùèíó hi, ïëîòíîñòü ρi , ìîäóëü Þíãà Ei

è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà νi, çäåñü è äàëåå i = 1, 2. Ñî ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòüþ îáîëî÷êè ñâÿæåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (α1, α2, α3),
ïðè÷åì α1 � ðàññòîÿíèå îò òîðöà îáîëî÷êè âäîëü îáðàçóþùåé, α2 � óãîë
â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, α3 � ðàññòîÿíèå îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
ïî íîðìàëè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîí
Ãóêà äëÿ óïðóãîé òîíêîñòåííîé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû, áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1]. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ îäíîñëîéíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè [2, 3]. Ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîí Ãóêà, ïîëó÷åíû â ôîðìå

Ti = Bi
∂u1

∂α1
+Bj

(
1

R

∂u2

∂α2
+
w

R

)
− Ci

∂2w

∂α2
1

− Cj
1

R2

∂2w

∂α2
2

,

Gi = Ci
∂u1

∂α1
+ Cj

(
1

R

∂u2

∂α2
+
w

R

)
−Di

∂2w

∂α2
1

−Dj
1

R2

∂2w

∂α2
2

, (1)

Sij = B3

(
1

R

∂u1

∂α2
+
∂u2

∂α1

)
− 2C3

1

R

∂2w

∂α1∂α2
,

Hij = C3

(
1

R

∂u1

∂α2
+
∂u2

∂α1

)
− 2D3

1

R

∂2w

∂α1∂α2
,
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ãäå Ti � ïðîäîëüíûå óñèëèÿ, Ni � ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû, Gi � èçãèáàþ-
ùèå ìîìåíòû, Sij � ñäâèãîâîå óñèëèå, Hij � ñêðó÷èâàþùèé ìîìåíò, ui �
òàíãåíöèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, w � ïðîãèá.
Êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (1), èìåþò âèä

B1 = 2
2∑
i=1

hiEi

1− ν2
i

, B2 = 2
2∑
i=1

hi νiEi

1− ν2
i

, B3 =
2∑
i=1

hiEi

1 + νi
,

C1 = 2
2∑
i=1

hiEi

1− ν2
i

Pi, C2 = 2
2∑
i=1

hi νiEi

1− ν2
i

Pi, C3 =
2∑
i=1

hiEi

1 + νi
Pi,

D1 =
2

3

2∑
i=1

hiEi

1− ν2
i

Qi, D2 =
2

3

2∑
i=1

hi νiEi

1− ν2
i

Qi, D3 =
1

3

2∑
i=1

hiEi

1 + νi
Qi,

P1 = h− h1, P2 = h2 − h, Qi = h2
i + 3h2

j , i 6= j.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ê òîðöó îáîëî÷êè ïðèëîæåíà óäàðíàÿ íàãðóçêà èçãèáàþ-
ùåãî òèïà, ìîäåëèðóåìàÿ åäèíè÷íîé ôóíêöèåé ÕåâèñàéäàH(t), çàïèøåì
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöå îáîëî÷êè

G1 = IH(t), w = 0 ïðè α1 = 0. (2)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.
Ïóñòü âíåøíÿÿ íàãðóçêà ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé, òîãäà êîìïîíåí-

òû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) íå çàâèñÿò îò óãëî-
âîé êîîðäèíàòû α2, è ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïðîãèáà

∂4w

∂α4
1

+
2 (B2C1 −B1C2)

R (D1B1 − C2
1)

∂2w

∂α2
1

+

(
B2

1 −B2
2

)
w

R2 (D1B1 − C2
1)

+
1

c2
3

∂2w

∂t2
= 0. (3)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ξ, τ è áåçðàçìåðíûå
êîìïîíåíòû ÍÄÑ w∗ è G∗1 ïî ôîðìóëàì

α1 = R
√
ηξ, t = Rc−1

3 τ, c3 =

√
D1B1 − C2

1

2ρ h
, (4)

w = Rw∗, G1 =
C2

1 −B1D1

B1η
G∗1, η =

h

R
.

Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå (3) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðî-
ãèáà w ñ ó÷åòîì (1) è (4) ïðèìóò âèä

∂4w∗

∂ξ4
+ 2δ

∂2w∗

∂ξ2
+ ω2w∗ +

∂2w∗

∂τ 2
= 0, (5)
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w∗ = 0,
∂2w∗

∂ξ2
+ δw∗ = I1H(τ) ïðè ξ = 0, (6)

ãäå δ = hB2C1−B1C2

(D1B1−C2
1 )
, ω2 = h2 B2

1−B2
2

R2(D1B1−C2
1 )
è I1 = η B1

(C2
1−D1B1)

I.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðèìåíèì ê êðàåâîé çàäà÷å (5), (6) èíòåãðàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ ñ ïàðàìåòðîì s.
Çàïèøåì çàäà÷ó â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó äëÿ ïðîãèáà wL

d4wL

dξ4
+ 2δ

d2wL

dξ2
+ (ω2 + s2)wL = 0, (7)

wL = 0,
d2wL

dξ2
+ δwL =

I1

s
ïðè ξ = 0. (8)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (7) èìååò äâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé. Ó÷è-
òûâàÿ óñëîâèå çàòóõàíèÿ ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, âûáèðàåì êîðíè
èìåþùèå îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (8) ðåøåíèå çàäà÷è â èçîáðàæåíèÿõ (7) ïðèìåò âèä

wL =
−I1

2abs
exp(−aξ) sin(bξ), GL

1 =
I1

s
exp(−aξ) cos(bξ), (9)

ãäå a =
√√

s2+ω2−δ
2 , b =

√√
s2+ω2+δ

2 .

Â ðàáîòàõ [2, 3] ðàçðàáîòàí ìåòîä îáðàùåíèÿ èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëà-
ñó, îñíîâàííûé íà ïåðâîé òåîðåìå î ðàçëîæåíèè â [4]. Ïðèìåíèì åãî äëÿ
íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà èçãèáàþùåãî ìîìåíòà G∗1. Ðàçëîæèì èçîáðàæå-
íèå GL

1 â ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ s è
îáðàòèì ïîëó÷åííûé ðÿä ïî÷ëåííî. Ñîõðàíÿÿ â ðàçëîæåíèè ñëàãàåìûå
ïîðÿäêà O(s−4), ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â âèäå

G∗1(y, τ) = I1

[
D1,c(y, τ) +

δy

2
(D2,c(y, τ)−D2,s(y, τ))−

−δ
2y2

4
D3,s(y, τ) +

(
δ2y

8
− ω2y

4

)
(D4,c(y, τ) +D4,s(y, τ)) + (10)

+
3δω2y

8
(D6,s(y, τ)−D6,c(y, τ)) +

+

(
δ4y2

64
+

20ω2δ2y2

64
+
ω4y2

16

)
D7,s(y, τ) + . . .

]
, y =

ξ√
2
,

çäåñü Dn,c è Dn,s � ôóíêöèè-îðèãèíàëû (ñì. [2, 3]) äëÿ èçîáðàæåíèé âèäà

1

s(n+1)/2
exp(−y

√
s){cos, sin}(y

√
s) :→ Dn,{c,s}(y, τ).
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Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ Dn,c è Dn,s ôóíêöèé ïîëó÷åíà
â [2], òàì æå èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà.

Ôîðìóëà (10) ýòî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5), (6). Ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âðåìåíè τ . Êîð-
ðåêòíîñòü âûâîäà ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî ïðè δ = 0, êîãäà îäèí èç
ñëîåâ îáîëî÷êè èìååò íóëåâóþ òîëùèíó, ðåøåíèå (10) ñîâïàäàåò ñ ðåøå-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ îäíîñëîéíîé îáîëî÷êè (ñì. [3]).

×èñëåííûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêàçàë, ÷òî ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îêàçûâàåò îòíî-
øåíèå æåñòêîñòåé ñëîåâ îáîëî÷êè. ×åì îíî áîëüøå, òåì áûñòðåå ðåøå-
íèå äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è.
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ÓÄÊ 629.78
ß.Ã. Ñàïóíêîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈß ÎÐÁÈÒÛ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÒßÃÈ, ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ ÂÅÊÒÎÐÓ

ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ Êóñòààíõåéìî�Øòèôåëÿ [1, 2] â ñòà-
òüå ðåøåíà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî
àïïàðàòà (ÊÀ) äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà òÿãó äâèãà-
òåëÿ àïïàðàòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå òÿãà ïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé (äâèãà-
òåëü ìàëîé òÿãè) è âåêòîð òÿãè îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè àïïàðàòà.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè òÿãè. Â òðå-
òüåì ñëó÷àå òÿãà ïîëàãàåòñÿ èìïóëüñíîé (äâèãàòåëü áîëüøîé òÿãè). Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ èñïîëüçîâàë-
ñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êàê èçâåñòíî, îðáèòà ÊÀ îïðåäåëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïÿòè êëàññè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ: a � áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà,
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e � ýêñöåíòðèñèòåò, I � óãîë íàêëîíà îðáèòû, Ωu � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî
óçëà, ωπ � óãëîâîå ðàññòîÿíèå äî ïåðèöåíòðà. Ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáè-
òå îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííîé àíîìàëèåé ϕ. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ îá
îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ïðåäñòàâëåíû íèæå â áåçðàçìåð-
íûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì íåîáõî-
äèìî èñïîëüçîâàòü ìàñøòàáû êîîðäèíàò ïîëîæåíèÿ ÊÀ R, êîîðäèíàò
ñêîðîñòè V, âðåìåíè T è òÿãè, îòíåñåííîé ê åäèíèöå ìàññû W, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

R = aðàçìí (1− e2
í), V =

√
γM/R, T = R(R/(γM))1/2, W = γM/R2,

ãäå γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ.
Äàëåå áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèò áóäåò îòíåñåíà ê ðàçìåðíîìó çíà÷åíèþ

áîëüøîé ïîëóîñè íà÷àëüíîé îðáèòû. Îðèåíòàöèÿ îðáèòû ÊÀ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè:

aí = 1.0, eí = 0.1, Ií = 5.0◦, Ωuí = 30.0◦, ωπí = 50.0◦. (1)

Íà÷àëüíàÿ èñòèííàÿ àíîìàëèÿ ÊÀ ϕí = 0.5 ðàä. Îðèåíòàöèÿ îðáè-
òû, íà êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè ÊÀ, îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèìè
ýëåìåíòàìè:

aê = 1.0, eê = 0.1, Iê = 8.0◦, Ωuê = 34.0◦, ωπê = 46.0◦. (2)

Ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ è ïðèíè-
ìàþùèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñâåðòêó äâóõ êðèòåðèåâ (âðåìåíè è ñóììàðíîãî èìïóëüñà âå-
ëè÷èíû òÿãè, îòíåñåííîé ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ, çàòðà÷åííûõ íà ïðîöåññ
óïðàâëåíèÿ) ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìå-
åò âèä

J =

tê∫
0

(α0 + α1|p|) dt, α0 = 1.0, α1 = 2.5. (3)

Äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åííîé òÿãîé íà óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð íàëîæåíî
îãðàíè÷åíèå |p| ≤ pmax = 1.0.

2. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â òàáë. 1 â áåçðàçìåðíûõ ïåðå-
ìåííûõ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ôóíêöèîíàëîì (3) îá
îïòèìàëüíîì ïåðåâîäå ÊÀ ñ îðáèòû (1) íà îðáèòó (2) äëÿ òðåõ âèäîâ
òÿãè. Äëÿ âñåõ òðåõ âèäîâ òÿãè îïòèìàëüíûé ïðîöåññ ñîñòîÿë èç òðåõ
ýòàïîâ: ïåðâûé è òðåòèé ýòàïû àêòèâíûå, íà êîòîðûõ âåëè÷èíà òÿãè ïðè-
íèìàåò ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå, à âòîðîé ýòàï ïàññèâíûé, íà
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êîòîðîì äâèãàòåëü îòêëþ÷åí. Äëÿ èìïóëüñíîãî äâèãàòåëÿ äëèòåëüíîñòè
àêòèâíûõ ýòàïîâ íóëåâûå è â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè ïðîèñõîäèò ñêà÷-
êîîáðàçíîå èçìåíåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè ÊÀ. Â ïåðâîé êîëîíêå òàáë. 1
è 2 óêàçàíû õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíîé òÿãè. Âî âòîðîé è òðåòüåé êî-
ëîíêàõ òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ìîäóëÿ òÿãè (ïðèðàùåíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè) íà íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ýòàïàõ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Â ÷åòâåðòîé è ïÿòîé - äëèòåëüíîñòè ïàññèâíîãî ýòàïà è äëèòåëü-
íîñòè âñåãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, à â øåñòîé - çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà.

Òàáëèöà 1

Õàðàêòåðèñòèêà òÿãè |impí| |impê| ∆tïàñ tê J

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà

îðòîãîíàëüíàÿ âåêòîðó

ñêîðîñòè |p| ≤ 1
0.0926 0.0878 0.4711 0.6514 1.1023

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà áåç óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè |p| ≤ 1
0.0967 0.0914 0.4425 0.6305 1.1006

Èìïóëüñíàÿ òÿãà áåç

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
0.1084 0.0984 0.4810 0.4810 0.9980

Òàáëèöà 2

Õàðàêòåðèñòèêà òÿãè a e I, ◦ Ωu,
◦ ωπ,

◦

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà

îðòîãîíàëüíàÿ âåêòîðó

ñêîðîñòè |p| ≤ 1
1.0 0.0999 7.4689 70.415 9.9400

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà áåç óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè |p| ≤ 1
1.0074 0.1049 7.6180 71.526 11.580

Èìïóëüñíàÿ òÿãà áåç

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
1.0087 0.1062 8.2808 72.500 10.822

Â òàáë. 2 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû ÊÀ
äëÿ ïàññèâíîãî ýòàïà äëÿ òðåõ âèäîâ òÿãè.

Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî ïðîöåññà
óïðàâëåíèÿ, ìèíèìàëåí â ñëó÷àå èìïóëüñíîé òÿãè.

Â òàáë. 3 è 4 ïðèâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå äàííûå îïòèìàëüíîé ïåðåîðè-
åíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñ ôóíêöèîíàëîì (3) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíàÿ
îðáèòà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1), à êîíå÷íàÿ îðáèòà, íà êîòîðóþ
íåîáõîäèìî âûâåñòè ÊÀ, ñîîòíîøåíèÿìè:

aê = 1.0, eê = 0.1, Iê = 18.0◦, Ωuê = 74.0◦, ωπê = 86.0◦. (4)
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Òàáëèöà 3

Õàðàêòåðèñòèêà òÿãè |impí| |impê| ∆tïàñ tê J

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà

îðòîãîíàëüíàÿ âåêòîðó

ñêîðîñòè |p| ≤ 1
0.0926 0.0878 0.4711 0.6514 1.1023

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà áåç óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè |p| ≤ 1
0.0967 0.0914 0.4425 0.6305 1.1006

Èìïóëüñíàÿ òÿãà áåç

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
0.1084 0.0984 0.4810 0.4810 0.9980

Òàáëèöà 4

Õàðàêòåðèñòèêà òÿãè a e I, ◦ Ωu,
◦ ωπ,

◦

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà

îðòîãîíàëüíàÿ âåêòîðó

ñêîðîñòè |p| ≤ 1
1.0 0.0999 7.4689 70.415 9.940

Îãðàíè÷åííàÿ òÿãà áåç óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè |p| ≤ 1
1.0074 0.1049 7.6180 71.526 11.580

Èìïóëüñíàÿ òÿãà áåç

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
1.0087 0.1062 8.2808 72.500 10.822
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ÓÄÊ 531.36:521.135

Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

×ÀÑÒÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
×ÅÒÛÐÅÕ ÒÅË

Èíòåãðàë ýíåðãèè n òåë çàïèñàí â îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòÿõ. Äëÿ
îòíîñèòåëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äàíà ôîðìà â òðèàäàõ. Ïîñòðîåíî
÷àñòíîå ðåøåíèå äëÿ òåòðàýäðà òåë (n = 4).

Òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû íåáåñíîé ìåõàíèêè äî ñèõ ïîð òðåáóþò ñâî-
åãî ðåøåíèÿ: ïðîáëåìà çàõâàòà â ñèñòåìå òðåõ òåë; ïðîáëåìà Ñìåéëà
î êîíå÷íîñòè êîëè÷åñòâà òåë îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è äð. ×àñòíûå
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àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ [1�4] ïîçâîëÿþò îáúÿñíèòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà
äâèæåíèÿ ñèñòåìû òåë.

Èíòåãðàë ýíåðãèè E = T + Π = E0 â çàäà÷å n òåë, ãäå

T =
n∑
k=1

mkV̄
2
k

2
, Π = −f

n∑
i,j=1
i<j

mimj

∆ij
,

ìîæíî, ñ÷èòàÿ öåíòð ìàññ G íåïîäâèæíûì

(
n∑
k=1

mkV̄k = 0

)
, ïîñëå óìíî-

æåíèÿ íà 2
n∑
k=1

mk = 2M çàïèñàòü â îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòÿõ, âû÷èòàÿ

â îáåèõ ÷àñòÿõ

(
n∑
k=1

mkV̄k

)2

= 0:

n∑
i,j=1
i<j

mimj

[(
V̄j − V̄i

)2 − 2
µ

∆ij

]
= 2ME0, µ = fM. (1)

Ïðè n = 3 îí çàïèñàí â [4]. 2 µ
∆ij

� êâàäðàò ¾ïàðàáîëè÷åñêîé¿ ñêîðîñòè

äëÿ äâóõ òåë Mi è Mj. Ñóììà ñëåâà â (1) ñîäåðæèò
n(n−1)

2 ñêîáîê.

Óðàâíåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíûõ äâèæåíèé
(

˙̄∆ij = V̄j − V̄i
)

¨̄∆ij = f

n∑
k=1
k 6=i,j

mk

(
∆̄jk

∆3
jk

− ∆̄ik

∆3
ik

)
, i < j,

ìîæíî çàïèñàòü, âûäåëÿÿ íüþòîíîâñêóþ ñèëó. Òàê,

¨̄∆12 = −µ∆̄12

∆3
12

+m3f

(
∆̄12

∆3
12

+
∆̄23

∆3
23

+
∆̄31

∆3
31

)
+

+m4f

(
∆̄12

∆3
12

+
∆̄24

∆3
24

+
∆̄41

∆3
41

)
+ · · · ,

(2)

ãäå èìååòñÿ ðÿä èç òðèàä. Òðèàäà ðàâíà íóëþ, åñëè òðè åå òåëà îáðàçóþò
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Äëÿ n = 3 òðèàäà F̄c èñïîëüçîâàíà â [5].

Âñå òðèàäû ðàâíû íóëþ äëÿ ðåøåíèÿ Ëàãðàíæà (n = 3), êîãäà òåëà
îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, à òàêæå äëÿ òåòðàýäðà (n = 4).

Åñëè äëèíà ðåáðà òåòðàýäðà ∆(t), òî äëÿ äâèæåíèÿ òåëàM2 îêîëîM1:

¨̄∆12 = −µ∆̄12

∆3
, µ = fM, M =

4∑
k=1

mk, (3)
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ò.å. îòíîñèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïëîñêàÿ. Ïóñòü GMk = r̄k â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå Gξηζ, òîãäà

m1 ¨̄r1 = f
m1

∆3

(
m2∆̄12 +m3∆̄13 +m4∆̄14

)
= −m1k

2r̄0, k2 =
µ

∆3

ïëîñêîé áóäåò è àáñîëþòíàÿ òðàåêòîðèÿ M1. Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ
äëÿ âñåõ òåë ñèñòåìû:

¨̄rk + k2r̄k = 0, k = 1, 2, 3, 4, (4)

â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå Gξηζ. Â ñâÿçàííîé ñèñòåìå Gxyz êîîðäèíàòû
÷åòûðåõ òåë ïðîïîðöèîíàëüíû ∆, òîãäà â ñèñòåìå Gξηζ

rk = ∆ρk(t), k = 1, 2, 3, 4. (5)

Åñëè ïðè t = 0 ñèñòåìà íåïîäâèæíà, òî òåëà ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4)
áóäóò äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî ê öåíòðó ìàññ G (ðàçìåðû íåâðàùàþùå-
ãîñÿ òåòðàýäðà óìåíüøàþòñÿ) äî èõ ñòîëêíîâåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå
èìååòñÿ â ñëó÷àå Ëàãðàíæà (òðè òî÷êè ñòîëêíóòñÿ â G).

Ñèñòåìû Gξηζ è Gxyz ñîâïàäàþò, ρk(t) = ck(m1,m2,m3,m4), èìååò
ìåñòî èíòåãðàë ýíåðãèè:

ṙ2
k

2
− µc

3
k

rk
= hk, (6)

îòêóäà íàõîäÿòñÿ çàêîíû äâèæåíèÿ rk(t) ñèñòåìû òåë.
Âðåìÿ äâèæåíèÿ âñåõ òåë äî óäàðà ðàâíî

tóä =
π

2

∆
3/2
0√
2µ
, ∆0 = ∆(0).
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ÓÄÊ 519.257

Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí, Þ.Ä. Áàðàíîâà

ÂËÈßÍÈÅ ÃÀÇÎÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÂÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ
ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÛ ÐÅÆÈÌÎÂ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÛÕ

ÂÎËÍ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÎÊÅÀÍÀ

Ìåòîäàìè íåëèíåéíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí (ÓÂ)
â ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ (ÃÆÑ) [1] óñòàíîâëåíû ãðàíèöû îáëàñòè ðå-
ôðàêöèè ÓÂ, õàðàêòåðèçóåìûå âîçíèêíîâåíèåì îòðàæåííîé ÓÂ (â æèä-
êîñòè) è íåâûðîæäåííîé ïðåëîìëåííîé ÓÂ (â ãàçå).

1. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ ÀÂ (ðèñ. 1) îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíî-

ñòè ε = (p1−p0)
p0

, ãäå (ε ∼ 10−2 ÷ 10−1) ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà
ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AF îêåàíà, ðàçäåëÿþùóþ âîçäóõ è âîäó ñ ãà-
çîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−, âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè [2,3]:

Ðèñ. 1. Ðåæèìû ðåôðàêöèè ÓÂ ïðè

ε = 0.01

RR� ðåãóëÿðíîé; NR� íåðåãóëÿðíîé ñ âîë-
íîé ðàçðÿæåíèÿ; TNR � twin Neumann
ref. � ñ äâîéíîé îòðàæåííîé ÓÂ; RW �
ðåôðàêöèÿ ñ îòðàæ¼ííîé ÓÂ; BPR �
bound precursor ref. � (êîãäà ïðåëîìëåíàÿ
ÓÂ â òî÷êå À � âåðòèêàëüíà), ω = 0;
LSR � lambda shok ref. � (êîãäà ïðåëîì-
ëåííàÿ ÓÂ íà ïîâåðõíîñòè îïåðåæàåò ïà-
äàþùóþ).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåæèì ñ
îòðàæåííîé ÓÂ ÀÑ, êîãäà èíòåíñèâíîñòü
ïðåëîìë¼ííîé ÓÂ AD q+ = P3−P0

P1−P0
ìîæåò

ïðåâûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ÓÂ
ÀÂ â çàâèñèìîñòè îò ε, α, γ. Îòíîñèòåëü-
íîå ãàçîñîäåðæàíèå âîäíîé ñðåäû (ñì. [1])
γ = γ− = mII

mI
(mII � ìàññà ïóçûðüêîâ ãà-

çà,mI � ìàññà æèäêîñòè ïðè ïóçûðüêîâîì
ðåæèìå òå÷åíèÿ, 0 ≤ γ ≤ 10−4). Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî
ðàâíîâåñíîé ïóçûðüêîâîé ñðåäû (ñì. [1]) ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ− äëÿ
æèäêîñòè è γ+ = ∞ äëÿ ãàçà áûëè óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû
äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ (ρ0 � ïëîòíîñòü, c0 � ñêîðîñòü çâóêà)

ε̄� 1, ε̄ = L0(γ)ε = R0(γ)P10, P10 =
p1 − p0

B0(γ)
, (1)
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B0(γ) = ρ0(γ)c2
0(γ), L0(γ) =

p0R0(γ)

B0(γ)
.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîðîòêèõ âîëí (ÒÊÂ) (ñì. [1]) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

íà èíòåíñèâíîñòü ε (1) è óãîë ïàäåíèÿ ÓÂ ÀÂ (α ∼ ε̄1/2)

R

c0t
= z = 1 + ε̄δ,Θ = ε̄1/2Y, (2)

u

c0
=

ε̄

R0(γ)
µ,
v

c0
=

ε̄3/2

R0(γ)
ν, µ =

p− p0

p1 − p0
,

áûëè óñòàíîâëåíû (ñì. [1]) â ïðîñòðàíñòâå q+, α, γ (ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ε) ãðàíèöû ðåæèìîâ ðåôðàêöèè RR, NR, TNR, RW. Ïðè âîç-
ðàñòàíèè èíòåíñèâíîñòè ýòè ãðàíèöû ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ óã-
ëîâ α è ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîé ÒÊÂ [4] òðåáóþò óòî÷íåíèÿ.

2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ, óòî÷íÿþùèõ ÒÊÂ, èñïîëüçóåì
äëÿ ðåæèìà RW è ãðàíè÷àùèõ ñ íèì (êîãäà ÓÂ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
À(ξA, ηA) íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè) òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íà ôðîíòàõ
ÓÂ (ÀÂ, ÀÑ, AD) [1,5].

Äëÿ ýëåìåíòà ôðîíòà ÓÂ â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ =
x

c0t
, η =

y

c0t
, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì ξ = ξ(η), èíòåíñèâíîñòè Pji =

(pj − pi)
B±0

,

B±0 = ρ±0 c
±
0

2
(i � ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïåðåä ôðîíòîì, j � çà ôðîíòîì)

èìååì óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè (ξ
′

=
dξ

dη
) (â ðàìêàõ ìîäåëè

Ýéëåðà):

ρi
ρ0

[(
ξ − ηξ ′

)
−
(
ui
c0
− ξ ′ vi

c0

)]2

1 + ξ ′2
= N(Pji);

ρi
ρj

=
N(Pji)− Pji
N(Pji)

,

Pji =
ρi
ρ0

[(
ξ − ηξ ′

)
−
(
ui
c0
− ξ ′ vi

c0

)](
uj
c0
− ui
c0

)
; (3)

ξ
′
(
uj
c0
− ui
c0

)
=
vi
c0
− vj
c0

; N(Pji) =
1 + 2a

2

(d1 + Pji)(d2 + Pji)

d3 + Pji
.

Êîýôôèöèåíòû a, d1, d2, d3 çàâèñÿò îò ãàçîñîäåðæàíèÿ ñðåäû γ+ èëè γ−

(ñì. [1, 5]).

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AF (â âåðõ-

íåé è íèæíåé îáëàñòÿõ) â òî÷êå À(η+
A = η−A = 0,

xA
t

= c0ξ) ïðèâîäÿò [6]
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ê óñòàíîâëåíèþ äâóõ èíâàðèàíòîâ (ñì. ðèñ. 1) (p3 = p2, u3n = u2n)

(I) : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , èëè

c+
0 N

1/2(P30)

cosω
=
c−0 N

1/2(P10)

cosα
. (4)

(II) :
v+ − c+

0 η
+
A

u+ − c+
0 ξ

+
A

=
v− − c−0 η−A
u− − c−0 ξ−A

. (5)

3. Àíàëèç èíâàðèàíòîâ (I), (II) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ
(ñì. [3, 6])

αν =
tanα

ε̄1/2
, cγ =

1− 1

c̄
ε̄

, c̄ =
c−0
c+

0

; L̄ =
L−0
L+

0

, ρ̄ =
ρ−0
ρ+

0

, c̄ =
c−0
c+

0

, (6)

ïðè èñêëþ÷åíèè óãëà ω (ïðåëîìëåííîé ÓÂ) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ
q+ (ïðè RW)

q+2(ρ̄c̄)2 ·
(

2cγ + αν2 − q+

L̄
+ 1

)
=
[
αν −

(
q+ − 1

)√
αν2 − q+

]
. (7)

Â ñëó÷àå ðåôðàêöèè RW ïðè âîçíèêíîâåíèè íåâûðîæäåííîé ïðåëîìëåí-
íîé ÓÂ (q+ ≥ 1) (ñì. [3]), ïðè c−0 ≈ c+

0 (γ ' 10−6), çíà÷åíèÿõ (ρ̄c̄)2 ∼ 106

ïðàâàÿ ÷àñòü (7) ìîæåò áûòü îòáðîøåíà è äëÿ ïîëÿ ãàçîñîäåðæàíèé
γ (γ = const) èìååì â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå

2cγ + αν2 − q+

L̄
+ 1 = 0. (8)

4. Äëÿ ÒÊÂ èìååì äâå ãðàíèöû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ RW (q+ ≥ 1)
(ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ãðàíèöû RW â ÒÊÂ

Èç ïðàâîé ÷àñòè (7) � óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ñëåäóåò ëåâàÿ ãðàíèöà

αν2 = q+. (9)

Óñëîâèå ω = 0 (ÀÑ îðòîãîíàëüíà AF) èç èí-
âàðèàíòà (II) (v+ = v−) [7] äàåò ν2 = 0, ãäå ν2 �
ïðàâàÿ ÷àñòü (7).

αν2 =
q+

1− 1

(q+ − 1)2

. (10)

Â ÒÊÂ ãðàíèöû (9), (10) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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5. Óòî÷íåíèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ðåæèìà RW (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óã-
ëîâ α).

Ñ ó÷åòîì (I) èíâàðèàíòà (4) âòîðîé èíâàðèàíò (II) (5) ïðèìåò âèä
(η+
A = η−A = 0)

c−0 ξ
−
0 =

v3u2 − v2u3

v3 − v2
. (11)

Èñïîëüçóÿ òî÷íûå âûðàæåíèÿ (3) íà ôðîíòàõ ÓÂ (ÀÂ, ÀÑ, AD) äëÿ
u2, v2, u3, v3 è âûðàæåíèÿ (6)

tan β = tanα

(
1− 1

2 sin2 α
q+ε̄

)
, ξ

′

A =
N(P10)

cos2 α
=

1 + ε̄

cos2 α
, (12)

ìîæíî çàïèñàòü (II) èíâàðèàíò (11) â âèäå
(
P30 = q+ρ̄c̄2P10

)
(1 + ε̄)

[
tanωP30 − c̄2 tanα

(
2− q+ +

q+ − 1

2 sin2 α
q+ε̄

)
P10

]
= (13)

= cos2 α

[
q+ tanω − tanα

(
2− q+ +

q+ − 1

2 sin2 α
q+ε̄

)]
P10P30.

Âûðàæåíèå (13) ïðåäñòàâëÿåò (II) èíâàðèàíò ïðè ïðîèçâîëüíûõ
ω(ω ≥ 0).
• Íàéäåì ãðàíèöó ω = 0. Ïîëàãàÿ â (13) tanω = 0, ïîëó÷èì[

q+ − 2− q+ − 1

2 sin2 α
q+ε̄

] [
c̄2(1 + ε̄)− cos2 αP30

]
= 0.

Ãðàíèöà ω = 0 ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ

sin2 α =
q+(q+ − 1)

2(q+ − 2)
ε̄ èëè αν2 =

tan2 α

ε̄
=

q+

2

(
q+ − 2

q+ − 1

)
− q+ε̄

. (14)

Ôîðìóëà (14) äëÿ ëèíèè ω = 0 óòî÷íÿåò (10) ïî ÒÊÂ.
• Äëÿ óòî÷íåíèÿ ëåâîé ãðàíèöû îáëàñòè RW ðàññìîòðèì äëÿ ôðîí-

òà ÀÑ âûðàæåíèå äëÿ ξ
′

= tan β. Ðàçðåøàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (3) îòíî-
ñèòåëüíî ξ

′
è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

cos2 α =
N 2(P10)

N(P21)(N(P10)− P10) + 2N(P10)P10
. (15)

Îöåíèâàÿ ïîðÿäêè âåëè÷èí â (15) (ïðè c−0 ' c+
0 , γ ∼ 10−6, P10 ∼

10−4, P21 = (q+ − 1)P10), ïîëó÷èì (ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà 10−3) óðàâ-
íåíèå

cos2 α =
N(P10)

N(P21)
=

1 + ε̄

1 + ε̄+ q+ε̄
, èëè αν2 =

q+

1 + ε̄
. (16)
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Ôîðìóëà (16) äëÿ ëåâîé ãðàíèöû îáëàñòè RW óòî÷íÿåò (9) ïî ÒÊÂ.
6. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåâîé ãðàíèöû (16) è ãðàíèöû ω = 0 (14)

â îáëàñòè RW.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü q+ îò αν , ε̄ â

òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö RW

Èñêëþ÷àÿ α èç (14), (16), èìååì â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ çàâèñèìîñòü:

ε̄ =
q+ − 3

q+2 − 1
, (17)

ïðè q+ = 3, ε̄ = 0; q+ = 3.5, ε̄ = 0.044;
q+ = 4, ε̄ = 0.066.

Çàâèñèìîñòü (8), (6) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
q+ îò γ è ïî (16) îò αν.

αν2 =
q+
(
q+2 − 1

)
q+2 + q+ − 4

. (18)

Ðèñ. 4. Îáëàñòè ðåôðàêöèè RW ïðè

ðàçëè÷íûõ ε

Íà (ðèñ. 3) èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè
q+/ε̄; αν/q+ (17), (18). Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
ëåâîé ãðàíèöû (16) è ëèíèè ω = 0 (14). Ìàê-
ñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïðåëîìëåííîé ÓÂ
AD q+ ìîíîòîííî ðàñòåò ñ âîçðàñòàíèåì ε̄ îò
çíà÷åíèÿ q+ = 3 ïðè ε̄ = 0; αν � õàðàêòåðè-
çóþùåå ïîëîæåíèå òî÷êè c maxq+ íà ëèíèè
ω = 0, òàêæå âîçðàñòàåò îò 1.74 ïðè ε̄ = 0.

7. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìà RW.
Íà (ðèñ. 4) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-

÷¼òà ãðàíèö ðåæèìà RW ñîãëàñíî (16) äëÿ
ãðàíèöû c TNR è ñîãëàñíî (14) äëÿ ãðàíè-
öû ω = 0 ñ BPR è LSR; ãðàíèöà q+ = 1
ñ ðåæèìàìè RR, RRW ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ε = 0.010; 0.022; 0.041. Íà îáëà-
ñòè ðåæèìà RW íàíåñåíû ïîëÿ ãàçîñîäåðæà-
íèé (ïîëÿ êðèâûõ γ = const) ñîãëàñíî (8)
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíî-
ñòè ïàäàþùåé ÓÂ ε.

Ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè ε âñÿ îáëàñòü
RW ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ ãàçîñîäåð-
æàíèé γ è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå q+ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö òàêæå
ðàñòåò (ñì. ðèñ. 3).
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Îáùèå èòîãè:
• Ðàññ÷èòàíî ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå çà ïðåëîìëåííîé ÓÂ (AD) â

âîçäóõå äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ (ε̄ ≤ 0.1);
• Íàéäåíû ãðàíèöû ðåæèìà RW ñ ðåæèìàìè TNR, BPR. Ãðàíèöà

BPR ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò ðåæèìà RW ê ðåæèìó LSR;
• Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåæèìà RW ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷å-

ñêèé èíòåðåñ äëÿ îöåíêè óäàðíûõ âîçäåéñòâèé (ïðåëîìëåííûõ ÓÂ). Ïðè
ïåðåõîäå ê ðåæèìàì TNR, LSR, êîãäà ïðåëîìëåííàÿ ÓÂ óõîäèò âïåðåä
(îïåðåæàÿ ïàäàþùóþ), å¼ èíòåíñèâíîñòü ïàäàåò.
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