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ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 519.853

Â.Â. Àáðàìîâà, Ñ.È. Äóäîâ

Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÑÅÂÄÎÐÀÑÑÒÎßÍÈß
ÄÎ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

ϕ(x) ≡ min
y∈Ω

f(y − x), (1)

ãäå Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rp, f(x)− âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ íà Rp ôóíêöèÿ, èìå-
þùàÿ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà x∗ = 0p = (0, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rp.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû,
ôóíêöèÿ (1) âûðàæàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà Ω è óæå
ýòèì èíòåðåñíà äëÿ ïðèëîæåíèé.

Öåëü ñòàòüè � èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè (1). Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî
íèæíèå ëåáåãîâû ìíîæåñòâà ôóíêöèè f(x), êàê ýòî âûòåêàåò èç òðåáî-
âàíèè ê íåé, ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âûïóêëûìè çàìêíóòûìè ìíîæå-
ñòâàìè. À êðîìå òîãî, âûïóêëûé êîìïàêòQ(x) = Ω

⋂
{y ∈ Rp : f(y−x) ≤

ϕ(x)} ïðè ëþáîì x ∈ Rp â òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ¾ïñåâäîïðîåêöèåé¿ òî÷-
êè x íà ìíîæåñòâî Ω, òî åñòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Q(x) = {z ∈ Ω : f(y − x) = ϕ(x)}.

Äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:
A, intA, coA � çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-

ñòâà A ñîîòâåòñòâåííî;
K(z,Ω) � êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèè ìíîæåñòâà Ω â òî÷êå z ∈

∈ Ω, K+ � êîíóñ, ñîïðÿæåííûé ê êîíóñó Ê; ∂f(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë
âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x.

2. Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rp, à

å¼ ñóáäèôôåðåíöèàë â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ Rp ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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∂ϕ(x0) = −{∂f(z − x0) ∩K+(z,Ω)}, (2)

ãäå z � ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Q(x0).
Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïóñòü x1 è x2 ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå òî÷êè è y1 ∈ Q(x1), y2 ∈ Q(x2).
Ïîñêîëüêó yi ∈ Ω, i = 1, 2 è Ω � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî αy1+(1−α)y2 ∈
∈ Ω è ïîýòîìó

ϕ(αy1 + (1− α)y2) = min
y∈Ω

f(y − αx1 − (1− α)x2) ≤ f(α(y1 − x1)+

+(1− α)(y2 − x2)) ≤ αf(y1 − x1) + (1− α)f(y2 − x2) =

= αϕ(x1) + (1− α)ϕ(x2), ∀α ∈ [0, 1].

2) Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (2). Íàïîìíèì [1, ãë. 2,
� 3], ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàëîì âûïóêëîé íà Rp ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂f(x) = {v ∈ Rp : f(y)− f(x) ≥< v, y − x >, ∀y ∈ Rp}. (3)

Èçâåñòíî [2, ãë. 1, � 5], ÷òî äëÿ âûïóêëîé êîíå÷íîé ôóíêöèè f(·)
ñóáäèôôåðåíöèàë ∂f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî âåêòîð g ∈ Rp, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk ↓ 0 ïðè
k →∞, òî÷êè yk ∈ Q(x0 + αkg), k = 1, 2, ... è òî÷êó z ∈ Q(x0).

Èç îïðåäåëåíèÿ (3) âûòåêàåò

ϕ(x0 + αkg) = f(yk − x0 − αkg) = f(z − x0 + yk − z − αkg) ≥

≥ f(z − x0) + max
v∈∂f(z−x0)

< v, yk − z − αkg >≥

≥ ϕ(x0) + max
v∈∂f(z−x0)∩K+(z,Ω)

< v, yk − z − αkg > . (4)

Ïîñêîëüêó yk ∈ Ω, òî èç âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Ω ñëåäóåò yk − z ∈
∈ K(z,Ω) è ïîýòîìó < v, yk − z >≥ 0 äëÿ v ∈ K+(z,Ω). À òîãäà èç (4)
ïîëó÷àåì

ϕ(x0 + αkg) ≥ ϕ(x0) + αk max
v∈−{∂f(z−x0)∩K+(z,Ω)}

< v, g > . (5)

Ïîñêîëüêó âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáî-
ìó íàïðàâëåíèþ â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ [2, ãë.
1, � 4], òî èç (5) ñëåäóåò
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ϕ′(x0, g) = lim
α↓0

α−1[ϕ(x0 + αg)− ϕ(x0)] = lim
k→∞

αk
−1[ϕ(x0 + αg)− ϕ(x0)] ≥

≥ max
v∈−{∂f(z−x0)∩K+(z,Ω)}

< v, g >, ∀g ∈ Rp. (6)

Â òî æå âðåìÿ [2, ãë. 1, § 5] èìååì

ϕ′(x0, g) = max
v∈∂ϕ(x0)

< v, g >, ∀g ∈ Rp. (7)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç (6)�(7) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

−{∂f(z − x0) ∩K+(z,Ω)} ⊂ ∂ϕ(x0). (8)

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå â (8) èìååò
ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà
v0 ∈ ∂ϕ(x0) è ïðè ýòîì

à) v0 /∈ −K+(z,Ω). Òîãäà ïðîåêòèðóåì (â åâêëèäîâîé íîðìå) òî÷êó
v0 íà êîíóñ −K+(z,Ω) è ïóñòü ýëåìåíò v1 ∈ −K+(z,Ω) òàêîé, ÷òî

||v0 − v1|| = min
v∈−K+(z,Ω)

||v0 − v||.

Ïî ñâîéñòâó ïðîåêöèè âûïîëíÿåòñÿ

< v0 − v1, w − v1 >≤ 0, ∀w ∈ −K+(z,Ω). (9)

Òàê êàê v1 ∈ −K+(z,Ω) è êîíóñ −K+(z,Ω) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî

v1 −K+(z,Ω) ⊂ −K+(z,Ω). (10)

Òîãäà èç (9)�(10) ñëåäóåò

< v0 − v1, w >≥ 0,∀w ∈ K+(z,Ω). (11)

È ïîñêîëüêó êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé [2, ãë. 1, � 3] ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì, òî èç (11) ïîëó÷àåì

v2 = v0 − v1 ∈ K++(z,Ω) = K(z,Ω) = K(z,Ω). (12)

Ýòî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé [2,
ãë. 1], îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò v2 ïðåäñòàâèì â âèäå v2 = lim

k→∞
wk, ãäå wk ∈

∈ γ(z,Ω) = {w ∈ Rp : ∃αw > 0, z+αw ∈ Ω,∀α ∈ (0, αw)}. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk ↓ 0 ïðè k →∞ òàê, ÷òî

z + αkwk ∈ Ω, k = 1, 2, . . . (13)
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Èçâåñòíî [2, ãë. 1, � 5], ÷òî âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâîé íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (13), èìå-
åì

ϕ(x0 +αkv2) ≤ f(z+αkwk−x0−αkv2) ≤ f(z−x0)+αkL||wk−v2||, (14)

ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè f(·) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z − x0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâëÿÿ â (9) â êà÷åñòâå w = 2v1 è w = 0p,
ïîëó÷àåì < v2, v1 >= 0 è òîãäà

ϕ(x0 + αkv2) ≥ ϕ(x0) + αk max
v∈∂ϕ(x0)

< v, v2 >≥ ϕ(x0) + αk < v0, v2 >=

= ϕ(x0) + αk||v2||2. (15)

Ïîñêîëüêó f(z − x0) = ϕ(x0), wk → v2 ïðè k → ∞ è v2 6= 0p, òî (15)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èíäåêñàõ k ïðîòèâîðå÷èò (14).

á) v0 /∈ −∂f(z − x0). Òîãäà ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè [3, ãë. 1, §1. 9]
ñóùåñòâóþò âåêòîð g0 6= 0p è a > 0 òàêèå, ÷òî

< v0, g0 > −a ≥ max
v∈−∂f(z−x0)

< v, g0 > . (16)

Èñïîëüçóÿ (16), ïîëó÷àåì

ϕ(x0 + αg0) ≤ f(z − x0 − αg0) = f(z − x0) + α max
v∈∂ϕ(z−x0)

< v,−g0 > +

+o(α0, g0) ≤ ϕ(x0) + α < v0, g0 > −αa+ o(α, g0), (17)

ãäå α−1o(α, g0)→ 0 ïðè α ↓ 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ v0 ∈ ∂ϕ(x0), èìååì

ϕ(x0 + αg0) ≥ ϕ(x0) + α < v0, g0 >,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 ïðîòèâîðå÷èò (17).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç ôîðìóëû (2) âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå

1) Åñëè x0 ∈ intΩ, òî ∂ϕ(x0) = {0p}.
2) Åñëè x0− ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâ Ω, òî

∂ϕ(x0) = −{∂f(0p) ∩K+(x0,Ω)}.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîé
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â [4]. Îòìåòèì òàêæå äðóãóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ, ïîëó÷åííóþ â [1, ãë. 2, § 3, ï. 4].
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Ê.Â. Áåëè÷åíêî, Â.Ì. Ñîáîëåâ

ÑÈÍÊ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÄÀÍÍÛÕ RFID ÌÅÒÎÊ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîãíîçèðîâàíèå âðåìåíè íà÷àëà
ðàáî÷åãî äíÿ ñîòðóäíèêà ñ ïîìîùüþ ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (îïåðàòîðîâ
Óèòòåêåðà) íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ RFID ìåòîê ñîòðóäíèêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ìíîãèõ ïðåäïðèÿòèÿõ ââîäèòñÿ ãèáêèé ãðàôèê
ðàáî÷åãî âðåìåíè äëÿ êîìôîðòà ñîòðóäíèêà, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîâûøàåò-
ñÿ åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïðåäïðèÿòèè ôóíêöè-
îíèðóåò ïðîïóñêíàÿ ñèñòåìà ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííûõ ïðîïóñêîâ (RFID
êàðò) è ïðè ýòîì ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà ñáîðà è àíàëèçà äàííûõ î ïðîõî-
äàõ ñîòðóäíèêà ÷åðåç òóðíèêåò. Âíóòðåííèå âîçìîæíîñòè äàííîãî ïðè-
ëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ëåãêî ñòðîèòü ãðàôèêè è äèàãðàììû ïî ïîëó÷åííîé
èíôîðìàöèè. Ãðàôè÷åñêèå âûêëàäêè ëåã÷å âîñïðèíèìàòü è ëåã÷å àíà-
ëèçèðîâàòü ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ.

Äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü äîðàáîòàíà êîìïîíåíòîì ñî ñëåäóþùèìè
ôóíêöèÿìè:

1. Èçìåíåíèå ðàáî÷åãî âðåìåíè ñîòðóäíèêà.

2. Ó÷åò îïîçäàíèé ïðè ðàñ÷åòå ïðåìèé.

Ïåðâûé ïóíêò äîðàáîòîê ïðåäïîëàãàåò â ñåáå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà
ñèíê-àïïðîêñèìàöèè. Íà îñíîâå òåêóùèõ äàííûõ î ïðîõîäå ÷åðåç òóðíè-
êåò âñåõ ñîòðóäíèêîâ îðãàíèçàöèè îòñëåæèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îïîçäàíèé
ïî îðãàíèçàöèè. Åñëè ñîòðóäíèê ñèñòåìàòè÷åñêè îïàçäûâàåò íà ðàáîòó
(êîëè÷åñòâî îïîçäàíèé áîëüøå ñðåäíåãî ÷èñëà ïî îðãàíèçàöèè), âûäâèãà-
åòñÿ ïðåäëîæåíèå î ñäâèãå íà÷àëà ðàáî÷åãî äíÿ. Äàííûé ìåòîä ïîìîãàåò
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êîððåêòèðîâàòü ãèáêèé ãðàôèê ðàáîòíèêà è îòñëåæèâàòü ñîáëþäåíèå ñî-
òðóäíèêîì äàííîãî ãðàôèêà.

Â ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà îïåðàòîðîâ Óèòòåêå-
ðà:

Ln(f, x) =
n∑
k=0

sin(nx− kπ)

nx− kπ
f(
kπ

n
) =

=
n∑
k=0

(−1)k sin(nx)

nx− kπ
f(
kπ

n
) =

n∑
k=0

lk,n(x)f(
kπ

n
).

Ïðèâëåêàòåëüíîñòü äàííîãî ìåòîäà èñõîäèò èç òîãî, ÷òî îò ïðèáëè-
æàåìîé ôóíêöèè íå òðåáóåòñÿ íè÷åãî, êðîìå íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå
[0, π], à èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà òîëüêî å¼ çíà÷å-
íèÿìè â óçëàõ kπ/n. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà ñèíê-àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ôóíäàìåíòàëüíî èññëåäîâàíà, ÷òî ïîçâîëÿåò óñïåø-
íî èçó÷àòü è ïðèìåíÿòü äàííóþ ìåòîäèêó ê àíàëèçó äàííûõ äëÿ áèçíåñà.

Âòîðîé ïóíêò äîðàáîòîê òàêæå ó÷èòûâàåò äàííûå î âðåìåíè ïðè-
õîäà íà ðàáîòó ñîòðóäíèêà. Åæåäíåâíî ñ÷èòàåòñÿ âðåìÿ îïîçäàíèé, è
ê ýòèì äàííûì ïðèìåíÿåòñÿ ñèíê-àïïðîêñèìàöèÿ, ñòðîèòñÿ ãðàôèê ïî
ñîòðóäíèêó. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî åñëè, ê ïðèìåðó,
îäèí ñîòðóäíèê âñåãäà ïðèõîäèë âîâðåìÿ, íî ïîòîì â ðåçóëüòàòå ýêñ-
òðåííî âîçíèêøåé ñèòóàöèè îïîçäàë íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, òî
çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò ñèíêà áóäåò ìåíüøå, ÷åì ó òîãî, êòî îïàçäûâàåò
êàæäûé äåíü, íî íà íåáîëüøèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïîñêîëüêó ãðàôèê
ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â ìåñòàõ ñâîèõ êîëåáàíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà áóäåò ìåíüøå. Çàäà÷à ìåíåäæåðà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû
óñòàíîâèòü íåêóþ íîðìó çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïî ñèíêàì äëÿ ñîòðóäíèêîâ
è ïðîâîäèòü âçûñêàíèÿ ïðè å¼ ïðåâûøåíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåí ãðàôèê (ðèñóíîê) ñ îïîçäàíèåì äâóõ
ñîòðóäíèêîâ çà àïðåëü (20 ðàáî÷èõ äíåé).

Êàê âèäíî íà ãðàôèêå, ñìîäåëèðîâàíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé îäèí
ñîòðóäíèê îïàçäûâàë äî 30 ìèíóò íà ïîñòîÿííîé îñíîâå, äðóãîé ñîòðóä-
íèê ïðèõîäèë âñåãäà âîâðåìÿ, íî â îäèí èç äíåé îïîçäàë íà 4 ÷àñà.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñ÷åòà èíòåãðàëà îò ñèíêà äëÿ êàæäîãî ñîòðóäíèêà
ïîëó÷èëîñü, ÷òî îöåíêà ïåðâîãî ñîòðóäíèêà ðàâíà 375.2290, âòîðîãî �
235.1868. Åñëè áû â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ îïîçäàíèé áðàëîñü ñðåäíåå âðå-
ìÿ îïîçäàíèé çà ïåðèîä, òî îöåíêà ñîòðóäíèêîâ îêàçàëàñü áû ðàâíîé, ÷òî
íåêîððåêòíî. Îäíàêî, áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ àïïðîêñèìàöèè, äàííàÿ
ïðîáëåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ.
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Ãðàôèê îïîçäàíèé ñîòðóäíèêà

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Áåëè÷åíêî Ê.Â., Ñîáîëåâ Â.Ì. Ó÷åò ðàáî÷åãî âðåìåíè ñîòðóäíèêà ñ ïîìîùüþ
òåõíîëîãèé RFID // Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â ýêîíîìèêå,
ñòðàõîâàíèè è óïðàâëåíèè ðèñêàìè : ñá. ìàòåðèàëîâ V Ìåæäóíàð. ìîëîäåæíîé íàó÷.-
ïðàêò. êîíô. : â 2 ò. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2016. Ò. 2. Ñ. 318�321.

2. Òðûíèí À.Þ. Îá îöåíêå àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èíòåðïîëÿ-

öèîííûì îïåðàòîðîì ïî ñèíêàì // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ :

Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2005. Âûï. 7. Ñ. 124�127.

ÓÄÊ 517.984
Í.Ï. Áîíäàðåíêî

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÐÀÊÀ
Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ ÒÈÏÀ

ÑÂ�ÐÒÊÈ

Ðàññìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó Äèðàêà ñëåäóþùå-
ãî âèäà:

By′ +

∫ x

0

M(x− t)y(t) dy = λy, (1)

B =

(
0 1
−1 0

)
, M(x) =

(
p(x) q(x)
−q(x) −p(x)

)
, y(x) =

(
y1(x)
y2(x)

)
,

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, p(x) ∈ L2(0, π), (π − x)q(x) ∈ L2(0, π).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè y1(0) = y1(π) = 0. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à:
ïî çàäàííîìó ñïåêòðó çàäà÷è L ïîñòðîèòü ôóíêöèè p è q.
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Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çà-
äà÷ ïîëó÷åíû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
è Äèðàêà (ñì. ìîíîãðàôèþ [1] è ñïèñîê ëèòåðàòóðû â íåé). Èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ íåëîêàëüíûìè è òðåáóþò îñî-
áûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî ðåøåíèå îáðàòíîé çà-
äà÷è äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Â
ñòàòüå [3] èçó÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà âèäà (1) â ñèì-

ìåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà M(x) =

(
p(x) q(x)
−q(x) p(x)

)
, (π− x)p(x) ∈ L2(0, π),

(π − x)q(x) ∈ L2(0, π). Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàçâèâàåì ïîäõîä [2, 3] äëÿ
èññëåäîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà âèäà (1) â ÷àñòíîì
íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, â êîòîðîì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé p è q
äîñòàòî÷íî îäíîãî ñïåêòðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x, λ) ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ

S1(0, λ) = 0, S2(0, λ) = −1.

Äëÿ ðåøåíèÿ S(x, λ) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ:

S(x, λ) = S0(x, λ) +

∫ x

0

K(x, ξ)S0(ξ, λ) dξ, (2)

K =

(
K11 K12

K21 K22

)
, S0(x, λ) =

(
sinλx
− cosλx

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è L ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) := S1(π, λ), êîòîðàÿ ñîãëàñíî (2) ïðåäñòà-
âèìà â âèäå

∆(λ) = sinλπ +

∫ π

0

(K11(π, ξ) sinλξ −K12(π, ξ) cosλξ) dξ. (3)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (2) â ñèñòåìó (1) äàåò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî Klm(x, ξ), l,m = 1, 2. Ñîñòàâëÿÿ è ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè

w1(ξ) = − d

dξ
K12(π, π − ξ), w2(ξ) := −K11(π, π − ξ) (4)
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ïðèíàäëåæàò L2(0, π) è óäîâëÿòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì âèäà

w1(ξ) = p(ξ) +
∞∑
n=2

n∑
j=1

(
b

(1)
nj (π − ξ)n−1

(n− 1)!
(p∗j ∗ q∗(n−j))(ξ)+

+ (p∗j ∗ q∗(n−j) ∗R(1)
n−1,j(π − ξ, τ))(ξ)

)
, (5)

w2(ξ) = (π − ξ)q(ξ) +
∞∑
n=2

n∑
j=0

(
b

(2)
nj (π − ξ)n

n!
(p∗j ∗ q∗(n−j)(ξ)+

+ (p∗j ∗ q∗(n−j) ∗R(2)
nj (π − ξ, τ))(ξ)

)
. (6)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

(f ∗ g)(x) =

∫ x

0

f(x− τ)g(τ) dτ, f ∗n = f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
n

,

ñèìâîë τ îáîçíà÷àåò ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ â ñâ¼ðòêàõ,

R
(k)
nj (ξ, τ) =

n−1∑
s=1

a
(k)
njs

ξs

s!

τn−1−s

(n− 1− s)!
, n ∈ N, j = 0, n, k = 1, 2,

êîýôôèöèåíòû a
(k)
njs è b

(k)
nj ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíû è óäî-

âëåòâîðÿþò îöåíêå

n∑
j=0

(
n−1∑
s=0

|a(k)
njs|+ |b

(k)
nj |

)
< C4n, n ∈ N,

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C.
Ðàâåíñòâà (5)�(6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé p è q. Äîêà-
çàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (5)�(6) ïðè ëþáûõ w1, w2 ∈ L2(0, π) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå p, q, òàêîå ÷òî p(x) ∈ L2(0, π), (π−x)q(x) ∈
∈ L2(0, π).

Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ (3) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî-
ëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}k∈Z ñëåäóþùåãî âèäà:

λk = k + κk, {κk} ∈ l2, {k(κk + κ−k)} ∈ l2. (7)
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Îïèðàÿñü íå òåîðåìó 1, ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûìè, íî è äîñòàòî÷íûìè, äî-
êàçàëè åäèíñòâåííîñòü è ïîëó÷èëè êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
èññëåäóåìîé îáðàòíîé çàäà÷è. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñôîðìóëèðî-
âàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
{λk}k∈Z âèäà (7) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà-
÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü) ôóíêöèè p(x) è q(x), òàêèå ÷òî
p(x) ∈ L2(0, π), (π − x)q(x) ∈ L2(0, π) è {λk}k∈Z ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì
ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è L.

Ôóíêöèè p è q ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}k∈Z ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ∆(λ)

ïî ôîðìóëå

∆(λ) = π(λ− λ0)
∏
k 6=0

λk − λ
k

exp

(
λ

k

)
.

2. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2), íàéòè ôóíêöèè K11(π, ξ) è K12(π, ξ)
ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

3. Ïîñòðîèòü ôóíêöèè w1, w2 ïî ôîðìóëàì (4).
4. Ðåøèòü ñèñòåìó (5)-(6) è íàéòè p è q.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò �17-

11-01193).
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ÓÄÊ 501.1

È.Å. Áîíäàðåíêî, Ä.À. Áðåäèõèí

Î ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÈ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÂ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
Ñ ÎÏÅÐÀÖÈÅÉ ÄÅÑÊÐÈÏÖÈÈ ÑÎÂÌÅÑÒÍÛÕ

ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé,
ïðåäïðèíÿòûõ â ðÿäå ñòàòåé [1�5], àâòîðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ Ä. À. Áðå-
äèõèí (â òîì ÷èñëå è â ñòàòüå, ïðåäñòàâëåííîé â ýòîì ñáîðíèêå), ïîñâÿ-
ùåííûõ èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðóïïîèäîâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Àëãåáðû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, íà-
çûâàþòñÿ àëãåáðàìè îòíîøåíèé. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåíà êàê óïîðÿäî÷åííàÿ îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
âêëþ÷åíèÿ. Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð îòíî-
øåíèé áûëè çàëîæåíû À. Òàðñêèì [6]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ àëãåáð
îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé ëî-
ãèêè è ñîâðåìåííîé îáùåé àëãåáðû. Ïðè ðàññìîòðåíèè àëãåáð îòíîøå-
íèé îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ, âûðàçèìûõ ñ
ïîìîùüþ òîæäåñòâ, ÷òî åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ìíîãîîá-
ðàçèé, ïîðîæäåííûõ ðàçëè÷íûìè èõ êëàññàìè.

Êàê ïðàâèëî, îïåðàöèè àëãåáð îòíîøåíèé çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ 1-ãî ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëîãè-
÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè
ïî âèäó çàäàþùèõ èõ ôîðìóë. Âàæíûì êëàññîì îïåðàöèÿ íàä îòíîøå-
íèÿìè ÿâëÿåòñÿ êëàññ äèîôàíòîâûõ îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äè-
îôàíòîâîé [7, 8] (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè � ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé [9]),
åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåä-
âàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèþ êîíúþíêöèè è
êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Äèîôàíòîâû îïåðàöèè äîïóñêàþò îïèñàíèå ñ
ïîìîùüþ ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà � äâóõïîëþñíèêîâ (ñì. [1, 9]).

Â àëãåáðå ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàþòñÿ áèíàðíûå îïåðàöèè.
Ýòî åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ àëãåáð îòíîøåíèé
ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé, òî åñòü ãðóïïîèäîâ îòíîøåíèé. Ìîòèâàöèþ
ïîäîáíîãî ðîäà èññëåäîâàíèé, à òàêæå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â [1�5].

Êëàññèôèêàöèÿ äâóõïîëþñíèêîâ, çàäàþùèõ áèíàðíûå äèîôàíòîâûå
îïåðàöèè, ïðèâåäåíà â [1]. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóõ ð¼áåðíûå ãðà-
ôû ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè òî÷êàìè � âõîäîì è âûõîäîì äâóõïîëþñíèêà.
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Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàöèé â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ èã-
ðàþò ðîëü, â ÷¼ì-òî ñõîæóþ ñ ðîëüþ äâóõìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé â
ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäåò ñëåäóþùàÿ áèíàðíàÿ îïåðà-
öèÿ ∗ íàä îòíîøåíèÿìè ρ, σ ⊆ U × U , îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëîé:

ρ ∗ σ = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(w,w) ∈ ρ ∧ (w,w) ∈ σ}.
Èíòåðåñ ê ýòîé îïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿåòñÿ è òåì, ÷òî å¼ ðå-

çóëüòàò ρ ∗ σ ðàâåí óíèâåðñàëüíîìó îòíîøåíèþ, åñëè îòíîøåíèÿ ρ è σ
èìåþò îáùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, è ðàâåí ïóñòîìó ìíîæåñòâó ∅, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íàçîâ¼ì ýòó îïåðàöèþ äåñêðèïòîðîì
ñîâìåñòíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîøåíèé.

Îáîçíà÷èì R{Ω} (R{Ω,⊆}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àë-
ãåáð) èçîìîðôíûõ àëãåáðàì (óïîðÿäî÷åííûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì
âêëþ÷åíèåì ⊆ àëãåáðàì) îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω.

Ïóñòü V ar{Ω} (V ar{Ω,⊆}) � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì
R{Ω} (R{Ω,⊆}).

Òåîðåìà 1. Ãðóïïîèä (A, ·) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗} òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì:

(1) xy = yx, (2) (xy)2 = xy, (3) (xy)y = xy,

(4) x2y = xy, (5) (xy2)z = x(y2z).
Òåîðåìà 2. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò ìíî-

ãîîáðàçèþ V ar{∗,⊆} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì (1)�(5), òîæäåñòâó

(6) xy ≤ x2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îñíîâûâàåòñÿ íà îïèñàíèè ýêâàöèîíàëüíûõ

òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè [10].
Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàõîæäåíèå êîíå÷íîãî áàçèñà òîæ-

äåñòâ äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðóïïîèäîâ áèíàðíûõ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîé çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåò
èíäèâèäóàëüíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé è íå ñâîäèòñÿ ê
ñòàíäàðòíîé ïðîâåðêå íåêîòîðûõ óñëîâèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèòî íà ðÿä ëåìì. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ëåìì ôîð-
ìóëèðóþòñÿ íèæå.

Ïóñòü X = {x1, . . . , xn, . . . } � ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ è Ξ � ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ ãðóïïîèäà íàä àëôàâèòîì X.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî òåðìà p ∈ Ξ ëèáî p ∈ X, ëèáî p ïðåäñòàâèì
â âèäå (. . . (xi1xi2)(xi3xi4)) . . .)(xi2m−1xi2m).

Âñÿêîìó òåðìó p ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí äâóõïîëþñíèê G(p) (ñì.
[10]). Â ðàáîòå íàõîäèòñÿ ñòðîåíèå äâóõïîëþñíèêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
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òåðìàì ãðóïïîèäà îòíîøåíèé ñ ðàññìàòðèâàåìîé îïåðàöèåé. Íà îñíî-
âàíèè ýòîãî îïèñàíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì äâóõïî-
ëþñíèêà G(q) â äâóõïîëþñíèê G(p), ãäå p, q /∈ X. Òîãäà òîæäåñòâî
p ≤ pq ïðèíàäëåæèò ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè êëàññà R{∗,⊆}.

Ëåììà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçìû äâóõïî-
ëþñíèêà G(q) â äâóõïîëþñíèê G(p) è äâóõïîëþñíèêà G(p) â äâóõïîëþñ-
íèê G(q), ãäå p, q /∈ X. Òîãäà òîæäåñòâî p = pq ïðèíàäëåæèò ýêâàöè-
îíàëüíîé òåîðèè êëàññà R{∗}.

Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èç [10] ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñÿêîå òîæäåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè êëàññà
R{∗} (R{∗,⊆}, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâ (1) � (5), (1) � (6), ÷òî çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé òåîðåì. Íåîáõîäèìîñòü
óñëîâèé óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.
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ÓÄÊ 501.1
Ä.À. Áðåäèõèí

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÂ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
Ñ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛÌÈ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àë-
ãåáðîé îòíîøåíèé. Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð
îòíîøåíèé áûëè çàëîæåíû À. Òàðñêèì [1].

Îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè ëî-
ãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëîãè÷å-
ñêèìè. Âàæíûì êëàññîì ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññ äèîôàí-
òîâûõ îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé [2, 3] (â äðóãîé òåð-
ìèíîëîãèè � ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíîé [4]), åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå
ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèþ êîíúþíêöèè è êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäóò àëãåáðû îòíîøåíèé ñ îäíîé
áèíàðíîé äèîôàíòîâîé îïåðàöèåé, òî åñòü ãðóïïîèäû îòíîøåíèé. Ìî-
òèâàöèÿ ïîäîáíîãî ðîäà èññëåäîâàíèé, à òàêæå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [5�9].

Îáîçíà÷èì R{Ω} (R{Ω,⊆}) êàê êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àë-
ãåáð) èçîìîðôíûõ àëãåáðàì (óïîðÿäî÷åííûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì
âêëþ÷åíèåì ⊆ àëãåáðàì) îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω.

Ïóñòü V ar{Ω} (V ar{Ω,⊆}) � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì
R{Ω} (R{Ω,⊆}).

Ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèõ áèíàðíûõ îïåðàöèÿõ ∗ è • íàä
îòíîøåíèÿìè ρ, σ ⊆ U × U , îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè:

ρ ∗ σ = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(u, u) ∈ ρ ∧ (u,w) ∈ σ},

ρ • σ = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(w, v) ∈ ρ ∧ (v, v) ∈ σ},
à òàêæå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è îáúåäèíå-
íèÿ ∪ îòíîøåíèé.

Ãðóïïîèäîì (A, ·) íàçîâàþò óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó ñ îäíîé áèíàðíîé
îïåðàöèåé.

Óïîðÿäî÷åííûì ãðóïïîèäîì (A, ·,≤) íàçîâåì ãðóïïîèä (A, ·) ñ çàäàí-
íûì íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤, ñîãëàñîâàííûì ñ îïåðàöèåé
ãðóïïîèäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ≤ y âëå÷åò xz ≤ yz è zx ≤ zy. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.
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Òåîðåìà 1. Êëàññ R{∗} îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå. Ãðóïïîèä (A, ·) ïðè-
íàäëåæèò êëàññó R{∗} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì:

(1) x(xy) = xy, (2) (xy)y = xy, (3) x2y = xy, (4) xy2 = yx2,

(5) (xy)z = (xz)y, (6) x(yz) = y(xz), (7) (xy2)z = x(y2z).

Òåîðåìà 2. Êëàññ R{∗,⊆} îáðàçóåò êâàçèìíîãîîáðàçèå è íå ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò
ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗,⊆} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿ-
åò òîæäåñòâàì (1)�(7), òîæäåñòâó

(8) xy ≤ x2.

Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò êëàññó R{∗,⊆}òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)�(8), êâàçè-
òîæäåñòâó

(9) x ≤ y2 → x ≤ yx.

Òåîðåìà 3. Êëàññ R{∗,∩} îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå. Àëãåáðà (A, ·,∧)
òèïà (2, 2) ïðèíàäëåæèò êëàññó R{∗,∩} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(A,∧) � ïîëóðåøåòêà è (A, ·,∧) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)�(7) è
òîæäåñòâàì

(10) (x∧y)2 = x2∧y2 = x2y2, (11) x(y2∧z) = (xy2)z, (12) x∧xy2x = x∧y2,

(13) (xy)(y ∧ z) = x(y ∧ z), (14) (x ∧ y)(yz) = (x ∧ y)z.

Òåîðåìà 4. Àëãåáðà (A, ·,∨) òèïà (2, 2) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
çèþ V ar{∗,∪} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A,∨) � ïîëóðåøåòêà è
(A, ·,∨) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)�(8) è òîæäåñòâàì

(15) x(y ∨ z) = xy ∨ xz, (16) (x ∨ y)z = xz ∨ yz, (17) xy ∨ x2 = xy.

Òåîðåìà 5. Àëãåáðà (A, ·,∨,∧) òèïà ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ
V ar{∗,∪,∩} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A,∨,∧) � äèñòðèáóòèâíàÿ
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ðåøåòêà è (A, ·,∨,∧) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)�(7), (10)�(14) è
(15)�(16).

Ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàöèè • ôîðìóëèðóþòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îñíîâûâàåòñÿ íà îïèñàíèè ýêâàöèîíàëüíûõ

è êâàçèýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè
îïåðàöèÿìè (ñì. [2]).
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ÓÄÊ 514.76

À.Â. Áóêóøåâà

ÏÐÎÄÎËÆÅÍÍÛÅ ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ ÌÅÒÐÈÊÎÉ ×ÈÃÅÐÀ�ÃÐÎÌÎËÀ

Íà ðàñïðåäåëåíèè D ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííîé ñâÿçíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ è èññëåäóåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà,
íàçûâàåìàÿ ïðîäîëæåííîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñ
ìåòðèêîé ×èãåðà�Ãðîìîëà.

Â 1972 ãîäó ×èãåð è Ãðîìîë [1] ïðåäëîæèëè êîíñòðóêöèþ ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà, îïðåäåëÿåìîãî íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ðèìà-
íîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Íå÷åòíûì àíàëîãîì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå D ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû
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(M, ~ξ, η, ϕ, g,D). Òàê æå, êàê è ðàññëîåíèå TTM, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
TD, áëàãîäàðÿ çàäàíèþ ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì [2�4] ðàñùåïëÿ-
åòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé.
Íà ìíîãîîáðàçèè D, òåì ñàìûì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåìàÿ ïðîäîëæåííîé ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n=2m+1,
ñ çàäàííîé íà íåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(M, ~ξ, η, ϕ, g,D). Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D = ker η íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îðòîãîíàëüíîå åìó
ðàñïðåäåëåíèå D⊥ = Span(~ξ) íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ D.

Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå TM = D⊕D⊥. Òåíçîðíîå ïîëå t òèïà (p, q),
çàäàííîå íà ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, íàçîâåì äî-
ïóñòèìûì (ê ðàñïðåäåëåíèþ D), åñëè t îáðàùàåòñÿ â íóëü êàæäûé ðàç,
êîãäà ñðåäè åãî àðãóìåíòîâ âñòðå÷àþòñÿ ~ξ èëè η. Êîîðäèíàòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå äîïóñòèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ â àäàïòèðîâàííîé êàðòå [5�7]
èìååò âèä: t = t

a1...ap
b1...bq

~ea1 ⊗ ... ⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ ... ⊗ dxbq . Áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñâÿçíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
Ëåâè�×èâèòà òåíçîðà: g : ∇̃, Γ̃αβγ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà ïî÷òè
êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíà-
òàõ èìåþò âèä [6]: Γ̃cab = Γcab, Γ̃nab = ωba − Cab, Γ̃ban = Γ̃bna = Cb

a − ϕba,

Γ̃nna = Γ̃ann = 0, ãäå Γabc = 1
2g

ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).
Íàçîâåì äîïóñòèìóþ òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó, ñîõðàíÿþùóþ ïîñòîÿí-

íûìè êîìïîíåíòû â íåêîòîðîì àäàïòèðîâàííîì áàçèñå, èíòåãðèðóåìîé
äîïóñòèìîé òåíçîðíîé ñòðóêòóðîé.

Òåîðåìà 1. Äîïóñòèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòå-
ãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ïî÷òè íîðìàëüíà [6].

Âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü ∇ (ñì. [5�7]) îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ äîïóñòèìûõ òåíçîðíûõ ïîëåé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ äîïóñòèìîé ïî-
÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (∇~x)~y = ∇~x(ϕ~y) −
ϕ(∇~x~y), ~x, ~y ∈ Γ(D).

Äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z],

ãäåQ = I−P, íàçâàíî Âàãíåðîì òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà [8]. Òåíçîð
Ñõîóòåíà íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè.
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Íàçîâåì òåíçîð êðèâèçíû âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè òåíçîðîì êðèâèçíû
ðàñïðåäåëåíèÿ D, à ðàñïðåäåëåíèå D â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ â íóëü òåíçîðà
Ñõîóòåíà � ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû.

Â ðàáîòàõ [2�7] ðàçâèòà òåõíèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåéòè îò âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè ∇, îñóùåñòâëÿþùåé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äîïóñòèìûõ âåê-
òîðîâ âäîëü äîïóñòèìûõ êðèâûõ ìíîãîîáðàçèÿ M ê àññîöèèðîâàííîé
ñâÿçíîñòè ∇A, ïîçâîëÿþùåé ïåðåíîñèòü ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû âäîëü
ïðîèçâîëüíûõ êðèâûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Òåíçîð êðèâèçíû K àññîöèèðîâàí-
íîé ñâÿçíîñòè ñâÿçàí ñ òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäó-
þùåãî ðàâåíñòâà:

K(~x, ~y)~z = R(~x, ~y)~z + η(~x)P (~y, ~z)− η(~y)P (~x, ~z).

Çäåñü P (~x, ~y) � äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè P a
bc = ∂nΓ

a
bc.

Îïðåäåëèì íà ðàñïðåäåëåíèè D ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) ðèìàíîâ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g̃ òèïà ×èãåðà�
Ãðîìîëà è òåíçîðíîå ïîëå J òèïà (1,1) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

g̃(x,~p)(~x
h, ~yh) = gx(~x, ~y), g̃(x,~p)(~x

v, ~yv) =
1

1 + 2t
(gx(~x, ~y) + gx(~x, ~p)gx(~y, ~p)),

g̃(x,~p)(~x
h, ~u) = g̃(x,~p)(~x

v, ~u) = ~0,

J~xh(x,~p) = τ~xv − 1

1 + τ
gx(~x, ~p)~p

v, J~xv(x,~p) = −1

τ
~xh − 1

τ(1 + τ)
gx(~x, ~p)~p

h,

J~u = ~0, ~u = ∂n,

ãäå t = 1
2gπ(~p)(~p, ~p), τ =

√
1 + 2t.

Òåîðåìà 2. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå D ñ ìåòðèêîé g̃, îñíàùåííîå
òåíçîðîì J, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçè-
åì ñî ñòðóêòóðîé (D, J, ~u, λ = η ◦ π∗, g̃, D̃).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 3. Ïóñòü (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) � êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà. Òîãäà ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà (D, J, ~u, λ = η ◦ π∗, g̃, D̃) ñ ìåòðèêîé òèïà ×èãåðà�Ãðîìîëà
ïî÷òè íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå D ÿâëÿ-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ:

[~εa, ~εb] = 2ωba∂n+x
n+dRc

bad∂n+c, [~εa, ∂n] = xn+d∂nΓ
c
ad∂n+c, [~εa, ∂n+b] = Γcab∂n+c,

ãäå εa = ∂n − Γna∂n − Γbacx
n+c∂n+b [4].
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Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ ñêîáîê Ëè áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ðàñïðåäåëåíèÿ D:

[~xh, ~yh]~p = [~x, ~y]h − {R(~x, ~y)~p}v , [~xh, ~ξh]~p = [~x, ~ξ]h + {P (~x, ~p)}v ,

[~xh, ~yv] = (∇~x~y)v, [~xv, ~ξh] = [~x, ~ξ]v.

Ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñêîáîê Ëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî óñëîâèå

ÑJ = NJ + 2(dλ ◦ J)⊗ ~u = 0

ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íóëü òåíçîðà Ñõîóòåíà, ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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ÓÄÊ 512.7

À.Ì. Âîäîëàçîâ, Î.À. Êîðîëåâà

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÀËÃÅÁÐÛ
ÖÅËÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ ÒÎÐÀÕ

Â ðàáîòàõ [1�3] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òî-
ðîâ. Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îáðàçóþùèõ
àëãåáðû öåëîçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òîðîâ â ðàáîòàõ [4�9] ïîëó÷åíî îïèñàíèå îáðàçóþùèõ ýòèõ
àëãåáð.

Â íàøåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí äðóãîé ïîäõîä äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
àëãåáð öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ òîðàõ.

Ïóñòü k � ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, O � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë, T � àëãåáðàè÷åñêèé k-òîð. Ìû áóäåì èçó÷àòü àëãåáðó

A = {f ∈ k[T ]|f(Uk) ⊂ O},

ãäå Uk � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû T (k).
Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî A èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ â

ñëó÷àå, åñëè òîð T ' Gm.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü T ' Gm � ðàçëîæèìûé òîð. Òîãäà

A = O[t, t−1, H1(t), ... Hk(t), ...],

ãäå ìíîãî÷ëåíû Hk(t) = 1
pαk

pk−1−1∏
i=1,(i,p)=1

(t− i) è αk = pk−1
p−1 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ñòðîèì ìíîãî÷ëåíû H̃k(t), óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) degH̃k = k, 2) H̃k ∈ A, 3) ñóùåñòâóåò tk ∈ O∗ òàêîå, ÷òî H̃k(tk) ∈ O∗
è 4) Hk = H̃ϕ(pk).

Îáðàçóþùèå H1, ..., Hk, ... ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè áàçèñîâ Ìàëåðà [10]
äëÿ ñëó÷àÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Òàì æå (ñì. [10]) ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå
ñâîéñòâà àëãåáð öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé óäîáíî èçó÷àòü, èñïîëüçóÿ áàçèñû
Âàí äåð Ïóòà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x =
∞∑

j=−∞
aj p

j ∈ Qp, aj ∈ {0, 1, ..., p − 1}

è òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî aj 6= 0 ïðè j ≤ 0, òî p-àäè÷åñêîé öåëîé

÷àñòüþ x íàçûâàåòñÿ [x]p =
−1∑

j=−∞
aj p

j, ìíîæåñòâî xn = pn[p−nx]p
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(n ∈ {0, 1, ...}) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, êîòî-
ðàÿ ñõîäèòñÿ ê x.

Äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ O è íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî m ìû îïðåäåëÿåì
îòíîøåíèå /:m/x îçíà÷àåò, ÷òîm ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ÷èñåë x0, x1, ... .
Îïðåäåëèì ôóíêöèè e0, e1, .. ñëåäóþùèì îáðàçîì:

en(x) =

{
1, åñëèn / x

0, èíà÷å
(x ∈ O, n ∈ 0, 1, ...).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèè {ei}∞i=0, (i, p) = 1 ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè àë-
ãåáðû A. Äëÿ ëþáîé f ∈ A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x) =
∞∑

m=0, (m,p)=1

am em(x),

ãäå am = f(m)− f(m−) è êîýôôèöèåíòû am äåëÿòñÿ íà ps, ãäå
s = [logpm]

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàòóðàëüíîãî m = a0 + a1p+ ...+ asp
s, m− =

= a0 + a1p+ ...+ as−1p
s−1. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè en èìååì:

f(m) =
∑
n/m

an, f(m−) =
∑
n/m−

an,

òî åñòü am = f(m)− f(m−). Ïðè÷åì, òàê êàê f ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè,
òî am äåëèòñÿ íà asp

s, à ðàçëîæåíèå äëÿ f(x) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(x).

Ðàáîòà À. Ì. Âîäîëàçîâà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
ÐÔÔÈ (ïðîåêò �16-01-00152)
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ÓÄÊ 517.518.8

È.Þ. Âûãîä÷èêîâà, Å.Ì. Ôàðâàçåòäèíîâà

ÎÁ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ

ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ïàðàìåòðîâ äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîöåññà, îáîñíîâàííûå ïðèìåíåíèåì äâóõ îïòèìèçàöèîííûõ çà-
äà÷. Äëÿ ýòèõ öåëåé ïðèìåíåíû äâà ìèíèìàêñíûõ êðèòåðèÿ àïïðîêñèìà-
öèè. Ïðèâåäåíû àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîöåäóðû è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîöåññîâ ýêîíî-
ìè÷åñêîé äèíàìèêè.

1. Êðèòåðèè àïïðîêñèìàöèè.Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîöåññà èç äèàïàçîíîâ [y1,k ; y2,k], y2,k ≤ y1,k, k = 0, N , çàäàííûõ
â óçëàõ tk ñåòêè T = {t0 < ... < tN}, ïðåäñòàâèì â âèäå ïîëèíîìîìà
ñòåïåíè n: pn(A, t) = a0 + a1t+ ...+ ant

n, A = (a0, a1, ..., an) ∈ Rn+1. Ðàñ-
ñìîòðèì êðèòåðèè àïïðîêñèìàöèè äëÿ äèàïàçîíîâ ðÿäà è ìíîãîìåðíûõ
äàííûõ, ñîñòàâëåííûõ èç ãðàíèö äèàïàçîíîâ.

Äëÿ ïåðâîãî (èíòåðâàëüíîãî) ñëó÷àÿ [1], â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ àï-
ïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìóì èç ðàññòîÿíèé Õàóñäîðôà ìåæäó
äèàïàçîíàìè ðÿäà [y1,k ; y2,k] è çíà÷åíèÿìè ïîëèíîìà â óçëàõ tk ñåòêè
T = {t0 < ... < tN} [2]:

ρ(A) = max
k∈0,N

max {y2,k − pn(A, tk); pn(A, tk)− y1,k} → min
A∈Rn+1

. (1)
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Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåò-
ñÿ ìàêñèìóì èç êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé [2]:

C(A) = max
k∈0,N

c (A, tk)→ min
A∈Rn+1

, (2)

ãäå c (A, tk) = (y2,k − pn(A, tk)) (pn(A, tk)− y1,k).
Åñëè y1,k = y2,k äëÿ âñåõ k = 0, N , òî çàäà÷à (2) ñâîäèòñÿ ê èçâåñò-

íîé çàäà÷å Ï. Ë. ×åáûø¼âà. Åñëè ýòî íå òàê, çàäà÷è (1) è (2) èìåþò
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîëîãèè àïïðîêñèìàöèè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà.

2. Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ. Â [2, 3] ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèÿ
çàäà÷ (1) è (2), íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì ρ∗ =

= minA∈Rn+1 ρ(A), m = max
k=0,N

(y2,k − y1,k)

2
. σ =

{
tj0 < ... < tjn+1

}
⊂ T

(áàçèñ).
Òåîðåìà 1 [3]. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð A∗ ∈ Rn+1 ÿâëÿëñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû
îäíî èç óñëîâèé: (à) ρ(A∗) = m; (á) äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà σ ⊂ T äëÿ
i=0 èëè i=1 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

hi(σ) =

{
y2,jk − pn(A0(σ), tjk), åñëè(k + i)− ÷¼òíî,

−y1,jk + pn(A1(σ), tjk), åñëè(k + i)− íå÷¼òíî,

k = 0, n+ 1, A∗ = Ai(σ), ρ(A∗) = hi(σ). Ïðè ýòîì ρ∗ = ρ(A∗).
Òåîðåìà 2 [3]. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (1) èìåëà åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (á) òåî-
ðåìû 1 èëè óñëîâèå (à) ñ òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ âî ìíîæåñòâå
M = {tk ∈ T : y2,k − y1,k = 2m} íå ìåíåå ÷åì (n+1) ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 3 [2]. Ïóñòü A ∈ Rn+1, C(A) > 0. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû A áûë ðåøåíèåì çàäà÷è (2), íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ íåêî-
òîðîãî σ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: åñëè jk ∈ R1(A)(R2(A)), òî
jk+1 ∈ R2(A)(R1(A)), k = 0, n, ãäå I(A) =

{
k = 0, N : C(A) = c(A, tk)

}
,

R1(A) = {k ∈ I(A) : pn(A, tk) ∈ (−∞; y1,k) ∪ ((y1,k + y2,k)/2; y2,k)},
R2(A) = {k ∈ I(A) : pn(A, tk) ∈ (y1,k; (y1,k + y2,k)/2) ∪ (y2,k; +∞)}.

Äàëåå ñ÷èòàåì A = (a0, a1), n = 1.
3. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (n=1). Áà-

çèñîì áóäåò ìíîæåñòâî σ = {tj0 < tj1 < tj2} ⊂ T . Èç òåîðåì 1, 2 âûòåêàåò
ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Øàã 1. Èùåì ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî åäèíñòâåííî è
ρ∗ = m. Äëÿ q0 è q1, q0 6= q1 è òàêèõ, ÷òî y2,q0 − y1,q0 = y2,q1 − y1,q1 = 2m,

âû÷èñëÿåì: a1 =
y2,q1+y1,q1−y2,q0−y1,q0

2(tq1−tq0) , a0 =
(y2,q0+y1,q0)tq1−(y2,q1+y1,q1)tq0

2(tq1−tq0) ,
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è ïðîâåðÿåì, âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ âñåõ k = 0, ..., N íåðàâåíñòâî:
max {a0 + a1tk − y1,k, y2,k − a0 − a1tk} ≤ m. Åñëè ýòî òàê, òî (a0, a1) �
ðåøåíèå çàäà÷è, è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Øàã 2. Èùåì ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî åäèíñòâåííî è ρ∗ >
> m. Îñóùåñòâëÿåì ïåðåáîð áàçèñîâ è íà êàæäîì èç íèõ âû÷èñëÿåì
a0

1 =
y2,j2−y2,j0
tj2−tj0

, a0
0 = 1

2(y2,j0 + y1,j1 − a0
1(tj0 + tj1)), h0 = y2,j0 − a0

0 − a0
1tj0,

è a1
1 =

y1,j2−y1,j0
tj2−tj0

, a1
0 = 1

2(y1,j0 + y2,j1 − a1
1(tj0 + tj1)), h1 = a1

0 + a1
1tj0 − y1,j0.

Âûáèðàåì β = 0 èëè β = 1 òàêîå, ÷òî max {h0, h1} = hβ.
Åñëè äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
{
aβ0 + aβ1 tk − y1,k, y2,k − aβ0 − a

β
1 tk

}
≤ hβ, òî (aβ0 , a

β
1 ) � åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è, è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ. Åñëè ðåøåíèå íå ïîëó÷åíî, à
áàçèñû èñ÷åðïàíû, ïåðåõîäèì ê øàãó 3.

Øàã 3. Îñòà¼òñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèòóàöèþ íååäèíñòâåííîñòè. Èìå-
åì [3], ρ∗ = m è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå q0 : y2,q0 − y1,q0 = 2m. Äâà
ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè, ñëåäóÿ ïðîöåäóðå. Áåð¼ì i îò 0 äî N : i 6= q0 è
âû÷èñëÿåì

a1
1 =

2y1,i + 2m− y1,q0 − y2,q0

2(ti − tq0)
, a1

0 =
(y1,q0 + y2,q0)ti − 2(m+ y1,i)tq0

2(ti − tq0)
,

a2
1 =

2y1,i − 2m− y1,q0 − 2y2,q0

2(ti − tq0)
, a2

0 =
(y1,q0 + y2,q0)ti + 2(m− y2,i)tq0

2(ti − tq0)
.

Åñëè a1
0 + a1

1tk − y1,k ≤ m, y2,k − a1
0 − a1

1tk ≤ m, òî (a1
0, a

1
1) � ðåøåíèå,

åñëè a2
0 + a2

1tk − y1,k ≤ m, y2,k − a2
0 − a2

1tk ≤ m, òî (a2
0, a

2
1) � ðåøåíèå.

Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ.
4. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (n=1).

Áåð¼ì ïðîèçâîëüíî áàçèñ σ = {tj0 < tj1 < tj2} ⊂ T . Ïðèâåä¼ì ïðîöåäóðó
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2).

Øàã 1. Ðåøàåì îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a0, a1 è h ñèñòåìó àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ξk ∈ {−1, 1} : (p(a0, a1, tk))

2 − p(a0, a1, tk)(y1,k+
+y2,k) + y1,ky2,k − (−1)ξkh = 0, k = 0, 1, 2.

Øàã 2. Èç ðåøåíèé òåêóùåé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî c (a0, a1) = |h|, âûáèðàåì ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì
|h|, è âñå ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû çàïîìèíàåì. Áåð¼ì íîâûé áàçèñ è
ïåðåõîäèì ê øàãó 1. Åñëè áàçèñû èñ÷åðïàíû, ïåðåõîäèì ê øàãó 3.

Øàã 3. Ñðåäè êàíäèäàòîâ íà îïòèìàëüíîñòü âûáèðàþòñÿ êîýôôèöè-
åíòû (a0, a1) ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì c (a0, a1).

Ïðèìåíèì ýòè êðèòåðèè àïïðîêñèìàöèè äëÿ îöåíêè äèíàìèêè âçíî-
ñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷ (1) è (2), ñîîòâåòñòâåííî.
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5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà íà
îñíîâå ìîäåëåé àïïðîêñèìàöèè (1) è (2) (n=1) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå.

Êðèòåðèè àïïðîêñèìàöèè äëÿ îöåíêè âçíîñîâ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 16-06-00582) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 17-32-00050).
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ÓÄÊ 514.76

Ñ.Â. Ãàëàåâ

Î ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÍÛÕ
ÏÎ×ÒÈ AP-ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëÿ-
åìàÿ â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ àâòîðà ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäàåò íà ðàñïðåäåëåíèè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñòðóêòóðó ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè AP-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ AP-ñòðóêòóðîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íîðìàëüíà.

1. Ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì SQS-
ìíîãîîáðàçèÿ � êâàçè-ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå êâàçèñàñàêèåâûì
ìíîãîîáðàçèÿì óäåëåíî â ðàáîòàõ Â. Ô. Êèðè÷åíêî è åãî ó÷åíèêîâ [1].
Ñðåäè êâàçèñàñàêèåâûõ ñòðóêòóð (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) òàêèõ, ÷òî rkdη = 2p,
2p ≤ 2m, 2p 6= 0, íàèáîëåå áëèçêî ïðèìûêàþò ê ñàñàêèåâûì ñòðóêòó-
ðàì SQS-ñòðóêòóðû. Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì SQS-ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ
ñòðóêòóðû (ïðîäîëæåííûå ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû),
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèå íà ðàñïðåäåëåíèÿõ íóëåâîé êðè-
âèçíû ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ò. å. íà ðàñïðåäåëåíèÿõ ñàñàêèåâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà. Ïðîäîëæåííûå
ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû ââåäåíû â ðàáîòàõ [2, 3].
Èçó÷åíèþ îáîáùåíèé ïðîäîëæåííûõ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2�7]. Ïîíÿòèå òåíçîðà êðèâèçíû îñíàùåí-
íîãî íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ââåäåíî Ñõîóòåíîì (Schouten) è âàí
Êàìïåíîì (van Kampen) [8]. Âïîñëåäñòâèè çàäàííûé Ñõîóòåíîì è âàí
Êàìïåíîì òåíçîð áûë íàçâàí Â.Â. Âàãíåðîì [9] òåíçîðîì Ñõîóòåíà.
Òåíçîð Ñõîóòåíà íàçâàí â ðàáîòå òåíçîðîì êðèâèçíû ðàñïðåäåëåíèÿ
D ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(M, ~ξ, η, ϕ, g,D).

2. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n =
= 2m + 1, Γ(TM) � ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M. Âñå ìíî-
ãîîáðàçèÿ, òåíçîðíûå ïîëÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ ãëàäêèìè êëàññà C∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M çàäàíà ïî÷òè
êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (M, ~ξ, η, ϕ, g,D), ãäå ϕ � òåíçîð òèïà
(1,1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì èëè äîïóñòèìîé ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, ~ξ è η � âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå ñîîò-
âåòñòâåííî ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è êîíòàêòíîé ôîðìîé, g � (ïñåâäî)
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ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rk dη = 2p, 0 ≤ 2p ≤ 2m. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ÿäðî ôîðìû ω = dη ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ðàñïðåäåëå-
íèåì, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì K.

Ïóñòü P : TM → D, Q : TM → D⊥, h : TM → L, v : TM → L⊥ �
ïðîåêòîðû, îïðåäåëÿåìûå ðàçëîæåíèåì TM = L⊕ L⊥ ⊕D⊥ = D ⊕D⊥,
ãäå L⊥ = K ∩D, à L � îðòîãîíàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå â D.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàñïðåäåëåíèå L⊥ èíòåãðèðóåìî.
Ìíîãîîáðàçèå M ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

(M, ~ξ, η, ϕ, g,D) íàçîâåì ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèåì, åñëè ðàñïðåäåëåíèå
L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýíäîìîðôèçìà ϕ è èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî dη(~x, ~y) = Ω(~x, ~y), ~x, ~y ∈ Γ(L). Åñëè ïðè ýòîì ðàñïðåäå-
ëåíèå L̃ = L ⊕ D⊥ � èíòåãðèðóåìî, òî ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèå áóäåì
íàçûâàòü AP-ìíîãîîáðàçèåì. Êâàçè-ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùå-
åñÿ îäíîâðåìåííî AP-ìíîãîîáðàçèåì, íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì êâàçè-
ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì (SQS-ìíîãîîáðàçèåì).

Ïðèìåð AP-ìíîãîîáðàçèÿ. ÏóñòüM = R5 = R3×R2, (∂α) � ñòàí-
äàðòíûé áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì íà M
1-ôîðìó η, ïîëàãàÿ, η = dx3 +x2dx1. Î÷åâèäíî, ÷òî η(∂3) = 1, η(∂2) =
= η(∂4) = η(∂5) = η(~e1) = 0, ãäå ~e1 = ∂1−x2∂3. Ñòðóêòóðó ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ íà M îïðåäåëèì, ñ÷èòàÿ áàçèñ (~e1, ∂2, ∂3, ∂4, ∂5) îðòîíîðìèðî-
âàííûì. È íàêîíåö, ïîëîæèì ϕ~e1 = ∂2, ϕ∂4 = ∂5, ϕ∂2 = −~e1, ϕ∂5 = −∂4,

ϕ∂3 = 0.
Ïðèìåð ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü M = R5, (∂α) � ñòàí-

äàðòíûé áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì íà M

1-ôîðìó η, ïîëàãàÿ, η = dx3 + x2dx1. Ïóñòü äàëåå ~e1 = ∂1 − x2∂3 − x2∂5.
Çàäàäèì íà M ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g, ïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðû
(2~e1, 2∂2, 2∂3, 2∂4, 2∂5) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Èìååì:
L = Span(~e1, ∂2), L⊥ = Span(∂4, ∂5). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî [~e1, ∂2] =
= ∂3 + ∂5, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå L̃ = L ⊕D⊥ íå èíòåãðèðóåìî
è, òåì ñàìûì, ìíîãîîáðàçèåM íå ÿâëÿåòñÿ AP-ìíîãîîáðàçèåì. Çàäàäèì
ϕ îáû÷íûì îáðàçîì: ϕ~e1 = ∂2, ϕ∂4 = ∂5, ϕ∂2 = −~e1, ϕ∂5 = −∂4, ϕ∂3 = 0.
Îòìåòèì, ÷òî dη(~e1, ∂2) = Ω(~e1, ∂2) = −1

2 .
Òàêèì îáðàçîì, íàìè îïðåäåëåíà ïî÷òè AP-ñòðóêòóðà

(M, ~ξ, η, ϕ, g,D), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì íîðìàëüíîñòè, êàê è ñòðóêòóðà
èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∇ �âíóòðåííÿÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ñ
òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà R(~x, ~y)~z. Òîãäà, äëÿ âñåõ ~x, ~y ∈ Γ(D) è
~p ∈ D èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

[~xh, ~yh]~p = [~x, ~y]h − {R(~x, ~y)~p}v , [~xh, ~ξh]~p = [~x, ~ξ]h + {P (~x, ~p)}v ,
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[~xh, ~yv] = (∇~x~y)v, [~xv, ~ξh] = [~x, ~ξ]v.

Îïðåäåëèì íà ðàñïðåäåëåíèè D êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M ïðîäîëæåííóþ ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
(D, J, ~u, λ = η ◦ π∗, g̃, D̃), ïîëàãàÿ

g̃(~xh, ~yh) = g̃(~xv, ~yv) = g(~x, ~y),

g̃(~xh, ~yv) = g̃(~xv, ~yh) = g̃(~xh, ~u) = g̃(~xv, ~u) = 0,

J~xh = (ϕ~x)h, J~xv = (ϕ~x)v, J(~u) = ~0, ~x, ~y ∈ Γ(D), ~u = ∂n = ~ξh.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(D, J, ~u, λ = η◦π∗, g̃, D̃) ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ïî÷òè AP-ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàçîâåì ñòðóêòóðó (D, J, ~u, λ = η◦π∗, g̃, D̃) ïðîäîëæåííîé ïî÷òè AP-
ñòðóêòóðîé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè AP-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðîé AP-ìíîãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð Ñõî-
óòåíà ðàâåí íóëþ.

Òåîðåìà 2. Ïðîäîëæåííàÿ ïî÷òè AP-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ AP-
ñòðóêòóðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ÑJ = NJ + 2(dλ ◦ J)⊗ ~u = 0.

Èñïîëüçóÿ (1)�(4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

ÑJ(~xh, ~yh) = (Ñϕ(~x, ~y))h + (R(ϕ~x, ϕ~y)~p+ ϕR(ϕ~x, ~y)~p+

+ϕR(~x, ϕ~y)~p− (R(~x, ~y)~p)v,

ÑJ(~xh, ~yv) = ((∇~xϕ)(ϕ~y)− (∇ϕ~xϕ)(~y))v, ÑJ(~xv, ~yv) = 0,

ÑJ(~xh, ~ξh) = (ϕP (ϕ~x, ~p)− P (~x, ~p))v.
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ÓÄÊ 517.54
Â. Ã. Ãîðäèåíêî,Ñ.À. Ãîëîõâàñòîâà

ÎÁ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÅ ÎÄÍÎÃÎ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ Â ÊËÀÑÑÅ SM

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SM , M > 1, êëàññ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ â
åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé

f(z) = z + a2z
2 + . . . , (1)

óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ |f(z)| < M, z ∈ E.
Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L(α, β, f) =

= Re(a4 +αa3 + βa2) â êëàññå S
M äëÿ M áëèçêèõ ê 1. Òàì, â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè (α, β) ∈ l = {α ≤ −2, β = −1}, òî
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M(α, β) > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ M ∈ (1,M(α, β))
è f ∈ SM âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(α, β, f) ≤ L(α, β, fMλ ), λ = 1/2 + 3/4α.

Ôóíêöèÿ fMλ îòîáðàæàåò êðóã E íà êðóã ðàäèóñà M ñ äâóìÿ ðàçðåçà-
ìè âäîëü îòðåçêà [−M,M ], çàâèñÿùèìè îò λ. Èçâåñòíî [2], ÷òî ôóíê-
öèè f ∈ SM , îòîáðàæàþùèå êðóã E íà êðóã ðàäèóñà M ñ íå áî-
ëåå ÷åì äâóìÿ êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèìè ðàçðåçàìè, ïðåäñòàâèìû â âèäå
f(z) = Mw(z, logM), ãäå

w(z, t) = e−t(z + a2(t)z
2 + . . .) (2)
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ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îáîáù¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼â-
íåðà:

dw

dt
= −w

2∑
k=1

λk
eiuk + w

eiuk − w
, w|t=0 = z, 0 ≤ t ≤ logM, (3)

ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè uk = uk(t), k = 1, 2 è ïîñòîÿííûìè ÷èñëàìè
λk ≥ 0, k = 1, 2, λ1+λ2 = 1. Äëÿ ôóíêöèè fMλ èìååì u1 = π, u2 = 0, λ1 =
= λ, λ2 = 1− λ.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ðàáîò [3, 4], ìû äîêàçû-
âàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò M(−3,−1) = 2.82037... òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
M ∈ (1,M(−3,−1)) è f ∈ SM âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(−3,−1, f) ≤ L(−3,−1, fM1/4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøèì çàìåíó ïåðåìåííîé t→ 1− e−t, è îáî-
çíà÷èì ak(t) = x2k−3(t) + ix2k−2(t), k = 2, . . . , 4. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z â ðàâåíñòâå (3), ïîñëå ïðîèçâåä¼ííîé
çàìåíû ïîëó÷èì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

ẋ5(t) = −2
2∑

k=1

λk

[
(2x3 + (2x1 − 6)x1 − x2

2 − 1) cosuk+

+(2x4 + 2(x1 − 3)x2) sinuk + (t− 1)(3(x1 − 1) cos 2uk+ (4)

+3x2 sin 2uk + (t− 1)2 cos 3uk)
]
,

x5(0) = 0, 0 ≤ t ≤ 1− 1/M.

Ñëåäóÿ ïðèíöèïàì îïòèìèçàöèîííîãî ôîðìàëèçìà, ââåä¼ì âåêòîð ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψ5)

T è çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà:

H(t, x,Ψ, u, λ) = −2
2∑

k=1

λk

[
cosukΨ1 − sinukΨ2+

+(2(x1 cosuk+x2 sinuk)−(t−1) cos 2uk)Ψ3−(2(x1 sinuk−x2 cosuk)− (5)

−(t− 1) sin 2uk)Ψ4 + ((2x3 + (x1 − 6)x1 − x2
2 − 1) cosuk+

+2(x4 + (x1 − 3)x2) sinuk − 3(t− 1)((x1 − 1) cos 2uk + x2 sin 2uk)+
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+(t− 1)2 cos 3uk)Ψ5

]
,

ãäå u = (u1, u2), λ = (λ1, λ2), λk ≥ 0, k = 1, 2, λ1 + λ2 = 1,
x = (x1, . . . , x5)

T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4), à Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψ5)
T ,

Ψ5 = 1, óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè Ψj(1− 1/M) = 0, j = 1, . . . , 4.

Îïòèìàëüíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u∗ = (u∗1, u
∗
2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ∗ ∈ SM â (5), óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñè-
ìóìà Ïîíòðÿãèíà [5]:

max
u,λ

H(t, x,Ψ, u, λ) = H(t, x∗,Ψ∗, u∗, λ), 0 ≤ t ≤ 1− 1/M,

ãäå (x∗,Ψ∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4) è ñîïðÿæ¼ííîé ñè-
ñòåìû ñ u = u∗ â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ λ1, λ2 êàæäàÿ èç êîîðäèíàò u

∗
1, u
∗
2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

Huk(t, x,Ψ, u, λ
k) = 0, k = 1, 2,

ãäå x = x∗, Ψ = Ψ∗, à λk− ýòî îäèí èç âåêòîðîâ (1,0) èëè (0,1). Íà-
ëè÷èå äâóõ ðàçëè÷íûõ íà [0, 2π) çíà÷åíèé u∗1, u

∗
2 êîîðäèíàò îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ u∗ õàðàêòåðèçóåò îïòèìàëüíûé ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Ïî-
ñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ M , áëèçêèå ê 1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû èìååò íóëåâûå êî-
îðäèíàòû. Ïîëàãàÿ ψ2(0) = α1, ψ4(0) = α2, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì îïòè-
ìàëüíûé ñêîëüçÿùèé ðåæèì, ìû ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå âàðèàöèè
ôóíêöèè fM1/4 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (α1, α2) = (0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, çà-
äà÷à ïîèñêà ÷èñëà M(−3,−1) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
ôóíêöèè FM(α), FM : (ψ(0), λ) → x5(1 − 1/M), α = (α1, α2) â òî÷êå
α = 0.

Èç (4) íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåì, ÷òî[
d(x5)αj
dt

]
α=0

= 0, j = 1, 2.

Çíà÷èò, (x5)αj(1 − 1/M)|α=0 = FM
αj

(0) = 0, j = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñåõ M > 1 âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè FM(α) â òî÷êå α = 0. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè FM , çàâèñÿùåé îò äâóõ êîîð-
äèíàò âåêòîðà α, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè α = 0 êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà, ïîðîæä¼ííàÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ∆ = ∆(M) ñ ýëåìåíòàìè
(x5)αjαl(1− 1/M), j, l = 1, 2, îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. ×èñëåííîå èíòå-
ãðèðîâàíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàííîé çàäà÷è ïðèâî-
äèò ê çíà÷åíèþ M(−3,−1) = 2.82037....
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Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â òåîðèè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ õîðîøî èçâåñòíû îïå-
ðàòîðû Ñàñà�Ìèðàêüÿíà [1�2]:

Mn(f ;x) =
∞∑
k=0

f
(k
n

) (nx)k

k!
e−nx, n ∈ N, x ≥ 0 (1)

êîòîðûå â ñèëó òåîðåì Ï. Ï. Êîðîâêèíà [3] ñõîäèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó
äëÿ ëþáîé f ∈ BC, ïðè÷åì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð [4]):∣∣Mn(f ;x)− f(x)

∣∣ ≤ 2(1 +
√
x) ω

(
f ; 1√

n

)
,

ãäå ω
(
f ; 1√

n

)
� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîðû

Ln(f ;x) =
∑

k≥max{0; (1−µn)}

f
(tk
n

) (nx)tk

Γ( k
ρn

+ µn)

e−nx

ρn
, n ∈ N, x ≥ 0, (2)

ãäå tk = k
ρn

+µn−1, {ρn}∞n=1 è {µn}∞n=1� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0

lim
n→∞

ρ2
nn =∞, ρn ≤ ln(nε), 1 ≤ µn ≤

nε

ln(nε)
. (3)

Ïðè ρn = µn = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) ïðåâðàùàåòñÿ â (1).
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Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Ln(f ;x) ñõîäèòñÿ
ê òîæäåñòâåííîìó äëÿ ëþáîé f ∈ BC, ïðè÷åì∣∣Ln(f ;x)− f(x)

∣∣ ≤ const(1 +
√
x) ω

(
f ; max{ 1√

n
; 1
ρn
√
n
}
)
.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Hn(f ;x) =
∞∑
k=0

f
(tk
n

) (nx)
k
ρn

Γ( k
ρn

+ µn)
φ(x;µn), n ∈ N, x ≥ 0, (4)

ãäå tk, ρn è µn , êàê è âûøå, φ(x;µn) =
(
Eρn

(
(nx)1/ρn;µn

))−1

,

Eρ(z;µ) =
∞∑
k=0

zk

Γ
(
k
ρn

+ µn
) � ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà [6].

Òàêæå ïðè ρn = µn = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) ïðåâðàùàåòñÿ â (1)
(íî íå â (2)). Èäåÿ ðàññìîòðåòü òàêèå îïåðàòîðû âîçíèêëà ïðè èçó÷åíèè
äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ BC
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Hn(f ;x) ñõîäèòñÿ ê òîæäåñòâåííî-
ìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû Êîðîâêè-
íà. Î÷åâèäíî, ÷òî Hn(f ;x)� ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð è

Hn(1;x) = 1. (5)

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (ñì. [5], ëåììà 2.6): íàéäåòñÿ íîìåð n0 òà-
êîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0, äëÿ âñåõ x ≥ ε

1− δn(x) ≤ (nx)µn−1

ρnenxφ(x;µn)
≤ 1 + δn(x), (6)

ãäå δn(x) =
c0

nxmin(1; ρ2
n)
, c0 = 14 · 21/3 +

1

2
+

14

π sin π
12

.

Òàê êàê

Hn(t;x) = x · (nx)µn−2

ρnenxφ(x;µn − 1)

ρne
nxφ(x;µn)

(nx)µn−1
,

ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (6), ïîëó÷èì

x · 1− δn(x)

1 + δn(x)
≤ Hn(t;x) ≤ x · 1 + δn(x)

1− δn(x)
. (7)
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Ïîñêîëüêó

Hn(t
2;x) =

φ(x;µn)

n2φ(x;µn − 2)
+

φ(x;µn)

n2φ(x;µn − 1)
=

= x2 · (nx)µn−3

ρnenxφ(x;µn − 2)

ρne
nxφ(x;µn)

(nx)µn−1
+
x

n
· (nx)µn−2

ρnenxφ(x;µn − 1)

ρne
nxφ(x;µn)

(nx)µn−1
,

ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (6), ïîëó÷èì(
x2 +

x

n

)1− δn(x)

1 + δn(x)
≤ Hn(t

2;x) ≤
(
x2 +

x

n

)1 + δn(x)

1− δn(x)
, (8)

Èç (5), (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Hn óäî-
âëåòâîðÿåò òåîðåìå Êîðîâêèíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæàåò íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ.

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ BC

íàéäåòñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0, äëÿ âñåõ x ≥ ε∣∣∣Hn

(
f ;x

)
− f(x)

∣∣∣ ≤ 2√
nmin(1; ρn)

·
(

1 +
2x+ 3√
nx

)
. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïðèìåíÿÿ
ôóíêöèþ Ñòåêëîâà è åå ñâîéñòâà (ñì., íàïðèìåð, [7]), ïîëó÷èì∣∣Hn(f ;x)− f(x) ≤ ‖f − fh‖Hn(1;x) + ‖f ′h‖Hn(|t− x|;x) + ‖f − fh‖ ≤

≤ ω(f ;h)
(
2 + 1

hHn(|t− x|;x)
)
. (10)

Îáîçíà÷èì:

k1 = [ρn(nx−µn+1)], an =
k1∑
k=0

(
x− tk

n

)
vk(x) (åñëè k1 < 0, òî an(x) = 0);

k2 = [ρn(nx− µn + 2)] + 2, bn =
∞∑
k=k2

(
tk
n − x

)
vk(x)

cn =
k2−1∑

k=k1+1

∣∣x− tk
n

∣∣ vk(x) (åñëè k1 + 1 > k2 − 1, òî cn(x) = 0).

Ïðèìåíÿÿ ëåììû ðàáîòû [5], ïîëó÷èì îöåíêè:

an(x) ≤
√
x

1− δn
[ρn] + 1

ρn
√
πn

, bn(x) ≤
√
x

1− δn
[ρn] + 1

ρn
√
πn

, cn(x) ≤ (ρn + 1)(ρn + 2)

(1− δn)nρ2
n

√
πnx

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â (10), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÏÓ×ÊÎÂ ÍÀ À-ÃÐÀÔÀÕ

Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ
ïó÷êîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííûõ íà
êîìïàêòíûõ À-ãðàôàõ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì öèêëîâ ïðè ñòàíäàðò-
íûõ óñëîâèÿõ ñêëåéêè âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ
â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî íàèáîëåå âàæíîé
íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïîòåíöèàëîâ) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðóêòóðà ãðàôà
èçâåñòíà àïðèîðè. Äëÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ.
Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàçâèòèå èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæå-
íèé [1]. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå êëàññû îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ è ïó÷êîâ îïåðàòîðîâ íà À-ãðàôàõ.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ñâÿçíûé ãðàô G â R` ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
E = {e1, . . . , es}, ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vm} è ñ îòîáðàæåíèåì
σ, êîòîðîå êàæäîìó ðåáðó ej ∈ E ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó (âîçìîæíî ðàâíûõ) âåðøèí: σ(ej) := [u2j−1, u2j], uj ∈ V . Âåðøèíû
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u2j−1 =: σ−(ej) è u2j =: σ+(ej) íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåð-
øèíàìè ðåáðà ej, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî ej âûõîäèò
èç u2j−1 è çàêàí÷èâàåòñÿ â u2j. Òî÷êè U := {uj}j=1,2s íàçûâàþòñÿ êîíöå-
âûìè òî÷êàìè äëÿ E . Êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ V ïîðîæäàåò êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì v): v = {uj1, . . . , ujν}
òàê, ÷òî v = uj1 = . . . = ujν .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî êîíöåâûõ òî÷åê U ðàñïàäàåòñÿ íà m
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè v1, . . . , vm. ×èñëî êîíöåâûõ òî÷åê â êëàññå vk
íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ âåðøèíû vk è îáîçíà÷àåòñÿ val (vk).

Âåðøèíà vk ∈ V íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè val (vk) = 1. Îñòàëü-
íûå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòü V0 = {v1, . . . , vp} � ãðà-
íè÷íûå âåðøèíû, à V1 = {vp+1, . . . , vm}� âíóòðåííèå âåðøèíû. Ðåáðî
ej íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì, åñëè îäíà èç åãî êîíöåâûõ òî÷åê ïðèíàä-
ëåæèò V0. Îñòàëüíûå ðåáðà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Óñëîâèìñÿ, ÷òî
E0 = {e1, . . . , ep}� ãðàíè÷íûå ðåáðà è vk ∈ ek ïðè k = 1, p. Ïóñòü lj � äëè-
íà ðåáðà ej. Êàæäîå ðåáðî ej ∈ E ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, lj]
òàê, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà u2j−1 ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à êîíå÷íàÿ òî÷êà
u2j ñîîòâåòñòâóåò xj = lj.

Öåïî÷êà ðåáåð bk = {bk1, . . . , bk,ηk}, bkj ∈ E íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñ-
ëè îíà îáðàçóåò çàìêíóòóþ êðèâóþ. Òî÷êà wk := σ−(bk1) íàçûâàåòñÿ
íà÷àëüíîé òî÷êîé öèêëà bk. Åñëè ηk = 1 (ò.å. öåïî÷êà ñîñòîèò òîëü-
êî èç îäíîãî ðåáðà), òî öèêë íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì. Êàæäûé öèêë
bk ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì tk ∈ [0, Lk], ïðè÷åì íà÷àëüíàÿ òî÷êà
wk ñîîòâåòñòâóåò tk = 0. Çàíóìåðóåì ðåáðà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: E1 = {e1, . . . , er} � òàê íàçûâàåìûå ïðîñòûå ðåáðà (îíè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòüþ öèêëîâ), E2 = {er+1, . . . , es} � ðåáðà, êîòîðûå îáðàçóþò
ìíîæåñòâî öèêëîâ B := {bk}k=1,N . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E := E1 ∪ B,
E := {Ek}k=1,r+N (ò.å. ïðîñòûå ðåáðà è öèêëû) íàçûâàþòñÿ a-ðåáðàìè.
A-ðåáðî Ek ∈ E íàçûâàåòñÿ ïðèìûêàþùèì ê âåðøèíå v ∈ V , åñëè
v ∈ Ek. ×åðåç R(v,G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî a-ðåáåð ãðàôà G, êîòîðûå
ïðèìûêàþò ê âåðøèíå v.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè bk, bj ∈ B, k 6= j è bk ∩ bj 6= ∅, òî
bk ∩ bj = v ∈ V1, ò.å. ëþáûå äâà öèêëà ìîãóò èìåòü íå áîëåå îäíîé îáùåé
òî÷êè. Òàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ A-ãðàôàìè.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè p > 1 (ñëó÷àè p = 0 è p = 1 òðåáóþò
íåáîëüøèõ èçìåíåíèé; ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ñòàòüè). Âîçüìåì â êà÷å-
ñòâå êîðíÿ ãðàíè÷íóþ âåðøèíó vp. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ep íàçîâåì
êîðíåâûì ðåáðîì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè ej ∈ E1 � ïðî-
ñòîå ðåáðî, òî òî÷êà u2j ëåæèò áëèæå ê êîðíþ, ÷åì u2j−1, è åñëè bk ∈ B
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� öèêë, òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà wk ëåæèò áëèæå ê êîðíþ, ÷åì îñòàëüíûå
òî÷êè öèêëà bk.

Çàôèêñèðóåì Ek ∈ E. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ωk a-ðåáåð ìåæäó êîðíåâûì
ðåáðîì è Ek (âêëþ÷àÿ Ek) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì Ek. Ïîðÿäîê êîðíåâîãî
ðåáðà ðàâåí íóëþ. ×èñëî ω := maxEk∈E ωk íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðàôà
G. ×åðåç E (µ), µ = 0, ω, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî a-ðåáåð ïîðÿäêà µ. Íàïðè-
ìåð, E (1) � ìíîæåñòâî a-ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê êîðíåâîìó ðåáðó.

Ðàññìîòðèì öèêë bk = {bk1, . . . , bk,ηk} ∈ B. Åñëè ìû íåìíîãî ñäâè-
íåì íà÷àëüíóþ òî÷êó wk â òî÷êó w

0
k /∈ G (íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèÿ äðóãèõ

êîíöåâûõ òî÷åê bk è íå ìåíÿÿ äëèíû bk), òî âìåñòî bk ìû ïîëó÷èì òàê
íàçûâàåìûé "ðàçîìêíóòûé öèêë"b0

k = {b0
k1, bk2, . . . , bk,ηk}, ãäå b0

k1 � ïðî-
ñòîå ãðàíè÷íîå ðåáðî, à w0

k � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà. ×åðåç Gk îáîçíà÷èì
ãðàô ñ "ðàçîìêíóòûì öèêëîì"b0

k âìåñòî bk.
Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Y = {yj}j=1,s, ãäå ôóíêöèÿ yj(xj), xj ∈ [0, lj] îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej.
Îáîçíà÷èì

Y|u2j−1 := yj(0), Y|u2j := yj(lj), ∂Y|u2j−1 := y′j(0), ∂Y|u2j := −y′j(lj).

Åñëè v ∈ V , òî Y|v = 0 îçíà÷àåò, ÷òî Y|uj = 0 äëÿ âñåõ uj ∈ v. Let
Q = {qj}j=1,s and P = {pj}j=1,s be complex-valued functions on G; they
are called the potentials. Assume that qj(xj) ∈ L(0, lj), pj(xj) ∈ AC[0, lj].
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà G:

y′′j (xj) + (ρ2 + ρpj(xj) + qj(xj))yj(xj) = 0, xj ∈ [0, lj], (1)

ãäå j = 1, s, ρ- ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè yj, y
′
j, j = 1, s, àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíû íà [0, lj] è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñêëåéêè
(ÓÑ) â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå vξ ∈ V1:

Y|ui = Y|uj ïðè âñåõ ui, uj ∈ vξ,
∑
ui∈vξ

∂Y|ui = 0. (2)

ÓÑ (2) íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè. Â ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòÿõ îíè
âûðàæàåò çàêîí Êèðõãîôà; ïðè êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ñåòåé � áàëàíñ íà-
ïðÿæåíèé è ò.ä. Çàôèêñèðóåì öèêë bk ∈ B ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé wk ∈ U.
Åñëè (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîæåñòâà U \ {wk}, òî òàêèå óñëîâèÿ íàçû-
âàþòñÿ wk-ÓÑ.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0(G) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàG ñ ÓÑ (2) âî
âíóòðåííèõ âåðøèíàõ V1 è ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ
V0:

Y|vj = 0, j = 1, p. (3)
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Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé êðàåâîé çàäà÷å,
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì òàêæå êðàåâûå çàäà÷è Lk(G), k = 1, p− 1, äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ïðè ÓÑ (2) è ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

∂Y|vk = 0, Y|vj = 0, j = 1, p \ k.

Òàêèì îáðàçîì, Lk(G) ïîëó÷àåòñÿ èç L0(G) çàìåíîé óñëîâèÿ Äèðèõëå
â âåðøèíå vk = σ−(ek) íà óñëîâèå Íåéìàíà â vk.

Îáîçíà÷èì Λk = {ρkn}, k = 0, p− 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì
èõ êðàòíîñòåé) çàäà÷è Lk(G).

Ïóñòü Lξν(G), ξ = 1, N, ν = 0, 1 � êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
ñ wξ-ÓÑ è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

∂νY|wξ = 0, Y|vj = 0, j = 1, p,

ãäå ∂0Y := Y, ∂1Y := ∂Y. Îáîçíà÷èì Λξ
ν = {ρξνn} � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé) çàäà÷è Lξν(G). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû ñïåêòðû Λk, k = 0, p− 1, è Λξ
ν, ξ =

= 1, N, ν = 0, 1, ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.
Òåîðåìà 1. Çàäàíèå Λk, k = 0, p− 1, è Λξ

ν, ξ = 1, N, ν = 0, 1,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò Q è P.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé, ìû òàêæå ïîëó÷àåì
êîíñòðóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü p ≤ 1 (i.e. p = 0 èëè p = 1). Òîãäà îáðàòíàÿ çà-
äà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ñïåêòðû Λξ

ν, ξ = 1, N, ν = 0, 1,
ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G. Ïðè p = 1 âñå ðàññóæäåíèÿ è ðåçóëü-
òàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè; â ÷àñòíîñòè, ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëîâ
P è Q îñòàåòñÿ òîé æå. Ïðè p = 0 òðåáóåòñÿ îäíî èçìåíåíèå, à èìåííî
íóæåí äðóãîé âûáîð êîðíåâîãî ðåáðà. Â äàííîì ñëó÷àå ãðàô G èìååò
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ãðàíè÷íûé öèêë. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü bN �
ãðàíè÷íûé öèêë. Òîãäà áåðåì bN â êà÷åñòâå êîðíåâîãî ðåáðà.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ, ÿâëÿþùèõñÿ âîçìóùåíèåì äèôôåðåíöèàëü-
íîãî ïó÷êà èíòåãðàëüíûì âîëüòåððîâûì îïåðàòîðîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò �
17-11-01193).
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ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÏÎ ÌÅÒÎÄÓ
ÔÓÐÜÅ Â ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÏÐÎÑÒÅÉØÅÃÎ

ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0, T ], T > 0; (1)

u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0, (2)

ïðè ìèíèìàëüíîì òðåáîâàíèè

f(x, t) ∈ L(Q).

Òåîðåìà. Ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) � (2) ïî ìåòîäó Ôó-
ðüå

u(x, t) = 2
∞∑
n=1

1

nπ

t∫
0

αn(τ) sinnπx sinnπ(t− τ) dτ (3)

ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå (x, t) ∈ Q è äëÿ åãî ñóììû ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà

u(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

Φ(η, τ) dη, (4)

ãäå αn(τ) =
1∫

0

f(ξ, τ) sinnπξ dξ, Φ(η, τ) � 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî η íà âñåé

îñè, íå÷åòíàÿ íà [−1, 1] è Φ(η, τ) = f(η, τ) ïðè η ∈ [0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. (Ýòî äîêàçàòåëüñòâî äîïîëíÿåò äîêàçàòåëüñòâî,

ïðèâåäåííîå â [1]).
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x, t) ∈ Q. Êàê ïîêàçàíî â [1],

ñîîòíîøåíèå (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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u(x, t) = lim
N→∞

t∫
0

ψN(τ) dτ, (5)

ãäå

ψN(τ) =
N∑
n=1

αn(τ)

(
− 1

nπ

)
(cosnπ(x+ t− τ)− cosnπ(x− t+ τ)) , (6)

ïðè÷åì ïî÷òè ïðè âñåõ τ ∈ [0, t] Φ(·, τ) ∈ L[0, 1] è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
N→∞

ψN(τ) =

x+t−τ∫
x−t+τ

1

2
Φ(η, τ) dη. (7)

Îáîñíóåì, ÷òî â (5) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
(òîãäà íà îñíîâàíèè (7) òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà).

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

αn(τ)

(
− 1

nπ

)
cosnπη =

∞∑
n=1

cosnπη

1∫
0

 ξ∫
0

Φ(s, τ) ds

 cosnπξ dξ =

=
∞∑
n=1

1∫
−1

(Φ0(ξ, τ)− c0) cosnπξ dξ · cosnπη +
1

2

1∫
−1

(Φ0(ξ, τ)− c0) dξ,

ãäå Φ0(ξ, τ) = 1
2

η∫
0

Φ(s, τ) ds, c0 = 1
2

1∫
−1

Φ0(ξ, τ) dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ðÿä åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè Φ1(η, τ) =
= Φ0(ξ, τ)−c0 ïî 2-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå {cosnπη, sinnπη}∞n=0. Åñëè çà-

ïèñàòü åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ïîìîùüþ ÿäðà ÄèðèõëåDN(u) =
sin(N+ 1

2 )u

2 sin u
2

è ó÷åñòü (6), òî ïîëó÷èì

ψN(τ) =
1

π

π∫
−π

Φ1

(u
π

+ b, τ
)
DN(u) du− 1

π

π∫
−π

Φ1

(u
π

+ a, τ
)
DN(u) du, (8)

ãäå b = x+ t− τ , a = x− t+ τ
Çàïèøåì Φ1(η, τ) â âèäå ñóììû äâóõ ìîíîòîííûõ (ïî η) ôóíêöèé

Φ1(η, τ) = Φ+
1 (η, τ) + Φ−1 (η, τ),
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ãäå Φ+
1 (η, τ) = 1

2

η∫
0

Φ+(s, τ) ds− c0, Φ−1 (η, τ) = 1
2

η∫
0

Φ−(s, τ) ds,

Φ+, Φ− � ñîîòâåòñòâåííî íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòè
ôóíêöèè Φ(s, τ). (Ýòè ðàññóæäåíèÿ íàäî ïðîâîäèòü îòäåëüíî äëÿ âå-
ùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè ôóíêöèè f(x, t)).
Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë â (8) (âòîðîé àíàëîãè÷íî).

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

Φ1

(u
π

+ b, τ
)
DN(u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

Φ+
1

(u
π

+ b, τ
)
DN(u) du

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

Φ−1

(u
π

+ b, τ
)
DN(u) du

∣∣∣∣∣∣ . (9)

Ïðèìåíÿÿ âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì ([2, c. 19]) ê ïåðâîìó èíòåãðàëó
â ïðàâîé ÷àñòè (9), èìååì

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

Φ+
1

(u
π

+ b, τ
)
DN(u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣Φ+
1 (−1 + b, τ)

∣∣ ∣∣∣∣∣∣
ξ∫

−π

DN(u) du

∣∣∣∣∣∣+

+
∣∣Φ−1 (1 + b, τ)

∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
π∫
ξ

DN(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ .
Êàê èçâåñòíî, (ñì. [2, c. 108, 114]),

Dn(u) =
sinnu

u
+O(1) è

∣∣∣∣∣∣
β∫

α

sinnu

u
du

∣∣∣∣∣∣ < 2π

ïðè ëþáûõ α, β, n.
Êðîìå òîãî,

∣∣Φ+
1 (±1 + b, τ)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣12
±1+x+t−τ∫

0

Φ+(s, τ) ds− c0

∣∣∣∣∣∣ ≤ c1

1∫
0

|f(s, τ)| ds,

ãäå c1 íå çàâèñèò îò x, t è τ .
Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9).

Â ñèëó ýòèõ îöåíîê èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî
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|ψN(τ)| ≤ c

1∫
0

|f(s, τ)| ds, (10)

ãäå c íå çàâèñèò îò N è τ .
Ïðàâàÿ ÷àñòü (10) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé íà [0, t] ôóíêöèåé îò τ .
Ïîýòîìó èç (5) ñ ó÷åòîì (7) ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
ïîëó÷àåì ôîðìóëó (4).
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ÓÄÊ 517.984

O.À. Êîðîëåâà

ÀÍÀËÎÃ ÒÅÎÐÅÌÛ ÆÎÐÄÀÍÀ � ÄÈÐÈÕËÅ
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ßÄÐÎÌ,

ÈÌÅÞÙÈÌ ÑÊÀ×ÊÈ ÍÀ ÑÒÎÐÎÍÀÕ ÊÂÀÄÐÀÒÀ,
ÂÏÈÑÀÍÍÎÃÎ Â ÅÄÈÍÈ×ÍÛÉ ÊÂÀÄÐÀÒ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

y = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t) dt. (1)

Îáîçíà÷èì:
A1(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A2(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A3(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A4(x, t) = A(x, t), åñëè {3/2− x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A5(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} è
{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x, 1/2 ≤ x ≤ 1} .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∂k+l

∂xk∂tl
Ai(x, t), (i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíû â

ñâîèõ îáëàñòÿõ, (k + l ≤ 2, ïðè÷åì, åñëè k + l = 2, òî k = l = 1).
∂
∂xAi(x, t), (i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ñâîèõ îáëà-
ñòÿõ, ïðè÷åì
A5(x,

1
2 − x+ 0)− A1(x,

1
2 − x− 0) = a,
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A5(x,
1
2 + x− 0)− A2(x,

1
2 + x+ 0) = b,

A5(x,−1
2 + x+ 0)− A3(x,−1

2 + x− 0) = c,
A5(x,

3
2 − x− 0)− A4(x,

3
2 − x+ 0) = d,

ãäå a, b, c, d � ïîñòîÿííûå.
Òî åñòü ÿäðî A (x, t) ìîæåò èìååòü ñêà÷êè íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, âïè-

ñàííîãî â åäèíè÷íûé êâàäðàò.
Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ðàáîòû îïåðàòîðà (1). Äëÿ íåãî äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîã òåîðåìû Æîðäàíà�Äèðèõëå.
Â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð�ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

z = Bg =

∫ 1
2

0

B(x, t)g(t) dt, 0 ≤ x ≤ 1

2
, (2)

ãäå z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,

B(x, t) =


0 A(x, 1

2 − t) A(x, 1
2 + t) 0

A(1
2 − x, t) 0 0 A(1

2 − x, 1− t)
A(1

2 + x, t) 0 0 A(1
2 + x, 1− t)

0 A(1− x, 1
2 − t) A(1− x, 1

2 + t) 0

 .

Â [1] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (1) ýêâèâàëåíòíî (2).
Òåîðåìà 1. Äëÿ îïåðàòîðà B−1 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

B−1z(x) = Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z

(
1

2

)
+

+a3(x)z(x) +

∫ 1
2

0

a(x, t)z(t) dt, (3)

Sz(0) + Tz(
1

2
) +

∫ 1
2

0

a(t)z(t) dt = 0, (4)

ãäå ai(x), i = 1, 3, a
′

3(x), a(x) � íåïðåðûâíûå ìàòðèöû�ôóíêöèè, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû a(x,t) èìååò òàêîé æå õàðàêòåð ãëàäêîñòè,
÷òî è êîìïîíåíòû Bx(x, t), S, T � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû
4× 4.

Íàõîäèòñÿ ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A:
Òåîðåìà 2. Åñëè Rλ ñóùåñòâóåò, òî Rλf = v(x),

ãäå v(x) = z1(x), ïðè x ∈ [0, 1
2 ], è v(x) = z3

(
x− 1

2

)
, ïðè x ∈ [1

2 , 1], (5)
z1, z3 � ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà z(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî
ñèñòåìå (3), (4).

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 3. Åñëè λ òàêîâî, ÷òî îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ (3),
(4) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (5).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 4. Åñëè f(x) ∈ ∆̄A, ãäå ∆̄A � çàìûêàíèå ïî íîðìå C[0, 1]

îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A è f(x) ∈ V [0, 1], òî

‖f(x)− Sr (f, x)‖∞ −→r→∞∞.
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ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÎÎÏÐÅÄÅË�ÍÍÛÌ
ÏÐÀÂÈËÎÌ ÂÛÁÎÐÀ

Èåðàðõè÷åñêèå èãðû � ýòî ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ñ íåðàâíî-
ïðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíèå âåä¼òñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïåðâîãî (óïðàâëÿþùåãî) èãðîêà, íà îñíîâå åãî èíôîðìàöèè î âûáîðå è
èíòåðåñàõ ïàðòí¼ðà. Â èåðàðõè÷åñêèõ èãðàõ èññëåäóåòñÿ îïòèìàëüíîå
ïîâåäåíèå ïåðâîãî èãðîêà è âû÷èñëÿåòñÿ åãî íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàí-
íûé ðåçóëüòàò ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá åãî èíôîðìèðîâàííî-
ñòè [1�4]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò
âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà èíôîðìèðîâàííîñòè ïåðâîãî èãðî-
êà, à èìåííî êîíå÷íîîïðåäåë¼ííîãî ïðàâèëà âûáîðà, êîòîðûé ñîäåðæèò
â ñåáå, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, íåêîòîðûå âèäû èíôîðìèðîâàííîñòè, èññëå-
äîâàâøèåñÿ ðàíåå.

Îïðåäåëåíèå. Èåðàðõè÷åñêîé èãðîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà Γ =
= (X, Y, F, µ), ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y � ìíî-
æåñòâî ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, F : X×Y → R � ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà ïåðâîãî èãðîêà, µ : 2X×Y → 2X×Y è îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè

∀T ⊂ X × Y µ(T ) 6= ∅, µ(T ) ⊂ T

� ïðàâèëî âûáîðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çàäà¼òñÿ èíôîðìèðîâàííîñòü
ïåðâîãî èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷-
íûìè.

Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî
èãðîêà â èåðàðõè÷åñêîé èãðå îáîçíà÷àåòñÿ γ(Γ) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

γ(Γ) = max
x

min
y:(x,y)∈µ({x}×Y )

F (x, y).

Ïåðâûé èãðîê ìîæåò îðãàíèçîâûâàòü îáìåí èíôîðìàöèåé î âûáîðàõ
ìåæäó èãðîêàìè (ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ èãðû). Â [5] ïîêàçàíî,
÷òî óíèâåðñàëüíûì îïòèìàëüíûì (äëÿ ëþáûõ µ) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå
Γτ , â êîòîðîì ïåðâûé èãðîê ïðåäëàãàåò âòîðîìó âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó
èç ìíîæåñòâà T ∈ τ , ãäå τ � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ X × Y , îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì ∀y ∃x (x, y) ∈ T . Íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â
òàêîì ðàñøèðåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

γ(Γτ) = max
T∈τ

min
(x,y)∈µ(T )

F (x, y). (1)

Âû÷èñëåíèå (1) � ýòî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ
ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàññìîòðèì êëàññ ïðàâèë âûáîðà, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å íà èñõîäíûõ ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå.Ïðàâèëî âûáîðà µ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîîïðåäåë¼ííûì,
åñëè åãî ìîæíî çàäàòü â âèäå

µ(T ) = {(x, y) ∈ T : S (ϕ(T ), x, y)} ,

ãäå ϕ : 2X×Y → Rm, S � ïðåäèêàò, îïðåäåë¼ííûé íà Rm × X × Y ,
ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå ϕ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

∀T1, T2 (ϕ(T1) = ϕ(T2) &T1 ⊂ T2 =⇒

=⇒ ∀T1 ⊂ T ⊂ T2 ϕ(T ) = ϕ(T1) = ϕ(T2),

∀ {Tλ}λ∈Λ (∀λ1, λ2 ∈ Λ ϕ(Tλ1) = ϕ(Tλ2)) =⇒

=⇒ ∀λ ∈ Λ

(
ϕ(Tλ) = ϕ

(⋃
λ∈Λ

Tλ

))
.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâà T1 è T2 áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(T1) = ϕ(T2).

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð êîíå÷íîîïðåäåë¼ííîãî ïðàâèëà âûáîðà � ïðàâè-
ëî µ, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

µ(T ) =

{
(x′, y′) ∈ T : G(x′, y′) = max

(x,y)∈T
G(x, y)

}
. (2)

47



Â äàííîì ñëó÷àå m = 1, ϕ(T ) = max
(x,y)∈T

G(x, y),

S(r, x, y)⇐⇒ G(x, y) = r.

Òåîðåìà. Åñëè ïðàâèëî âûáîðà µ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîîïðåäåë¼ííûì è
êàæäîå ìíîæåñòâî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýêâèâàëåíòíîå êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå íå áîëåå k ýëåìåíòîâ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γτ) = max
l∈Lτ

l, (3)

ãäå
Lτ = {l : ∃r, (x, y) (∀j = 1, . . . , k)P (r, (x, y), xj, yj, l) &

&∀y∃xP (r, (x, y), x, y, l) ,

P (r, (x, y), x, y, l)⇐⇒ ((ϕ ({(x1, y1), . . . , (xk, yk), (x, y)})) = r&

& (F (x, y) ≥ l èëè ¬S(r, x, y))) ,

(x, y) = ((x1, y1), . . . , (xk, yk))}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ðåçóëüòàò l ∈ Lτ ãàðàíòèðî-
âàí ïåðâîìó èãðîêó. Ïóñòü l ∈ Lτ . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî T ðàâåíñòâîì

T = {(x, y) : ϕ ({(x1, y1), . . . , (xk, yk), (x, y)})} = r&

& (F (x, y) ≥ l èëè ¬S(r, x, y)) ,

ãäå r è (x, y) � òå âåêòîðà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ âûòåêàåò èç ïðèíàä-
ëåæíîñòè l ê Lτ . Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé Lτ è T ìíîæåñòâî T ñîäåðæèò
âñå òî÷êè (x1, y1), . . . , (xk, yk) è ïðèíàäëåæèò τ . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè (x, y) ∈ T óñëîâèÿ ¬S(r, x, y) è (x, y) /∈ µ(T ) ðàâíîñèëüíû è
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∀(x, y) ∈ T (F (x, y) ≥ l èëè (x, y) /∈ µ(T )) ,

òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî inf
(x,y)∈µ(T )

F (x, y) ≥ l.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò l ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî áîëüøåãî ðåçóëüòàòà ïåðâûé èãðîê ãàðàíòèðîâàòü íå ìîæåò.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïåðâûé èãðîê òî÷íî çíàåò ôóíêöèþ âûèãðûøà
âòîðîãî èãðîêà G, òî åñòü âåðíî ðàâåíñòâî (2), òî åãî íàèáîëüøèé ãà-
ðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå (3), ãäå

Lτ = {l : ∃(x′, y′) (F (x′, y′) ≥ l èëè
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∀y ∃x (G(x, y) ≤ G(x′, y′) & (F (x, y) ≥ l èëèG(x, y) < G(x′, y′)))}.
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ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

ïðè óñëîâèÿõ
u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå êîìïëåêñíàÿ q(x) ∈ L2[0, 1].
Â [1] ðåçîëüâåíòíûì ïîäõîäîì â ìåòîäå Ôóðüå, áàçèðóþùèìñÿ íà

ïðèìåíåíèè ìåòîäà Êîøè�Ïóàíêàðå êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëü-
âåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé,
äëÿ ñëó÷àÿ q(x) ∈ C[0, 1] áûëî ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1)�(3) ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè íà ψ(x). Òåïåðü ó íàñ
ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèÿì è q(x) ∈ L2[0, 1]. Ïðè-
âîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû óñèëèâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ
q(x) ∈ C[0, 1] â [2].
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1. Çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1] è ψ(0) = ψ(1) = 0 (W 1

2 [0, 1] =
= {f(x) |f ′(x)àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, 1] è f ′(x) ∈ L2[0, 1]}).
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå, êàê è â [1], ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (4)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

(R0
λψ
) sin ρt

ρ
dλ, (5)

u1(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

(Rλψ −R0
λψ
) sin ρt

ρ
dλ,

Rλ = (L− λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L (E � åäèíè÷íûé îïå-
ðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð), Ly = −y′′ + q(x)y ïðè óñëîâèÿõ
y(0) = y(1) = 0; r > 0 ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà L ïðè |λn| > r � ïðîñòûå è ïîïàäàþò ïî îäíîìó â îáëàñòè
ñ ãðàíèöàìè γn, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè îêðóæíîñòåé {ρ | |ρ − nπ| = δ}
(δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî), λ = ρ2, Re ρ ≥ 0, n ≥ n0; R

o
λ = (L0 − λE)−1 �

ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé åñòü L ïðè q(x) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(x, ρ) è z2(x, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ − q(x)y+

+ρ2y = 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0,
z′2(0, ρ) = 1.

Òåîðåìà 1. [1, òåîðåìà 1] Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

Rλf = z2(x, ρ)(f, z1)− v(x, ρ)(f, z2)− (Mρf)(x),

Ro
λf = zo2(x, ρ)(f, zo1)− vo(x, ρ)(f, zo2)− (M o

ρf)(x), (6)

ãäå v(x, ρ) = z2(x,ρ)z1(1,ρ)
z2(1,ρ) , (f, g) =

1∫
0

f(x)g(x) dx,Mρf =
x∫
0

M(x, t, ρ)f(t) dt,

M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣z1(t, ρ) z2(t, ρ)
z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣∣∣∣, vo(x, ρ), zo1(x, ρ), zo2(x, ρ),M 0
ρ � òå æå,

÷òî è v(x, ρ), z1(x, ρ), z2(x, ρ), Mρ, íî âçÿòû äëÿ îïåðàòîðà L0.
Òàê êàê ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â (6) åñòü öåëûå ôóíêöèè ïî λ, òî èç
(5) è (6) ïî òåîðåìå âû÷åòîâ ïîëó÷àåì

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = 2
∞∑
n=1

1

nπ
(ψ(ξ), sinnπξ) sinnπx sinnπt.
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Ëåììà 2. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+t∫
x−t

ψ̃(τ) dτ,

ãäå ψ̃(x) = ψ(x) ïðè x ∈ [0, 1], ψ̃(x) = −ψ̃(−x), ψ̃(x+ 2) = ψ̃(x).
Èç ëåììû 2 òàê æå, êàê è òåîðåìà 1 èç [2], ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

(1)�(3), êîãäà óðàâíåíèå (1) ñ q(x) = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó (ï. â.).
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà u1(x, t) îáîçíà÷èì

an(x, t) =
1

2πi

∫
γn

J(x, ρ)
sin ρt

ρ
dλ,

ãäå J(x, ρ) = [v(x, ρ)− vo(x, ρ)](ψ, z2) + vo1(x, ρ)(ψ, z2 − zo2).
Òîãäà

u1(x, t) =
∑
n

u1n(x, t), (7)

ãäå u1n(x, t) = an(x, t) è ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî n = 0, n0, n0 + 1, ... è
γ0 åñòü |λ| = r.

Ëåììà 3. Ðÿäû
∑
u

(j)
1n,tj(x, t) , (j = 0, 1, 2),

∑
u

(j)
1n,xj(x, t) , (j = 0, 1)

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT = [0, 1] × [−T, T ] ïðè ëþáîì
T > 0. Íà îñíîâàíèè ëåììû 3 ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ u′1x(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x è ï. â. ïî
x è t èç QT ñïðàâåäëèâî u′′1x2(x, t) = q(x)u(x, t) + d(x, t), ãäå

d(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

λ J(x, ρ)
sin ρt

ρ
dλ

è ðÿä d(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT .
Èç (4) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 è ëåìì 3, 4 ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 3. Åñëè ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1] è ψ(0) = ψ(1) = 0, òî ñóììà ðÿ-
äà u(x, t) ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, êîãäà óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ï. â.

2. Ïóñòü òåïåðü ψ(x) ∈ L2[0, 1]. Ïðåäñòàâëåíèå (4) ôîðìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.
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Ëåììà 5. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x− t)− Φ(x+ t)] , (8)

ãäå Φ(x) =
1∫
x

ψ(τ) dτ ïðè x ∈ [0, 1], Φ(x) = Φ(−x), Φ(x + 2) = Φ(x).

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò u′0t(x, 0) äëÿ ï.â. x ∈ [0, 1] è

u′0t(x, 0) = ψ(x). (9)

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (8) ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè ëåììû 1, à
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (9) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (8) è âçÿòü x èç
ìíîæåñòâà

{x|x ∈ (0, 1),Φ′(x)êîíå÷íà}.

Ëåììà 6. Ðÿä u1(x, t) è ðÿä, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ïî t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþ-
áîì T > 0.

Èç ôîðìóëû (4) íà îñíîâàíèè ëåìì 5 è 6 è òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè
äëÿ îïåðàòîðîâ L è L0 ïîëó÷àåì

Ëåììà 7. Ñóììà ðÿäà u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è
u(x, 0) = 0; u(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t; ï.â. íà [0, 1] ñóùåñòâóåò
u′t(x, 0) è u′t(x, 0) = ψ(x).

Ïóñòü ψh(x) � òà æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 3 è uh(x, t) � ðåøåíèå
çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ψh(x). Òîãäà èç îöåíêè max

QT
|u(x, t)| ≤ CT ‖ψ‖2

(ïîñòîÿííàÿ CT çàâèñèò òîëüêî îò T è ‖·‖2 � íîðìà â L2[0, 1]), ñëåäóþùåé
èç (4), ëåììû 5 è ôîðìóëû (7), ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 4. Åñëè ψ(x) ∈ L2[0, 1] è ‖ψh − ψ‖2 → 0 ïðè h → 0, òî
uh(x, t) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþáîì T > 0, ò.å. u(x, t)
åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).

3. È â ñëó÷àå, êîãäà ψ(x) ∈ L[0, 1], ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì â âèäå
(4). Àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì â ï.2 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 8. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â QT , äëÿ åãî ñóììû
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (8) è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà max

QT
|u0(x, t)| ≤ ‖ψ‖1, à

ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT è max
QT
|u1(x, t)| ≤

≤ CT ‖ψ‖1, ãäå ‖·‖1 � íîðìà â L[0, 1].
Ïóñòü ψh(x) è uh(x, t) � òå æå, ÷òî è â ï. 2.
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Òåîðåìà 5. Åñëè ψ(x) ∈ L[0, 1], òî ñóììà ðÿäà u(x, t) ôîðìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è u(x, 0) = 0.
Êðîìå òîãî, åñëè ‖ψh − ψ‖1 → 0 ïðè h → 0, òî uh(x, t) ñõîäèòñÿ ê
u(x, t) ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþáîì T > 0, ò.å. u(x, t) åñòü îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â çàäà÷å (1)�(3) ψ(x) ∈ L[0, 1], òî îáîáùåííîå
ðåøåíèå îáëàäàåò áîëåå ñëàáûìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîéñòâàìè îáîá-
ùåííîãî ðåøåíèÿ, êîãäà ψ(x) ∈ L2[0, 1].
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÒÎ×ÍÎ ÐÅØÀÅÌÎÌ ÏÐÈÌÅÐÅ
ÌÎÄÅËÈ ÐÛÍÊÀ Ñ ÒÐÅÌß

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÌÈ ÀÊÖÈßÌÈ

Â ðàáîòàõ Ñ. Àëüáåâåðèî è Â. Ñòåáëîâñêîé [1�2] èçâåñòíàÿ ìíîãîìåð-
íàÿ ìîäåëü Áëýêà-Øîóëçà (ñì., íàïðèìåð, [3]) áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé,
êîãäà öåíû àêöèé êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïðèâå-
äåíû óñëîâèÿ (äàëåå � (A), (E), (N)), îáåñïå÷èâàþùèå îòñóòñòâèå àðáèò-
ðàæíûõ âîçìîæíîñòåé è ïîëíîòó äëÿ òàêîé ìîäåëè.

Îäíî èç óñëîâèé (À) òðåáóåò íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèö, ýëåìåíòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äèñêîíòèðîâàííûå öåíû àêöèé, òî åñòü çíà÷åíèÿ âåê-
òîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé è òðåáóåòñÿ íàéòè ïóòåì ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè óñëîâèé
òåîðåìû Àëüáåâåðèî � Ñòåáëîâñêîé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, è
â [1�2] áûë ïðèâåäåí ëèøü îäèí ïðèìåð åå ðåøåíèÿ (äëÿ ìîäåëè ðûíêà ñ
äâóìÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè àêöèÿìè). Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîñòðîèòü
â ÿâíîì âèäå òðåõìåðíóþ ìîäåëü ïîëíîãî ðûíêà è ïîëó÷èòü åå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå.
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Äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëèðîâîê ìû ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ìîäåëè äëÿ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí àêöèé Zt :

dZt = (At − rtI)Ztdt+
n∑
j=1

Bj
tZtdβ

j
t . (1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà:
(E) At è B

j
t ïðîãðåññèâíî èçìåðèìû è òàêèå, ÷òî ðåøåíèå (1) ñóùå-

ñòâóåò è åäèíñòâåííî íà èíòåðâàëå [0, T ] äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî âåêòî-
ðà x0 ∈ Rn, ïîñòîÿííîãî èëè íåçàâèñèìîãî îò βit, 0 ≤ t ≤ T .

(À) Ëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

n∑
j=1

ηjtB
j
tZt = Ft (2)

äëÿ Rn-çíà÷íîãî ïðîöåññà ηt, 0 ≤ t ≤ T, èìååò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìîå
ðåøåíèå (äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0;T ]) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ Zt óðàâíåíèÿ
(1) è êàæäîãî Rn-çíà÷íîãî èçìåðèìîãî ïðîöåññà Ft, 0 ≤ t ≤ T.

(N) Ðåøåíèå ηt óðàâíåíèÿ (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Íîâèêîâà:

E

{
exp

(
1

2

∫ t

0

‖ ηu ‖2 du

)}
<∞, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Òåîðåìà [1�2]
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A), (E), (N) ìîäåëü (1) � áåçàðáèòðàæíàÿ

è ïîëíàÿ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 3, rt ≡ r, Bj

t ≡ Bj, j = 1, 2, 3;
At � äèàãîíàëüíàÿ è B

j, j = 1, 2, 3 � íèæíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, ïðè-
÷åì b11

j = b22
j = b33

j ≡ bj , j = 1, 2, 3.
Òîãäà óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñëè

det

 b1 b2 b3

b21
1 b21

2 b21
3

b31
1 b31

2 b31
3

 6= 0,

det

 b1 b2 b3

b21
1 b21

2 b21
3

b32
1 b32

2 b32
3

 = 0.

Áîëåå òîãî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

S̃1
t = Φβ∗

0,tx
1
0
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S̃2
t = Φβ∗

0,t

(
x2

0 − x1
0t(b1b

21
1 + b2b

21
2 + b3b

21
3 ) + x1

0(b
21
1 β

1∗
t + b21

2 β
2∗
t + b21

3 β
3∗
t )
)
,

S̃3
t =

Φβ∗
0,t

(
x3

0 − x2
0t(b1b

21
1 b

31
1 + b2b

21
2 b

31
2 + b3b

21
3 b

31
3 ) + x2

0(b
31
1 β

1∗
t + b31

2 β
2∗
t + b31

3 β
3∗
t )
)
,

ãäå

Φβ∗
s,t = exp

{(
r − (b1)

2 + (b2)
2 + (b3)

2

2

)
(t− s) +Qt

}
,

Qt = b1(β
1∗
t − β1∗

s ) + b2(β
2∗
t − β2∗

s ) + b3(β
3∗
t − β3∗

s ) ,

βj∗t � âèíåðîâñêèå ïðîöåññû îòíîñèòåëüíî ìàðòèíãàëüíîé ìåðû P ∗

äëÿ Zt, Zt = 1
bt
St, è St ñîâïàäàåò ñ S̃t âïëîòü äî âðåìåíè ïåðâîãî ïðîõîäà

íóëÿ T i0 = inf {0 ≤ t ≤ T : S̃it = 0}, S̃0 = x0 ∈ R3, xi0 > 0, i = 1, 2, 3.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì èç [1�2].
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÈ ÈÇ ÐÀÁÎÒÛ
ÐÞØÅÍÄÎÐÔÀ ¾ON UPPER AND LOWER
PRICES IN DISCRETE-TIME MODELS¿

Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ðûíêà ñ äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì: íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, A, P) öåíà àêöèè â
n-é ìîìåíò âðåìåíè çàäàíà ïî ôîðìóëå

Xn = X0

n∏
k=1

Yk, 1 ≤ n ≤ N,

ãäå (Yk, Ak) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è Yk îãðàíè÷åíî 0 ≤
≤ ak ≤ Yk ≤ bk. Ïóñòü Bn � îáëèãàöèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðîöåíòíûìè
ñòàâêàìè ri ≥ 0, ai ≤ 1 + ri ≤ bi,

Bn = B0

n∏
k=1

(1 + rk).
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Êàïèòàë ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã π = (β, γ), ãäå β = (βn) è γ = (γn)
è βn, γn ÿâëÿþòñÿ Fn−1 èçìåðèìûìè ïðè âñåõ n ≥ 0, îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå Xπ = (Xπ

n )n≥0 c X
π
n = βnBn + γnXn [2].

×åðåç Z = Y b
a îáîçíà÷èì âûìåòàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, ðàñïðå-

äåëåíèå êîòîðîé çàäàíî ôîðìóëàìè

P (Y b
a = a) =

1

b− a
E1[a,b](Y )(b− Y ),

P (Y b
a = b) =

1

b− a
E1[a,b](Y )(Y − a),

P (Y b
a = b) =

1

b− a
E1[a,b](Y )(Y − a).

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû [1] ÿâëÿëîñü íàõîæäåíèå âåðõíåé è íèæíåé
öåí åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïîêóïêè fN = f(X1, . . . , XN) ≥ 0, ãäå f � âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ X1, . . . , XN . Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè
ôîðìóëû âåðõíåé öåíû èãðàëî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1 (ñðàâíèòåëüíàÿ ëåììà)(ñì. [1]). Ïóñòü Q ∈
P(P ) � ïðîèçâîëüíàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà äëÿ (Xn). Òî-
ãäà

EQf(X1, . . . , XN) ≤ EQf(X̃1, . . . , X̃N),

ãäå X̃n =
∏n

i=1 Ỹi, (Ỹi) � íåçàâèñèìûå ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè QỸi = Q(Yi)(ai
bi).

Â ýòîì æå óòâåðæäåíèè áûëà ïðèâåäåíà ôîðìóëà ïîäñ÷åòà âåëè÷è-
íû EQ(X̃1, . . . , X̃N), ñîîòâåòñòâóþùåé N -øàãîâîé ìîäåëè Êîêñà�Ðîññà�
Ðóáèíøòåéíà X̃1, . . . , X̃N .

Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà íåâåðíà è ïðèâåñòè
åå èñïðàâëåííóþ ôîðìóëèðîâêó.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

EQf(X̃1, . . . , X̃N) =
N∑
k=0

∑
T⊂{1,...,N}

∏
l∈T

q∗l
∏
l /∈T

p∗l f(Xk,T
∗ ), (1)

ãäå Xk,T
∗ = (c1, . . . , cN), cj =

∏j
i=1 di è di =

{
ai, i ∈ T
bi, i /∈ T

, p∗k = 1−ak
bk−ak è q

∗
k =

= bk−1
bk−ak .
Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 èç [1]. Êëþ-

÷åâîé øàã ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âèäåí íà ïðèìåðå ïåðåõîäà îò ïî-
ñëåäíåãî, N -ãî øàãà ê ïðåäûäóùåìó, (N − 1)-ìó:

EQf(X1, ..., XN−2ỸN−1, XN−2ỸN−1cN) =
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= p∗N−1EQf(X1, ..., XN−2bN−1, XN−2bN−1cN)+

+q∗N−1EQf(X1, ..., XN−2aN−1, XN−2aN−1cN), ãäå cN ∈ {an, bN}. (2)

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

EQf(X̃1, . . . , X̃N) =
N∑
k=0

∑
T⊂{1,...,N}

|T |=k

∏
k∈T

q∗k
∏
k/∈T

p∗kf(
∏
k∈T

ak
∏
k/∈T

bk), (3)

ãäå p∗k = 1−ak
bk−ak è q

∗
k = bk−1

bk−ak .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ f(X1, X2) = X2
1 +X2

2 è a1 = 0, a2 =
= 0, b1 = 2, b2 = 3 ôîðìóëà (1) â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (2) äàåò
çíà÷åíèå EQ(X̃1, X̃2) = 8, â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3)
ðàâíà 5.
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ÎÁ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
N-ÂÀËÈÄÍÛÕ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

Ïóñòü p�ïðîñòîå è G = {x = (..., 0, 0n−1, xn, xn+1, ...) : xν = 0, p− 1}�
ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Âèëåíêèíà [1].

Ïîñòðîåíèå ñòóïåí÷àòûõ âåéâëåòîâ íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ òàê íàçûâàåìîãî N -âàëèäíîãî äåðåâà [2]. Ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ p è N ïîñòðîåíèå òàêîãî äåðåâà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî ïåðåáîðîì. Ïðè ýòîì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
p è N â ðåçóëüòàòå ïåðåáîðà ïîëó÷àþòñÿ âñå N -âàëèäíûå äåðåâüÿ. Ìû
ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ N -âàëèäíîãî äåðåâà áåç ïåðåáîðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T�äåðåâî ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì îò êîðíÿ
êî ìíîæåñòâó óçëîâ GF (ps). Äåðåâî T áóäåì íàçûâàòü N -âàëèäíûì,
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
a)Óçëàìè äåðåâà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ᾱ ∈ GF (ps).
b)Êîðåíü äåðåâà T � 0 = (0, 0, ..., 0).
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c)Äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, ..., N − 1 ìíîæåñòâî âåðøèí Tj óðîâíÿ j åñòü
ìíîæåñòâî {0}.
d)Âñÿêèé ïóòü (ᾱk → ᾱk+1 → · · · → ᾱk+N−1) äëèíû N − 1 âñòðå÷àåòñÿ
â äåðåâå T òîëüêî îäèí ðàç.

Íàïðèìåð, äëÿ p = s = N = 2 ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äåðåâî

Ðèñ. 1. N -âàëèäíîå äåðåâî Ò

Äàëåå ìû ïðåäñòàâèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ N -âàëèäíûõ äåðåâüåâ äëÿ
ëþáûõ N, s, p. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì îñíîâíîå äåðåâî TB íàèìåíüøåé âûñî-
òû.

Ïóñòü ᾱ0, ᾱ1, . . . , ᾱps−1 � ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (ps), è ᾱ0 =
= (0, 0, ..., 0). Ìû ñòðîèì îñíîâíîå äåðåâî TB ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Âûáåðåì ïóòü (ᾱ0 → ᾱ0 → · · · → ᾱ0) äëèíû N − 1. Ýòîò ïóòü ñîäåð-
æèò N óçëîâ ᾱ0 è óðîâåíü ïîñëåäíåé âåðøèíû � N − 1 .
2. Ñîåäèíèì âñå ýëåìåíòû ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱps−1 ñ ïîñëåäíåé âåðøèíîé. Ïî-
ëó÷èì äåðåâî âûñîòû H = N , â êîòîðîì âñÿêèé ïóòü äëèíû N − 1
ïðåäñòàâëåí íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Íî â ýòîì äåðåâå ïðåäñòàâëåíû íå âñå
ïóòè äëèíû N − 1. Ïîëó÷åííîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Äåðåâî ïîñëå 2 øàãîâ

3. Òåïåðü ñîåäèíèì âñå ýëåìåíòû ᾱ0, ᾱ1, . . . , ᾱps−1 ñ êàæäûì óçëîì
(ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱps−1) óðîâíÿ N , ïîëó÷èì äåðåâî âûñîòû H = N + 1. Òà-
êîå äåðåâî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3. Ïîñëå (N + 1)-ãî ïîëó÷èì N -âàëèäíîå
äåðåâî TB íàèìåíüøåé âûñîòû.
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Ðèñ. 3. Äåðåâî ïîñëå 3 øàãîâ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ N -âàëèäíûõ äåðåâüåâ ââåäåì ïîíÿòèå îñíîâ-
íîãî øàãà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Ïóñòü T � N -âàëèäíîå äåðåâî. Âîçüìåì ïîääåðåâî Tj(N−1+ν),N−1+ν ñ

óçëîì α
(N−1+ν)
j(N−1+ν), ν ≥ 1, óðîâíÿ N − 1 + ν â êà÷åñòâå êîðíÿ (ñì. ðèñ. 3 è

4).

Ðèñ. 4. Ïîääåðåâî

2. Âûáèðàåì ïóòü

α
(ν)
j(ν) = α

(N−1+ν−N+1)
j(N−1+ν−N+1) → · · · → α

(N−1+ν−1)
j(N−1+ν−1) → α

(N−1+ν)
j(N−1+ν)

äëèíû N − 1, çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîì óçëå.
3. Íàõîäèì ïóòü äëèíû N − 2, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ ëèñòîì
α = α

(N−1+ν−1)
j(N−1+ν−1) è ñîâïàäàåò ñ ïóò¼ì

α
(N−1+ν−N+1)
j(N−1+ν−N+1) → · · · → α

(N−1+ν−1)
j(N−1+ν−1).

4. Ïåðåìåñòèì ïîääåðåâî Tj(N−1+ν),N−1+ν ê ëèñòó α = α
(N−1+ν−1)
j(N−1+ν−1)

(ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Äåðåâî ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ
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Åñëè èñõîäíîå äåðåâî N -âàëèäíîå, òî ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îñíîâíîãî
øàãà ìû ñíîâà ïîëó÷èì N -âàëèäíîå äåðåâî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ
áàçîâûé àëãîðèòì ê îñíîâíîìó äåðåâó êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû áóäåì
ïîëó÷àòü ðàçíûå N -âàëèäíûå äåðåâüÿ.
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ÓÄÊ 517.518+519.583

À.Â. Ìàêàðîâ, Ñ.È. Äóäîâ

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß, ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ

ÄÂÓÌß ÑÅÃÌÅÍÒÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ,
ÏÎËÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÂÅÊÒÎÐ-ÔÓÍÊÖÈÅÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñåãìåíòíûõ
ôóíêöèé, ïîëèíîìèàëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé. Ñôîðìóëèðîâàííûå íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëü-
òàòà Ñ. È. Çóõîâèöêîãî � Ì. Ã. Êðåéíà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé
âåêòîð-ôóíêöèè.

1. Ïóñòü T ⊂ R � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî; f(t) =
= [f1(t), f2(t)] , g(t) = [g1(t), g2(t)] � ñåãìåíòíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà T
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè fi(t), gi(t), ïðè÷¼ì f1(t) ≤ f2(t), g1(t) ≤ g2(t)
äëÿ t ∈ T ; Φ(·) : T → 2R

2

� ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çíà÷åíèÿìè
Φ(t) = f(t)× g(t) ⊂ R2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

max
t∈T

max
v∈Φ(t)

‖v − Πn(A, t)‖ −→ min
A=(A1,A2)∈R2n+2

. (1)

Çäåñü Πn(A, t) = (Pn(A1, t), Pn(A2, t)) ∈ R2, ãäå Pn(Ai, t) = a0i +a1it+
+ · · ·+anitn � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè n, Ai = (a0i, a1i, . . . , ani) ∈
∈ Rn+1 � âåêòîð åãî êîýôôèöèåíòîâ, i = 1, 2, ‖·‖ � åâêëèäîâà íîðìà.
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Î÷åâèäíî, çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé çà-
äà÷è î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè ïîëè-
íîìèàëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé (ñì., íàïð. [1]) â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Öåëü
çàìåòêè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1).

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî çàäà÷à (1) â ñèëó ñïåöèôèêè çàäàíèÿ ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ(t) ëåãêî ðåäóöèðóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé åé çàäà÷å

ϕ(A) ≡ max
t∈T
{F (A1, t) +G(A2, t)} −→ min

A=(A1,A2)∈R2n+2
, (2)

ãäå

F (A1, t) = max
{

(Pn(A1, t)− f1(t))
2, (Pn(A1, t)− f2(t))

2
}
,

G(A2, t) = max
{

(Pn(A2, t)− g1(t))
2, (Pn(A2, t)− g2(t))

2
}
.

2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè F (A1, t) è G(A2, t) ÿâëÿþòñÿ âû-
ïóêëûìè è êîíå÷íûìè íà Rn+1 ôóíêöèÿìè ïî A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèÿ ϕ(A) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íàR2n+2.
Ïîëó÷èì ôîðìóëó å¼ ñóáäèôôåðåíöèàëà.

Èñïîëüçóÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé ([2, ãë. 1, ï. 5]) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà f1(t) ≤ f2(t),
g1(t) ≤ g2(t), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëîâ
ôóíêöèé F (A1, t) è G(A2, t) ïî A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî:

∂A1
F (A1, t) =

2(Pn(A1, t)− f1(t))(1, t, , . . . , t
n),

åñëè |Pn(A1, t)− f1(t)| > |Pn(A1, t)− f2(t)| ,
2(Pn(A1, t)− f2(t))(1, t, , . . . , t

n),

åñëè |Pn(A1, t)− f1(t)| < |Pn(A1, t)− f2(t)| ,
2[Pn(A1, t)− f2(t), Pn(A1, t)− f1(t)](1, t, , . . . , t

n),

åñëè |Pn(A1, t)− f1(t)| = |Pn(A1, t)− f2(t)| ;

(3)

∂A2
G(A2, t) =

61





2(Pn(A2, t)− g1(t))(1, t, , . . . , t
n),

åñëè |Pn(A2, t)− g1(t)| > |Pn(A2, t)− g2(t)| ,
2(Pn(A2, t)− g2(t))(1, t, , . . . , t

n),

åñëè |Pn(A2, t)− g1(t)| < |Pn(A2, t)− g2(t)| ,
2[Pn(A2, t)− g2(t), Pn(A2, t)− g1(t)](1, t, , . . . , t

n),

åñëè |Pn(A2, t)− g1(t)| = |Pn(A2, t)− g2(t)| .

(4)

Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ìîðî � Ðîêàôåëëàðà ([3, ãë. 2]) äëÿ
âûïóêëîé ôóíêöèè H(A, t) = F (A1, t) +G(A2, t) èìååò ìåñòî

∂AH(A, t) = ∂AF (A1, t) + ∂AG(A2, t) = (∂A1
F (A1, t), 0n+1)+ (5)

+(0n+1, ∂A2
G(A2, t)) = (∂A1

F (A1, t), ∂A2
G(A2, t)).

Âûïóêëàÿ ïî A ôóíêöèÿ H(A, t), êàê è ôóíêöèè F (A1, t) è G(A2, t),
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî t. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ôàêò èç âû-
ïóêëîãî àíàëèçà ([4, ãë. 4, ï. 4.2]), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó
ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ ôóíêöèè ϕ(A) = max

t∈T
H(A, t):

∂ϕ(A) = co {∂AH(A, t) : t ∈ Q(A)} , (6)

ãäå Q(A) = {t ∈ T : ϕ(A) = H(A, t)}.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {∂AH(A, t) : t ∈ Q(A)} ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíàê çàìûêàíèÿ ìîæíî ñíÿòü.
Â èòîãå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ϕ(A) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà R2n+2,

à äëÿ å¼ ñóáäèôôåðåíöèàëà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂ϕ(A) = co {∂AH(A, t) : t ∈ Q(A)} , (7)

ãäå ∂AH(A, t) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç (3)�(5). Çäåñü co(B) � âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà B.

3. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (2).
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð A∗ = (A∗1, A

∗
2) ∈ R2n+2 ÿâëÿëñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è (2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

max
t∈Q(A∗)

{
max

v1∈∂A1
F (A∗1,t)

< v1, A1 > + max
v2∈∂A2

G(A∗2,t)
< v2, A2 >

}
≥ 0, (8)

∀A1, A2 ∈ Rn+1,
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ãäå ∂A1
F (A1, t) è ∂A2

G(A2, t) îïðåäåëåíû â (3) è (4). Äîêàçàòåëüñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç âûïóêëîãî àíà-
ëèçà [2, ãë. 1]

ϕ(A∗) = min
A∈R2n+2

ϕ(A)⇔ ϕ′(A∗, A) ≡

≡ lim
α↓0

α−1[ϕ(A∗ + αA)− ϕ(A∗)] ≥ 0, (9)

∀A1, A2 ∈ R2n+2.

Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ(A)
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [2, ãë. 1]

ϕ′(A∗, A) = max
v∈∂ϕ(A∗)

< v,A > . (10)

Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç (9)�(10) è ôîðìóëû ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà ôóíêöèè ϕ(A), âûðàæàåìîãî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3)�(5).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f1(t) ≡ f2(t) = f(t), g1(t) ≡ g2(t) = g(t) äëÿ
t ∈ T , òî ∂A1

F (A1, t) = 2(Pn(A1, t)−f(t))(1, t, , . . . , tn) è ∂A2
G(A2, t) =

= 2(Pn(A2, t)− g(t))(1, t, , . . . , tn). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä

max
t∈Q(A∗)

{(Pn(A∗1, t)− f(t))Pn(A1, t) + (Pn(A
∗
2, t)− g(t))Pn(A2, t)} ≥ 0,

∀A1, A2 ∈ Rn+1,

òî åñòü ïîëó÷àåì êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
âåêòîð-ôóíêöèè (f(t), g(t)) ∈ R2 äâóìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé
(Pn(A1, t), Pn(A2, t)) â ôîðìå À. Í. Êîëìîãîðîâà (ñì. [1]).
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ÓÄÊ 512.531.2, 512.57
Â.À. Ìîë÷àíîâ

ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÏÎËÓÃÐÓÏÏ

Ðàçðàáîòàííûé â [1] íåñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê òåîðèè ïñåâäîìíîãî-
îáðàçèé ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ (ò.å. HSPfin�
çàìêíóòûå êëàññû) êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â òåðìèíàõ òîæ-
äåñòâ íåñòàíäàðòíîãî ÿçûêà ÓÈÏ íàä ñ÷åòíûì àëôàâèòîìX, ðàññìàòðè-
âàòü òàêèå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê íåñòàíäàðòíûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ è èññëåäîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ óíèâåð-
ñàëüíîé àëãåáðû. Òàê, ïðè èçó÷åíèè êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì
îäíîé èç îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíöåïöèè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìíî-
ãîîáðàçèé. Ñâîáîäíûé îáúåêò ìíîãîîáðàçèÿ K íàä ìíîæåñòâîì X ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåí êàê ôàêòîð Ω-àëãåáðû W = WΩ(X) Ω-ñëîâ íàä X ïî
âïîëíå èíâàðèàíòíîé êîíãðóýíöèè, ïîðîæäåííîé òîæäåñòâàìè êëàññà K
ñ |X| ïåðåìåííûìè. Ýòîò ïîäõîä ïðè èññëåäîâàíèè ïñåâäîìíîãîîáðàçèé
êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ Ω-ñèñòåì ìîæíî åñòåñòâåííî ìîäèôèöèðîâàòü
ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [2], êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî-
ñòðîèòü â ðàáîòå [3] ñâîáîäíûé îáúåêò FK(X) ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K
íàä ìíîæåñòâîì X êàê ôàêòîð íåñòàíäàðòíîãî ðàñøèðåíèÿ ∗W àëãåáðû
W = WΩ(X) ïî èíâàðèàíòíîé íåñòàíäàðòíîé êîíãðóýíöèè íà ∗W . Â îá-
ùåì ñëó÷àå ýòîò îáúåêò FK(X) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé
Ω-ñèñòåìîé, ñîäåðæàùåé âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàõ ïñåâäîìíî-
ãîîáðàçèÿ K.

Â ýòîé ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ íåñòàíäàðòíîå ñòðîåíèå ñâîáîäíûõ îáúåê-
òîâ íàä êëàññàìè êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï, à òàêæå èñïîëü-
çóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè ïîëóãðóïï èç [4] è íåñòàíäàðòíîé óíèâåð-
ñàëüíîé àëãåáðû èç [3]. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, W = W (X) � ïîëóãðóïïà
ñëîâ íàä àëôàâèòîì X è ∗W � íåñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå ïîëóãðóïïû
W [5]. Äëÿ ýëåìåíòîâ u, v ∈ ∗W âûðàæåíèÿ âèäà u ≤ v íàçûâàþòñÿ
íåñòàíäàðòíûìè òîæäåñòâàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîæäåñòâî u ≤ v âû-
ïîëíÿåòñÿ â óïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïå S äëÿ îòîáðàæåíèÿ θ : X → S è
ïèñàòü S|=θ u ≤ v, åñëè ∗θ(u) ≤S ∗θ(v) äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà
∗θ : ∗W → S.

Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, K � êëàññ êîíå÷íûõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ïîëóãðóïï è Φ � ìíîæåñòâî íåñòàíäàðòíûõ òîæäåñòâ. Ðàâíîìåð-
íàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà FK(X,Φ) âìåñòå ñ ìîíîòîííûì îòîáðà-
æåíèåì i : X → FK(X,Φ) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé K-ñèñòåìîé íàä X,
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îïðåäåëÿåìîé òîæäåñòâàìè Φ, åñëè FK(X,Φ) òîïîëîãè÷åñêè ïîðîæäà-
åòñÿ ìíîæåñòâîì i(X) è äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû S ∈ K è ëþáîãî ìî-
íîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ θ : X → S, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ S|=θΦ,
ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : FK(X,Φ) → S
òàêîé, ÷òî ϕ ◦ i = θ.

Äëÿ ïîëóãðóïïû S ∈ K, ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ θ : X → S è åãî
ðàñøèðåíèé θ : W (X)→ S, ∗θ : ∗W (X)→ S, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
S|=θΦ, îáîçíà÷èì ζS,θ = {(u, v) ∈ ∗W 2 : ∗θ(u) ≤S ∗θ(v)}. Ïîëîæèì

Z(K, X,Φ) =
⋂
{ζS,θ : S ∈ K θ : X → S S|=θΦ},

E(K, X,Φ) = Z(K, X,Φ)∩
−1

Z (K, X,Φ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, K �
SPfin-çàìêíóòûé êëàññ êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï,
Φ � ìíîæåñòâî íåñòàíäàðòíûõ òîæäåñòâ. Òîãäà ôàêòîð-
ïîëóãðóïïà ∗W (X)/E(K, X,Φ) âìåñòå ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
Z(K, X,Φ)/E(K, X,Φ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè X-ïîðîæäåííîé
êîìïàêòíîé õàóñäîðôîâîé òîïîëîãè÷åñêîé óïîðÿäî÷åííîé ïî-
ëóãðóïïîé, êîòîðàÿ âìåñòå ñ êàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì
i : X → ∗W (X)/E(K, X,Φ) ôîðìèðóåò ñâîáîäíóþ K-ñèñòåìó
FK(X,Φ) íàä X, îïðåäåëÿåìóþ òîæäåñòâàìè Φ.

Áîëåå òîãî, åñëè K � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï,
òî ëþáàÿ X-ïîðîæäåííàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà S ïðèíàäëåæèò
K, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ãîìîìîðôíûì
îáðàçîì ñèñòåìû FK(X).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü J1 � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå êîíå÷íûõ ïîëóðåøåòîê
ñ åäèíèöåé, X = (X, ρ) � óïîðÿäî÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñ íåñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ρ ⊂ X×∗X, Φ = {x ≤ y : (x, y) ∈ ρ∪ρ−1}
è ξρ =

⋂
{∗ε : ε � êîíãðóýíöèÿ êîíå÷íîãî èíäåêñà íà W (X) è ρ ⊂ ∗ε}.

Òîãäà ñâîáîäíàÿ J1-ñèñòåìà íàä ïðîñòðàíñòâîì X FJ1
(X) =

= ∗W (X)/E(J1, X) èçîìîðôíà ïîëóðåøåòêå âñåõ ξρ-íàñûùåííûõ ãèïåð-
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íåñòàíäàðòíîãî ðàñøèðåíèÿ ∗X ñ îïåðàöèåé
îáúåäèíåíèÿ.

Ïóñòü S è T � óïîðÿäî÷åííûå ïîëóãðóïïû è ϕ : T 1 → EndS � ìîíî-
òîííûé ãîìîìîðôèçì. Ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì óïîðÿäî÷åííûõ ïî-
ëóãðóïï S, T íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà S ∗ T ñ áàçèñíûì
ìíîæåñòâîì S×T, îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤ è áèíàðíîé îïåðàöèåé ·, îïðå-
äåëÿþùèìèñÿ ïî ôîðìóëàì:

(s1, t1) ≤ (s2, t2) ⇐⇒ s1 ≤S s2 ∧ t1 ≤T t2, (s1, t1)·(s2, t2) = (s1+t1s2, t1t2),
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ãäå èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ îïåðàöèè ïîëóãðóïïû S
è t1s2 = ϕ(t1)(s2). Äëÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ
ïîëóãðóïï K è M ñèìâîëîì K ∗M îáîçíà÷àåòñÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèå,
ïîðîæäàåìîå âñåìè ïîëóïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè S ∗T óïîðÿäî÷åííûõ
ïîëóãðóïï S ∈ K è T ∈M.

Íà îñíîâå íåñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà ê ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿì ìîæíî
ïîëó÷èòü íåñòàíäàðòíîå îïèñàíèå ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ íàä ïîëóïðÿìû-
ìè ïðîèçâåäåíèÿìè ïñåâäîìíîãîîáðàçèé êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëó-
ãðóïï è èññëåäîâàòü ñâÿçàííûõ ñ ýòîé îïåðàöèåé çàäà÷è òåîðèè êîíå÷íûõ
óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K,M � ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íûõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïîëóãðóïï, X � óïîðÿäî÷åííîå ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
A = ∗W (X)/E(M, X) è B = ∗W (A × X)/E(K, A × X). Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå λ(x) = ((1, x), x), (x ∈ X) îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé ìîíî-
ìîðôèçì ñâîáîäíîé K ∗M-ñèñòåìû íàä ïðîñòðàíòñâîì X FK∗M(X) â
ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå B ~ A.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, K � ïñåâäîìíîãîîáðàçèå êîíå÷-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï è

ξ = Z(J1, FK(X)×X).

Òîãäà ñâîáîäíàÿ J1 ∗ K-ñèñòåìà íàä ìíîæåñòâîì X F = FJ1∗K(X)
èçîìîðôíà ïîëóãðóïïå âñåõ (ξ(C), [u]) òàêèõ, ÷òî

C = {(1, x1), ([x1], x2), ..., ([x1x2...xn−1], xn)}, [u]

åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè E(K, X), îïðåäåëÿåìûé ñëîâîì
u = x1x2...xn ∈ ∗W (X) è

(ξ(C), [u]) ≤F (ξ(C1), [u1]) ⇐⇒ ξ(C1) ⊂ ξ(C) ∧ [u] ≤FK
[u1].
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ÓÄÊ 519.688
Â.À. Ìîë÷àíîâ, Ð.À. Ôàðàõóòäèíîâ

ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Ââåäåíèå. Ýôôåêòèâíûé ïîèñê îáðàçîâ â òåêñòå èãðàåò âàæíóþ
ðîëü ïðè àíàëèçå Èíòåðíåò-òðàôèêà, ïîèñêå ñèãíàòóð àíòèâèðóñíîé ïðî-
ãðàììîé è â äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Â òèïè÷íîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â òåêñòå çàäàþòñÿ òåêñò x
è ìíîæåñòâî îáðàçîâ {y1, y2, . . . }, êîòîðîå ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì âûðàæåíèåì. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâà-
íèÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è ïîëóãðóïï
ïåðåõîäîâ àâòîìàòà. Äëÿ îáîèõ ïîäõîäîâ ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C# è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå.

Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíûé àëôàâèò,X∗ �
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä X. Äëÿ ÿçûêîâ K,L íàä àëôàâèòîì X îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè: K + L = {u | u ∈ K ∨ u ∈ L} � ñëîæåíèå
ÿçûêîâ K è L, KL = {uv | u ∈ K ∧ v ∈ L} � êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ K
è L, L∗ = ∪∞i=0L

i � èòåðàöèÿ ÿçûêà L, L+ = ∪∞i=1L
i � ïîçèòèâíàÿ èòåðà-

öèÿ ÿçûêà L.
Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ íàä àëôàâèòîì X è ïðåäñòàâëÿåìûå èìè

ÿçûêè ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ∅ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ïóñòîå ìíîæåñòâî;

2) ïóñòîå ñëîâî ε � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ìíîæå-
ñòâî {ε};

3) äëÿ ëþáîãî x ∈ X : x � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå
ìíîæåñòâî {x};

4) åñëè p è q � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæå-
ñòâà P è Q ñîîòâåñòâåííî, òî (p + q), pq, p∗ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
âûðàæåíèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ìíîæåñòâà P +Q,PQ, P ∗ ñîîòâåò-
ñòâåííî [1].

ßçûê íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåãóëÿð-
íûì âûðàæåíèåì.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû. Íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìà-
òîì (ÍÊÀ) íàçûâàåòñÿ ïÿòåðêà A = (S,X, δ, s0, F ), ãäå S � êîíå÷-
íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ-
ìè àâòîìàòà, X � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ,
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δ : S × (X ∪ {ε})→ P (S) � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, îïðåäåëÿþùàÿ ïîâåäå-
íèå àâòîìàòà (P (S) � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåíñòâ ìíîæåñòâà S), s0 ∈ S �
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, F ⊆ S � ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé [1].

Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñèìâîëà x ∈ X îïðåäåëèì áèíàð-
íîå îòíîøåíèå δx = {(s, t) ∈ S × S | t ∈ δ(s, x)} ⊂ S × S è äëÿ ñëîâà
w = x1x2 . . . xm ∈ X∗ � áèíàðíîå îòíîøåíèå δw = δx1δx2 . . . δxm. Òîãäà
ìíîæåñòâî S(A) = {δw | w ∈ X∗} ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè áèíàðíûõ îò-
íîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïåðåõîäîâ àâòîìàòà A [2].

Ãîâîðÿò, ÷òî ñëîâî w äîïóñêàåòñÿ ÍÊÀ A = (S,X, δ, s0, F ), åñëè
δw(s0) ∩ F 6= ∅. Ìíîæåñòâî ñëîâ L(A), äîïóñêàåìûõ àâòîìàòîì A, íà-
çûâàþò ÿçûêîì, ðàñïîçíàâàåìûì àâòîìàòîì A.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êëèíè [2] ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìà-
òàìè. Ñîãëàñíî [1] àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÍÊÀ ïî ðå-
ãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ äëèíû n ñîñòàâëÿåò O(n).

Äåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì (ÄÊÀ) íàçûâàåòñÿ
ÍÊÀ (S,X, δ, s0, {sf}), â êîòîðîì íåò ε-ïåðåõîäîâ è ïî êàæäîìó âõîä-
íîìó ñèìâîëó ìîæíî ïåðåéòè òîëüêî â îäíî ñîñòîÿíèå.

Àëãîðèòì äåòåðìèíèçàöèè àâòîìàòà ïîäðîáíî èçëîæåí â [3], åãî
ñëîæíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ ðàçìåðà ïîëó÷àåìîãî ÄÊÀ
íà ñëîæíîñòü ôóíêöèè íàõîæäåíèÿ äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé, ò.å. â õóä-
øåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò O(2n), ãäå n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé èñõîä-
íîãî ÍÊÀ.

Ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íåñêîëüêèìè ðàçëè÷-
íûìè àâòîìàòàìè, ñðåäè êîòîðûõ åñòü àâòîìàò ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé. Òàêîé àâòîìàò íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì àâòîìàòîì äëÿ L.

Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè [3] àâòîìàòà A = (S,X, δ, s0, F ) ñîñòîèò â
óäàëåíèè íåäîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé è â ïîèñêå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìíî-
æåñòâà ñîñòîÿíèé S ′1, S

′
2, . . . , S

′
p, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ p âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé s, t ∈ S âåð-
íî, ÷òî s, t ∈ S ′i ⊂ S, òî äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñèãíàëà x ∈ X âåðíî,
÷òî δx(s), δx(t) ∈ S ′i. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíà
O(n2k), ãäå n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé èñõîäíîãî àâòîìàòà, k � ÷èñëî âõîäíûõ
ñèãíàëîâ.

Ïîèñê îáðàçîâ â òåêñòå. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ
ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: ïî äàííîìó ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ ñòðîèòñÿ ÍÊÀ, ïî
íåìó ñòðîèòñÿ ýêâèâàëåíòíûé åìó ÄÊÀ, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè ìèíèìè-
çèðóåòñÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü òàêîãî ìåòîäà â õóäøåì ñëó÷àå
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ñîñòàâëÿåò O(2nk), ãäå n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé ÍÊÀ, k � ìîùíîñòü ìíîæå-
ñòâà âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Äàëåå, åñëè äàí òåêñò v = x1x2 . . . xm, òî áóäåì
ðàññìàòðèâàòü âñå ïîäñëîâà w = xixi+1 . . . xj òåêñòà v ïðè 1 ≤ i ≤ m,
i ≤ j ≤ m. Òîãäà åñëè δw(s0) = sf , ãäå s0, sf � íà÷àëüíîå è çàêëþ-
÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèÿ ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà, òî ñîîòâåñòâåííî íàéäåí
îáðàç w. Òîãäà îáùàÿ ñëîæíîñòü ïîèñêà îáðàçîâ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì
ðàâíà O(2nk + m(m−1)

2 ).
Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä. Ïî äàííîìó ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ áó-

äåì ñòðîèòü ÍÊÀ A. Òîãäà åñëè äàí òåêñò v = x1x2 . . . xm, òî âû÷èñëÿ-
åòñÿ δw äëÿ âñåõ ïîäñëîâ w = xixi+1 . . . xj òåêñòà v (ïðè 1 ≤ i ≤ m,
i ≤ j ≤ m). Åñëè δw(s0) ∩ F 6= ∅, òî ñîîòâåòñòâåííî íàéäåí îáðàç w.
Àñèìïòîòèêà ýòîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê ðåàëèçîâà-
íî óìíîæåíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü òàêîãî
ìåòîäà ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòàâëÿåò O(mn2 + m(m−1)

2 ), ãäå n � ÷èñëî ñîñòî-
ÿíèé ÍÊÀ.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïîäõîäîâ îñóùåñòâëåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ
íà ÿçûêå C#. Îíà ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ ëþ-
áûì èç âûáðàííûõ ñïîñîáîâ: êàê íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, òàê
è íà îñíîâå ïîëóãðóïïû ïåðåõîäîâ àâòîìàòà.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäîâ ê
ðàñïîçíàâàíèþ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðàñïîçíàâàíèþ ðåãóëÿðíûõ âûðà-
æåíèé ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü ïîäõîäà íà îñíîâå ïîëóãðóïïû ïåðåõîäîâ
àâòîìàòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììû ïðîâîäèëîñü íà ðàç-
ëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿõ. Ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ðåãóëÿðíîãî
âûðàæåíèÿ âðåìÿ ïîèñêà îáðàçîâ â òåêñòå êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò âðåìÿ ïîèñêà ñ ïîìîùüþ ïîëóãðóïïû ïåðåõîäîâ
àâòîìàòà. Â ÷àñòíîñòè, ïîèñê URL-àäðåñîâ íà îñíîâå ïîëóãðóïïû
ïåðåõîäîâ àâòîìàòà âûïîëíèëñÿ çà 1, 06 ñ, à êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì �
çà 2 ìèí 3, 67 ñ. Ïîèñê àäðåñîâ ýëåêòðîííîé ïî÷òû ñ ïîìîùüþ ïîëó-
ãðóïï ïåðåõîäîâ âûïîëíèëñÿ çà 1, 23 ñ, òîãäà êàê êëàññè÷åñêèé ïîäõîä
îòðàáîòàë çà 1 ìèí 33, 36 ñ. Òåñòèðîâàíèå ïðîèçâîäèëîñü íà êîìïüþòåðå
ñ ïðîöåññîðîì AMD A10-6700 APU 3,70 ÃÃö.
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Î ÄÅÉÑÒÂÈßÕ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÃÐÓÏÏ
ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Â òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò åå ðîäîíà÷àëü-
íèêà Çèìàíà [1], àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëî-
ãèè [2]. Â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è åå ïðèëîæåíèÿõ îäíèì èç âàæ-
íåéøèõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà, ãðóïïû è ò. ï. [3].
Â ñëó÷àå òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîäîáíûå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ãðóïï ýòèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå èìåþò ìåñòî. Íà÷íåì ñ ðàññëîåííûõ
òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ [4] è òîëåðàíòíûõ íàêðûòèé [5].

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññëîåííûì òîëåðàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçû-
âàåòñÿ íàáîð

ξ = ((E, τ), (B, τ), (F, ϑ), p),

â êîòîðîì (E, τ), (B, τ), (F, ϑ) � òîëåðàíòíûå ïðîñòðàíñòâà, íàçû-
âàåìûå ïðîñòðàíòâîì ðàññëîåíèÿ, áàçîé ðàññëîåíèÿ è îáùèì ñëîåì ñî-
îòâåòñòâåííî, à p : (E, τ) → (B, τ) � òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå,
íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ B è ñîîòâåò-
ñâóþùåé òîëåðàíòíîé çâåçäû x = τ < x >= {x′ ∈ B|x′τx} èìååòñÿ
òîëåðàíòíûé ãîìåîìîðôèçì

ϕx : τ < x > ×F → p−1(τ < x >),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ p ◦ ϕx = pr1, ãäå pr1 � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ξ = (E,B, F, p) � ðàññëîåííîå òîëåðàíò-
íîå ïðîñòðàíñòâî è G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà òîëåðàíòíûõ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ ñëîÿ (F, ϑ) íà ñåáÿ. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ãðóï-
ïîé ðàññëîåííîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ξ, åñëè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ
p−1(x) èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü Φ(x) = {ϕ} òîëåðàíòíûõ ãîìåîìîðôèç-
ìîâ ϕ : F → p−1(x), íà êîòîðóþ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò ñïðàâà ãðóï-
ïà G ïî ôîðìóëå

(∀g ∈ G) (∀ϕ ∈ Φ(x)) ϕ · g = ϕ ◦ g ∈ Φ(x);
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ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå

x2 ∈ τ < x1 >=⇒ ϕx1|({x2} × F ) ∈ Φ(x2).

Îïðåäåëåíèå 3. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (X, τ) → (X, τ)
íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíûì íàêðûòèåì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ X âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. p−1(τ < x >) =
⋃

y∈p−1(x)

τ < y >;

2. åñëè y1, y2 ∈ p−1(x) è y1 6= y2, òî τ < y1 > ∩τ < y2 >= ∅;

3. (∀y ∈ p−1(x)) p : τ < y >→ τ < x > � òîëåðàíòíûé ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå Ãóðåâè÷à) íà-
çûâàåòñÿ òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) òàêîå, ÷òî
ëþáàÿ òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ â áàçå ðàññëîåíèÿ (B, τ) ïîäíèìàåòñÿ
ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â ïðîñòðàíòâî ðàññëîåíèÿ (E, τ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p : (X, τ) → (X, τ) � òîëåðàíòíîå íàêðûòèå
ñ ëèíåéíî ñâÿçíûìè (X, τ) è (X, τ), òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π(X) áàçû íàêðûòèÿ äåéñòâóåò íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå (X, τ)
â êàæäîì ñëîå p−1(x), è ýòî äåéñòâèå â êàæäîì ñëîå òðàíçèòèâíî.
Åñëè æå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) îäíîñâÿçíî, òî åñòü èìååò
òðèâèàëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó, òî äåéñòâèå π(X) íà (X, τ)
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p : (X, τ) → (X, τ) � òîëåðàíòíîå íàêðûòèå ñ
ëèíåéíî ñâÿçíûìè ïðîñòðàíñòâàìè (X, τ) è (X, τ) è ïóñòü x0 ∈ X �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà áàçû, òîãäà ñèñòåìà ξ = (X,X, p−1(x0), p) ÿâëÿ-
åòñÿ ðàññëîåííûì òîëåðàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì, äîïóñêàþùèì â êà-
÷åñòâå ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó π(X, x0).

Òåîðåìà 3. Åñëè p : (E, τ) → (B, τ) � òîëåðàíòíîå ðàññëîåíèå (â
ñìûñëå Ãóðåâè÷à), â êîòîðîì áàçà (B, τ) è ñëîé (F = p−1(b0), τ) ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π(B, b0) áàçû
(B, τ) äåéñòâóåò íà ãðóïïàõ ãîìîëîãèé H(F ) =

⊕
n>0

Hn(F ) ñëîÿ (F, τ).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê òîëåðàíòíûå íàêðûòèÿ, êàê è ëþáûå ïðîåê-
öèè â ðàññëîåííûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÿâëÿþòñÿ òîëåðàíòíûìè
ðàññëîåíèÿìè (â ñìûñëå Ãóðåâè÷à) (ñì. [5, 4]), òî óñëîâèÿ â òåîðåìàõ 1 è
3 ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî äëÿ òîëåðàíòíîãî íàêðûòèÿ p ñëîé p−1(x0) ⊂ X
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íàä òî÷êîé x0 ∈ Xäèñêðåòåí è íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Òåì íå ìå-
íåå äåéñòâèå π(X, x0) íà ìíîæåñòâå p

−1(x0) èíäóöèðóåò äåéñòâèå π(X, x0)
íà íóëåâîé ãðóïïå ãîìîëîãèé H0(p

−1(x0)), òàê êàê òî÷êè èç p
−1(x0) ñâî-

áîäíî ïîðàæäàþò ýòó ãðóïïó ãîìîëîãèé. È ïîñêîëüêó Hn(p
−1(x0)) = 0

äëÿ n > 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû π(X, x0)
íà ãðóïïàõ ãîìîëîãèé H(p−1(x0)) =

⊕
n>0

Hn(p
−1(x0)), êàê è â òåîðåìå 3.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π(X, x0) òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï πn(X, x0) ïðè
n = 1 (ïîäðîáíîñòè ñì. â [6]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (X, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, òîãäà ñèñòåìà òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï

{πn(X, x0)|x0 ∈ X}

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé ãðóïï (ñì. [3]) òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X, τ) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, îçíà-
÷àåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π(X, x0) = π1(X, x0) äåéñòâóåò íà
ãðóïïàõ πn(X, x0).

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà π(X, x0) = π1(X, x0) äåéñòâóåò íà ñåáÿ âíóòðåí-
íèìè àâòîìîðôèçìàìè ñîïðÿæåíèÿ.
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ÓÄÊ 513.6

Ñ.È. Íåáàëóåâ, Å.Â. Ñåöèíñêàÿ

Î ÃÈÏÎÒÅÇÅ ÇÈÌÀÍÀ ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Â ðàáîòå [1] Çèìàí (â ñîàâòîðñòâå ñ Áüþíåìàíîì) âûñêàçàë ãèïîòå-
çó, ñìûñë êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû çðèòåëüíîãî
àíàëèçàòîðà, íàïðèìåð ÷åëîâåêà, êàê è ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè ïðèáëè-
æåííûõ èçìåðåíèé è ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
òîëåðàíòíûå ïðîñòðàíñòâà, è ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëåðàíòíû-
ìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ äèñêðåòíî óñòðîåííûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè,
÷òî íå äîëæíî ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì óïóùåíèÿì. Õîðîøåé èëëþ-
ñòðàöèåé èäåè Çèìàíà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìû íàáëþäàåì íåïðåðûâ-
íóþ êàðòèíêó íà ýêðàíå äèñïëåÿ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî êàðòèíêà íàðèñî-
âàíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ïèêñåëåé íà ýêðàíå è âîñïðèíèìàåòñÿ êîíå÷íûì
÷èñëîì êëåòîê â ñåò÷àòêå ãëàçà. Ñâîþ èäåþ Çèìàí ñôîðìóëèðîâàë íà
ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ãèïîòåçà Çèìàíà. Ïóñòü f : (X, τ) → (Y, ϑ) � èíúåêòèâíîå òî-
ëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî f−1 : (Imf, ϑ) → (X, τ) � òîëå-
ðàíòíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∀ y ∈ Y ) (∃x ∈ X) y ϑ f(x). (1)

Òîãäà òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï ãî-
ìîëîãèé

f∗ : H(X) ∼= H(Y ). (2)

Çèìàí ïðåäëîæèë íàçûâàòü îòîáðàæåíèå f , êîòîðîå èíúåêòèâíî, â
îáå ñòîðîíû òîëåðàíòíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), òîëåðàíòíûì ãî-
ìåîìîðôèçìîì. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óìåñòíûì íàçâàòü òàêîå îòîá-
ðàæåíèå âñþäó ïëîòíûì òîëåðàíòíûì âëîæåíèåì [2], à òîëåðàíòíûì
ãîìåîìîðôèçìîì ñëåäîâàëî áû íàçâàòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òîëå-
ðàíòíîå â îáå ñòîðîíû.

Êàê îòìåòèë Çèìàí, åãî ãèïîòåçà â ñôîðìóëèðîâàííîì âèäå íåâåðíà,
÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ëåãêèìè êîíòðïðèìåðàìè (ñì. [2]). Íî íåñìîòðÿ íà
ýòîò ôàêò, èäåÿ Çèìàíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáåùàþùåé è ïîáóæäàåò èñêàòü
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ãîìîëîãè÷åñêóþ ýêâè-
âàëåíòíîñòü âñþäó ïëîòíûõ òîëåðàíòíûõ âëîæåíèé. Íàèáîëåå èíòåðåñ-
íûì, êîíå÷íî æå, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðîñòðàíñòâî (Y, ϑ) âìåñòå ñ
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ìíîæåñòâîì åãî êëàññîâ òîëåðàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (íàïðè-
ìåð, êîíòèíóàëüíûì), à ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ýòîò
ñëó÷àé èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [2], è èìåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ ïðèìåíèì òåðìèí
¾äèñêðåòèçàöèÿ¿. Åñëè æå ïðîñòðàíñòâî (Y, ϑ) ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,
òî ðå÷ü èäåò íå î äèñêðåòèçàöèè, à î ìèíèìèçàöèè ÷èñëà òî÷åê, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Çàìåòèì
ïðè ýòîì, ÷òî åñëè áû ñòàâèëàñü çàäà÷à âûïîëíèòü ëèøü óñëîâèå (2),
òî ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè äèñêðåòíîé òåîðèè Ìîðñà,
ðàçðàáîòàííîé Ð. Ôîðìàíîì [3]. Îäíàêî, ìû ïîëàãàåì, â ñëåä çà Çèìà-
íîì, ÷òî óñëîâèå (1) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, òàê êàê, ãîâîðÿ íåôîðìàëü-
íî, óñëîâèå (1) òðåáóåò ñîõðàíåíèå â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) èíôîðìàöèþ î
¾ðàçìåðå¿ ïðîñòðàíñòâà (Y, ϑ) ñ òî÷íîñòüþ äî òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèâåäåì òåîðåìó, ñîäåðæàùóþ óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû Çèìàíà äëÿ
òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, ϑ) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êëàññîâ òîëåðàíò-
íîñòè, à, òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(Y, ϑ).

Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ϑ) ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
êëàññîâ òîëåðàíòíîñòè L = {Li|i = 1,m}, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿ-
åòñÿ, åñëè (Y, ϑ) êîíå÷íîå. Ïóñòü (YL, ϑL) � ïðèñîåäèíåííîå áåçúÿäåðíîå
òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî áóäóò ÿäðà îòíîøåíèÿ
ϑ, à òîëåðàíòíîñòü ϑL îïðåäåëÿåòñÿ ϑ-òîëåðàíòíîñòüþ ïðåäñòàâèòåëåé
(ñì. [2]). Ïðîñòðàíñòâî (YL, ϑL) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò êîíå÷íûì. Â êàæ-
äîì ÿäðå y̌ ∈ YL çàôèêñèðóåì ðîâíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ y ∈ Y è
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : (YL, ϑL)→ (Y, ϑ):

(∀ y̌ ∈ YL) f(y̌) = y,

ãäå y � ôèêñèðîâàííûé ïðåäñòàâèòåëü ÿäðà y̌.
Òåîðåìà 1. Ïðè ïðèíÿòûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ

îòîáðàæåíèå f : (YL, ϑL) → (Y, ϑ) ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì òîëå-
ðàíòíûì âëîæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (1), è ÿâëÿþùèìñÿ
ãîìîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ:

f∗ : H(YL) ∼= H(Y ).

Ýòà òåîðåìà âåðíà è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ êîíå÷íîñòè L, íî ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ îíà ïðåäñòàâëÿåò èìåííî â ýòîì ñëó÷àå, è, äîïîëíèòåëüíî,
ïðè áîëüøèõ ÿäðàõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà êëàññîâ L òåîðåìà 1
èíòåðåñíà òåì, ÷òî â åå äîêàçàòåëüñòâå èìåþòñÿ óêàçàíèÿ íà öåëûé êëàññ
ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì èç ãèïîòåçû Çèìàíà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî (R, ϑ) ⊂ (Y, ϑ) íàçîâåì ïðî-
ñòûì (îäíîøàãîâûì) òîëåðàíòíûì ðåòðàêòîðîì òîëåðàíòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (Y, ϑ), åñëè âìåñòå ñ âëîæåíèåì i : (R, ϑ) ⊂ (Y, ϑ) èìååòñÿ
òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå r : (Y, ϑ)→ (R, ϑ) òàêîå, ÷òî

r ◦ i = IR, F : i ◦ r ∼ IY ,

ãäå F � ïðîñòàÿ (îäíîøàãîâàÿ) òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ, ó êîòîðîé
ãîìîòîïèðóþùèé îòðåçîê èìååò âèä I1 = {0, 1} (ñì. [2�4]).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (Y, ϑ)
èìååò âèä f = i ◦ g, ãäå i : (R, ϑ) ⊂ (Y, ϑ), (R, ϑ) � íåêîòîðûé ïðîñòîé
òîëåðàíòíûé ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà (Y, ϑ), g : (X, τ)→ (R, ϑ) � ïðî-
èçâîëüíûé òîëåðàíòíûé ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåò-
ñÿ âñþäó ïëîòíûì òîëåðàíòíûì âëîæåíèåì, èíäóöèðóþùèì èçîìîð-
ôèçì ãðóïï ãîìîëîãèé

f∗ : H(X) ∼= H(Y ).
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ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÊÎÍÖÅÏÒÀ

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåäóùåãî ïðèçíàêà êîíöåïòà, êîòîðûé â
çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ êîíöåïòà ïîçâîëÿåò ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
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âûÿâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âûáðàííûé îáúåêò ïðåäñòàâèòåëåì óêàçàííîãî
êîíöåïòà. À òàêæå äàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåäóùèõ ïðèçíàêîâ ïî çà-
äàííîìó êîíòåêñòó.

Ôîðìàëüíûé êîíòåêñò ýòî òðîéêà K = (G, {Mi}, ρ), ãäå G � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, |G| ≥ 2, {Mi} � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
àòðèáóòîâ ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n, |Mi| ≥ 2, ρ � íåêîòîðîå
(n+1)-àðíîå îòíîøåíèå. Åñëè (g,m1, ...,mn) ∈ ρ, òî ãîâîðèì, ÷òî îáúåêò
g ïî àòðèáóòó 1 èìååò çíà÷åíèå m1, ïî àòðèáóòó 2 � çíà÷åíèå m2, ïî
ñèñòåìå àòðèáóòîâ (1, 2) � çíà÷åíèå (m1,m2), è ò.ä.

Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ A ⊂ G, îáëàäàþùèõ îáùíîñòüþ çíà÷åíèé íåêî-
òîðûõ àòðèáóòîâ, íàçûâàåòñÿ êîíöåïòîì â êîíòåêñòå K. Ïðè ýòîì ñëó-
÷àéíî âûáðàííûé îáúåêò g ∈ G ñ âåðîÿòíîñòüþ pA(g) = |A|/|G| áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êîíöåïòà A.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ [1] â îáùåì ñëó÷àå èìååò äâà ýòàïà.
Ýòàï îáó÷åíèÿ, èëè ýòàï êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ ïî óêàçàííûì ïðè-
çíàêàì. È âòîðîé ýòàï � ñîáñòâåííî ðàñïîçíàâàíèå îòäåëüíîãî îáúåêòà,
ò.å. óñòàíîâëåíèå, ÿâëÿåòñÿ ëè âçÿòûé îáúåêò ïðåäñòàâèòåëåì óêàçàííîãî
êëàññà îáúåêòîâ, èëè âû÷èñëåíèå, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âçÿòûé îáúåêò
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäñòàâèòåëåì óêàçàííîãî êëàññà îáúåêòîâ.

Â ñëó÷àå ïðèëîæåíèÿ ôîðìàëüíîãî êîíöåïòóàëüíîãî àíàëèçà ê çàäà-
÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ýòàï êëàññèôèêàöèè ðàâíîñèëåí ïîñòðîåíèþ
ýòàëîííîãî êîíòåêñòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçà-
öèè è îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð, ìåòîäà èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ öåëüþ
ñîõðàíåíèÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòàõ [2], èëè ìå-
òîäîâ ìèíèìèçàöèè êîíòåêñòà ïî ÷èñëó àòðèáóòîâ è ÷èñëó îáúåêòîâ ñ
ñîõðàíåíèåì êîíöåïòóàëüíîé ðåø¼òêè [3]. À ýòàï ñîáñòâåííîãî ðàñïî-
çíàâàíèÿ îòäåëüíîãî îáúåêòà ðàâíîñèëåí òîìó, ÷òîáû ïî íàáîðó çíà÷å-
íèé íåêîòîðûõ àòðèáóòîâ ýòîãî îáúåêòà îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé
îáúåêò ïðåäñòàâèòåëåì óêàçàííîãî êîíöåïòà èëè ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
äàííûé îáúåêò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèòåëåì óêàçàííîãî êîíöåïòà.

Ïóñòü A ⊂ G ÿâëÿåòñÿ êîíöåïòîì ïî àòðèáóòó j â êîíòåêñòå K, òîãäà
_
ρ j (A) = B áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé àòðèáóòà j, êîòîðû-
ìè îáëàäàþò âñå îáúåêòû èç A. Ïóñòü óñòàíîâëåíî, ÷òî îáúåêò g0 ∈ G
îáëàäàåò çíà÷åíèåì b0 ∈ B àòðèáóòà j. Çíà÷åíèå b0 íàçûâàåòñÿ âåäó-
ùèì ïðèçíàêîì ïî àòðèáóòó j äëÿ êîíöåïòà A, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà
g ∈ G, îáëàäàþùèì ëþáûì äðóãèì çíà÷åíèåì b ∈ B àòðèáóòà j, îáúåêò
g0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êîíöåïòà A ñ íåìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì
îáúåêò g. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîðòåæ âåäóùèõ ïðèçíàêîâ ïî àò-
ðèáóòó ̄k ⊆ n̄, à â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà âåäóùèõ àòðèáóò è
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êîðòåæ âåäóùèõ àòðèáóòîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòà g0

ïðåäñòàâèòåëåì êîíöåïòà A âåäóùèé ïðèçíàê óêàçûâàåò, êàêîå çíà÷åíèå
àòðèáóòà j íàäî ïðîâåðèòü ó îáúåêòà g0, ïðè êîòîðîì g0 ñ íàèáîëüøåé
âåðîÿòíîñòüþ îêàæåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êîíöåïòà A.

Åñòåñòâåííî âñòà¼ò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåäóùèõ çíà÷åíèé àòðèáóòà j
óêàçàííîãî êîíöåïòà ïî ýòàëîííîìó êîíòåêñòó. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè fj : B → N àòðèáóòà j ïî ïðàâèëó

fj(b) = |
_
ρ0 (b)|,

ãäå |
_
ρ0 (b)| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

_
ρ0 (b) = {g|g îáëàäàåò çíà÷åíèåì b

àòðèáóòà j}.
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî âåäóùèõ ïðèçíàêîâ B∗ ⊂ B ïî àòðèáóòó j

äëÿ êîíöåïòà A êîíòåêñòà K íå ïóñòî è ðàâíî

B∗ = {b|fj(b) = min
c∈B

fj(c)}.
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ÏÐÎÑÒÅÉØÈÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî äåòåðìè-
íèðîâàííîãî àâòîìàòà Ìèëè â âèäå êîìïîçèöèè ïðîñòåéøèõ àâòîìàòîâ.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà èñõîäíîãî
àâòîìàòà â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà è
ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé àâòîìàòà, ãåîìåòðè÷åñêèé îá-
ðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííîé ôóíêöèåé.

Êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå
ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé ÷åòûðåõ ìíîæåñòâ: S (ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé),
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X (ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ), Y (ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ) è
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T = {0, 1, 2, . . . } (ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè).

Êîíå÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì Ìèëè íàçûâàåòñÿ ñîâî-
êóïíîñòü ïÿòè îáúåêòîâ

A = (S,X, Y, δ, λ),

ãäå S, X è Y � êîíå÷íûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà, à δ è λ � îòîáðàæåíèå
âèäà

δ : S ×X → S è λ : S ×X → Y,

ñî ñâÿçüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ S, X è Y â àáñòðàêòíîì âðåìåíè
T = {0, 1, 2, . . . } óðàâíåíèÿìè:

s(t+ 1) = δ(s(t), x(t))

y(t) = λ(s(t), x(t)), t ∈ T.

Îòîáðàæåíèÿ δ è λ íàçûâàþòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ è ôóíêöèåé âûõîäîâ
àâòîìàòà A ñîîòâåòñòâåííî.

Â. À. Òâåðäîõëåáîâ ïðåäëîæèë ïðåäñòàâëÿòü àâòîìàòû ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè îáðàçàìè â ñïåöèàëüíûõ ñëîâàðíûõ ãåîìåòðèÿõ è èññëåäîâàë ñâîé-
ñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ [1, 2].Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ãåîìåòðè-
÷åñêèé îáðàç ìîæíî ñ÷èòàòü ëîìàíîé ëèíèåé.

Ðàññìîòðèì èíèöèàëüíûé àâòîìàò Ìèëè A = (S,X, Y, δ, λ, s0)) ñ íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì s0 , ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì N = 2n (n = 3 äëÿ ïðîñòîòû). Îáîçíà÷èì ïåðâûå
N âõîäíûõ ñèãíàëîâ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Ïóñòü Y = {0, 1, 2, 3, 4} è y(0) = 3; y(1) = 1; y(2) = 0; y(3) = 4;
y(4) = 4; y(5) = 2; y(6) = 1; y(7) = 4;

Ôóíêöèè Óîëøà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà i-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

ri(x) = (−1)xi = cos πxi, ãäå xi = 0, 1 åñòü i-é ðàçðÿä äâîè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x.

Ôóíêöèè Óîëøà â ôîðìå Ïýëè - ýòî äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿåìûå êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà:
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pal(p, x) = [r1(x)]pn[r2(x)]pn−1 . . . [rn(x)]p1, ãäå pi � ðàçðÿäíûå êîýôôè-
öèåíòû â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà p, òîãäà

pal(0, x) = 1,

pal(1, x) = r1(x),

pal(2, x) = r2(x)

pal(3, x) = r1(x)r2(x),

pal(4, x) = r3(x),

pal(5, x) = r1(x)r3(x),

pal(6, x) = r2(x)r3(x),

pal(7, x) = r1(x)r2(x)r3(x).

(1)

Ôóíêöèè Óîëøà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Ôóíêöèè Óîëøà � ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N = 2n.
2. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà ìíîæåñòâå

òî÷åê x = 0, 1, 2, . . . N − 1 :

N−1∑
x=0

pal(a, x)pal(b, x) =

{
0, åñëè a 6= b
N, åñëè a = b.

3. Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ N = 2n â ñèñòåìó ôóíêöèé
Óîëøà âõîäèò N îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Çàìåíèì ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç γs0 èñõîäíîãî àâòîìàòà åãî ðàçëîæå-
íèåì â ðÿä ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà:

F (x) =
N−1∑
p=0

cppal(p, x), (2)

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà â òî÷êàõ 0, 1, . . . , 7 òî÷íî ñîâïàäàþò ñî
çíà÷åíèÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà, à êîýôôèöèåíòû cp ìîæíî ïîäñ÷è-
òàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Óîëøà:

cp =
1

N

N−1∑
x=0

pal(p, x)F (x). (3)

Ïîëó÷èì:

c0 =
19

8
; c1 = −3

8
; c2 =

1

8
; c3 = −1

8
; c4 = −3

8
; c5 = −1

8
; c6 =

11

8
; c7 =

1

8
.

Êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêîé è
ïðèíèìàåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ: 1 èëè -1, òîãäà ýòè ôóíêöèè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû γp(x) íåêîòîðûõ àâòîìàòîâ. À ïî
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ýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ àâòîìàòû
A0, . . . , AN−1. Ôóíêöèè âûõîäîâ àâòîìàòîâ A0, . . . , AN−1 îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè:

λp(s0, x) = pal(p, x), ãäå p = 0, . . . , N − 1, (4)

à ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Òàêèå àâòîìàòû
A0, . . . , AN−1 ñ òåì æå ìíîæåñòâîì X, Y = {−1, 1} è ïðîèçâîëüíûì ìíî-
æåñòâîì ñîñòîÿíèé è ëþáûìè ôóíêöèÿìè ïåðåõîäîâ áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ñòåéøèìè.

Òàê êàê äëÿ ýòèõ àâòîìàòîâ Y = {−1, 1} , òî ýòè àâòîìàòû ëåãêî
ñòðîÿòñÿ, è èçó÷àòü èõ ñâîéñòâà ãîðàçäî óäîáíåå.

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûå àâòîìàòû 0, . . . ,N−1 ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèåì
â ðÿä Ôóðüå � Óîëøà ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà γs0 èñõîäíîãî àâòîìàòà è
âûäåëåíèåì â ýòîì ðÿäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì àâòîìàòàì êîìïîíåíò.

Êîìïîçèöèÿ ïðîñòåéøèõ àâòîìàòîâ A0, ...,N−1 , ãäå ýëåìåíò
∑

îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

λ∑(s0, x) =
N−1∑
p=0

cppal(p, x), (5)

çàäàåò àâòîìàò, ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó àâòîìàòó .
Â ãåîìåòðè÷åñêîì îáðàçå àâòîìàòà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

ïðåäñòàâëåíà êàê àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå ñ
èçìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì (èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì). Ýòî ïîçâîëÿåò
êàæäóþ ôóíêöèþ pal(p, x) ïðåîáðàçîâûâàòü â àâòîìàò Ap ñ êîíêðåòíûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè
âñå êîìïîíåíòû � àâòîìàòû, è ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè � àâòîìàò.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Òâåðäîõëåáîâ Â.À. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ
àâòîìàòîâ // Ïðîáëåìû òî÷íîé ìåõàíèêè è óïðàâëåíèÿ : ñá. íàó÷. òð. 2004. Ñ. 187�
192. Ñàðàòîâ : Êîïèïðèíòåð ÑÃÒÓ, 2004. Ñ. 187-192.

2. Òâåðäîõëåáîâ Â.À., Åïèôàíîâ À.Ñ. Ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòíûõ îòîáðàæåíèé
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Ñàðàòîâ : ÍÖ ¾Íàóêà¿, 2013.

3. Òðàõòìàí À.Ì., Òðàõòìàí Â.À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íà
êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ. Ì. : Ñîâ. ðàäèî, 1975.

4. Ïîëèêàðïîâ Ñ.È. Ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòà ðÿäîì Ôóðüå â çàäà÷àõ äèàãíî-
ñòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ // Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â íàóêå, ïðîèçâîäñòâå è
ñîöèàëüíîé ñôåðå: ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Íàó÷íàÿ êíèãà, 2005.

5. Ïîëèêàðïîâ Ñ.È. Ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà ðÿäîì ïî ñèñòåìå ôóíê-

öèé Óîëøà // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà,

2015. Âûï. 17. Ñ. 45�47.

80



ÓÄÊ 512.643+512.558+519.112

Â.Á. Ïîïëàâñêèé

Î ÏÅÐÌÀÍÅÍÒÀÕ È ÒÅÎÐÅÌÅ ÔÐÎÁÅÍÈÓÑÀ � Ê�ÅÍÈÃÀ

Â 1812 ãîäó äâà âûäàþùèõñÿ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêà Æàê Ôèëèïï
Ìàðè Áèíå è Îãþñòåí Ëóè Êîøè ïîëó÷èëè ñõîæèå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè
äåòåðìèíàíòîâ. Âî èçáåæàíèå ñïîðîâ î ïðèîðèòåòå â îäèí è òîò æå äåíü
30 íîÿáðÿ 1812 ãîäà â Èíñòèòóòå Àêàäåìèè Ôðàíöèè îíè ñäåëàëè äîêëà-
äû î ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ è îïóáëèêîâàëè èõ â îäíîâðåìåííî âûøåäøèõ
16-é è 17-é òåòðàäÿõ æóðíàëà Ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëû [1, 2]. Â ñâîèõ
ìåìóàðàõ Áèíå áåç äîêàçàòåëüñòâ è îáùèõ ôîðìóë ïðèâ�åë íåêîòîðûå
òîæäåñòâà äëÿ ïåðìàíåíòîâ ìàòðèö íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ, à Êîøè ââåë
ïîíÿòèå ¾ïåðìàíåíòà¿ êàê ¾ïåðìàíåíòíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè¿.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìåííî ýòè ìåìóàðû äàëè òîë÷îê ðàçâèòèþ òåîðèè
îïðåäåëèòåëåé è ïåðìàíåíòîâ.

Â 1865 ãîäó Äæ. Õîðíåð â ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé ñâÿçè îïðåäåëèòåëåé
ñ ïåðìàíåíòàìè ìàòðèö 3-ãî ïîðÿäêà [3], íàçâàë ïåðìàíåíòû ¾êîíòåðìè-
íàíòàìè¿, à Äæ. Õýìîíä â 1879 ãîäó � ¾àëüòåðíèðóþùèìè äåòåðìèíàí-
òàìè¿[4]. Ñàì òåðìèí ¾ïåðìàíåíò¿ ïîÿâèëñÿ òîëüêî â 1882 ãîäó â ðàáîòå
Òîìàñà Ìþèðà ¾Î êëàññå ïåðìàíåíòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé¿ [5],
ïîñâÿùåííîé ñâîéñòâàì ïåðìàíåíòà, ïîäîáíûì ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëÿ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö (ñì. òàêæå [6]).

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èñòîðèè äåòåðìèíàíòîâ ìîæíî íàéòè â ñòàòüå
[7].

Áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè ïåðìàíåíòîâ ñ êîíöà XIX âåêà ïî íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ ðàáîòàìè Ô. Ôðîáåíèóñà è Ä. Ê�åíèãà, ïî-
ñâÿù�åííûìè öåëî÷èñëåííûì è íåîòðèöàòåëüíûì ìàòðèöàì è èõ ïðèëî-
æåíèÿì ê ìàòðè÷íîé êîìáèíàòîðèêå [6, 8, 9]. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ôðîáå-
íèóñà � Ê�åíèãà îïèñûâàåò ñòðîåíèå ìàòðèöû íàä ðàçëè÷íûìè ïîëóêîëü-
öàìè, ïåðìàíåíò êîòîðîé ðàâåí íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôðîáåíè-
óñà � Ê�åíèãà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6] äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.
Åãî ìîæíî äîñëîâíî ïîâòîðèòü è äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç áó-
ëåâîãî ïîëóêîëüöà B2 = {0, 1}, â êîòîðîì

1 + 1 = 1, 1 + 0 = 0 + 1 = 1, 0 + 0 = 0,

1 · 1 = 1, 1 · 0 = 0 · 1 = 0, 0 · 0 = 0.

Òåîðåìà 1 (Ôðîáåíèóñ � Ê�åíèã). Ïåðìàíåíò êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû íàä äâóõýëåìåíòíîé áóëåâîé àëãåáðîé B2 ðàâåí íóëþ òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâîê ñòðîê èëè ñòîëáöîâ
ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà s× t ñ
óñëîâèåì s+ t = n+ 1.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèâîäèì ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâà-
ëåíòíîãî àíàëîãà òåîðåìû Ôðîáåíèóñà � Ê�åíèãà, ñîïîñòàâëÿþùåãî ñòðî-
åíèå êâàäðàòíîé (0, 1)-ìàòðèöû, ïåðìàíåíò êîòîðîé ðàâåí íóëþ, ñ ìàò-
ðèöàìè, ïåðìàíåíòû êîòîðûõ îòëè÷íû îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïðèíàäëå-
æàò íåêîòîðîìó ïîëóêîëüöó. Îáîçíà÷èì å�å ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå â
i ñòðî÷êå è j ñòîëáöå ÷åðåç Ai

j. Ïåðìàíåíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû A îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

PerA =
∑

(λ1,...,λn)∈P

(Aλ1
1 A

λ2
2 ...A

λn
n ),

ãäå P � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñòðîêè A íà ñòîëáåö B
íàçîâåì AB. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñòðîêè A íà ñòðîêó B íàçîâåì
ABT . Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñòîëáöà A íà ñòîëáåö B íàçîâåì ATB.
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñòîëáöà A íà ñòðîêó B íàçîâåì ATBT = BA.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êâàäðàòíîé (0, 1)-ìàòðèöû B ðàçìåðà n×n âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî PerB = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé
êâàäðàòíîé (0, 1)-ìàòðèöû A ñ ïåðìàíåíòîì PerA = 1 â ìàòðèöå B′,
ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé 0 íà 1 è íàîáîðîò, ìîæíî âû-
áðàòü t ñòîëáöîâ, à â ìàòðèöå A � s ñòîëáöîâ òàêèõ, ÷òî s+t = n+1
è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàæäîãî èç âûáðàííûõ â B′ ñòîëáöîâ íà êàæ-
äûé èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ â A ðàâíî 1. Òàêîå æå óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ ñòðîê ìàòðèöû A è ñòðîê ìàòðèöû B, à òàêæå ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A è ñòðîê ìàòðèöû B è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî
AX ≤ B. Òîãäà

PerA · PerX ≤ Per(AX) ≤ PerB

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ X. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ PerB = 0, PerA = 1 ñëå-
äóåò, ÷òî PerX = 0. Èçâåñòíî, ÷òîX = (ATB′)′åñòü íàèáîëüøåå ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà AX ≤ B è, ò.ê. PerX = 0, òî ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 1
Ôðîáåíèóñà � Ê�åíèãà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâîê ñòðîê
èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû ATB′ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäìàòðèöó ðàçìåðà s× t,
ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç åäèíèö, ïðè÷åì s + t = n + 1. Ïóñòü ýòè ïåðåñòà-
íîâêè P1 è P2 ñîâåðøåíû è ïîëó÷åíà ìàòðèöà P1A

TB′ P2. Çäåñü òåìè
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æå ñèìâîëàìè îáîçíà÷åíû ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû P1 è P2, ïîëó÷åí-
íûå èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòîëáöîâ
èëè ñòðîê. Òîãäà P1A

TB′P2 = (AP T
1 )T (B′P2) ñîäåðæèò s× t-ïîäìàòðèöó,

ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç åäèíèö. Äîïóñòèì, ÷òî ýòà ïîäìàòðèöà çàíèìàåò
ïåðâûå s ñòðîê è ïåðâûå t ñòîëáöîâ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êàæ-
äîé èç ïåðâûõ s ñòðîê ìàòðèöû (AP T

1 )T íà êàæäûé èç t ïåðâûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B′P2 äàåò 1. Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàæäîãî èç ïåðâûõ
s ñòîëáöîâ ìàòðèöû AP T

1 ñ êàæäûì èç t ïåðâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B′P2

ðàâíî 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâîäÿ îáðàòíûå ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ â ìàò-
ðèöàõ AP T

1 è BP2, ïîëó÷àåì, ÷òî â ìàòðèöå A ñóùåñòâóå ïî êðàéíåé ìåðå
s ñòîëáöîâ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ñ êàæäûì èç íåêîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòè t ñòîëáöîâ ìàòðèöû B′ ðàâíî 1. Ïðè ýòîì s+ t = n+ 1.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ñòðîê ìàòðèöû A è ñòðîê ìàò-
ðèöû B, à òàêæå ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A è ñòðîê â ìàòðèöå A, è íàîáîðîò.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïåðìàíåíòû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè
ìàòðèö.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû, ïåðìàíåíò êîòîðîé ðà-
âåí 1, âîçüì�åì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, òî åñòü A = E. Òîãäà ïî óñëîâèþ
òåîðåìû ETB′ = EB′ = B′ ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà s × t, ïðè-
÷åì s+ t = n+ 1, ñîñòîÿùóþ èç åäèíèö. Òîãäà B ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó
ðàçìåðà s× t, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé, ÷òî ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà � Ê�åíèãà
äà�åò PerB = 0.

Òåîðåìà 3. Êàêîâû áû íè áûëè áóëåâû (0, 1)-ìàòðèöû A è B ðàç-
ìåðà n × n, äëÿ êîòîðûõ PerA = 1 è PerB = 0, âñåãäà íàéäóòñÿ s

ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A è t ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B, ïðè÷åì s+ t = n+1,
÷òî êàæäûé èç âûáðàííûõ â ìàòðèöå A ñòîëáöîâ îòëè÷åí îò êàæäîãî
èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B. Òàêîå æå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
ñòðîê ìàòðèöû A è ñòðîê ìàòðèöû B, à òàêæå ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A è ñòðîê ìàòðèöû B è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì s ñòîëáöîâ â A è t ñòîëáöîâ â B ñî
ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â òåîðåìå 2. Òàê êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
êàæäîãî èç âûáðàííûõ s ñòîëáöîâ â A íà êàæäûé èç âûáðàííûõ t
ñòîëáöîâ â B′ ðàâíû 1, òî â êàæäîì èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå
A îáÿçàòåëüíî åñòü ñîâïàäåíèå åäèíèö, ïî êðàéíåé ìåðå, â îäíîé
ñòðîêå êàæäîãî èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B′. Òîãäà â êàæäîì
èç âûáðàííûõ s ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A îáÿçàòåëüíî åñòü îòëè÷èå, ïî
êðàéíåé ìåðå îäíèì ýëåìåíòîì, ñ êàæäûì èç t âûáðàííûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B.
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Ä.Â. Ïîïëàâñêèé, Â.À. Þðêî

ÎÁ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Èññëåäóþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.
Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê è äîêàçàíà òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ýòîãî êëàññà íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Îòìåòèì,
÷òî îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ èçó÷åíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî (ñì. ìîíîãðàôèþ [1] è
áèáëèîãðàôèþ â íåé). Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ è äðóãèõ êëàññîâ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ
áîëåå òðóäíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Íåêîòîðûå àñïåêòû òåîðèè îáðàò-
íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ðàññìîòðåíû â [2�4] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

`y := iy′(x) +

∫ x

0

M(x, t)y(t) dt = λy(x), x ∈ [0, π], (1)
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ãäå M(x, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ϕ(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1) ñ óñëîâèåì ϕ(0, λ) = 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [1]):

ϕ(x, λ) = exp(−iλx) +

∫ x

0

K(x, t) exp(−iλt) dt, (2)

ãäå K(x, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è K(x, 0) = 0.
Íàðÿäó ñ ` ðàññìîòðèì îïåðàòîð ˜̀ òîãî æå âèäà, íî ñ äðóãèì ÿäðîì

M̃(x, t). Óñëîâèìñÿ, ÷òî âåçäå â äàëüíåéøåì, åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë α
îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê `, α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé
îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê ˜̀.

Ïóñòü {νn} � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) êðàåâîé
çàäà÷è Q = Q(M) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì y(π) = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè M(x, t) è M̃(x, t) èìåþò âèä

M(x, t) = M0(x, t) + P (x, t)R(x− t),

M̃(x, t) = M0(x, t) + P (x, t)R̃(x− t), (3)

ãäå M0(x, t), P (x, t), R(x), R̃(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è

B(x) :=

∫ x

0

P (π − t, x− t) dt 6= 0, 0 < x ≤ π.

Åñëè νn = ν̃n ïðè âñåõ n, òî R(x) ≡ R̃(x) for x ∈ [0, π].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {νn} êðàåâîé çàäà÷è Q

ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè öåëîé ôóíêöèè ∆(λ) := ϕ(π, λ). Èñïîëüçóÿ (2) è
òåîðåìó Àäàìàðà, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäàíèå íóëåé {νn} îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåò ôóíêöèþ ∆(λ). Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ýòî äàåò ϕ(π, λ) ≡ ϕ̃(π, λ).

Ïóñòü ôóíêöèÿ z(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

`∗z := −iz′(x, λ) +

∫ π

x

M(t, x)z(t, λ) dt = λz(x, λ) (4)

ïðè óñëîâèè z(π, λ) = 1. Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå ˜̀ϕ̃(x, λ) = λϕ̃(x, λ) íà
z(x, λ), à çàòåì âû÷òåì ñîîòíîøåíèå (4), óìíîæåííîå íà ϕ̃(x, λ), è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïî x :∫ π

0

z(x, λ) dx

∫ x

0

(M(x, t)− M̃(x, t))ϕ̃(x, λ) dt = i(ϕ̃(π, λ)− z(0, λ)). (5)

Â ÷àñòíîñòè, ýòî äàåò ϕ(π, λ) ≡ z(0, λ). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ w(x, λ) :=
:= z(π − x, λ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

iw′(x, λ) +

∫ x

0

M(π − t, π − x)w(t, λ) dt = λw(x, λ), w(0, λ) = 1.
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Èñïîëüçóÿ (5), ïîëó÷àåì∫ π

0

z(x, λ) dx

∫ x

0

(M(x, t)− M̃(x, t))ϕ̃(x, λ) dt ≡ 0. (6)

Èç (3) è (6) âûòåêàåò, ÷òî∫ π

0

z(x, λ) dx

∫ x

0

P (x, t)(R(x− t)− R̃(x− t))ϕ̃(x, λ) dt ≡ 0. (7)

Òàê êàê∫ π

0

z(x, λ) dx

∫ x

0

P (x, t)(R(x− t)− R̃(x− t))ϕ̃(x, λ) dt =

=

∫ π

0

z(x, λ) dx

∫ x

0

P (x, x− t)(R(t)− R̃(t))ϕ̃(x, λ) dt =

=

∫ π

0

(R(t)− R̃(t)) dt

∫ π

t

P (x, x− t)z(x, λ)ϕ̃(x, λ) dt =

=

∫ π

0

(R(π − x)− R̃(π − x)) dx

∫ x

0

P (π − t, x− t)w(t, λ)ϕ̃(x− t, λ) dt,

òî èç (7) ñëåäóåò, ÷òî∫ π

0

(R(π − x)− R̃(π − x))ψ(x, λ) dx ≡ 0, (8)

ãäå

ψ(x, λ) :=

∫ x

0

P (π − t, x− t)w(t, λ)ϕ̃(x− t, λ) dt. (9)

Â ñèëó (2) èìååì

w(x, λ) = exp(−iλx) +

∫ x

0

K1(x, t) exp(−iλt) dt,

ϕ̃(x, λ) = exp(−iλx) +

∫ x

0

K2(x, t) exp(−iλt) dt,

ãäå Kj(x, t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâëÿÿ â (9), âû÷èñëÿåì

ψ(x, λ) = B(x) exp(−iλx)+

+

∫ x

0

P (π − t, x− t) dt
∫ t

0

K1(t, τ) exp(−iλ(x− t+ τ)) dτ+

+

∫ x

0

P (π − t, x− t) dt
∫ x−t

0

K2(x− t, ξ) exp(−iλ(x+ ξ)) dξ+
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+

∫ x

0

P (π−t, x−t) dt
∫ t

0

K1(t, τ) exp(−iλτ) dτ

∫ x−t

0

K2(x−t, ξ) exp(−iλξ) dξ,

è ñëåäîâàòåëüíî,

ψ(x, λ) = B(x) exp(−iλx) +

∫ x

0

G(x, t) exp(−iλt) dt,

ãäå G(x, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûøåïðèâåäåííîå âû-
ðàæåíèå â (8), ïîëó÷àåì∫ π

0

(R(π − x)− R̃(π − x))
(
B(x) exp(−iλx)+

+

∫ x

0

G(x, t) exp(−iλt) dt
)
dx ≡ 0,

èëè ∫ π

0

exp(−iλx)
(
B(x)(R(π − x)− R̃(π − x))+

+

∫ π

x

G(t, x)(R(π − t)− R̃(π − t))
)
dx ≡ 0.

Ïîýòîìó

B(x)(R(π − x)− R̃(π − x)) +

∫ π

x

G(t, x)(R(π − t)− R̃(π − t)) ≡ 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, R(x) ≡ R̃(x). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ïóñòü çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Pj(x, t), x ∈ [0, π], j = 1, p, p ≤

≤ ∞ òàêèå, ÷òî ∫ x

0

Pj(π − t, x− t) dt 6= 0, 0 < x ≤ π.

Ïóñòü

M(x, t) = M0(x, t) +

p∑
j=1

Pj(x, t)Rj(x− t),

M̃(x, t) = M0(x, t) +

p∑
j=1

Pj(x, t)R̃j(x− t),

ãäå Rj(x), R̃j(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, è ïðè p = ∞ ðÿäû ñõîäÿòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî x è t. Ïóñòü {νnk} (k = 1, p) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷ Qk := Q(Mk) è ïóñòü {ν̃nk} � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ Q̃k := Q(M̃k), ãäå

Mk(x, t) = M0(x, t) +
k∑
j=1

Pj(x, t)Rj(x− t),
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M̃k(x, t) = M0(x, t) +
k∑
j=1

Pj(x, t)R̃j(x− t),

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2. Åñëè νnk = ν̃nk ïðè âñåõ n è k = 1, p, òî

M(x, t) ≡ M̃(x, t).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò �17-

11-01193).
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ÓÄÊ 501.1

À. Â. Ïîïîâè÷

ÎÁ ÀËÃÅÁÐÀÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ Ñ ÄÎÌÈÍÎ
ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Â ðàáîòå íàõîäèòñÿ áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ
êëàññàìè àëãåáð îòíîøåíèé ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé è óíàð-
íûìè äîìèíî îïåðàöèÿìè.

Ïóñòü Rel(X) � ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà
U . Ìíîæåñòâî îòíîøåíèé Φ ⊆ Rel(U), çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó (Φ,Ω), íà-
çûâàåìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} êëàññ àëãåáð,
èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω, è ïóñòü V ar{Ω} �
ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω}.

Âàæíûì êëàññîì îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ êëàññ äèîôàí-
òîâûõ îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé [1, 2], åñëè îíà ìî-
æåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåäâàðåííîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèþ êîíúþíêöèè è êâàíòîðû
ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Ê ÷èñëó äèîôàíòîâûõ îòíîñèòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ◦ è ïåðåñå÷åíÿ
∩ îòíîøåíèé, óíàðíûå îïåðàöèè îáðàùåíèÿ −1, ïðîåêòèðîâàíèÿ, öèëèí-
äðîôèêàöèè, äâîéíîé öèëèíäðîôèêàöèè, ðåôëåêñèâíîé öèëèíäðîôèêà-
öèè è äâîéíîé ðåôëåêñèâíîé öèëèíäðîôèêàöèè, à òàêæå èñïîëüçóåìûå
â ìîäàëüíîé ëîãèêå äîìèíî îïåðàöèè [3, 4].

Áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî êëàññîì ïîëóãðóïï áè-
íàðíûõ îòíîøåíèé ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé äâîéíîé ðåôëåêñèâíîé
öèëèíäðîôèêàöèè, íàéäåí â [5]. À áàçèñ òîæäåñò ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæ-
äåííîãî êëàññîì ïîëóãðóïï áèíàðíûõ îòíîøåíèé ñ îäíîé äîìèíî îïåðà-
öèåé, íàéäåí â [6]. Ýêâàöèîíàëüíûå òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàí-
òîâûìè îïåðàöèÿìè îïèñàíû â [7, 8].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå áàçèñà òîæäåñòâ ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé ◦ è óíàðíûìè
äîìèíî îïåðàöèÿìè ∇1, ∇2, îïðåäåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
âñÿêèõ îòíîøåíèÿ ρ, σ ∈ Rel(U) ïîëîæèì:

ρ ◦ σ = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(u,w) ∈ ρ ∧ (w, v) ∈ σ},

∇1(ρ) = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(w, u) ∈ ρ} = pr2ρ× U,

∇2(ρ) = {(u, v) ∈ U × U : (∃w)(v, w) ∈ ρ} = U × pr1ρ,

ãäå pr1ρ = {u ∈ U : (∃w)(u,w) ∈ ρ} è pr2ρ = {v ∈ U : (∃w)(w, v) ∈ ρ}�
ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîåêöèè îòíîøåíèÿ ρ ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòî-
ðîé íàõîäèòñÿ áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ V ar{◦,∇1,∇2}.

Òåîðåìà 1. Àëãåáðà (A, ·, ?, ∗) òèïà (2,1,1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîá-
ðàçèþ V ar{◦,∇1,∇2}, åñëè è òîëüêî åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâàì:

(xy)z = x(yz), (xx∗)∗ = x∗∗, (x?x)? = x??, (x∗)2 = x∗, (x?)2 = x?,

x∗y∗ = x∗y∗∗, x?y? = x??y?, x∗∗y∗ = y∗∗x∗, x?y?? = y?x??,

(xy∗)2 = xy∗, (x?y)2 = x?y, (xy∗∗)∗ = x∗∗y∗, (x??y)? = x?y??,

xy∗∗ = xx∗y∗∗, x??y = x??y?y, (xy∗)∗ = (yx∗)∗, (x?y)? = (y?x)?,

(xy)∗x∗ = (xy)∗, (xy)? = y?(xy)?, (xy)∗y∗ = (xy)∗, (xy)? = x?(xy)?,

x∗y = x∗y∗y, xy? = xx?y?, xy(xy)∗ = xyy∗, (xy)?xy = x?xy,

x∗yz∗ = x∗(yz∗)∗, x?yz? = (x?y)?z?,

(xy∗z)∗ = z∗xy∗, (xy?z)? = y?zx?,
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x∗∗ = x??, (x?y(z?w)∗)∗ = (x?y(z?w)∗)?, ((xy∗)?zw∗)∗ = ((xy∗)?zw∗)?,

(x?yzw∗)∗ = (zw∗)?(x?y)∗, x∗ = x∗?∗, x? = x?∗?,

xy∗ = (xy∗)?∗, x?y = (x?y)∗?.

Ïóñòü Ξ � ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ àëãåáðû (A, ·, ?, ∗) òèïà (2,1,1), Λ �
ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì {x1, . . . , xn, . . . }.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [6 - 9]è
íà ñëåäóþùåé öåíòðàëüíîé ëåììå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî òåðìà p ∈ Ξ ñóùåñòâóþò α0, β0, γ0, ξ0 ∈ Λ̃ è
α1, . . . , αn, β1, . . . , βn, γ1, . . . , γn, ξ1, . . . , ξn ∈ Λ (n ≥ 0) òàêèå, ÷òî α0 =
= �, åñëè β0 = � è ξ0 = �, åñëè γ0 = �, è

p ∼= pinq
∗
1 . . . q

∗
npout,

ãäå pin = α0β
∗
0 , ëèáî pin = (γ?0ξ0)

∗, pout = γ?0ξ0, ëèáî pout = (α0β
∗
0)?;

qi = (ξiγ
∗
i )
?αiβ

∗
i , ëèáî qi = γ?i ξi(β

?
i αi)

∗, ïðè÷åì qi 6= � (∀i = 1, . . . , n).
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ÓÄÊ 519.8

Â.Â. Ðîçåí

ÑÈÒÓÀÖÈÈ ÒÐÀÍÇÈÒÈÂÍÎÃÎ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß
Â ÈÃÐÀÕ Ñ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÌÈ ÈÑÕÎÄÀÌÈ

Äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ââîäèòñÿ
îäèí òèï ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ � òðàíçèòèâíîå ðàâíîâåñèå, ÿâëÿþùåå-
ñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó ñèòóàöèÿìè òðàíçè-
òèâíîãî ðàâíîâåñèÿ èãðû ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè è ñåäëîâûìè òî÷-
êàìè íåêîòîðîãî êëàññà àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð ñ ôóíêöèÿìè âûèãðûøà.

Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòåéøåé ìîäåëüþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïî êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì [1, 2].
Ôîðìàëüíî îíà ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå íàáîðà

G = 〈X, Y,A, ω, F 〉, (1)

ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 1, Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èã-
ðîêà 2, A � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ω � îòíîøåíèå (÷àñòè÷íîãî) ïîðÿäêà
íà A, F : X × Y → A � ôóíêöèÿ ðåàëèçàöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå-
ãäà |X| ≥ 2, |Y | ≥ 2, |A| ≥ 2. Â êëàññå èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè
âàæíåéøèì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) â èãðå G ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõî-
äàìè âèäà (1) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y
èìååò ìåñòî

F (x, y0) ≤ω F (x0, y0) ≤ω F (x0, y).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé
òðàíçèòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå G ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè âè-
äà (1), åñëè íåò òàêèõ ñòðàòåãèé x ∈ X, y ∈ Y , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

F (x, y0) >
ω F (x0, y).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ñåäëîâàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèòóàöèåé òðàíçèòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ, îäíàêî îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà. Òàêèì îáðàçîì â êëàññå àíòàãîíè-
ñòè÷åñêèõ èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ïîíÿòèå ñèòóàöèè òðàíçèòèâ-
íîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè.

Ïóñòü çàäàíà èãðà G ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè âèäà (1) è íåêîòî-
ðîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → R ìíîæåñòâà èñõîäîâ èãðû G â äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà R. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó Gϕ ñ
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ôóíêöèÿìè âûèãðûøà, ãäå Gϕ = 〈X, Y, ϕ ◦ F 〉. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü ñèòóàöèÿ (x0, y0) ∈ X × Y ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé
òî÷êîé â èãðå Gϕ, ãäå ϕ : A → R � ñòðîãî èçîòîííîå îòîáðàæåíèå
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 â R. Òîãäà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóà-
öèåé òðàíçèòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå G.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî èñõîäîâ A êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, ñïðàâåäëèâ
è îáðàòíûé ðåçóëüòàò, à èìåííî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

2. Ïóñòü ñèòóàöèÿ (x0, y0) ∈ X × Y ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé òðàí-
çèòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñòðîãî èçî-
òîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → R, ïðè êîòîðîì (x0, y0) áóäåò ñåäëîâîé
òî÷êîé â èãðå Gϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèòóàöèÿ (x0, y0) íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñèòóàöèåé òðàíçèòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå G, òî åñòü ñóùåñòâóþò
òàêèå ñòðàòåãèè x1 ∈ X è y1 ∈ Y , ÷òî F (x1, y0) >

ω F (x0, y1). Òàê êàê
îòîáðàæåíèå ϕ ñòðîãî èçîòîííî, èìååì ϕ(F (x1, y0)) > ϕ(F (x0, y1)). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé â èã-
ðå Gϕ, ïîëó÷àåì ïðè ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

ϕ(F (x, y0)) ≤ ϕ(F (x0, y0)) ≤ ϕ(F (x0, y)). (2)

Ïîëàãàÿ â (2) x = x1 è y = y1, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó ϕ(F (x1, y0)) ≤
≤ ϕ(F (x0, y1)), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó âûøå. Óòâåðæäåíèå 1
òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 íàì ïîòðå-
áóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 1 (î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî äîóïîðÿäî÷åíèÿ). Ïóñòü
〈A, ω〉 � ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ëèíåéíîå äî-
óïîðÿäî÷åíèå ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ëèíåéíîãî äîóïîðÿäî-
÷åíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñò-
âî 〈A, ω〉 è ïóñòü B,C,⊆ A � òàêèå äâà åãî ïîäìíîæåñòâà, ÷òî äëÿ
âñåõ b ∈ B è c ∈ C âûïîëíåíî ¬(b >ω c). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ëèíåéíîå äîóïîðÿäî÷åíèå ω ïîðÿäêà ω, ÷òî b <ω a <ω c äëÿ ëþáûõ
b ∈ B \ C, a ∈ B ∩ C, c ∈ C \B.

Ëåììà 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñò-
âî 〈A, ω〉, â êîòîðîì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå âûøå ñ÷åòíîé.

1. Ïóñòü B,C,⊆ A � òàêèå äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A, ÷òî
äëÿ âñåõ b ∈ B è c ∈ C âûïîëíåíî ¬(b ≥ω c). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîãî
èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ψ : A→ R, äëÿ êîòîðîãî ψ(b) < ψ(c) ïðè âñåõ
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b ∈ B è c ∈ C (òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãî îòäåëÿþùèìñÿ
ïîäìíîæåñòâîì B îò ïîäìíîæåñòâà C).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ b ∈ B è c ∈ C âûïîëíåíî ¬(b >ω c).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîãî èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → R, äëÿ
êîòîðîãî ϕ(b) ≤ ϕ(c) ïðè âñåõ b ∈ B è c ∈ C (òàêîå îòîáðàæåíèå íàçû-
âàåòñÿ îòäåëÿþùèì ïîäìíîæåñòâî B îò ïîäìíîæåñòâà C).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñèòóàöèÿ (x0, y0) ∈ X × Y ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé òðàíçèòèâíîãî ðàâ-
íîâåñèÿ â èãðå G. Ïîëîæèì B = {F (x, y0) : x ∈ X}, C = {F (x0, y) :
y ∈ Y }. Òîãäà óñëîâèå ¬(b >ω c) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ b ∈ B, c ∈ C,
è, èñïîëüçóÿ ï. 2 ëåììû 3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî èçîòîííîå
îòîáðàæåíèå ϕ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ω〉 â äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿ-
ìóþ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ϕ(F (x, y0)) ≤ ϕ(F (x0, y)) ïðè âñåõ
x ∈ X è y ∈ Y . Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå x = x0, à çàòåì y = y0,
ïðèõîäèì ê äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:

ϕ(F (x, y0)) ≤ ϕ(F (x0, y0)) ≤ ϕ(F (x0, y)),

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñèòóàöèÿ (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé â àí-
òàãîíèñòè÷åñêîé èãðå Gϕ ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà ϕ◦F . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.927.25
Â.Ñ. Ðûõëîâ

ÎÁ n-ÊÐÀÒÍÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÓ×ÊÎÂ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ n-ÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê L(λ),

`(y, λ) :=
∑
j+s≤n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)
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∑
j+s≤κi0

αijsλ
sy(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

∑
j+s≤κi0

αijsλ
sy(j)(0) +

∑
j+s≤κi1

βijsλ
sy(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi0,κi1 ∈ {0} ∪ N, 0 ≤ l ≤ n− 1.
Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2)�(3) â ñëó÷àå 2l < n íå ÿâëÿþòñÿ

ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ.
Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, èçâåñòíûå îïðåäå-

ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé èëè êðàòêî êîðíåâûõ
ôóíêöèé (ê. ô.), n-êðàòíîé ïîëíîòû ê. ô. èç [1�2].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî n-êðàòíàÿ ïîëíîòà ê. ô. ýòîãî ïó÷êà â L2[0, 1].

Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [3], â êîòîðîé
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé ïîëíîòå ê. ô. ïó÷êà L(λ),
ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (ä.â.) ñî ñïåöèàëüíîé
ãëàâíîé ÷àñòüþ

`(y, λ) := y(n) + λny + {âîçìóùåíèå}

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â
[4] â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ä. â. è â [5] â ñëó÷àå ñóììè-
ðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷àñòè ä. â. áûë
ðàññìîòðåí â [6�7]. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá n- è m-êðàòíîé
ïîëíîòå ê. ô. ïó÷êà L(λ), ä. â. êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåí-
òû, à êðàåâûå óñëîâèÿ � ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåäåíî â [8].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ωα = rα exp iψα, α = 1, n, õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ

∑
j+s=n pjsω

j = 0 ä. â. (1) ïðîñòûå, îòëè÷íû îò íóëÿ è
ëåæàò íà η ëó÷àõ (1 ≤ η ≤ n), èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïðè
ν0 = 0, νη = n

0 ≤ ψν0+1 = · · · = ψν1 < · · · < ψνη−1+1 = · · · = ψνη < 2π. (4)

Äëÿ ïó÷êà (1)�(3) îáùåãî âèäà íå âûïîëíÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îñ-
íîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ (ñì. [8]), à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ d, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî, íå ñîäåðæàùàÿ ω-êîðíåé è äåëÿùàÿ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, âíóòðè êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëî ýòèõ
êîðíåé íå ìåíüøå n − l, à òàêæå, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëó-
ðàñïàäàþùèìèñÿ.

Ïóñòü υ ∈ [0, 2π) åñòü ëþáîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ïåðå-
ñòàíîâêà σ(= σ(υ)) = {σ1, σ2, . . . , σn} ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} è ÷èñëî
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h(= h(υ)) ∈ {0, 1, . . . , n} òàêèå, ÷òî

<(eiυωσ1) < · · · < <(eiυωσh) < 0 < <(eiυωσh+1
) < · · · < <(eiυωσn). (5)

Ìíîæåñòâî òàêèõ υ îáîçíà÷èì ÷åðåç Υ (ýòî âñå ÷èñëà èç [0, 2π) çà èñ-
êëþ÷åíèåì ðåøåíèé óðàâíåíèé <(eiυωi) = <(eiυωj), i 6= j è <(eiυωj) = 0,
j = 1, n). Òàêèõ òî÷åê � êîíå÷íîå ÷èñëî, è ìåæäó íèìè ïåðåñòàíîâêà σ
è ÷èñëî h íå ìåíÿþòñÿ.

Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ (3) óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ïðè s0 = l, sr+1 = n
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

χs0+1 = · · · = χs1 < χs1+1 = · · · = χs2 < · · · < χsr+1 = · · · = χsr+1
, (6)

ãäå îáîçíà÷åíî χi = κi1 − κi0, i = 1, n.
Äëÿ υ ∈ Υ ïóñòü γ(= γ(υ)), δ(= δ(υ)) åñòü òàêèå èíäåêñû, ÷òî

sγ + 1 ≤ h+ 1 ≤ sγ+1, sδ + 1 ≤ n− h+ 1 ≤ sδ+1. (7)

Ñ÷èòàåì, ÷òî γ = 0, δ = r + 1 ïðè h = 0 è γ = r + 1, δ = 0 ïðè h = n.
Îáîçíà÷èì [s]+ = max{s, 0}, κi = min{κi0,κi1} è ïîëîæèì äëÿ òîãî

æå υ è j = 1, n

aij =
∑

ν+s=κi0

αiνsω
ν
σj
, i = 1, n, bij =

∑
ν+s=κi1

βiνsω
ν
σj
i = l + 1, n;

a1 = det(aij)
j=1,l

i=1,l
, a2 = det(aij)

j=n−l+1,n

i=1,l
,

b1 = det(aij)
j=l+1,n

i=l+1,l
, b2 = det(aij)

j=1,n−l
i=l+1,l

,

A =

∣∣∣∣∣∣ (aij)
j=1,h

i=1,sγ
(0)j=h+1,n

i=1,sγ

(aij)
j=1,h

i=sγ+1,n
(bij)

j=h+1,n

i=sγ+1,n

∣∣∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣∣ (0)j=1,h

i=1,sδ
(aij)

j=h+1,n

i=1,sδ

(bij)
j=1,h

i=sδ+1,n
(aij)

j=h+1,n

i=sδ+1,n

∣∣∣∣∣ .
Ââåäåì äëÿ òîãî æå υ óñëîâèÿ:

a) a1 6= 0, b1 6= 0 ïðè h < l; b) A 6= 0 ïðè h ≥ l;
c) a2 6= 0, b2 6= 0 ïðè h > n− l; d) B 6= 0 ïðè h ≤ n− l. (8)

Â ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n− 1 îáîçíà÷èì

c◦ij =
∑

β+s=κi0

αiβsω
β
j , i = 1, l, j = 1, n,
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è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó:

n∑
j=1

c◦ijd
◦
j = 0, i = 1, l, (9)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà (d◦1, . . . , d
◦
n)
T .

Ïóñòü (d◦s1, d
◦
s2, . . . , d

◦
sn)

T , s = 1, n− l � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
ñèñòåìû (5).

Ñîñòàâèì ìàòðèöû

D◦j =

 d◦1,νj−1+1 . . . d◦1,νj
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d◦n−l,νj−1+1 . . . d◦n−l,νj

 , j = 1, η.

Â [9] ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîëíîòå ê.ô. ïðè l = 0:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü l = 0 è ïðè íåêîòîðîì υ ∈ Υ âûïîëíÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ (4)�(8). Òîãäà ñèñòåìà ê.ô. ýòîãî ïó÷êà n-êðàòíî ïîëíà
â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà∑n

i=1[n− 1− κi]+ â ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê õîòÿ áû îäíîãî êðàåâîãî óñëî-
âèÿ (2)�(3) áîëüøå n− 1, è ñ íóëåâûì äåôåêòîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n− 1 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ l ≤ n − 1, ïðè íåêîòîðîì υ ∈ Υ âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèÿ (4)�(8), ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîëíîãî ðàíãà è
rankD◦j = νj − νj−1, j = 1, η. Òîãäà ñèñòåìà ê.ô. ýòîãî ïó÷êà n-êðàòíî
ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì
÷èñëà

∑n
i=l+1[n−1−κi]+, â ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê õîòÿ áû îäíîãî êðàåâîãî

óñëîâèÿ (2)�(3) áîëüøå n − 1 è ñ íóëåâûì äåôåêòîì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
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ÓÄÊ 517.518.85

À. Þ. Òðûíèí

Î ÏÐÈÍÖÈÏÅ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ
ÑÈÍÊ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÉ ÍÀ ÊËÀÑÑÅ

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, âïåðâûå
ïðåäëîæåííûå â [1 è 2], âèäà

Ln(f, x) =
n∑
k=0

sinc (nx− kπ)f
(kπ
n

)
=

n∑
k=0

(−1)k sinnx

nx− kπ
f
(kπ
n

)
=

=
n∑
k=0

lk,n(x)f
(kπ
n

)
, (1)

ãäå sinc t := sin t
t . Îáîçíà÷èì xk,n = kπ

n , k ∈ Q, n ∈ N . Íåêîòîðîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïîëó÷åííûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâÿõ ïîòî÷å÷-
íîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ýòèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ, èõ
îáîáùåíèé è ìîäèôèêàöèé íà îòðåçêå [0, π] ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð,
îçíàêîìèâøèñü ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [1�5]. Ê ñîæàëåíèþ, áîëåå ïîäðîá-
íîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè íå ïîçâîëÿåò ðåäàêöèîííàÿ
ïîëèòèêà ñáîðíèêà.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðî-
öåññà ñèíê-àïïðîêñèìàöèé (1) â îêðåñòíîñòè (x0 − δ1, x0 + δ2) èìååò
ìåñòî ïðèíöèï δ-ëîêàëèçàöèè íà êëàññå ôóíêöèé F(x0, δ1, δ2) â òî÷êå
x0 ∈ [0, π], åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ F(x0, δ1, δ2), g ∈ F(x0, δ1, δ2),
ñîâïàäàþùèõ â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0: Oδ(x0) = (x0−δ1, x0+δ2)∩[0, π],
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

Ln(f, x0)− Ln(g, x0) = 0. (2)
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Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ñèíê-
àïïðîêñèìàöèé (1) èìååò ìåñòî ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè íà êëàññå ôóíê-
öèé F, åñëè F ⊂

⋂
x0∈[0,π];
δ1>0,δ2>0

F(x0, δ1, δ2).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ñèíê-àïïðîêñèìàöèé

(1) èìååò ìåñòî ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè íà êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå [0, π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèâ qλ ≡ 0, ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî èíòåðïî-
ëÿöèîííûé ïðîöåññ [4, ï.1.8] â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè [4, ï.1.5] ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðîöåññ âèäà (1). Çàòåì âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå, íåïðåðûâíûå
íà [0, π] ôóíêöèè f1 è f2. Îáîçíà÷èì f ≡ f1 − f2. Ïîñëå ÷åãî âûáåðåì
ôóíêöèþ ε(λ) êàê â ñîîòíîøåíèè [4, ï.2.4]. Åñëè ôóíêöèè f1 è f2 ñîâïà-
äàþò â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî∑

k:xk,n∈Oδ(x0)

lk,n(x)f
(kπ
n

)
= 0.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåì èç [4, ïðåäëîæåíèå 10] è [4,
� 4.36].
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ÓÄÊ 519.713

Å.Â. Õâîðîñòóõèíà

ÎÁ ÝÏÈÌÐÎÔÈÇÌÀÕ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÕ
ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãèïåðãðàôè-
÷åñêèå ïîëóàâòîìàòû, ò.å. àâòîìàòû áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ó êîòîðûõ
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íàäåëåíû äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé ãèïåðãðàôà, ñîõðàíÿþùåéñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäîâ. Ýòî äîñòàòî÷-
íî øèðîêèé è âåñüìà âàæíûé êëàññ àâòîìàòîâ, òàê êàê ìíîãîîáðàçèå
òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îõâàòûâàåò, â ÷àñòíîñòè, àâòîìàòû, ó êîòî-
ðûõ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè (íàïðèìåð, ïðîåêòèâ-
íûìè èëè àôôèííûìè). Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ñòðîåíèå ýïèìîðôèçìîâ
óíèâåðñàëüíûõ ãèïåðãðàôè÷åñêèõ ïîëóàâòîìàòîâ.

Íàïîìíèì [1], ÷òî ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäàH = (X,L),
ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà è L � ñåìåéñòâî
íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ X, èìåíóåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. Ãèïåðãðàô
H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîìó ðåáðó ýòîãî ãèïåðãðàôà.

Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãèïåðãðàô H áóäåì íà-
çûâàòü ãèïåðãðàôîì ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè, åñëè â êàæäîì ðåáðå
ýòîãî ãèïåðãðàôà íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå p + 1 âåðøèíà è, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëþáûå p âåðøèí ýòîãî ãèïåðãðàôà ïðèíàäëåæàò íå áîëåå ÷åì
îäíîìó åãî ðåáðó.

Íàïðèìåð, ýôôåêòèâíûé ãèïåðãðàô ñ 1-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè �
ýòî ãèïåðãðàô, ðåáðà êîòîðîãî îáðàçóþò íåòðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà âåðøèí áåç îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïðî-
åêòèâíàÿ ïëîñêîñòü, òàê è àôôèííàÿ ïëîñêîñòü ñ ÷èñëîì òî÷åê áîëåå ÷å-
òûðåõ ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ãèïåðãðàôàìè ñ 2-îïðåäåëèìûìè ðåáðà-
ìè, âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ýòèõ ïëîñêîñòåé, à ðåáðàìè �
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Ïóñòü H = (X,L) � ãèïåðãðàô. Ñîãëàñíî [1] ïóòåì èç âåðøèíû x1 â
âåðøèíó xn+1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, l1, x2, l2, x3, . . . , ln, xn+1,
ãäå x1, x2, . . . , xn+1 � ðàçëè÷íûå âåðøèíû, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, ïåðâîé è ïîñëåäíåé, l1, . . . , ln � ðàçëè÷íûå ðåáðà è xi, xi+1 ∈ li, äëÿ
i = 1, n. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî ðàçëè÷íûå
âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóòåì.

Ãîìîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôà H = (X,L) â ãèïåðãðàô H1 = (X1, L1)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî X1, êîòîðîå ñìåæ-
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íûå â ãèïåðãðàôå H âåðøèíû ïåðåâîäèò â ñìåæíûå âåðøèíû ãèïåðãðà-
ôà H1, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

(∀r ∈ L)(∃r′ ∈ L1)(f(r) ⊂ r′).

Ãîìîìîðôèçì f : H −→ H1 íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèç-
ìîì èëè ýïèìîðôèçìîì, åñëè îáðàçîì ìíîæåñòâà âåðøèí X ãèïåðãðàôà
H ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî âåðøèí X1 ãèïåðãðàôà H1, ò.å. f(X) = X1.

Ãîìîìîðôèçì ãèïåðãðàôà H â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì H.
Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãèïåðãðàôà H ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè
îáðàçóåò ïîëóãðóïïó EndH.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä ãèïåðãðàôè÷åñêèì ïîëóàâòîìàòîì ïîíèìà-
åòñÿ ïîëóãðóïïîâîé àâòîìàò áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ [3] A = (X,S, δ),
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî X íàäåëåíî òàêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðà-
ôà H = (X,L), ÷òî ïðè ëþáîì âõîäíîì ñèãíàëå s ∈ S ôóíêöèÿ ïåðåõî-
äîâ δs ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì H. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ãèïåðãðàôà
H àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (H,EndH, δ) ñ ôóíêöèåé δ(ϕ, x) = ϕ(x),
ãäå (ϕ, x) ∈ EndH ×X, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôè÷åñêèì ïîëóàâòîìàòîì, êî-
òîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Atm(H) è íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ãèïåðãðàôè-
÷åñêèì ïîëóàâòîìàòîì.

Ïóñòü A = (H,S, δ) è A1 = (H1, S1, δ1) � ãèïåðãðàôè÷åñêèå ïîëóàâ-
òîìàòû. Ýïèìîðôèçìîì ïîëóàâòîìàòà A íà ïîëóàâòîìàò A1 íàçûâàåòñÿ
ïàðà îòîáðàæåíèé π = (f, g), ãäå f : H −→ H1, g : S −→ S1 � òàêèå
ýïèìîðôèçìû ãèïåðãðàôîâ è ïîëóãðóïï ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáûõ
x ∈ X, s ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(δ(x, s)) = δ1(f(x), g(s)). Åñëè
f : H −→ H1, g : S −→ S1 � èçîìîðôèçìû ãèïåðãðàôîâ H, H1

è ïîëóãðóïï S, S1 ñîîòâåòñòâåííî, òî ýïèìîðôèçì π = (f, g) íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ïîëóàâòîìàòà A íà ïîëóàâòîìàò A1.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû [4, òåîðåìà 2], ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü Atm(H) � óíèâåðñàëüíûé ãèïåðãðàôè÷åñêèé
ïîëóàâòîìàò íàä ñâÿçíûì ãèïåðãðàôîì ñ p−îïðåäåëèìûìè
ðåáðàìè H = (X,L), Atm(H1) � óíèâåðñàëüíûé ãèïåðãðàôè÷åñêèé
ïîëóàâòîìàò íàä ýôôåêòèâíûì ãèïåðãðàôîì ñ p1-îïðåäåëèìûìè
ðåáðàìè H1 = (X1, L1), f � îòîáðàæåíèå X â X1 è g � îòîáðàæåíèå
EndH â EndH1. Òîãäà ïàðà îòîáðàæåíèé π = (f, g) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì Atm(H) íà Atm(H1), åñëè g = f 2

è π = (f, g) � èçîìîðôèçì Atm(H) íà Atm(H1).
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ÓÄÊ 317.54
À.À. Õðîìîâ

Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÏÐÈ ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÈ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â äàíííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñðåäíåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ôóíêöèåé Ñòåêëîâà è ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåíèé íà íåêîòîðûõ çàäàííûõ êëàññàõ.

Ýòà çàäà÷à õîðîøî èçâåñòíà â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé [1], à òàêæå â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ � òàì îíà íàçûâàåòñÿ
çàäà÷åé Êîëìîãîðîâà�Íèêîëüñêîãî [2]. À îïåðàòîð Ñòåêëîâà ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è âîñòðåáîâàííûõ â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû è â
òåîðåòè÷åñêèõ, è â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ.

Ðàññìîòðèì u(x) ∈ C[0, 1] ôóíêöèþ Ñòåêëîâà

Sαu =
1

α

x+α∫
x

u(t)dt, (1)

è âåëè÷èíó
∆1(Sα,M) = sup{‖Sαu− u‖Cε : u ∈M}, (2)

ãäå M � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé èç C[0, 1], Cε = C[0, 1− ε], ε ≥ α.
Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèè Sαu ê u.

Ïóñòü M = M1 = {u ∈ C[0, 1] : u =
x∫
0

v(t)dt, ‖v‖L2
≤ 1}.

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∆1(Sα,M1) =
1

α
max

0≤x≤1−ε

 x+α∫
x

(α− (t− x))2dt

1/2

. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Bv =
x∫
0

v(t)dt, C = SαB − B. Èç (2)
èìååì:

∆1(Sα,M1) = sup{‖Sαu− u‖Cε : u : M1} =
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= sup{‖Cv‖Cε : ‖v‖L2
≤ 1} = ‖C‖L2→Cε

ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà.
Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Cv =
1

α

x+α∫
x

t∫
0

v(ξ)dξdt−
x∫

0

v(t)dt,

îòêóäà ñëåäóåò:

Cv =
1

α

x+α∫
x

(α− (t− x))v(t)dt.

Ïîñêîëüêó C � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, òî

‖C‖L2→Cε = max
0≤x≤1−ε

 1∫
0

C2(x, t)dt

1/2

,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆1(Sα,M1) =

√
α

3
.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (3).
Ïóñòü òåïåðü

M = M2 = LipK1/2.

Òåîðåìà 2. Ïðè K =
√

3
2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆1(Sα,M1) = ∆1(Sα,M2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà LipK1/2 âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà

|u(x1)− u(x2)| ≤ K|x1 − x2|1/2 (4)

äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ C[0, 1].
Èç ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ñòåêëîâà Sα1 ≡ 1 ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

Sαu− u =
1

α

x+α∫
x

(u(t)− u(x))dt.
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Ïîñêîëüêó |t− x| = t− x, òî èç (4) âûòåêàåò îöåíêà

|Sαu− u| ≤
K

α

x+α∫
x

(t− x)1/2dt =
2

3
K
√
α,

∆1(Sα,M2) ≤
2

3
K
√
α. (5)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó.
Î÷åâèäíî, ÷òî

∆1(Sα,M2) ≥ ‖Sαu0 − u0‖Cε,

ãäå u0 ∈M2, à
‖Sαu0 − u0‖Cε ≥ |Sαu0 − u)|x=0.

Âîçüìåì u0(x) = K
√
x. Î÷åâèäíî, ÷òî u0 ∈ LipK1/2.

Òîãäà ïîëó÷àåì:

|Sαu0 − u0|x=0 =
K

α

α∫
0

t1/2dt =
2

3
K
√
α,

è

∆1(Sα,M2) ≥
2

3
K
√
α. (6)

Èç (5) è (6) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∆1(Sα,M2) =
2

3
K
√
α,

à îòñþäà è èç òåîðåìû 1 � óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî (1) ìû âîçüìåì ëåâîñòîðîííèé îïåðàòîð

Ñòåêëîâà: 1
α

x∫
x−α

u(t)dt, òî äëÿ íåãî áóäóò ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1 è 2 ñ

çàìåíîé C[0, 1− ε] íà C[ε, 1].
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ÓÄÊ 519.642.5

Ã.Â. Õðîìîâà

ÎÁ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ ÀÁÅËß Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Àáåëÿ � óðàâíåíèå
Àáåëÿ ñ èíâîëþöèåé:

Au ≡
1−x∫
0

(1− x− t)−(1−β)

Γ(β)
u(t)dt = f(x), (1)

ãäå 0 < β < 1, u(x) ∈ C[0, 1], f(x) çàäàíà åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì δ-
ïðèáëèæåíèåì fδ(x). Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðè-
áëèæåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Â [1] ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ çíà÷åíèé β èç èíòåðâàëà (0, 1
2). Â äàí-

íîé ðàáîòå ïîñòðîåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ âñåãî
äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà β.

Îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä [1]

A−1f =
d

dx

1∫
1−x

(t− (1− x))−β

Γ(1− β)
f(t)dt.

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ðåãóëÿðèçèðóþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

ïî àíàëîãèè ñ [2] ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ S
(2)
α :

S(2)
α u =

{
S2
α2u, x ∈ [0, 1

2 ]

S2
α12u, x ∈ [1

2 , 1],

ãäå

S2
α1u =

1

α

 x−α∫
x−2α

(2α− (x− t))u(t)dt+

x∫
x−α

(x− t)u(t)dt


S2
α2u =

1

α

 x+α∫
x

(t− x)u(t)dt+

x+2α∫
x+α

(2α− (t− x))u(t)dt


(S2

αj � êâàäðàòû îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà : ëåâîñòîðîííåãî äëÿ j = 1 è ïðà-
âîñòîðîííåãî äëÿ j = 2).
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû Rα:

Rαf =

{
Rα2f ≡ S2

α2A
−1f, x ∈ [0, 1

2 ]

Rα1f ≡ S2
α1A

−1f, x ∈ [1
2 , 1].

(2)

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðû Rαj, j = 1, 2, îïðåäåëåííûå â (2), ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëüíûìè è èìåþò âèä

Rαjf = α−2(1− β)−1(Γ(1− β))−1

1∫
0

Rαj(x, t)f(t)dt,

ãäå

Rα2(x, t) =


0, 0≤t≤1−x−2α

(t−(1−x)+2α)1−β , 1−x−2α≤t≤1−x−α

(t−(1−x)+2α)1−β−2(t−(1−x)+α)1−β , 1−x−α≤t≤1−x

(t−(1−x))1−β−2(t−(1−x)+α)1−β+(t−(1−x)+2α)1−β , 1−x≤t≤1,

(3)

Rα1(x, t) =


0, 0≤t≤1−x

(t−(1−x))1−β , 1−x≤t≤1−x+α

(t−(1−x))1−β−2(t−(1−x)−α)1−β , 1−x+α≤t≤1−x+2α

(t−(1−x)−2α)1−β−2(t−(1−x)−α)1−β+(t−(1−x))1−β , 1−x+2α≤t≤1.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû Rα, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îïåðàòîðû èç
L2[0, 1] â L∞[0, 1], ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèìè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿx ïàðàìåòðà β èç èíòåðâàëà (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 èç [2].
(Çäåñü ‖ · ‖L∞ = max{‖ · ‖C

[0, 12 ]
, ‖ · ‖C

[ 12 ,1]
})

Òåîðåìà 3. Äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ Rα ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà:

C2α
− 1+2β

2 ≤ ‖Rα‖Lα→L∞ ≤ C1α
− 3

2 +O(α
3
2−2β), (4)

ãäå

C1 = (1− β)−1(Γ(1− β))−1
√

6, C2 = (1− β)−1(Γ(1− β))−1(3− 2β)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

‖Rα‖L2[0,1]→L∞[0,1] = max{‖Rα2‖L2[0,1]→C[0, 12 ], ‖Rα1‖L2[0,1]→C[ 12 ,1]}. (5)

Âîçüìåì îïåðàòîðû Rα2. Òîãäà

‖Rα2‖L2[0,1]→C[0, 12 ] = α−2(1−β)−1 (Γ(1− β))−1 max
0≤x≤ 1

2

[I1(x)+I2(x)+I3(x)]
1
2 ,
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ãäå âûðàæåíèå äëÿ Ij(x), j = 1, 2, 3, ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç (3).
Äàëåå, äåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ:
t− (1− x) + 2α = τ â I1(x), t− (1− x) +α = τ â I2(x), t− (1− x) = τ

â I3(x)
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî I1(x) ≡ I3 èç (13) â [2], I2(x) ≡ I2 èç (12) â [2],

I3(x) ≡ I1 èç (11) â [2]. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.
Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå îöåíêè (4) âîçìîæíî ëèøü ïðè êîíêðåòèçà-

öèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β.
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ÓÄÊ 514.76

Þ.Â. Øåâöîâà

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÁÈ-ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÍÀ ÊÎÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈßÕ ÑÀÑÀÊÈÅÂÛÕ

ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé áè-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà ïî÷òè
êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáîáùåííàÿ
áè-êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íà êîðàñïðå-
äåëåíèè ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòå-
íà.

1. ÏóñòüM � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+1,
Γ(TM) � ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íàM . Ìíîãîîáðàçèå Ñàñàêè�
êîíòàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Nϕ+

+2dη ⊗ ~ξ = 0, ãäå Nϕ(~x, ~y) = [ϕ~x, ϕ~y] + ϕ2 [~x, ~y] − ϕ [ϕ~x, ~y] − ϕ [~x, ϕ~y] �
òåíçîð Íåéåíõåéñà ýíäîìîðôèçìà ϕ. Ïóñòü, äàëåå, ∇ � âíóòðåííÿÿ ëè-
íåéíàÿ ñâÿçíîñòü, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìàÿ íà ìíîãîîáðàçèè
M [1, 2].

Äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå [1, 2], îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q [~x, ~y] , ~z] ,

ãäå Q = I − P [3�5], íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõîóòåíà.
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Îáîáùåííîé ïî÷òè áè-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèèM íà-
çîâåì òðîéêó (ϕ1, ϕ2,ϕ3) ýíäîìîðôèçìîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ϕ2
1 = ϕ2

2 = 1− η ⊗ ~ξ,

2. ϕ2
3 = −1 + η ⊗ ~ξ,

3. ϕ1ϕ2 = −ϕ2ϕ1 = ϕ3.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ïî÷òè áè-êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà
èíòåãðèðóåìà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Nϕi + 2 (dη ◦ ϕi) ⊗ ~ξ = 0,
i = 1, 2, 3. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü òðîéêó (ϕ1, ϕ2,ϕ3) îáîáùåííîé
áè-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé. Ïîíÿòèå îáîáùåííîé áè-êîíòàêòíîé ñòðóêòó-
ðû îáîáùàåò ïîíÿòèå áè-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé â ðàáîòå
[6].

2. Â ðàáîòàõ [1�5] èññëåäîâàëàñü îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ âíóòðåí-
íåé è N-ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòåé íà ðàñïðåäåëåíèèD ïî÷òè êîíòàêòíàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íàçâàííàÿ ïðîäîëæåííîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåò-
ðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîíÿòèå ïðîäîëæåííîé ïî÷òè
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
êîðàñïðåäåëåíèþ D∗ . Êîðàñïðåäåëåíèå D∗ îáðàçîâàíî âñåìè äîïóñòè-

ìûìè 1-ôîðìàìè: λ ∈ D∗ ↔ λ
(
~ξ
)

= 0. Ââåäåì íà êîðàñïðåäåëåíèè

D∗ ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
àäàïòèðîâàííîé êàðòå K (xα) (α, β, γ = 1, ..., n : a, b, c = 1, ..., n − 1)
ìíîãîîáðàçèÿ M ñâåðõêàðòó K̃ (xα, pα) íà ìíîãîîáðàçèè D∗ , ãäå pα �
êîîðäèíàòû äîïóñòèìîãî êîâåêòîðà â êîáàçèñå (dxa, η = dxn + Γnadx

a),
ñîïðÿæåííîì áàçèñó (~ea = ∂a − Γna∂n, ∂n). Ïîñòðîåííóþ ñâåðõêàðòó òàê-
æå áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé. Ïóñòü, äàëåå, Γcab �êîýôôèöèåíòû
âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè ∇. Ïîñòàâèì êàæäîìó äîïóñòèìîìó âåêòîðíîìó
ïîëþ ~x ∈ Γ(D), ~x = xa~ea è êàæäîìó äîïóñòèìîìó êîâåêòîðíîìó ïî-
ëþ λ ∈ Γ(D∗), λ = λadx

a âåêòîðíûå ïîëÿ ~xh = xa~εa , λ
v = λa∂

a ñî-
îòâåòñòâåííî, ãäå ~εa = ∂a − Γna∂n + pbΓ

b
ac∂

c, ∂a = ∂
∂pa

. Íà òîòàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå D∗ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (D∗, π,M) , ãäå π : D∗ → M�
åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ãëàäêîå ðàñïðåäåëå-
íèå D̃ = H ⊕ V , ãäå H = Span (~εa) , V = Span (∂a). Îïðåäåëèì íà ðàñ-
ïðåäåëåíèè D∗ îáîáùåííóþ ïî÷òè áè-êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó (J1, J2,J3),
ïîëàãàÿ J1~x

h = (ϕ~x)v , J1~x
v = − (ϕ~x)h, J2~x

h = ~xv, J2~x
v = ~xh, J3 =

= J1J2, J1∂n = J2∂n = J3∂n = ~0.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

1. J2
1 = J2

2 = 1− η̃ ⊗ ∂n,
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2. J2
3 = −1 + η̃ ⊗ ∂n,

3. J1ϕ2 = −J2J1 = J3 , ãäå η̃ = η ◦ π∗.

Òåîðåìà 1. Îáîáùåííàÿ ïî÷òè áè-êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà
(J1, J2,J3) èíòåãðèðóåìà, åñëè òåíçîð Ñõîóòåíà ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû(
M, ~ξ, η, ϕ,D

)
ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå ðà-
âåíñòâ NJi + 2(dη̃ ◦ ϕi)⊗ ∂n = 0 â ñëó÷àå, êîãäà D ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì íóëåâîé êðèâèçíû. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè
[~εa, ~εb] = 2ωba~u + pcR

c
abe∂

e,
[
~εa, ∂

b
]

= −Γbac∂
c, [~εa, ∂n] = −pb∂nΓbac∂c, ãäå

Rd
abc = 2~e[aΓ

d
b]c + 2Γd[a||e||Γ

e
b]c � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ñõîóòåíà, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Íåéåíõåéñà ýíäîìîðôèç-
ìà J :

Nj (~εa, ~εb) = pcR
c
bae∂

e, Nj

(
∂a, ∂b

)
= 2ωba~u+ pcR

c
bae∂

e.

×òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãàëàåâ Ñ.Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå
N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ // Ìàò. çàìåòêè. ÑÂÔÓ. 2015. Âûï. 1. Ñ. 25�34.

2. Ãàëàåâ Ñ.Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ N -ñâÿçíîñòüþ //
Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2015. Ò. 15,
âûï. 3. Ñ. 258�264.

3. Áóêóøåâà À.Â. Ïðèìåíåíèå Wolfram Language äëÿ âûäåëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ
êëàññîâ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Êîìïüþòåðíûå íàóêè è èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè : ìàòåðèàëû ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. Ñàðàòîâ : ÈÖ ¾Íàóêà¿,
2016. Ñ. 105�107.

4. Ãàëàåâ Ñ.Â., Øåâöîâà Þ.Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îïðå-
äåëÿåìûå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ íàä ðàñïðåäåëåíèåì // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà.
Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2015. Ò. 15, âûï. 2. Ñ. 136�141.

5. Ãàëàåâ Ñ.Â., Øåâöîâà Þ.Â.Ïî÷òè êîíòàêòíûå êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà, îïðåäå-
ëÿåìûå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ íàä ðàñïðåäåëåíèåì // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà:
ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2001. Âûï. 3. Ñ. 28�31.

6. B. Cappelletti Montano. Bi-Legendrian structures and paracontact geometry //

Intern. J. Geom. Methods Mod. Phys. 2009. Vol. 6, �3. P. 487�504.

ÓÄÊ 517.518

À.Ì. Øåèíà

Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÎÐÒÎÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß
ÏÎ ÃËÀÄÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÒÈÏÀ ôÀÁÅÐÀ�ØÀÓÄÅÐÀ

Ïîíÿòèå îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé (äàëåå � ÎÐÐ) áûëî ââåäåíî
Ò. Ï. Ëóêàøåíêî (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ
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ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ýëåìåí-
òîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â ðÿäû Ôóðüå. Äëÿ ÎÐÐ îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè òàêèå ñâîéñòâà îáû÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, êàê òîæäåñòâî Áåññåëÿ,
íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, ñõîäèìîñòü ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ýêâèâàëåíòà
ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ.

Â ñòàòüå äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ÎÐÐ äëÿ ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ,
ïîðîæäåííîé èíòåãðàëîì ôóíêöèè Óîëøà, ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó â
ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. {en}∞n=1 �
ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé. Äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà f ∈ H îïðåäåëèì ÎÐÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì, f̂1 = (f, e1). Åñëè óæå îïðåäåëåíû f̂1, · · · , f̂n−1, òîãäà

f̂n = (rn−1(f), en), ãäå rn−1(f) = f −
n−1∑
k=1

f̂kek.

Êîýôôèöèåíòû {f̂n}∞n=1 íàçûâàþòñÿ îðòîðåêóðñèâíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}, à ðÿä
∞∑
n=1

f̂nen � îðòîðåêóð-

ñèâíûì ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-

ðîâàííûì áàçèñîì, òîãäà îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ñèñòåìå
ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå.

Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÎÐÐ.
Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ L2[0, 1] òàêîâà, ÷òî

1∫
0

ϕ(x)dx 6= 0,

∞∑
k=1

ω2
2(ϕ, 2−k) <∞,

ãäå ω2(ϕ, δ) � èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â L2[0, 1]. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà èç L2[0, 1] îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå
ñæàòèé è ñäâèãîâ {ϕk,l(x)} ýòîãî ýëåìåíòà ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó
ýëåìåíòó.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ, ïîðîæäåííóþ ãëàäêîé ôóíê-
öèåé. À èìåííî ðàññìîòðèì òðåòüþ ôóíêöèþ Óîëøà. Ïðîèíòåãðèðîâàâ
äâàæäû ýòó ôóíêöèþ, ïîëó÷èì ãëàäêóþ ôóíêöèþ ψ(x) = (4I)2W3(x),
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ãäå If(x) =
1∫

0

f(t)dt � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî âûïèñàòü ÿâ-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ψ(x):

ψ(x) =


8x2, x ∈ (0, 1

4 ];

−1 + 8x− 8x2, x ∈ (1
4 ,

3
4 ];

8(1− 2x+ x2), x ∈ (3
4 , 1];

0, x /∈ (0, 1).

(1)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

‖ψ‖C[0,1] = 1, ‖ψ‖L2
=

1

8

√
23

15
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì âòîðîé ñòå-
ïåíè. Ðàíåå ýòà ôóíêöèÿ áûëà ðàññìîòðåíà â [4].

Ïóñòü

ϕ(x) =
ψ(x)

‖ψ‖L2

.

Äàëåå ïîñòðîèì ñèñòåìó ñæàòèé è ñäâèãîâ, ïîðîæäåííóþ ôóíêöèåé
ϕ(x), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕk,j(x) = 2
k
2ϕ(2kx+ j), k > 0, j = 0, . . . , 2k − 1. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå (2) ñõîäèòñÿ ê
ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. ÎÐÐ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2[0, 1] ïî ñèñòåìå (2), ãäå
ϕ(x) çàäàåòñÿ ÷åðåç (1), ñõîäèòñÿ ê ñàìîé ôóíêöèè ïî íîðìå L2[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1 äëÿ ñè-
ñòåìû (2). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ(x) óñëîâèå

1∫
0

ϕ(x)dx 6= 0 (3)

î÷åâèäíî.
Ïðîâåðèì, ÷òî

∞∑
k=1

ω2
2(ϕ, 2−k) (4)

ñõîäèòñÿ.
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Äëÿ ýòîãî îöåíèì èíòåãðàë

1+h∫
0

|ϕ(x)− ϕ(x− h)|2dx =
240

23

( h∫
0

(
8x2
)2
dx+

1
4∫

h

(
8x2 − 8(x− h)2

)2
dx+

+

1
4+h∫
1
4

(
(−1 + 8x− 8x2)− 8(x− h)2

)2
dx+

+

1
2+h∫

1
4+h

[
(−1 + 8x− 8x2)− (−1 + 8(x− h)− 8(x− h)2)

]2
dx

)
=

=
240

69
(8h2 − 32h4 + 64h5) 6

240

69
16h2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè èìååì

ω2 = sup
h6 1

2n

 1+h∫
0

|ϕ(x)− ϕ(x− h)|2dx


1
2

6 C
1

2n
, C = 16

√
5

23
.

Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ω2
2(ϕ, 2−k) 6

∞∑
k=1

(
C

1

2n

)2

=
1

3
C2.

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äëÿ ñèñòåìû {ϕk,j}
(k > 0, j = 0, . . . , 2k − 1) âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÎÐÐ ïî äàííîé
ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.3

Í.Ñ. Àíîôðèêîâà, À.Ñ. Áåñêðîâíûé

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÍÈÇÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÕ
ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

ÄËß ÑËÓ×Àß ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû, âûïîëíåííîé èç
íàñëåäñòâåííî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ êîòîðûõ â êà-
÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ðæàíèöû-
íà, íà îñíîâå ìåòîäèêè, îïèñàííîé â [1], âûâåäåíû äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) äëÿ òàíãåíöèàëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ïðèáëèæåíèé.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ äâóõñëîéíóþ ïëàñòèíó, îáà ñëîÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû èç íàñëåäñòâåííî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ââåäåì äåêàðòîâó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, z), ñîâìåùàÿ ïëîñêîñòü Ox1x2 ñî ñðåäèííîé
ïëîñêîñòüþ ïëàñòèíû è íàïðàâëÿÿ îñü z ïî íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïëîñ-
êîñòè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: l � íîìåð ñëîÿ (l = 1, 2), σ

(l)
ij � íàïðÿæåíèÿ,

u
(l)
i � ïåðåìåùåíèÿ â l-ì ñëîå ïëàñòèíû, 2hl � òîëùèíà l-ãî ñëîÿ è 2h �
òîëùèíà ïëàñòèíû.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíèõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ è íà ñòûêå äâóõ ñëîåâ ïëàñòèíû èìåþò âèä, ïðåäñòàâëåííûé â ñòà-
òüå [1].

Ïðèâåä¼ì òî÷íûå òðåõìåðíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåîðèè íà-
ñëåäñòâåííîé óïðóãîñòè äëÿ ïëàñòèíû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä
(i 6= j = 1, 2):

∂σ
(l)
ii

∂xi
+
∂σ

(l)
ji

∂xj
+
∂σ

(l)
3i

∂z
− ρl

∂2u
(l)
i

∂t2
= 0,

∂σ
(l)
i3

∂xi
+
∂σ

(l)
j3

∂xj
+
∂σ

(l)
33

∂z
− ρl

∂2u
(l)
3

∂t2
= 0,

(1)

ãäå ρl � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñëîÿ, t � âðåìÿ.
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Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå äëÿ l-ãî ñëîÿ âîçüìåì
ñëåäóþùèå (i 6= j = 1, 2, 3):

1

2
Ẽl

(
∂u

(l)
i

∂xj
+
∂u

(l)
j

∂xi

)
= (1 + ν̃l)σ

(l)
ij − ν̃l

(
σ

(l)
11 + σ

(l)
22 + σ

(l)
33

)
δij, (2)

ãäå

Ẽl = El (1− Γ∗l ) , ν̃l = νl +
1− 2νl

2
Γ∗l . (3)

Çäåñü El � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà, νl � êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà è Γ∗l � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð l-ãî ñëîÿ.

Â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðî-
ñòåéøåå è â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî îáùåå ñëàáîñèíãóëÿðíîå ÿäðî Ðæà-
íèöûíà, òîãäà

Γ∗l f(t) = kl

t∫
0

e−βl(t−τ)

(t− τ)1−αl
f(τ) dτ, (4)

ãäå kl � ïàðàìåòð âÿçêîñòè, αl � ïàðàìåòð ñèíãóëÿðíîñòè (0 < αl ≤ 1)
è βl � ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ (βl > 0) l-ãî ñëîÿ.

Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèÿõ (1), (2) ðàñòÿæåíèå ìàñøòàáîâ íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì ñòàòüè [1].

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

βl = L−1η−ac21β̃l, kl =
(
Lηac−1

21

)−αl k̃l, (5)

ãäå a � ïîêàçàòåëü äèíàìè÷íîñòè, c21 � ñêîðîñòü âîëíû ñäâèãà â ïåð-
âîì ñëîå, η = hL−1 � 1 � îòíîñèòåëüíàÿ ïîëóòîëùèíà ïëàñòèíû, L �
õàðàêòåðíûé ðàçìåð äëèíû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïî áåçðàç-
ìåðíûì ïåðåìåííûì íå ìåíÿåò àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ
âåëè÷èí. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûõ äëèííîâîëíîâûõ íèç-
êî÷àñòîòíûõ ïðèáëèæåíèé [2]. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, ïðèâåäåííîé
â [2], äëèííîâîëíîâûå ïðèáëèæåíèÿ ðàçäåëÿþò íà òàíãåíöèàëüíûå è
ïîïåðå÷íûå, ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðèÿì ðàñòÿæåíèÿ è èçãèáà òîíêèõ ïëà-
ñòèí ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå òàíãåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî íîðìàëüíîé êîìïîíåí-
òîé (u

(l)
i � u

(l)
3 , i = 1, 2). Ïîêàçàòåëè èçìåíÿåìîñòè è äèíàìè÷íîñòè äëÿ

êàæäîãî ñëîÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì q = a.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîäèêó, îïèñàííóþ â ñòàòüå [1], áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ÍÄÑ ïëàñòèíû îò íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû äëÿ
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ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååò òàêîé æå âèä, êàê â ñëó÷àå ìîäåëè ñòàí-
äàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà, à ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûõ êîìïîíåíò ÍÄÑ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (i 6= j = 1, 2):

∂Ti
∂xi

+
∂Sij
∂xj
− 2ρh

∂2ui
∂t2

= 0,

[h1E1F12F21 + h2E2F11F22]

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
= F11F12Sij,

2
[
h1E1F21

(
1− F 2

32

)
+ h2E2F22

(
1− F 2

31

)] ∂ui
∂xi

+

+2
[
h1E1F21F31

(
1− F 2

32

)
+ h2E2F22F32

(
1− F 2

31

)] ∂uj
∂xj

=

=
(
1− F 2

31

) (
1− F 2

32

)
Ti,

ãäå

F1l = 1 + νl +
1− 2νl

2
Γ∗l , F2l = 1− Γ∗l , F3l = νl +

1− 2νl
2

Γ∗l . (6)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé ui , óñèëèé Ti , Sij è óñðåäíåííîé ïëîò-
íîñòè ρ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè èç [1].

Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ïðèáëèæåíèé íîðìàëüíàÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî òàíãåíöèàëüíûìè
êîìïîíåíòàìè (u

(l)
3 � u

(l)
i , i = 1, 2). Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè èçìåíÿåìîñòè

è äèíàìè÷íîñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2q = a+ 1.
Çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ÍÄÑ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååò òà-

êîé æå âèä, êàê â ñëó÷àå ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà (ñì.
[1]).

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè, îïèñàííîé â [1], áûëè ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå
äâóìåðíûå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé ui è ω, óñèëèé Ti, Sij,
ìîìåíòîâ Mi, Hij è ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë Ni (i 6= j = 1, 2):

∂Ti
∂xi

+
∂Sij
∂xj

= 0,
∂Mi

∂xi
+
∂Hij

∂xj
−Ni = 0,

∂Ni

∂xi
+
∂Nj

∂xj
− 2ρh

∂2ω

∂t2
= 0,

[h1E1F12F21 + h2E2F11F22]

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
−

−2h1h2 (E1F12F21 − E2F11F22)
∂2ω

∂xi∂xj
= F11F12Sij,
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2
[
h1E1F21

(
1− F 2

32

)
+ h2E2F22

(
1− F 2

31

)] ∂ui
∂xi

+

+2
[
h1E1F21F31

(
1− F 2

32

)
+ h2E2F22F32

(
1− F 2

31

)] ∂uj
∂xj
−

−2h1h2

[
E1F21

(
1− F 2

32

)
− E2F22

(
1− F 2

31

)] ∂2ω

∂x2
i

−

−2h1h2

[
E1F21F31

(
1− F 2

32

)
− E2F22F32

(
1− F 2

31

)] ∂2ω

∂x2
j

=

=
(
1− F 2

31

) (
1− F 2

32

)
Ti,

2h1h2

[
E1F21

(
1− F 2

32

)
− E2F22

(
1− F 2

31

)] ∂ui
∂xi

+

+2h1h2

[
E1F21F31

(
1− F 2

32

)
− E2F22F32

(
1− F 2

31

)] ∂uj
∂xj
−

−2

[
h1

3

(
h2

1 + 3h2
2

)
E1F21

(
1− F 2

32

)
+

+
h2

3

(
h2

2 + 3h2
1

)
E2F22

(
1− F 2

31

)] ∂2ω

∂x2
i

−

−2

[
h1

3

(
h2

1 + 3h2
2

)
E1F21F31

(
1− F 2

32

)
+

+
h2

3

(
h2

2 + 3h2
1

)
E2F22F32

(
1− F 2

31

)] ∂2ω

∂x2
j

=

=
(
1− F 2

31

) (
1− F 2

32

)
Mi,

h1h2 [E1F12F21 − E2F11F22]

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
−

−
[

2h1

3

(
h2

1 + 3h2
2

)
E1F21F12 +

2h2

3

(
h2

2 + 3h2
1

)
E2F11F22

]
× ∂2ω

∂xi∂xj
= F11F12Hij.

Âûðàæåíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò ñ àíàëî-
ãè÷íûìè, ïðèâåäåííûìè â [1], à îïåðàòîðû Fil îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
(6).

Âûâåäåííûå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí â
êîíå÷íûõ, ïîëóáåñêîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ äâóõñëîéíûõ íàñëåäñòâåííî-
óïðóãèõ ïëàñòèíàõ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÈÄÐÎÓÏÐÓÃÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ
ÐÅÁÐÈÑÒÎÉ ÒÐÓÁÛ ÊÎËÜÖÅÂÎÃÎ ÏÐÎÔÈËß
Ñ ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÂÍÅØÍÅÉ È ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ

ÎÁÎËÎ×ÊÀÌÈ ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÂÈÁÐÀÖÈÈ

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþò òðåáîâàíèÿ ê ðåæè-
ìàì ýêñïëóàòàöèè ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé â ìàøèíîñòðîåíèè. Îäíî èç
îñíîâíûõ òðåáîâàíèé � ýòî âûñîêàÿ âèáðàöèîííàÿ ñòîéêîñòü ïðè îòíîñè-
òåëüíî íåáîëüøîì âåñå êîíñòðóêöèé. Âûñîêóþ âèáðàöèîííóþ ñòîéêîñòü
ìîæíî îáåñïå÷èòü, äîáàâèâ â ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó âÿçêóþ æèäêîñòü,
ïðè ýòîì óìåíüøàÿ òîëùèíó óïðóãèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè [1, 2]. Ðàñ-
ñìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ
íà ðèñóíêå : 1 � óïðóãàÿ âíåøíÿÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíàÿ îáîëî÷êà,
ñâîáîäíî çàùåìëåííàÿ íà êîíöàõ; 2 � óïðóãàÿ âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðè÷åñêè
ðåãóëÿðíàÿ îáîëî÷êà, ñâîáîäíî çàùåìëåííàÿ íà êîíöàõ; 3 � ñëîé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèé ïðîñòðàíñòâî ìåæäó
âíåøíåé è âíóòðåííåé îáîëî÷êàìè.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû

Êîíñòðóêöèÿ êðåïèòñÿ íà íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, ê êîòîðîé ïðèëî-
æåíî ïåðåíîñíîå âèáðîóñêîðåíèå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âèáðàöèÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Êðîìå òîãî, ñäåëàåì ñëåäóþùèå
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ïðåäïîëîæåíèÿ: óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ âíåøíåé ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãó-
ëÿðíîé è âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé îáîëî÷åê íàìíîãî òîë-
ùèíû ñëîÿ æèäêîñòè, à òàêæå øèðèíà öèëèíäðè÷åñêîé ùåëè êîëüöåâîãî
ñå÷åíèÿ, îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ îáîëî÷êàìè íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì âíåøíèé
ðàäèóñ ó âíóòðåííåé îáîëî÷êè è âíóòðåííèé ðàäèóñ ó âíåøíåé îáîëî÷-
êè. Ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿð-
íîé îáîëî÷êè çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèí âíåøíåé è âíóòðåííåé îáîëî-
÷åê. Òàêæå áóäåì ïðåíåáðåãàòü òåïëîâûìè ýôôåêòàìè.

Âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü âíåøíåé îáîëî÷êè òðóáû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíóþ îáîëî÷êó, èìåþùóþ ðåáðà æåñòêîñòè. Âû-
ñîòà âíåøíåé îáîëî÷êè òðóáû èçìåíÿåòñÿ ñòóïåí÷àòî. Ðåáðà ÿâëÿþòñÿ
âíåøíèìè øïàíãîóòàìè. Êðåïëåíèå ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíîé îáî-
ëî÷êè íà òîðöàõ èìååò ñâîáîäíîå îïèðàíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåííîé ðà-
íåå, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñâÿçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, óðàâíåíèé äèíàìèêè âíåøíåé óïðóãîé ãåî-
ìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíîé è âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé öè-
ëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [3]. Óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè âíåøíåé ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíîé îáîëî÷êè áûëè
ïîëó÷åíû â [4].

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ãèäðîóïðóãîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ øèðîêî
èçâåñòíûìè ìåòîäàìè âîçìóùåíèé [5] â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ãäå
â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïîääåð-
æèâàþùåãî ñëîÿ æèäêîñòè è îòíîñèòåëüíûé ïðîãèá âíåøíåé óïðóãîé
ðåáðèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå
îäíî÷ëåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî êàæäîìó èç óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåä-
ïîëîæåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî çàêîíà âèáðàöèè.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ âîçìóùåíèé ïîçâîëÿåò ëèíåàðèçîâàòü çàäà÷ó. Â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íàõîäÿò âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíûõ è ôàçîâûõ ÷à-
ñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîãèáîâ âíåøíåé ãåîìåòðè÷åñêè íåðåãóëÿðíîé
è âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé îáîëî÷åê.

Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ àìïëèòóäíûõ è ôàçîâûõ ÷àñòîòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ìàêñè-
ìàëüíûé ïðîãèá îáîëî÷åê. À ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðîèçâîäèòü äàëü-
íåéøèå èññëåäîâàíèÿ íà âîçíèêíîâåíèå êàâèòàöèîííîãî ýôôåêòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ (ïðîåêò � ÌÄ-6012.2016.8).
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ÓÄÊ 532.526.2

Â. Ñ. Êîæàíîâ, Ñ. Ã. Êîñîâ

ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÉ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄËß ÏÎÄÄÅÐÆÊÈ

Ó×ÅÁÍÎÉ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÎÉ ÐÀÁÎÒÛ
Ñ ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÔÈËßÌÈ

Ðàçðàáîòàíà èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà äëÿ àâòîìàòèçàöèè ðàáîòû ñ
àýðîäèíàìè÷åñêèìè ïðîôèëÿìè (ÀÏ). Ðåàëèçîâàíû ôóíêöèè ïîäáîðà
ïðîôèëÿ ïî åãî àýðîäèíàìè÷åñêèì (ÀÄ) õàðàêòåðèñòèêàì, ãåíåðàöèÿ
3D-ìîäåëè ïðîôèëÿ, à òàêæå ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé ìåæ-
äó ðàçëè÷íûìè ÀÄ õàðàêòåðèñòèêàìè. Àâòîìàòèçèðîâàíû îïåðàöèè ïî
àãðåãàöèè, õðàíåíèþ è ðåäàêòèðîâàíèþ ÀÄ õàðàêòåðèñòèê ÀÏ.

1. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè â îáëàñòè
àýðîäèíàìèêè ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü â åäèíîé ðàñøèðÿåìîé èíôîð-
ìàöèîííîé ñèñòåìå, ïðåäîñòàâëÿþùåé îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ÀÏ è ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷àòü ìîäåëü ïðîôèëÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ýêñïåðåìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðîôèëÿ: èñïûòàíèå íà àýðîäèíàìè÷å-
ñêèõ âåñàõ, èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ, îïðåäåëåíèå ãðàíèö
îáëàñòè ïåðåõîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èç ëàìèíàðíîãî ñîñòîÿíèå â òóð-
áóëåíòíîå è çàìåð ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîôèëÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ ïîòåðü
ïîëíîãî íàïîðà â ñðåäå çà êðûëîì.

Ðàçðàáîòêà ïîäîáíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è áàç äàííûõ àýðîäè-
íàìè÷åñêèõ ïðîôèëåé âåäåòñÿ [1, 2], íî áîëüøèíñòâî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
ëèøü õðàíèëèùåì è íå ïîçâîëÿþò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ èññëåäî-
âàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîôèëÿ è ïîñòðîèòü åãî 3D-ìîäåëü. Ðàçðàáîòàí-
íàÿ ñèñòåìà ïîçâîëåò íå òîëüêî ñòðóêòóðèðîâàíî õðàíèòü õàðàêòåðè-
ñòèêè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîôèëåé è àâòîìàòèçèðîâàòü ïîèñê ïðîôèëÿ
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ïî õàðàêòåðèñòèêàì, íî è ñïîñîáíà ñãåíåðèðîâàòü ìîäåëü ïðîôèëÿ, êî-
òîðóþ ìîæíî íàïå÷àòàòü íà 3D ïðèíòåðå èëè èìïîðòèðîâàòü â ïðîåêò
OpenFoam äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò çàïîëíÿòü áàçó äàííûõ ïðîôè-
ëåé ëèáî â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå ñ óäàëåííîãî èíôîðìàöèîííîãî ðå-
ñóðñà, ëèáî âðó÷íóþ. Íà÷àëüíîå çàïîëíåíèå áàçû ïðîèçâîäèòñÿ ñ ðåñóðñà
[3].

Ìîäåëü ïðîôèëÿ ñòðîèòñÿ ïî èñõîäíîìó íàáîðó êîîðäèíàò, îïèñûâà-
þùèõ åãî êîíòóð. Òàê êàê ÷àñòî íåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå èñ-
õîäíûõ äàííûõ äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîé ìîäåëè ÷èñëî ýòèõ
êîîðäèíàò, ê èìåþùèìñÿ äàííûì ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè.

Èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ïîääåðæèâàåò äâà àëãîðèòìà èíòåðïîëÿ-
öèè: êóáè÷åñêèé ñïëàéí è êðèâûå Áåçüå.

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå êîíòóðà ïðîôèëÿ äî è ïîñëå èíòåðïîëÿöèè

Íà ðèñ. 1 äåìîíñòðèðóåòñÿ èçîáðàæåíèå ïðîôèëÿ, ïîñòðîåííîãî ïî
èñõîäíûì òî÷êàì (ëîìàíàÿ ëèíèÿ) è ñ ïðèìåíåíèåì èíòåðïîëÿöèè êóáè-
÷åñêèì ñïëàéíîì.

2. Â êà÷åñòâå õðàíèëèùà äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ NoSql áàçà äàííûõ �
MongoDb. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èíôîðìàöèè îá îäíîì ïðîôèëå ìîæåò
áûòü áîëüøå, ÷åì î äðóãîì. Äàííîå ðåøåíèå ïîçâîëèò ïðè äàëüíåéøåì
ðàçâèòèè èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû îáîéòèñü áåç èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû
òàáëèö.

Èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà èìååò êëèíò-ñåðâåðíóþ àðõèòåêòóðó, ÷òî
ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü äîñòóï ê åå ðåñóðñàì ñ ëþáîãî óñòðîéñòâà, êî-
òîðîå ñïîñîáíî ðàáîòàòü ñ ïðîòîêîëîì HTTP.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåìû áûë ïðèìåíåí ïàòòåð MVC, ïîçâîëèâ-
øèé äîáèòüñÿ ìàëîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôóíêöèîíàëüíûìè
ìîäóëÿìè. Ýòî íàïðàâëåíî íà òî, ÷òîáû óïðîñòèòü ïîääåðæêó è äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå ñèñòåìû.

Äîñòóï ê äàííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ API èíôîðìàöèîííîé
ñèñòåìû, îñíîâàííîé íà REST. Òî åñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ èëè èçìåíåíèÿ
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äàííûõ êëèåíò îòïðàâëÿåò ñåðâåðíîé ÷àñòè ïðèëîæåíèÿ GET èëè
POST çàïðîñ, à â îòâåò ïîëó÷àåò äàííûå â ôîðìàòå JSON. Àðõèòåêòóðà
ïðèëîæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Îáùàÿ àðõèòåêòóðà ïðèëîæåíèÿ

Äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ äàííûõ ïîëüçîâàòåëþ ðåàëèçîâàí êëèåíò, èíòå-
ãðèðîâàííûé â ïðèëîæåíèå. Îí ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü äîñòóï ê îñ-
íîâíûì ôóíêöèÿì èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû ÷åðåç ãðàôè÷åñêèé èíòåð-
ôåéñ. Èíôîðìàöèÿ îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ HTML ñòðàíèö. Íà êàæäîé
ñòðàíèöå åñòü ìåíþ, ñîäåðæàùåå ñïèñîê ãðóïï ïðîôèëåé (ðàçáèåíèå íà
ãðóïïû ðåàëèçîâàíî ïî ïåðâîé áóêâå â íàçâàíèè), èíôîðìàöèÿ îá ñòàòóñå
àâòîðèçàöèè. Èíôîðìàöèÿ î ïðîôèëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ
ñïîñîáàìè (ñòðàíèöàìè):

• ñïèñîê ïðîôèëåé â âûáðàííîé ãðóïïå � íà ýòîé ñòðàíèöå ñîäåðæèòñÿ
êðàòêîå îïèñàíèå ïðîôèëÿ, åãî èçîáðàæåíèå, ññûëêè íà ñêà÷èâàíèå
ôàéëà ñ êîîðäèíàòàìè åãî êîíòóðà è íà ñòðàíèöó ïîäðîáíîé èíôîð-
ìàöèè.

• äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîôèëå � çäåñü ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïî-
ëó÷èòü ôàéë â ôîðìàòå STL ñ 3D ìîäåëüþ ïðîôèëÿ, ïåðåéòè ê ðå-
äàêòèðîâàíèþ èíôîðìàöèè, à òàêæå îçíàêîìèòüñÿ ñ ãðàôèêàìè çà-
âèñèìîñòåé îñíîâíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

Èñïîëüçîâàíèå RESTapi ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåàëèçîâûâàòü íîâûå êëè-
åíòû, ðàñøèðÿþùèå âîçìîæíîñòè èëè èçìåíÿþùèå ôîðìàò ïðåäñòàâëå-
íèÿ èíôîðìàöèè. Òàêæå ðåàëèçîâàííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ìîæåò
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áûòü èñïîëüçîâàíà êàê ¾ÿäðî¿, à äîïîëíèòåëüíûé ôóíêöèîíàë ðåàëè-
çóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòäåëüíûõ ïðèëîæåíèé, êîòîðûå òàêæå ðàáîòàþò ïî
ïðîòîêîëó HTTP. Â èòîãå áóäåò ïîëó÷åíî ïðèëîæåíèå ñ ìèêðîñåðâèñ-
íîé àðõèòåêòóðîé, êîòîðîå ëåãêî ðàçìåùàåòñÿ íà íåçàâèñèìûõ ñåðâåðàõ,
îáëåã÷àÿ íàãðóçêó íà íèõ.

Èíôîðìàöèîííóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàçâåðíóòü íå òîëüêî â ðàìêàõ
ëîêàëüíîé ñåòè, íî è îòêðûòü ê íåé äîñòóï èçâíå.
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Â. Ñ. Êîæàíîâ, Ã. Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÍÎÂÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
ÍÀÊËÎÍÀ ÏÐÈ ÂÐÀÙÅÍÈÈ ÑÂÎÁÎÄÍÎÃÎ ÒÅËÀ

Ïîëó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êèíåìàòèêè âðàùåíèÿ ëåòàòåëüíî-
ãî àïïàðàòà (ËÀ) (3-é ïîðÿäîê). Ïðèâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷¼òû.

Â [1] íåëèíåéíûå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðèâåäåíû ê
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ óãëà íóòàöèè, êîíå÷íîìó óðàâíåíèþ äëÿ
óãëà ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ è êâàäðàòóðå äëÿ óãëà ïðåöåññèè. Â [2] òàêîå
óïðîùåíèå ñäåëàíî äëÿ âðàùåíèÿ ËÀ è êà÷êè êîðàáëÿ. Â [3, 4] ïðèâå-
äåíû áîëåå ðàííèå ñèñòåìû óðàâíåíèé êèíåìàòèêè òåëà ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé.

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âðàùåíèÿ ËÀ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîäíûõ, èìåþò âèä [5, ñ. 24]:

ϑ̇ = ωy sin γ + ωz cos γ, Ψ̇ =
1

cosϑ
(ωy cos γ − ωz sin γ) ,

γ̇ = ωx − tgϑ · (ωy cos γ − ωz sin γ) ,
(1)

ãäå ([5, ñ. 17]) ϑ � óãîë òàíãàæà, Ψ � óãîë ðûñêàíèÿ, γ � óãîë êðåíà;
ω̄(t) (ωx, ωy, ωz) � èçâåñòíàÿ ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ËÀ è å¼ êîîð-
äèíàòû íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû XkYkZk. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà XgYgZg.
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Ñëåäóÿ [1], óïðîñòèì ñèñòåìó. Îáîçíà÷èì:

ωy = Ω sinχ, ωz = −Ω cosχ, Ω > 0,

Ω2 = ω2
y + ω2

z , tgχ = −ωy
ωz
, τ =

∫ t

t0

Ω(t)dt, f ′ =
df

dτ
=
ḟ

Ω
,

(2)

τ � èíòåãðàëüíîå âðåìÿ.
Òîãäà èç (1) èìååì:

Ψ′ cosϑ = sin (γ + χ) , ϑ′ = − cos (γ + χ) ,

Ψ′ sinϑ =
ωx
Ω
− γ′.

(3)

Ïåðåìíîæèì ïåðâîå, âòîðîå óðàâíåíèÿ è sinϑ è ó÷ò¼ì òðåòüå:

−
(ωx

Ω
− γ′

)
cosϑ cos (γ + χ) = sinϑ sin (γ + χ)ϑ′.

Âû÷òÿ èç îáåèõ ÷àñòåé (γ′ + χ′) cosϑ cos (γ + χ), èìååì:

σ cosϑ · ϑ′ = − [cosϑ sin (γ + χ)]′ ,

ãäå σ(τ) = ωx/Ω + χ′ = (ϕx + χ)′ � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ôóíêöèè
s(τ) = sinϑ:

1− s2 − s′2 = cos2ϑ sin2 (γ + χ) ,

ïîýòîìó (√
1− s2 − s′2

)′
= −s′, |s| 6 1,

ò.å. èìååì (ñì. [2]) óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà äëÿ s(τ):

s2 + s′
2

+

(
s′′ + s

σ

)2

= 1, s = sinϑ. (4)

Òîãäà ϑ = arcsin s(τ), èç 2-ãî óðàâíåíèÿ (3) γ = −χ+arccosϑ′+2πm.

Èç 1-ãî óðàâíåíèÿ (3) Ψ′cos2ϑ = cosϑ sin (γ + χ) = ±
√

1− s2 − s′2, òîãäà

Ψ = ±
∫ τ

0

√
1− s2 − s′2

1− s2
dτ + Ψ0. (5)

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè (4) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèÿ.

Â ïðîñòðàíñòâå s1s2s3 (s1 = s, s2 = s′, s3 = (s′′ + s)/σ) óðàâíåíèå
(4) ïðèâîäèò ê åäèíè÷íîé ñôåðå (s2

1 + s2
2 + s2

3 = 1). Ââåäÿ ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ϑ, µ, 1 íà íåé äëÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè

s1 = s = sinϑ, s2 = s′ = cosϑ sinµ,

s3 =
s′′ + s

σ
= cosϑ cosµ,

(6)
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è ïîäñòàâèâ s â s2, ïîëó÷èì: ϑ̇ = Ω sinµ; ïîñëå ïîäñòàíîâêè s è s′ â s3

èìååì:
µ̇ = −Ω(tgϑ cosµ− σ).

Èç (3) ϑ′ = − cos(γ + χ) = sinµ, òîãäà γ = −χ+ µ+ π/2.
Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3)

Ψ̇ =
1

sinϑ
(ωx − γ̇) =

1

sinϑ
(Ωσ − µ̇) = Ω

cosµ

cosϑ
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ ϑ, µ, γ, Ψ:

ϑ̇ = Ω sinµ, µ̇ = −Ω(tgϑ cosµ− σ),

γ = −χ+ µ+
π

2
, Ψ̇ = Ω

cosµ

cosϑ
,

(7)

ãäå Ω, σ, χ � èçâåñòíûå ôóíêöèè:

Ω =
√
ω2
y + ω2

z , σ =
ωx
Ω
− ω̇yωz − ωyω̇z

Ω3
, χ = −arctgωy

ωz
. (8)

Äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ (äëÿ ϑ è µ) ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíî.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (1):

t = t0 : ϑ = ϑ0, γ = γ0, Ψ = Ψ0

ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùèå:

t = t0 : ϑ = ϑ0, µ0 = arcsin
ωy0 sin γ0 + ωz0 cos γ0

Ω0
, γ = γ0, Ψ = Ψ0.

Ââåäÿ çàìåíó Φ = tgϑ, |Φ| 6∞, óïðîñòèì (7):

Φ̇ = Ω(1 + Φ2) sinµ,

µ̇ = −Ω(Φ cosµ− σ),

γ = −χ+ µ+ π/2,

Ψ̇ = Ω
√

1 + Φ2 cosµ,

(9)

ãäå Φ0 = tgϑ0; ϑ = arctgΦ.
Óðàâíåíèå (4) èìååò áåñêîíå÷íûé êëàññ ÷àñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-

øåíèé (çàäàâ s(τ), îïðåäåëÿåì σ(τ)). Ïðè σ = 0 äëÿ s èìååì óðàâíåíèå
s′′ + s = 0, òîãäà

ϑ = ±
∫ t

t0

Ωtdt+ ϑ0, µ = ±π
2
. (10)
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Ïðè ïîë¼òå ËÀ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè σ ≡ 0 (ωx = ωy = 0,
ωz = ωz(t), γ = 0, π, Ψ = Ψ0). Òîãäà ϑ̇ = ωz(t).

Òåñòîâûå ïðèìåðû.
à) Åñëè èìååì (n = const, n1 = const)

ωx = n sinϑ0 + n1,

ωy = |n cosϑ0| cos [n1(t− t0) + γ0 − µ0] ,

ωz = −|n cosϑ0| sin [n1(t− t0) + γ0 − µ0] .

(11)

òî

Ω = |n cosϑ0|, χ =
π

2
− n1(t− t0)− γ0, µ ≡ 0,

σ =
n sinϑ0

|n cosϑ0|
= ±tgϑ0, γ = n1(t− t0) + γ0, ϑ ≡ ϑ0, Ψ̇ = n,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçâîðîòó ËÀ ñ âðàùåíèåì îêîëî ïðîäîëüíîé îñè (ðå-
ãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ).

á) Åñëè â (11) çàìåíèòü ϑ0 íà β (| sin β| > | sinϑ0|), òî

Ω = |n cos β|, σ =
n sin β

|n cos β|
= ±tgβ = σc.

Åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå (4):

sinϑ = s = sinϑ0 + a sin [|n|(t− t0)] , a = |ctgβ|
√

sin2 β − sin2 ϑ0,

ò.å. ïîëó÷àåì ïðåöåññèþ ñ íóòàöèåé.
Ïðè β = β1 = arcsin

√
sinϑ0, ϑ0 > 0 äîñòèãàåòñÿ ϑ∗ = π/2.

â) Ïðè n1 = 0 â (12) èìååì âðàùåíèå ËÀ ïðè ðàçâîðîòå ñ êðåíîì.

 )(tΨ

 )(tϑ

 t

 гр
а
д

 )(tγ

Ðèñ. 1

 )(tγ

 )(tΨ

 )(tϑ

 t

 гр
а
д

Ðèñ. 2
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Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷¼òû óãëîâ âðàùåíèÿ ËÀ äëÿ ñëó÷àåâ
ðåãóëÿðíîé è íåðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ñîîòâåòñòâåííî ïðè n = 0.3◦,
n1 = 0.1◦, ϑ0 = 5◦, β = 9◦.
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È. À. Ïàíêðàòîâ

ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÀÑ×�ÒÀ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÅÐÅË�ÒÎÂ
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò
òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ êîñìè-
÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòè åãî îðáèòû.
Òîãäà îðáèòà ÊÀ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì öåíòðà ìàññ ÊÀ íå
ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ñâîèõ ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ êàê íåèçìåíÿåìàÿ (íåäåôîðìèðóåìàÿ) ôèãó-
ðà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïóñòü íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè îðáèòó
ÊÀ, äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè [1]:

2
dλ

dt
= λ ◦ ωη, ωη = u

r

c
i1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const,

èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, λ(0) = λ(0) = Λ0 ◦
(

cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2

)
(1)
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â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ

t = t∗ =?, ϕ(t∗) = ϕ∗, vect

[
λ̃(t∗) ◦Λ∗ ◦

(
cos

ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2

)]
= 0,

çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ

u(t) =



ustart, åñëè 0 6 t < t1,
−ustart, åñëè t1 6 t < t2,
...
ustart · (−1)k−1, åñëè tk−1 6 t < tk,
...
ustart · (−1)M−1, åñëè tM−1 6 t ≤ tM = t∗.

Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀM ïîëàãàåòñÿ
çàäàííûì. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå áûñòðîäåéñòâèÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå, íàõîäèìîå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, èìååò
èìåííî òàêîé âèä.

Çäåñü λ = λ0 +λ1i1 +Λ2i2 +λ3i3 � íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí îðèåí-
òàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò η â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàòX (îñü η1 ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà
r öåíòðà ìàñc ÊÀ, à îñü η3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèòû), ◦ � ñèì-
âîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ; u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ u íà
íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ (àëãåáðàè÷åñêàÿ
âåëè÷èíà ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû
ÊÀ); r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ; c � ïîñòîÿííàÿ ïëî-
ùàäåé (ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè v = dr/dt öåíòðà ìàññ ÊÀ);
i1, i2, i3 � âåêòîðíûå ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëüòîíà; ϕ � èñòèííàÿ àíî-
ìàëèÿ (óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû îò åå
ïåðèöåíòðà è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå); p è e � ïàðà-
ìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû; Λ = Λ0 +Λ1i1 +Λ2i2 +Λ3i3 � êâàòåðíèîí
îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ (êâàòåðíèîííûé îñêóëèðóþùèé (ìåäëåííî èç-
ìåíÿþùèéñÿ) ýëåìåíò îðáèòû ÊÀ); ustart ∈ {−umax, umax} � çíà÷åíèå
óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì ó÷àñòêå àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ: ∆k = tk − tk−1�
èñêîìûå âåëè÷èíû (äëèòåëüíîñòè ó÷àñòêîâ àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ).

2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïîñòàâëåííàÿ çà-
äà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Ïðè
ýòîì äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ îðèãè-
íàëüíîãî àëãîðèòìà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû,
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà è ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Â ýòîé çà-
äà÷å îòñóòñòâóþò ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèé ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü òàêæå ïëîõóþ
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Êðóãîâàÿ îðáèòà, ÃËÎÍÀÑÑ : à � ôàçîâûå ïåðåìåííûå; á � îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå

ñõîäèìîñòü íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ çíà÷åíèé ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðå-
ìåííûõ ê òåì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå äîñòàâëÿþò íóëè ôóíêöèÿì íåâÿçîê
èç-çà ïîñòîÿííîãî ïîïàäàíèÿ â èõ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, ãäå èòåðàöè-
îííûå ìåòîäû íå äàþò õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ê ðå-
øåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðèìåí¼í ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [4]. Äàííûé ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ïåðåë¼òîâ ÊÀ íå òðåáóåò çíàíèÿ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà îðáèòà ÊÀ ÿâëÿåòñÿ êðó-
ãîâîé, ïðè ýòîì e = 0, à rb = 1. Îòìåòèì, ÷òî îðáèòû ñïóòíèêîâûõ
ãðóïïèðîâîê ÃËÎÍÀÑÑ è GPS áëèçêè ê êðóãîâûì.

Îòìåòèì îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà: âìåñòî âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà ∆k â ïàìÿòè õðàíèòñÿ öåëîå ÷èñëî uintk (ãåí); äëÿ
êàæäîé îñîáè íàõîäèòñÿ ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå [5] çíà÷åíèå êâàòåðíèîíà
îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè t = t∗ = tM ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (1) (óïðàâëåíèå çàäà¼òñÿ âûáðàííîé õðîìîñîìîé); ïðîèç-
âîäèòñÿ ñêðåùèâàíèå îñîáè ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè
ñî âñåìè îñòàëüíûìè, â òîì ÷èñëå è ñ ñàìîé ñîáîé; â êà÷åñòâå îïåðàòîðà
ñêðåùèâàíèÿ áûë âûáðàí ìåòîä ïðîìåæóòî÷íîé ðåêîìáèíàöèè; âî âðåìÿ
ìóòàöèè ãåíû âñåõ îñîáåé çàïèñûâàþòñÿ â äâîè÷íîì âèäå è ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ pmut ∈ (0; 1] èíâåðòèðóåòñÿ îäèí áèò êàæäîãî ãåíà.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü íåîäíî-
êðàòíî äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ïîïóëÿöèé. Ïðè ýòîì áóäåò ïîëó÷åíî
íåñêîëüêî ðåøåíèé, èç êîòîðûõ íåîáõîäèìî âûáðàòü òî, êîòîðîå ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû çà ìåíüøåå âðåìÿ.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïå-
ðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êâàòåðíèîí êî-
íå÷íîé îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè îðáèòû îäíîãî
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èç ñïóòíèêîâ îòå÷åñòâåííîé îðáèòàëüíîé ãðóïïèðîâêè ÃËÎÍÀÑÑ (îò-
ëè÷èå îðèåíòàöèé îðáèò ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ñîñòàâëÿåò åäèíèöû
ãðàäóñîâ).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ
àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ îïðåäåëÿòü â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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ÓÄÊ 519.257
Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí, Ì.Ñ. Øàõðàé

Ê ÐÀÑ×ÅÒÓ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÏÎÂÛØÅÍÈß ÄÀÂËÅÍÈß ÏÐÈ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ

ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÎÊÅÀÍÀ
ÎÒ ÃÀÇÎÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÂÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Ìåòîäàìè íåëèíåéíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí (ÓÂ) â
ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ (ÃÆÑ) [1] óñòàíîâëåíû ãðàíèöû îáëàñòè ðå-
ôðàêöèè ÓÂ, õàðàêòåðèçóåìûå âîçíèêíîâåíèåì îòðàæåííîé ÓÂ (â æèä-
êîñòè), îïðåäåëåíî ìàêñèìàëüíîå ïîâûøåíèå äàâëåíèÿ íà íåâûðîæäåí-
íîé ïðåëîìëåííîé ÓÂ (â ãàçå).

1. Ðåæèìû ðåôðàêöèè ÓÂ. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ (ðèñ. 1) îòíîñèòåëüíî
ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ε = p1−p0

p0
, (ε ∼ 10−2 ÷ 10−1) ïîä óãëîì α ê âåðòè-

êàëè íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AF îêåàíà, ðàçäåëÿþùóþ âîçäóõ è âîäó
ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−, âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè
[2, 3] : RW�ðåôðàêöèÿ ñ îòðàæåííîé ÓÂ; RR�ðåãóëÿðíàÿ ðåôðàêöèÿ ñ
âîëíîé ðàçðåæåíèÿ; TNR�twin Neumann ref. ñ äâîéíîé
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Ðèñ. 1. Ðåæèìû ðåôðàêöèè

îòðàæåííîé ÓÂ; BPR�bound
precursor ref. (êîãäà ïðåëîìëåí-
íàÿ ÓÂ â ò.A âåðòèêàëüíà);
LSR�lambda shok ref. (êîãäà
ïðåëîìëåííàÿ ÓÂ îïåðåæàåò
ïàäàþùóþ) è äð.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ðåæèì RW ñ îòðàæåííîé ÓÂ AC,
êîãäà èíòåíñèâíîñòü ïðåëîìëåí-
íîé ÓÂ AD q+ = p3−p0

p1−p0 ìîæåò
ïðåâûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïàäàþ-
ùåé ÓÂ AB â çàâèñèìîñòè îò
ε, α, γ. Îòíîñèòåëüíîå ãàçîñîäåð-
æàíèå âîäíîé ñðåäû [1] γ = γ−

= mII

mI
(mII � ìàññà ïóçûðüêîâ ãàçà, mI � ìàññà æèäêîñòè ïóçûðüêî-

âîé ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäû (ÃÆÑ) ïðè 0 ≤ γ ≤ 10−4).
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ÃÆÑ

(ñì. [1]) (ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ− äëÿ æèäêîñòè è γ+ = ∞ äëÿ ãàçà)
áûëè óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ
(ρ0 �ïëîòíîñòü, c0 � ñêîðîñòü çâóêà)

ε̄ << 1, ε̄ = L0(γ)ε = R0(γ)P10, P10 =
p1 − p0

B0(γ)
, (1)

B0(γ) = ρ0(γ)c2
0(γ), L0(γ) = P0R0(γ)

B0(γ)

(R0(γ) íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ýëåìåíòà ÓÂ

(
D0

c0

)2

= 1 +R0(γ)P10).
2. Óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ ÓÂ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ

(óòî÷íÿþùèõ òåîðèþ êîðîòêèõ âîëí (ÒÊÂ) (α ∼ ε̄1/2)) ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ óãëàõ ïàäåíèÿ α äëÿ ðåæèìà RW (êîãäà ÓÂ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
A (ξA, ηA)) çàïèøåì óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ
(ñì. [1]) ξ = x/c0t, η = y/c0t, ῡ(u,v). Óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ ξ = ξ(η) ñ
ëîêàëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè Pji =

pj−pi
B±0

, B±0 = ρ±0 c
±
0

2
(i � çíà÷åíèå

ïåðåä ôðîíòîì, j � çà ôðîíòîì), îòðàæàþùèå óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé
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ñîâìåñòíîñòè (ξ′ = dξ/dη) (â ìîäåëå Ýéëåðà) (ñì. [1]):

ρi
ρ0
·

[
(ξ − ηξ′)−

(
ui
c0
− ξ′vic0

)]2

1 + ξ′2
= N(Pji);

ρi
ρj

=
N(Pji)− Pji
N(Pji)

,

Pji =
ρi
ρ0

[
(ξ − ηξ′)−

(
ui
c0
− ξ′vi

c0

)]
·
(
uj
c0
− ui
c0

)
, (2)

ξ′
(
uj
c0
− ui
c0

)
=
vi
c0
− vj
c0

; N(Pji) =
1 + 2a

2
·

(
d1 + Pji

)(
d2 + Pji

)
d3 + Pji

.

Êîýôôèöèåíòû a, d1, d2, d3 çàâèñÿò îò ãàçîñîäåðæàíèÿ ñðåäû γ+ èëè
γ− (ñì. [1]).

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AF (â âåðõ-
íåé è íèæíåé îáëàñòÿõ) â òî÷êå A (η+

A = η−A = 0, xA/t = c0ξA) ïðèâîäÿò
[4] ê óñòàíîâëåíèþ äâóõ èíâàðèàíòîâ (ñì. ðèñ. 1, à, p3 = p2, v3n = v2n)

(I) : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , èëè

c+
0 N

1/2(P30)

cosω
=
c−0 N

1/2(P10)

cosα
. (3)

(II) :
v+ − c+

0 η
+
A

u+ − c+
0 ξ

+
A

=
v− − c−0 η−A
u− − c−0 ξ−A

. (4)

Ñ ó÷åòîì (I) èíâàðèàíòà (3) âòîðîé èíâàðèàíò (II) (4) ïðèìåò âèä (η+
A =

= η−A = 0)

c−0 ξ
−
A =

v3u2 − v2u3

v3 − v2
. (5)

Èñïîëüçóÿ òî÷íûå âûðàæåíèÿ (2) íà ôðîíòàõ ÓÂ (AB, AC, AD) äëÿ
u2, v2, u3, v3 è âûðàæåíèÿ αν = tgα/ε̄1/2, c̄ = c−0 /c

+
0 , ρ̄ = ρ−0 /ρ

+
0 , cγ =

=

(
1− 1

c̄

)
/ε̄, L̄ = L−0 /L

+
0 , ïîëó÷èì:

tg β = tgα

(
1− 1

2 sin2 α
q+ε̄

)
, ξ−2

A =
N(P10)

cos2 α
≈ 1 + ε̄

cos2 α
. (6)

Ìîæíî çàïèñàòü (II) èíâàðèàíò â âèäå (P30 = q+ρ̄c̄2P10, P21 = (q+−1)P10,
N(P30) = 1 + L̄R−0 q

+P10, N(P21) = 1 + 2R−0 P10 +R−0 P21)

(1 + ε̄)

[
tgωP30 − c̄2 tgα

(
2− q+ +

q+ − 1

2 sin2 α
q+ε̄

)
P10

]
=

= cos2 α

[
q+ tgω − tgα

(
2− q+ +

q+ − 1

2 sin2 α
q+ε̄

)]
P10P30. (7)
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Âûðàæåíèå (7) ïðåäñòàâëÿåò (II) èíâàðèàíò ïðè ïðîèçâîëüíûõ ω (ω ≥ 0).
Èñêëþ÷àÿ ω èç (3), (7), èìååì âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà q+ â çàâèñèìîñòè
îò α, P10, γ [5].

3. Ãðàíèöû ðåæèìà RW.

• Ãðàíèöà ω = 0 Èç (7) ïðè ω = 0 ïîëó÷èì

[
q+−2− q+−1

2 sin2 α
q+ε̄

]
·
[
c̄2(1+

ε̄) − cos2 αP30

]
= 0. Ãðàíèöà ω = 0 ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ïåðâîãî

ìíîæèòåëÿ

sin2 α =
q+(q+ − 1)

2(q+ − 2)
ε̄ èëè αν2 =

tg2 α

ε̄
=

q+

2

(
q+−2
q+−1

)
− q+ε̄

. (8)

Ôîðìóëà (8) óòî÷íÿåò ðåçóëüòàòû òåîðèè êîðîòêèõ âîëí (ÒÊÂ, èñ-
ïîëüçóåìîé ïðè α ∼ ε̄1/2).

• Ëåâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè RW. Äëÿ ôðîíòà AC ïðè ξ′ = tg β, ðàçðåøàÿ
ïåðâîå óðàâíåíèå (2) îòíîñèòåëüíî ξ′ è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïîäêîðåí-
íîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

cos2 α =
N 2(P10)

N(P21)(N(P10 − P10)) + 2N(P10)P10
. (9)

Îöåíèâàÿ ïîðÿäêè âåëè÷èí â (9) (ïðè c−0 ≈ c+
0 , γ ∼ 10−6, P10 ∼

10−4, P21 = (q+ − 1)P10), ïîëó÷èì (ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà 10−3)
óðàâíåíèå

cos2 α =
N 2(P10)

N 2(P21)
=

1 + ε̄

1 + ε̄+ q+ε̄
, èëèαν2 =

q+

1 + ε̄
. (10)

Ôîðìóëà (10) óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò ÒÊÂ (αν2 = q+).

4. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìà RW. Íà ðèñ. 2 ïðîñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãðàíèö ðåæèìà RW [5] ñîãëàñíî (10) ñ ðåæèìîì TNR
è ñîãëàñíî (8) ñ BPR è LSR; ãðàíèöà q+ = 1.0 ñ ðåæèìàìè RR è RRW
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ε (ïðè ε = 0.041). Óðàâíåíèÿ (3), (4)
äëÿ èíâàðèàíòîâ (I), (II) ïðè èñêëþ÷åíèè ω ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ äëÿ
èíòåíñèâíîñòè q+ (ïðè RW) [4]

c̄2N(P30)

P 2
30

[
P10 sinα

N 1/2(P10)
+

P21 sin β

(ρ1/ρ
−
0 )1/2N 1/2(P21)

]2

= 1− N(P30)

c̄2N(P10)
cos2 α.(11)
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Ïðè ðåôðàêöèè RW ñ íåâûðîæäåííîé ïðåëîìëåííîé ÓÂ AD (ïðè
q+ ≥ 1) [3], ïðè c−0 ≈ c+

0 (γ ≈
≈ 10−6), çíà÷åíèÿõ (ρ̄c̄)2 ∼ 106 ëåâàÿ ÷àñòü (11) ìîæåò áûòü îòáðîøåíà
è äëÿ ïîëÿ ãàçîñîäåðæàíèé γ = const èìååì â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå
(ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè íóëþ)

2cγ + αν2 − q+/L̄+ 1 = 0. (12)

Ðèñ. 2. Îáëàñòü ðåôðàêöèè RW ïðè

ε = 0.041

Íà Ðèñ. 2 íà îáëàñòü ðåæè-
ìà RW íàíåñåíî ïîëå ãàçîñîäåð-
æàíèé (ïîëå êðèâûõ γ = const)
ñîãëàñíî (12) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè ε. Êàê
ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
[5] ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èí-
òåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû ε,
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà q+, õàðàêòåðèçóþùåãî èíòåí-
ñèâíîñòü ïðåëîìëåííîé ÓÂ AD è
ÿâëÿþùèìñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ
âñåé îáëàñòè RW, äîñòèãàåòñÿ â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ñ îáëà-
ñòÿìè TNR è BPR.

5. Ðàñ÷åò ìàêñèìàëüíîãî ïîâûøåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè ðåôðàê-
öèè RW.

Èñêëþ÷àÿ α èç (8), (10) èìååì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö RW çàâè-
ñèìîñòü

ε̄ =
q+ − 3

q+2 − 1
. (13)

(ïðè q+ = 3, ε̄ = 0; q+ = 4, ε̄ = 0.066)
Çàâèñèìîñòü (12) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü q+ îò γ è ïî (10) îò αν

αν2 =
q+(q+2 − 1)

q+2 + q+ − 4
. (14)

Íà Ðèñ. 3 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî âîçðàñòàíèÿ äàâ-
ëåíèÿ q+ îò γ è óãëà ïàäåíèÿ α îò γ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îáëàñòè
ðåôðàêöèè RW ñ îáëàñòÿìè TNR è BPR (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü q+; α0 îò γ â òî÷êå

ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îáëàñòè RW

Ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü
q+ ïðåëîìëåííîé ÓÂ AD ìîíîòîí-
íî ðàñòåò ñ âîçðàñòàíèåì ε îò q+ =
= 3 ïðè ε = 0; óãîë íàêëîíà α,
õàðàêòåðèçóþùèé ïîëîæåíèå òî÷-
êè ñ max q+ íà ëèíèè ω = 0, òàêæå
âîçðàñòåò ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè
ε.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ïðè ðåæèìå ðåôðàê-
öèè RW (ñ îòðàæåííîé ÓÂ AC)
ìàêñèìàëüíîå ïîâûøåíèå äàâëå-
íèÿ (èíòåíñèâíîñòü ïðåëîìëåí-
íîé ÓÂ) ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé
ÓÂ.

Ïðè ïåðåõîäå ê ðåæèìàì BPR,
LSR, TNR, êîãäà ïðåëîìëåííàÿ
ÓÂ ïàäàåò âåðòèêàëüíî (ê ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè) è óõîäèò âïåðåä (îïåðåæàÿ ïàäàþùóþ), åå èíòåíñèâ-
íîñòü ïàäàåò.
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