
ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 517.5
À.À. Áàðûøåâ, Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé,
Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé, Ý.Õ. Þçëèêååâ

ÁÛÑÒÐÎÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÔÓÐÜÅ�ÕÀÀÐÀ
Â ÄÂÓÕÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÖÂÅÒÎÂÎÉ ÏÀËÈÒÐÅ

Ââåäåíèå
Ïóñòü (G, +̇) � p-è÷íàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, X � ãðóïïà õàðàêòåðîâ,

(Gn)n∈Z � îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï â G, (G⊥n ) � îñíîâíàÿ öåïî÷êà â X,
ñîñòîÿùàÿ èç àííóëÿòîðîâ, (gn)n∈Z � áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â G,
(rn)n∈N0) � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ öâåòíîãî
èçîáðàæåíèÿ â p-è÷íûé ðÿä Ôóðüå�Õààðà íà ãðóïïåG. Èñõîäíîå èçîáðà-
æåíèå áóäåì òðàêòîâàòü êàê ìàññèâ (λ

(n+1)
a0,a1,...,an)aj=0,p−1, ñîñòîÿùèé èç êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë. Âåêòîðû (a0, a1, . . . , an) îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷êè,

λ
(n+1)
a0,a1,...,an � öâåò ýòîé òî÷êè. Ðàçëîæèì èçîáðàæåíèå λ

(n+1)
a0,a1,...,an â p-è÷íûé

ðÿä Ôóðüå � Õààðà, ïîëó÷èì äèñêðåòíûé ðÿä Spn+1(x) =
pn+1−1∑
l=0

clHl(x), â

êîòîðîì cl � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Õààðà,

Hl(x) = Hjpn+k(x) = rjk(x−̇q)1Gk+̇q(x), j = 1, p− 1, k = 0, pn − 1

ôóíêöèè Õààðà [1], ÷èñëî k è ýëåìåíò q ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

q = a0g0+̇a1g1+̇ . . . +̇am−1gm−1 ⇔ k = a0 + a1p+ · · ·+ am−1p
m−1.

Ìû ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è:
1) êàê ïî ìàññèâó (λ

(n+1)
a0,...,an) âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Õààðà,

2) êàê çàäàòü ïàëèòðó öâåòîâ, èñïîëüçóÿ 2 ïàðàìåòðà (Imλ
(n+1)
a0,...,an è

Reλ
(n+1)
a0,...,an).
Áûñòðîå p-è÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�Õààðà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

ïåðâóþ çàäà÷ó. Çàïèøåì Spn+1(x) â âèäå:

Spn+1(x) =

pn−1∑
l=0

clHl(x) +

pn+1−1∑
l=pn

clHl(x) = Spn(x) +

pn+1−1∑
l=pn

clHl(x). (1)
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Â ýòîì ñëó÷àå

Spn+1(Gn+1+̇a0g0+̇ . . . +̇an−1gn−1+̇angn) = λ(n+1)
a0,a1,...,an

,

Spn(Gn+̇a0g0+̇ . . . +̇an−1gn−1) = λ(n)
a0,a1,...,an−1

,

Hl(Gn+1+̇a0g0+̇ . . . +̇an−1gn−1+̇angn) = εjancj,pn,a0.a1....,an−1
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (1), ïîëó÷àåì ïðè êàæäîì íàáîðå
(a0, a1. . . . , an−1) ñèñòåìó óðàâíåíèé

λ(n+1)
a0,a1,...,an

= λ(n)
a0,a1,...,an−1

+

p−1∑
j=1

εjancj,pn,a0,...,an−1
(2)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λ
(n)
a0,a1,...,an−1, c1,pn,a0,...,an−1

, . . . , cp−1,pn,a0,...,an−1
.

Â ñèñòåìå (2) εan = e
2πi
p an � êîðíè èç (1) ñòåïåíè p. Íàéäåííûì êîýôôè-

öèåíòàì cj,pn,a0a1...an−1
ïðèñâàèâàåì âåêòîðíûå íîìåðà (a0, a1, . . . an−1, j)

è ïîìåùàåì â n + 1-ìåðíûé ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå � Õààðà
c(j0, j1, . . . , jn−1, j

+
n ). Çíà÷åíèÿ λ

(n)
a0a1...an−1 ïîìåùàåì â n + 1-ìåðíûé

ìàññèâ λ(j0, j1, . . . , jn−1, 0) ñ íîìåðàìè (a0, a1, . . . an−1, 0). Ðàâåíñòâî (2)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óñëîâíîé ñõåìû

λ
(n+1)
a0a1...an - λ

(n)
a0a1...an−1,0

HH
HHj c

(n)
a0a1...an−1,j+.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 1-ãî øàãà ïîëó÷àåì ìàññèâ
c(n)(j0, j1, . . . , jn−1, j

+), â êîòîðîì ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè j0, j1, . . . , jn−1 =
= 0, p− 1, j+ = 1, p− 1 åñòü íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Õààðà
è ìàññèâ çíà÷åíèé λ(n)(j0, j1, . . . , jn−1, 0), â êîòîðîì çàäàíû ýëåìåíòû ñ
íîìåðàìè (j0, j1, . . . jn−1, 0). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íóìåðàöèÿ, ïðåîáðàçóåòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå

({j0, j1, . . . jn}) - {(j0, j1, . . . , jn−1, 0)}
HHHHj {(j0, j1, . . . , jn−1, j

+)}.

Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîñëå n+ 1-ãî øàãà ñõåìó äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Õààðà

λ
(n+1)
a0a1...an - λ

(n)
a0a1...an−1,0

HHHHj c
(n)
a0a1...an−1,j+

- λ
(n−1)
a0a1...an−2,0,0

HHHHj c
(n−1)
a0a1...an−2,j+,0

. . . - λ
(0)
0,0,...,0,0 = c0

HHHHj c
(0)
j+,0,...0,0.
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è àíàëîãè÷íóþ ñõåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ, ïî êîòîðûì èäåò íóìå-
ðàöèÿ

({j0, j1, . . . jn}) -
HHHj

{(j0, . . . , jn−1, 0)}

{(j0, . . . , jn−1, j
+)}

-
HHHj

{(j0, . . . , jn−1, 0)}

{(j0, . . . , jn−1, j
+)}

. . . -
HHHj

{(0, 0, . . . , 0)}

{(j+, 0, . . . , 0)}.

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ öâåòîâàÿ ïàëèòðà. Öâåòíîå èçîáðàæåíèå çàäàåòñÿ
ôóíêöèåé ϕ : (x, y) 7→ (C1, C2, C3), ãäå (x, y) � êîîðäèíàòû ïèêñåëÿ,
x = 0,M , y = 0, N , (C1, C2, C3) � ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå öâåò ïèêñåëÿ. Â
ñóùåñòâóþùèõ ïàëèòðàõ îáû÷íî öâåò îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî òðåìÿ ÷èñ-
ëàìè. Â ïàëèòðå RGB: C1 � èíòåíñèâíîñòü êðàñíîãî, C2 � èíòåíñèâíîñòü
çåëåíîãî, C3 � èíòåíñèâíîñòü ñèíåãî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè p-è÷íîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Õààðà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè åñòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
ò. å. ïàðû (Re z, Im z) èëè (|z|, arg z). Ïîýòîìó íàïðÿìóþ ïðèìåíÿòü ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå�Õààðà íåâîçìîæíî è íàäî îò òðåõ ïàðàìåòðè÷åñêîé
ïàëèòðû ïåðåéòè ê äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ãëàçà íàèáîëåå åñòåñòâåííîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàëèòðà HSV (Hue,Saturation,Value). Â ïàëèòðå HSV: C1 = H �
îòòåíîê, C2 = S � íàñûùåííîñòü, C3 = V � ÿðêîñòü. Ïðè÷åì H ïðèíè-
ìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ H = 0, 360, S è V âûðàæàþòñÿ â ïðîöåíòàõ, ò. å. S
è V ∈ [0, 100]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S è V ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ.

Òîãäà îòîáðàæåíèå ïàëèòðû HSV â äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîæíî çà-
äàòü ôîðìóëîé

ψ(HSV ) = a+ bi, a = 360 ∗ S +H, b = V.

Â ýòîì ñëó÷àå 0 ≤ a ≤ 36000− 1, 0 ≤ b ≤ 100, H = a (mod 360) .
Åñëè çàìåíèòü a è b íà çíà÷åíèÿ

a =
360 ∗ S +H

100
, b =

V

100
,

òî èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê àðãóìåíò (â ãðàäóñíîé ìåðå) è ìîäóëü êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà ψ(HSV ). Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ÷èñëåííî ðåàëèçî-
âàí â ïàêåòå �Ìàòåìàòàòèêà�.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðî-
åêò � 13-01-00102).
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ÓÄÊ 512.57
Ä.À. Áðåäèõèí

Î ÊËÀÑÑÀÕ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÂ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
Ñ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛÌÈ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé Φ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó (Φ,Ω), íàçûâà-
åìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ðàññìîò-
ðåíà êàê óïîðÿäî÷åííàÿ îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷å-
íèÿ ⊂. Îñíîâû àáñòðàêòíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð
îòíîøåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À. Òàðñêîãî [1, 2]. Êàê ïðàâèëî,
îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäè-
êàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè. Ëîãè-
÷åñêèå îïåðàöèè ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ïî âèäó çàäàþùèõ èõ
ôîðìóë. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé [3], åñëè îíà ìîæåò áûòü çà-
äàíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòîðàÿ â ñâîåé ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé
ôîðìå ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèè êîíúþíêöèè è êâàíòîðû ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Äèîôàíòîâû îïåðàöèè äîïóñêàþò îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ [3, 4].
Ýêâàöèîíàëüíûå è êâàçèýêâàöèîíàëüíûå òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ñ äè-
îôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè îïèñàíû â [5, 6].

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿ-
ìè îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} (R{Ω,⊂}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àë-
ãåáð), èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü Q{Ω}
(Q{Ω,⊂}) � êâàçèìíîãîîáðàçèå è V ar{Ω} (V ar{Ω,⊂}) � ìíîãîîáðà-
çèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω} (R{Ω,⊂}).

Ñëåäóþùèå ïðîáëåìû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáð îòíîøåíèé:

1. Íàéòè áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ V ar{Ω}. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè ýòî ìíîãîîáðàçèå êîíå÷íî áàçèðóåìûì.

2. Íàéòè áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ êâàçèìíîãîîáðàçèÿ Q{Ω}. Âûÿñíèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî êâàçèìíîãîîáðàçèå êîíå÷íî áàçèðóåìûì. Âûÿñíèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ýòî êâàçèìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèåì.

3. Íàéòè ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ àêñèîì äëÿ êëàññà R{Ω}. Âûÿñíèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò êëàññ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûì. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè ýòîò êëàññ êâàçèìíîãîîáðàçèåì (ìíîãîîáðàçèåì).

Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáð
îòíîøåíèé.

Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäóò àëãåáðû ñ îäíîé áèíàðíîé
äèîôàíòîâîé îïåðàöèåé. Ðàññìîòðåíèå áèíàðíûõ îïåðàöèé íàä îòíîøå-
íèÿìè èãðàåò â àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ðîëü, àíàëîãè÷íóþ
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ðîëè áèíàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé â ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêå âûñêà-
çûâàíèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåíåí èíòåðåñ ê àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì óêà-
çàííûõ îïåðàöèé. Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà îòíîøåíèé âèäà (Φ, ∗), ãäå
∗ � íåêîòîðàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íàä îòíîøåíèåì, îáðàçóåò ãðóïïî-
èä. Êëàññ âñåõ ãðóïïîèäîâ íå èìååò åñòåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå
àëãåáð áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðóïïîè-
äîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ãðóïïîèäîâ, äîïóñêàþùèõ òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè
â [7, 8].

Óïîðÿäî÷åííûì ãðóïïîèäîì (A, ·,≤) íàçîâåì ãðóïïîèä (A, ·) ñ çàäàí-
íûì íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤, ñîãëàñîâàííûì ñ îïåðàöèåé
ãðóïïîèäà. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì ãðóïïîèäà (óïî-
ðÿäî÷åííîãî ãðóïïîèäà), åñëè 0x = x0 = 0 (è 0 ≤ x) äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà ñëåäóþùåé áèíàðíîé îïåðàöèè íàä
îòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ ∗ σ = {(x, y) : (∃z, w)(x, z) ∈ ρ ∧ (z, w) ∈ σ}.

Â ðàáîòå [9] áûëè íàéäåíû êîíå÷íûå áàçèñû òîæäåñòâ äëÿ ìíîãîîá-
ðàçèé V ar{∗} è V ar{∗,⊂}, òî åñòü ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.

Òåîðåìà 1. Ãðóïïîèä (A, ·) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗} òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì:

(xy)x = xy (1), (xy)y = xy (2), (xy)2 = xy (3), x2y = xy2 = x2y2 (4),

x2(yz) = x2(zy) (5), (x2y)z = (x2z)y (6), (xy2)z = x(y2z) (7).

Òåîðåìà 2. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò ìíî-
ãîîáðàçèþ V ar{∗,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì (1�7) è òîæäåñòâàì:

x ≤ x2 (8), xy ≤ x2 (9).

Ôîðìóëèðóåìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ ïðîáëåì (2) �
(3) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ãðóïïîèäîâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Òåîðåìà 3. Êâàçèìíîãîîáðàçèå Q{∗,⊂} ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì,
òî åñòü Q{∗,⊂} = V ar{∗,⊂}. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðè-
íàäëåæèò êâàçèìíîãîîáðàçèþ Q{∗,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (9). Êëàññ R{∗,⊂} íå ÿâëÿåòñÿ
êâàçèìíîãîîáðàçèåì. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò
êëàññó R{∗,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâàì (1) � (9) è ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
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xy = 0⇒ yx = 0 (10); y 6= 0⇒ xy2 = x2 (11).

Òåîðåìà 4. Êâàçèìíîãîîáðàçèå Q{∗} íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
è íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà êâàçèòîæäåñòâ. Êëàññ R{∗} íå ìîæåò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàí íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ àê-
ñèîì è íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãîîáðàçèåì.
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ÓÄÊ 514.764

À.Â. Áóêóøåâà

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ ÏÎ×ÒÈ ÏÀÐÀÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ
ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîé ýðìèòîâîé
ñòðóêòóðû. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåò-
ðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîé ýðìèòîâîé ñòðóêòó-
ðîé.

Ïóñòü X� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, Ξ(X) �
C∞(X)-ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà X. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ, òåí-
çîðíûå ïîëÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàä-
êèìè êëàññà C∞. Ïî÷òè ïàðàðêîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
íà X íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (ϕ, ~ξ, η, g) òåíçîðíûõ ïîëåé íà X, ãäå ϕ �
òåíçîð òèïà (1, 1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì, ~ξ è η �
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âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì
è êîíòàêòíîé ôîðìîé, g � (ïñåâäî) ðèìàíîâà ìåòðèêà [1]. Ïðè ýòîì

η(~ξ) = 1, ϕ(~ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0, ϕ2 ~X = ~X − η( ~X)~ξ,

g(ϕ ~X,ϕ~Y ) = g( ~X, ~Y )− η( ~X)η(~Y ), ~X, ~Y ∈ Ξ(X).

Êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð Ω( ~X, ~Y ) = g( ~X, ϕ~Y ) íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôîðìîé ñòðóêòóðû. Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñè-
ðîâàíà ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåòñÿ ïî-
÷òè ïàðàêîíòàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Â ñëó÷àå, êîãäà
Ω = dη, ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïàðà-
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè Nϕ − 2dη ⊗ ~ξ = 0, ãäå
Nϕ � êðó÷åíèå Íåéåíõåéñà, îáðàçîâàííîå òåíçîðîì ϕ. Íîðìàëüíàÿ ïà-
ðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïàðàñàñàêèåâîé ñòðóê-
òóðîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ïî÷òè íîðìàëüíàÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Nϕ−2(dη◦ϕ)⊗~ξ = 0.

Ïî÷òè íîðìàëüíûå ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíûìè ýðìèòîâûìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Ðàçëè÷èå â ïîíÿòèÿõ íîðìàëüíîé ïî÷òè ïàðàêîíòàêò-
íîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîé ýðìèòîâîé ñòðóê-
òóðû ðàñêðûâàåòñÿ ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ÿâëÿåò-
ñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå: ω(ϕ~u, ϕ~v) = ω(~u,~v), ~u,~v ∈ ΓD.

Òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p, q), çàäàííîå íà ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè-
÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, íàçîâåì äîïóñòèìûì (ê ðàñïðåäåëåíèþ D), åñ-
ëè êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ â àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα)
(α, β, γ = 1, 2, ...., n; a, b, c, e = 1, 2, ..., n− 1) [2] èìååò âèä: t = t

a1...ap
b1...bq

~ea1
⊗

...⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ ...⊗ dxbq .
Íàçîâåì äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå èíòåãðèðóåìûì, åñëè â îêðåñò-

íîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ X íàéäåòñÿ àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ïîñòîÿííû. Ôîðìà ω = dη ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ èíòåãðèðóåìîé äîïóñòèìîé òåíçîðíîé ñòðóê-
òóðû. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå D èíòåãðèðóåìî, òî âñÿêàÿ äîïóñòèìàÿ èíòå-
ãðèðóåìàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðà-
çèè X. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàï-
òèðîâàííûõ êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 2. Äîïóñòèìàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (Nϕ) = 0.
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Òåîðåìà 3. Ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿ-
åòñÿ ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîé ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äîïóñòèìàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà.

Ïîä âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðà-
çèè D[3] ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå ∇ : ΓD × ΓD → ΓD, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1)∇f1 ~u1+f2 ~u2
= f1∇ ~u1

+ f2∇ ~u2
,

2)∇~uf~v = f∇~u~v + (~uf)~v,
ãäå ΓD � ìîäóëü äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êîýôôèöèåíòû ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ∇~ea~eb = Γcab~ec.

Êðó÷åíèå âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè S ïî îïðåäåëåíèþ ïîëà-
ãàåòñÿ ðàâíûì S( ~X, ~Y ) = ∇ ~X

~Y − ∇~Y
~X − P [ ~X, ~Y ]. Òàêèì îáðàçîì, â

àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ìû èìååì Scab = Γcab − Γcba.

Ïóñòü (ϕ, ~ξ, η, g) � ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ∇ � âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó-
÷åíèÿ, çàäàííàÿ íà ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðà-
çèè X, òîãäà íà X ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü ñ êðó÷åíèåì S( ~X, ~Y ) =
= −1

4P (Nϕ)( ~X, ~Y ), ~X, ~Y ∈ ΓD ñîâìåñòèìàÿ ñ ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ ñâÿç-
íîñòü ∇ íà X áåç êðó÷åíèÿ. Îïðåäåëèì äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå
Q( ~X, ~Y ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4Q( ~X, ~Y ) = (∇ϕ~yϕ) ~X + ϕ((∇~Yϕ) ~X) + 2ϕ((∇ ~Xϕ)~Y ),

ãäå ~X, ~Y ∈ ΓD. Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇̃, îïðå-
äåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì ∇̃ ~X

~Y = ∇ ~X
~Y + 4Q( ~X, ~Y ).

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî çàäàííàÿ ñâÿçíîñòü ñîâìåñòèìà ñ ϕ, óáåäèìñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà ∇̃~x(ϕ~y) = ϕ(∇̃~x~y). Ïðîâîäÿ íåïîñðåäñòâåííûå
âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

4Q( ~X, ϕ~Y ) = (∇~Yϕ) ~X + ϕ((∇ϕ~Yϕ) ~X) + 2ϕ((∇ ~Xϕ) ◦ ϕ~Y ),

4ϕQ( ~X, ~Y ) = ϕ((∇~Yϕ) ~X) + (∇~Yϕ) ~X) + 2(∇ ~Xϕ)~Y ,

Äàëåå, ïîëó÷àåì Q( ~X, ϕ~Y )− ϕQ( ~X, ~Y ) = −(∇ ~Xϕ)~Y .

Äëÿ êðó÷åíèÿ S( ~X, ~Y ) ñâÿçíîñòè ∇̃ èìååì: S( ~X, ~Y ) = Q( ~X, ~Y )−
−Q(~Y , ~X).

Ðàñïèñûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåî-
ðåìû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.
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Òåîðåìà 5. Ïî÷òè ïàðàêîíòàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äî-
ïóñêàåò âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ∇ áåç êðó÷åíèÿ òàêóþ, ÷òî ∇1ϕ = 0,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïóñòèìàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∇ - ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ òàêàÿ, ÷òî
∇1ϕ = 0. Åñëè èñïîëüçîâàòü ýòó ∇ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5, òî ïî-
ëó÷èì: S( ~X, ~Y ) = −1

4P (Nϕ)( ~X, ~Y ) = 0, ~X, ~Y ∈ ΓD.
Äîáàâëÿÿ ê ýòîìó óñëîâèþ ðàâåíñòâî ∂nϕ

a
b , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

P (Nϕ)( ~X, ~Y ) = 0, ~X, ~Y ∈ TX, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2 ýêâèâàëåíòíî èí-
òåãðèðóåìîñòè ϕ. Îáðàòíîå � î÷åâèäíî.
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Ñ.À. Áóòåðèí, Â.À. Þðêî

Î ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÏÎ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Î ÏÅÐÂÎÌ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÌ ÇÍÀ×ÅÍÈÈ

1. Â ñòàòüå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû òèïà Àìáàðöóìÿíà äëÿ øèðîêîãî
êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Àìáàðöó-
ìÿíà èìååò äåëî ñ êðàåâîé çàäà÷åé:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, π), (1)

y′(0) = y′(π) = 0, q(x) ∈ L(0, π),

ñ âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì q. Ïóñòü {λn}n≥0 � ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ (1). Åñëè q(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà (0, π), òî λn = n2, n ≥ 0. Àìáàð-
öóìÿí äîêàçàë îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè λn = n2, n ≥ 0, òî q(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà (0, π).
Èìååò ìåñòî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, òàê êàê íåò íåîáõîäèìîñòè çà-

äàâàòü âåñü ñïåêòð, äîñòàòî÷íî èìåòü èíôîðìàöèþ î ïåðâîì ñîáñòâåííîì
çíà÷åíèè. Òî÷íåå, òåîðåìà Àìáàðöóìÿíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 2. Åñëè λ0 =
1

π

∫ π

0

q(x) dx, òî q(x) = λ0 ïî÷òè âñþäó

íà (0, π).

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2 íà øèðîêèå êëàññû
êðàåâûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû 1
äàíû â [3�7], ãäå òðåáóåòñÿ çàäàíèå áåñêîíå÷íîãî ñïåêòðà. Íèæå ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåì 3
è 5.

2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L = L(q) äëÿ óðàâíåíèÿ

`y := −y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, π), q(x) ∈ L(0, π), (2)

ñ âåùåñòâåííûì q(x) è ñ ïðîèçâîëüíûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè Uj(y) = 0, j = 1, 2, è (åñëè íåîáõîäèìî) ñ ïðîèçâîëüíûìè
äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè âíóòðè èíòåðâàëà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìî-
ãóò áûòü äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ (ðàñïàäàþùèåñÿ èëè íåðàñïà-
äàþùèåñÿ), ìíîãîòî÷å÷íûå, èíòåãðàëüíûå è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå
êðàåâûå óñëîâèÿ. Ìîæíî äîïîëíèòåëüíî çàäàâàòü, íàïðèìåð, óñëîâèÿ
ðàçðûâà âèäà

y(αj + 0) = ajy(αj − 0), y′(αj + 0) = bjy
′(αj − 0) + cjy(αj − 0),

j = 1,m, αj ∈ (0, π),

èëè äðóãèå âèäû óñëîâèé âíóòðè èíòåðâàëà. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìó-
ëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 íå çàâèñÿò îò âûøåóïîìÿíóòûõ
óñëîâèé. Äëÿ óäîáñòâà âñå óñëîâèÿ äëÿ L êðàòêî áóäåì íàçûâàòü
S-óñëîâèÿìè. Èòàê, L ïîðîæäàåòñÿ óðàâíåíèåì (2) è ñàìîñîïðÿæåííûìè
S-óñëîâèÿìè. Êðàåâàÿ çàäà÷à L ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé; åå ñïåêòð
äèñêðåòíûé, âåùåñòâåííûé è îãðàíè÷åí ñíèçó. Ïóñòü {λn}n≥0 (λn ≤ λn+1,
limn→∞ λn = +∞) è {yn(x)}n≥0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòåé) è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè L ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì (y, z) :=
=
∫ π

0 y(x)z(x) dx.

Íàðÿäó ñ L ðàññìîòðèì çàäà÷ó L̃ := L(q̃) òîãî æå âèäà, íî ñ äðóãèì
ïîòåíöèàëîì q̃. Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë a îáîçíà÷àåò îáú-
åêò, îòíîñÿùèéñÿ ê L, òî ã áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò äëÿ L̃,
è â := a− ã.

Ïóñòü q̃(x) èçâåñòíà è ôèêñèðîâàíà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü q̃(x) ≡ 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü

λ0 = λ̃0 +
(q̂ỹ0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
,
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ãäå ỹ0(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L̃ äëÿ λ̃0. Òîãäà

q(x) = q̃(x) + λ0 − λ̃0 ïî÷òè âñþäó íà (0, π). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

(`ỹ0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
=

(˜̀̃y0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
+

((`− ˜̀)ỹ0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
= λ̃0 +

(q̂ỹ0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
= λ0,

òî ỹ0(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L äëÿ λ0. Â ÷àñòíîñòè, −ỹ′′0(x)+
+q(x)ỹ0(x) = λ0ỹ0(x), è ìû ïðèõîäèì ê (3).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî λ̃0 ìîæåò áûòü êàê ïðîñòûì, òàê è êðàòíûì. Ôîðìóëè-

ðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî íå çàâèñÿò îò êðàòíîñòè.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ òåîðåìó 3.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1). Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà

λ̃0 = 0, ỹ0(x) ≡ 1, è èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà 2.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y(0) = y(π) = 0.

Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = 1, ỹ0(x) = sin x, è òåîðåìà 3 ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó ñëåäñòâèþ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè

λ0 = 1 +
2

π

∫ π

0

q(x) sin2 x dx,

òî q(x) = λ0 − 1 ïî÷òè âñþäó íà (0, π).

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y′(0)− hy(0) = y′(π)− hy(π) = 0.

Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = −h2, ỹ0(x) = ehx, è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè

λ0 = −h2 +
2h

(e2hπ − 1)

∫ π

0

q(x)e2hx dx,

òî q(x) = λ0 + h2 ïî÷òè âñþäó íà (0, π).

Îòìåòèì, ÷òî áîëåå ñëàáûå âåðñèè ñëåäñòâèé 1, 2 ìîæíî íàéòè â [4].
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Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

−y′′(x)+q(x)y(x) = λy(x), y′(0)−hy(0)+hy(π) = y′(π)−hy(π)+hy(0) = 0.

Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = 0, ỹ0(x) ≡ 1.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè λ0 =
1

π

∫ π

0

q(x) dx, òî q(x) = λ0 ïî÷òè âñþäó

íà (0, π).
Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y(0) = y(π), y′(0) = y′(π).

Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = 0, ỹ0(x) ≡ 1.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè λ0 =
1

π

∫ π

0

q(x) dx, òî q(x) = λ0 ïî÷òè âñþäó

íà (0, π).
Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì àíòèïåðèîäè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y(0) = −y(π), y′(0) = −y′(π).

Ïóñòü q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = λ̃1 = 1 (äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå) è
ỹ0(x) = α sinx+ β cosx. Òåîðåìà 3 äàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü

λ0 = 1 +
2

π(α2 + β2)

∫ π

0

q(x)(α sinx+ β cosx)2 dx

ïðè êàêèõ-ëèáî ôèêñèðîâàííûõ α è β, |α| + |β| > 0 Òîãäà q(x) = λ0 − 1
ïî÷òè âñþäó íà (0, π).

3. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ äðóãèõ òèïîâ êðàåâûõ çàäà÷.
Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì çäåñü òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì îïåðàòîðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ è ìàòðè÷íûì îïåðàòîðàì Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L1 äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ:

`1y := iny(n) +
n−1∑
k=0

pk(x)y(k) = λy, x ∈ (0, π),

ñ ïðîèçâîëüíûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç {λn}n≥0 è {yn(x)}n≥0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè L1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü L̃1 � êðàåâàÿ çàäà÷à òîãî æå âèäà, íî ñ
äðóãèì êîýôôèöèåíòîì p̃0(x).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü

λ0 = λ̃0 +
(p̂0ỹ0, ỹ0)

(ỹ0, ỹ0)
,

ãäå ỹ0(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L̃1 äëÿ λ̃0. Òîãäà p0(x) = p̃0(x)+λ0− λ̃0

ïî÷òè âñþäó íà (0, π).
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0 äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ

Y ′′ +Q(x)Y = λY, x ∈ (0, π), Y = [yk]k=1,m,

Q(x) = [Qkj]k,j=1,m, Q = Q∗,

ñ ïðîèçâîëüíûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü
{λn}n≥0 è {Yn(x)}n≥0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè L0

ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Y = [yk]k=1,m, Z = [zk]k=1,m, òî ïîëîæèì (Y, Z) :=
m∑
k=1

∫ π

0

yk(x)zk(x) dx.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü

λ0 = λ̃0 +
(Q̂Ỹ0, Ỹ0)

(Ỹ0, Ỹ0)
,

ãäå Ỹ0(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L̃0 äëÿ λ̃0. Òîãäà
(
Q̂(x)−λ̂0I

)
Ỹ0(x) = 0

ïî÷òè âñþäó íà (0, π).
Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 5 âåðíà è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòíîì ãðàôå [8]. Îäíàêî äëÿ ãðàôà ýòîò ðåçóëü-
òàò ìîæíî óëó÷øèòü (ñì. íèæå ï. 4).

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

−Y ′′ +Q(x)Y = λY, Y ′(0) = Y ′(π) = 0.

Âîçüìåì Q̃(x) ≡ 0. Òîãäà λ̃0 = λ̃1 = . . . = λ̃m−1 = 0. Ïóñòü∫ π

0

Qss(x) dx = 0, s = 1,m.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè λ0 = 0, òî Q(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà (0, π).

4. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêòíûé ãðàô ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
âåðøèí v1, . . . vm è êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåáåð e1, . . . , ep. Î÷åâèäíî, ÷òî
1 ≤ m ≤ 2p. Ïàðàìåòðèçóåì êàæäîå ðåáðî ej ïàðàìåòðîì x = xj ∈
∈ [0, Tj], j = 1, p. Ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà äëÿ ñîäåðæàùèõ åå ðå-
áåð ej ìîæåò àññîöèèðîâàòüñÿ êàê ñ 0, òàê è ñ Tj, à òàêæå ñ äâóìÿ
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ýòèìè çíà÷åíèÿìè îäíîâðåìåííî (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ej � ïåòëÿ). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R(vk) ìíîæåñòâî ðåáåð, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó vk. Òîãäà
R(vk) = R0(vk) ∪ R1(vk), ãäå ìíîæåñòâî R0(vk) ñîñòîèò èç ðåáåð, äëÿ
êîòîðûõ vk àññîöèèðîâàíà ñ 0, a R1(vk) � èç ðåáåð, äëÿ êîòîðûõ vk àññî-
öèèðîâàíà ñ Tj. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå R0(vk) ∩ R1(vk) ìîæåò áûòü
íå ïóñòî. Âñÿêóþ ôóíêöèþ f, îïðåäåëåííóþ íà ãðàôå Γ, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå âåêòîðà (íî íå âåêòîð-ôóíêöèè) f = [fj]j=1,p, ãäå ôóíêöèÿ
fj = fj(x), x ∈ [0, Tj], îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Ðàññìîòðèì íà ãðàôå Γ
óðàâíåíèå Øòóðìà� Ëèóâèëëÿ

`jyj := −y′′j + qj(x)yj = λyj, 0 < x < Tj, j = 1, p, (4)

ãäå ôóíêöèÿ q = [qj]j=1,p íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì, ïðè÷åì qj(x) � âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè, è qj(x) ∈ L(0, Tj). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = [yj]j=1,p

óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì ñêëåéêè:

yj1|vk = yj2|vk äëÿ âñåõ ej1, ej2 ∈ R(vk) (íåïðåðûâíîñòü), (5)∑
ej∈R0(vk)

y′j(0) =
∑

ej∈R1(vk)

y′j(Tj) (óñëîâèå Êèðõãîôà). (6)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè vk � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà (òî åñòü #R(vk) = 1), òî
óñëîâèå (5) òåðÿåò ñìûñë, à óñëîâèå (6) ÿâëÿåòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì Íåé-
ìàíà.

Ïóñòü λ0 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è (4)�(6). Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Àìáàðöóìÿíà äëÿ ãðàôà.

Òåîðåìà 6. Åñëè

λ0

p∑
j=1

Tj =

p∑
j=1

∫ Tj

0

qj(x) dx,

òî qj(x) = λ0 ïî÷òè âñþäó íà (0, Tj), j = 1, p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé λ0 = 0. Ïîêàæåì,

÷òî êîíñòàíòà y = C (yj(x) ≡ C, j = 1, p) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöè-
åé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 = 0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
òåîðåìû èìååì

(`y, y) ≥ 0, (`C,C) = C2

p∑
j=1

∫ Tj

0

qj(x) dx = 0,

ãäå ( · , · ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Γ), à ` � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâó-
þùèé êðàåâîé çàäà÷å (4)�(6). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî C � ñîáñòâåííàÿ
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ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â (4), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00134).
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ÓÄÊ 511.3+519.4

À.Ì. Âîäîëàçîâ

ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈß
ÒÅÎÐÈÈ ÈÄÅÀËÎÂ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàñøèðåíèè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðî-
èñõîäèò íàðóøåíèå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè, êîòîðàÿ óòâåðæäà-
åò îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòûõ.
Äëÿ âîñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü íå ÷èñ-
ëà, à èäåàëû è äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèè
ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ôàêòà. Îäèí èç íèõ ïðåäëîæåí Çîëàòîðåâûì [1] è áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèå
p-äåëèìîñòè. Ñ êàæäûì ïðîñòûì ÷èñëîì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ñâÿçûâà-
åòñÿ p-àäè÷åñêîå íîðìèðîâàíèå è åãî ïîïîëíåíèå Qp� ïîëå p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ íîðìèðîâàíèé, ìû è äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðå-
ìó Çîëàòîðåâà.

Ïóñòü K = Q(α) � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q. Ó ïîëÿ Q ïðè
ôèêñèðîâàííîì ïðîñòîì p ìîæíî îïðåäåëèòü p-àäè÷åñêîå íîðìèðîâà-
íèå ordp. Äëÿ ëþáûõ x = a

b , ãäå a, b ∈ Z, ïóñòü a = pra1, (a1, p) = 1
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è b = ptb1, (b1, p) = 1, òîãäà ordp(x) = pr−t. Ôóíêöèÿ ‖x‖p = p−ord(x)

ÿâëÿåòñÿ íåàðõèìåäîâîé íîðìîé ïîëÿ Q, òî åñòü âìåñòî íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà ‖(x+y)‖p ≤ ‖x‖p+‖y‖p, âûïîëíåíî áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî
‖(x+ y)‖p ≤ max(‖x‖p, ‖y‖p).

Åñëè ‖ · ‖� íåàðõèìåäîâî íîðìèðîâàíèå ïîëÿ k, òî ìíîæåñòâî V =
= {x ∈ k : ‖x‖ ≤ 1} îáðàçóåò êîëüöî è íàçûâàåò-
ñÿ êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ. Â êîëüöå V åñòü åäèíñòâåí-
íûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë P = {x ∈ k : ‖x‖ <
< 1}. Åñëè èäåàë P ãëàâíûé, ò.å. P = (π), òî íîðìèðîâàíèå φ
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì.

Ïóñòü K = Q(α)� êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q, òî ñóùåñòâóþò ïðî-
äîëæåíèÿ p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ ‖ · ‖p ïîëÿ Q íà K. Ýòî òàêèå
íîðìèðîâàíèÿ Φ ïîëÿ K, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Q ϕ(x) = ‖x‖p. Ïðîäîëæåíèÿ
p-àäè÷åñêèõ íîðìèðîâàíèé ñóùåñòâóþò [3]. Íàì ïîíàäîáèòüñÿ ëåììà î
ñîîòíîøåíèè âñåõ ïðîäîëæåíèé p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ.

Ëåììà 1.[3].Ïóñòü K = Q(α) � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q ñ íîð-
ìèðîâàíèåì ‖ · ‖p, òîãäà∏

Φi|‖·‖p
(Φi(x))NΦi = ‖NK|Q(x)‖p

äëÿ ëþáîãî x ∈ K.

Â ëåììå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîäîëæåíèÿì Φi ïîëÿ K íîð-
ìèðîâàíèÿ ‖ · ‖p. NΦi = [KΦi : Qp] � ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ïîïîëíåíèÿ KΦi

ïîëÿ K ïî íîðìå Φi, íàä ïîëåì Qp ïîïîëíåíèåì Q ïî p-àäè÷åñêîé íîðìå.
NK|Q � àëãåáðàè÷åñêàÿ íîðìà ïîëÿ K íàä Q (ïðîèçâåäåíèå âñåõ ñîïðÿ-
æåííûõ ýëåìåíòîâ).

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî èç Z. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Zp ìíîæåñòâî x èç Qp òàêèõ, ÷òî ‖x‖p ≤ 1. Êîëüöî Zp ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì. Ìíîæåñòâî x ∈ Zp òàêèõ, ÷òî ‖x‖p < 1 ÿâëÿåòñÿ åãî åäèíñòâåííûì
ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä p-öåëûì ýëåìåíòîì ïîëÿ K ìû áóäåì ïîíèìàòü
ýëåìåíò x ∈ K òàêîé, ÷òî

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

ãäå ai ∈ Zp.

Ñ ïîìîùüþ íåàðõèìåäîâûõ íîðìèðîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå
p-öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K.
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Ïóñòü v, V � ëîêàëüíûå êîëüöà ñ ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè m,M
ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V ëåæèò íàä v, åñëè v ⊂ V è
M
⋂
v = m. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå v/m ⊂ V/M .

Ëåììà 2.[3]. Ïóñòü v �ëîêàëüíîå êîëüöî, ñîäåðæàùååñÿ â ïîëå K.
Ýëåìåíò x èç K òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä v, êîãäà
x ïðèíàäëåæèò âñÿêîìó êîëüöó íîðìèðîâàíèÿ V ïîëÿ K, ëåæàùåìó
íàä v.

Ëåììà 3.Êîëüöî p-öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷å-
íèåì êîëåö Vpi, ãäå Vpi = {x ∈ K : Φpi(x) ≤ 1}, Φpi � i-òîå ïðîäîëæåíèå
íà K p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ Q, ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåì
ïðîäîëæåíèÿì ‖ · ‖p.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a ∈ K p-äåëèòñÿ íà b ∈ K, åñëè
a
b ÿâëÿåòñÿ p-öåëûì.

Èñïîëüçóÿ àïðîêñèìàöèîííóþ òåîðåìó [3] è ëåììû 1�3, ìû äîêàçû-
âàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ âñåõ p-öåëûõ t ïîëÿ K NK
Q (1 + at) ÿâëÿåòñÿ

öåëûì p-àäè÷åñêèì, òî a�p-öåëîå.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò

Òåîðåìà(Çîëîòàðåâà)[1]. Åñëè äëÿ âñåõ p-öåëûõ t ïîëÿ K

‖(NK
Q (z + pνt))‖p ≤ ‖(NK

Q (z))‖p,

òî pν p-äåëèòñÿ íà z.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî â òåîðåìå

‖NK
Q (z + pνt)‖p = ‖NK

Q (z)‖p ‖NK
Q (1 +

pν

z
t)‖p,

‖NK
Q (1 +

pν

z
t)‖p ≤ 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðè a = pν

z .
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ÓÄÊ 517.518.826

È.Þ. Âûãîä÷èêîâà

Î ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÈÍÎÌÎÌ

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå èçâåñòíîé çàäà÷è Ï.Ë. ×åáûøåâà îá àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè
[1, ñ. 13]. Íà÷íåì ñ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ðåøåíèå
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ïî âñåì óçëàì äèñêðåòíîé ñåòêè
T = {t0 < . . . < tN} óêëîíåíèÿ îáðàçîâ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
Φ(·) îò çíà÷åíèé àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå n:

ρ(A) = max
k∈0,N

max f(A, k) −→ min
A∈Rn+1

, (1)

ãäå Φ(tk) = [y1,k; y2,k], y2,k ≥ y1,k, k = 0, N , A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1,
ρn(A, tk) = a0+a1t+. . .+ant

n, f(A, k) max{y2,k−ρn(a, tk); ρn(a, tk)−y1,k},
ρ∗ = min

A∈Rn+1
ρ(A).

Â öåëÿõ èñêëþ÷åíèÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåá-
ðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ñ÷èòàåì N ≥ n+ 1.

Åñëè yk = y1,k = y2,k, k = 0, N , çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Ï.Ë. ×å-
áûøåâà [1]:

max
k∈0,N

| yk − ρn(A, tk) |−→ min
A∈Rn+1

. (2)

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå øèðîêîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ çà-
äà÷è (1) ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, öåëåñîîáðàçíî íàéòè
îïòèìàëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, íå óâåëè÷èâà-
þùèé îáúåìà âû÷èñëåíèé, øàã çà øàãîì ïðèáëèæàþùèé ê öåëè è íà
êîíå÷íîì øàãå äàþùèé òî÷íîå ðåøåíèå.

Ïóñòü y1,k 6= y2,k õîòÿ áû äëÿ îäíîãî k ∈ 0, N . Áàçèñîì íàçîâåì
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (n+ 2) òî÷åê âèäà σ = {tj0 < . . . < tjn1

} ⊂ T .
Àìïëèòóäíûìè íà áàçèñå ρ íàçîâåì ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìó-

ëàìè:

ϕ1−i(σ, k) =


iy2,jk + (1− i)y1,jk k − ÷åòíî,

k = 0, n+ 1, i = 0, 1,

iy1,jk + (1− i)y2,jk k − íå÷åòíî.

(3)
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Ñôîðìóëèðóåì äëÿ àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé äèñêðåòíûå çàäà÷è
Ï.Ë. ×åáûøåâà [1]:

ρi(A, σ) = max
k=0,n+1

| ϕi(σ, k)− ρn(A, tj,k) |−→ min
A∈Rn+1

,

ρ∗i (σ) = min
A∈Rn+1

ρi(A, σ) = ρi(Ai(σ), σ), i = 0, 1.
(4)

Ïî êðèòåðèþ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è Ï.Ë. ×åáûøåâà [1] äëÿ çà-
äà÷ (4) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷èñëà h0(σ) è h1(σ), óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâàì:

hi(σ) = (−1)k+i(y1.5+0.5·(−1)k+i,jk(tjk)− ρn(Ai(σ), tjk)),
k = 0, n+ 1, i = 0, 1.

(5)

Ïîëîæèì hβ(σ) := max{h0(σ), h1(σ)}. Â [2] äîêàçàíî, ÷òî hβ(σ) > 0.

Ïóñòü m = max
k=0,N

y2,k−y1,k

2 , M = {k = 0, N :
y2,k−y1,k

2 = m}.

Èç (1), (4) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà:

ρ(A) ≥ m, ρ(A) ≥ ρi(a, σ),∀A ∈ Rn+1, i = 0, 1. (6)

Èñïîëüçóÿ (4), (6), çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî áàçèñà σ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî: ρ∗i ≤ ρ∗ = min

A∈Rn+1
ρ(A), i = 0, 1, à åñëè ïðè ýòîì èçâåñòíî,

÷òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ρ∗ > m, òî hβ(σ) ≤ ρ∗ [3].

Â [4] ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), âêëþ÷àþùàÿ 3 ýòà-
ïà. Â [3] ýòîò àëãîðèòì îïòèìèçèðîâàí äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäàíèÿ èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ òðåáóåò-
ñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ìîíîòîííî óâåëè÷èâàòü
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè òåêóùåé áàçèñíîé àìïëèòóä-
íîé ïîäçàäà÷è äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è èëè
ñäåëàí âûâîä î åãî íååäèíñòâåííîñòè (ïðè íåâîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî
óâåëè÷åíèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê
êðàéíåé òî÷êè ìíîæåñòâà ðåøåíèé [5].

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñàìûõ øèðîêèõ ñåãìåí-
òîâ íå ìåíåå ÷åì (n + 2), èçëîæåíà â [2]. Ýòîò ïðèåì ìîæíî ïðèìåíÿòü
äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ � êîãäà ñàìûõ øèðîêèõ ñåãìåíòîâ íå
ìåíåå ÷åì (n + 1), à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé.

1. Ïóñòü {j0 < . . . < jn} ⊂M . Ðåøàåì îòíîñèòåëüíî A ñèñòåìó

ρn(A, tjl) =
yl,jl + y2,jl

2
,∀l ∈ 0, n
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è ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî ρ(A) = m. Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, âåêòîð A áóäåò
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).Åñëè íåò, ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

2. Ðåøàåì íà òåêóùåì áàçèñå σ = {tj0 < . . . < tjn+1
} ⊂ T äâå ïîäçà-

äà÷è (4), ïðèìåíÿÿ ÷åáûøåâñêóþ èíòåðïîëÿöèþ [1].
Çàìåòèì, ââèäó (6), â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî òåêóùåãî áàçèñà öåëåñîîá-

ðàçíî âûáèðàòü òàêîé, ÷òî {j0, . . . , jn+1} ∩M 6= �.
Àíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ â áàçèñ óçëà tk0

, äëÿ êîòîðîãî
f(Aβ(σ), k0) = max

k=0,N
f(Aβ(σ), k). ßñíî, ÷òî f(Aβ(σ), k0) ≥ hβ(σ).

3. Ïóñòü k0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó f(Aβ(σ), k0) ≥ hβ(σ). Â òàêîì
ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê íîâîìó áàçèñó σ = {tj0 < . . . < tjn+1

} ⊂ T ïóòåì
äîáàâëåíèÿ â èñõîäíûé áàçèñ σ óçëà tk0

è èñêëþ÷åíèÿ èç íåãî îäíîãî
óçëà ñ óñëîâèåì, ÷òî íîâûé áàçèñ òàêîâ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò óçëà tjk
ê óçëó tjk+1

, k = 0, n+ 1, èçìåíÿåòñÿ çíàê ðàçíîñòè ìåæäó Φβ(σ, ·) è
çíà÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ρn(Aβ(σ), ·) â ýòîì óçëå (ïî ìîäóëþ
ýòè óêëîíåíèÿ îäèíàêîâû âî âñåõ óçëàõ íîâîãî áàçèñà, çà èñêëþ÷åíèåì
óçëà tk0

, â êîòîðîì ýòà âåëè÷èíà áîëüøå).
Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì êî 2-ìó øàãó, âûáðàâ â êà÷åñòâå íîâîãî òåêó-

ùåãî áàçèñà σ áàçèñ σ.
Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà àíàëîãè÷íà èçâåñòíî-

ìó àëãîðèòìó Âàëëå � Ïóññåíà [1, ñ. 26] è ïîäðîáíî èçëîæåíà â [2]. Òàì
æå äîêàçàíî, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ íåðàâåí-
ñòâà hβ(σ) > hβ(σ), êîòîðîå, ââèäó [3] è (6), â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿåò ìîíîòîííî ïåðåáèðàòü áàçèñû, ÷òî óñêîðÿåò ïðîöåññ
äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà ρ∗ = hβ(σ).

4. Åñëè f(Aβ(σ), k0) = hβ(σ), òî ëèáî íà òåêóùåì øàãå ïîëó÷åíî
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, ëèáî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1) ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ è åãî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü, îòûñêàâ
êðàéíèå òî÷êè [5].

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé ñëó÷àé. Ïóñòü y1(t) è y2(t) � ñêàëÿð-
íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a; b] 6= � è
y1(t) ≤ y2(t), ∀t ∈ [a; b], Φ(t) : R → 2R � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
îáðàçîì êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà t ∈ [a; b] ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê
Φ(t) = [y1(t); y2(t)]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

ρ(A) := max
t∈[a;b]

max{y2(t)− ρn(A, t), ρn(A, t)− y1(t)} → min
A∈Rn+1

. (7)

Â [6] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (7) èìååò ðåøåíèå è ïîëó÷åí êðèòå-
ðèé ðåøåíèÿ. Ââåäåì äèñêðåòèçàöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà [a; b],
T = {a = t0 < t1 < . . . < tN = b}. Ðåøàÿ íà òåêóùåé ñåòêå äèñêðåòíóþ
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çàäà÷ó ïðîâåðÿåì, áóäåò ëè óêëîíåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî äèñêðåòíóþ
âûáîðêó ïîëèíîìà îò èñõîäíîãî ìíîãîçíà÷íîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ íà [a; b] òàêèì æå, êàê è íà ìíîæåñòâå T . Åñëè òàê, ðåøåíèå òåêóùåé
äèñêðåòíîé çàäà÷è áóäåò ðåøåíèåì íåïðåðûâíîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äîáàâëÿåì â ñåòêó T îäíó èç òî÷åê îòðåçêà [a; b] ìàêñèìàëüíîãî
óêëîíåíèÿ òåêóùåãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà îò èñõîäíîãî ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òîãî ìîìåíòà, êàê áóäåò
ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå, ëèáî îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ïðèáëèæåííîì ðåøå-
íèè ïðè ïðåâûøåíèè ÷èñëà óçëîâ äèñêðåòíîé ñåòêè íàïåðåä çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, äàæå ïðè íåâîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî
ðàñøèðåíèÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ìíîæåñòâà T , âûâîä î íååäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ñäåëàòü íåëüçÿ [7].
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Ââåäåíèå. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îäíîé íåèíòåãðèðóåìîé ëèíåé-
íîé ñâÿçüþ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê íåãîëîíîìíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû,
çàäàííûå íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, äîïóñêàþùåì åñòåñòâåííîå âëîæå-
íèå â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé. Êàê ïîêà-
çàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ê íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ïî÷òè êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð (X,D, η, ~ξ), äëÿ êîòîðûõ âåêòîðíûå ðàñ-
ñëîåíèÿ (D, π, X) îñíàùåíû ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, îòëè÷íîé îò
ñòðóêòóðû, ïîðîæäàåìîé ôîðìîé η. Â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ìû ñëåäóåì
ïî Â.Â. Âàãíåðó [1], äåëàÿ óïîð íà èñïîëüçîâàíèè âíóòðåííåé ãåîìåò-
ðèè ïî÷òè êîíòàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ [2]. Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâà-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ íåãîëîíîìíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ
â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1]:

dxn

dt
= −Γna

dxa

dt
,

dxa

dt
+ Γabc

dxb

dt

dxc

dt
= 0. (1)

Äâèæåíèå ñèñòåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
äâèæåíèå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé ïî ãåîäåçè÷åñêîé íåãî-
ëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ [1]. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ñèñòåìû Âàãíåð èñïîëüçóåò ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî
íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîäáèðàÿ òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Îïèðàÿñü
íà êîíñòðóêöèè Âàãíåðà è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Íåòåð [3], ïðîäîëæåííóþ
íàìè íà íåãîëîíîìíûé ñëó÷àé, ìû âû÷èñëÿåì ïåðâûå èíòåãðàëû, ïîíè-
æàÿ, òåì ñàìûì, ðàçìåðíîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû.

2. Äîïóñòèìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó (ϕ, ~ξ, η, g) [2]. Ïóñòü D � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîðàçìåðíîñòè 1,
îïðåäåëÿåìîå ôîðìîé η, D⊥ = span(~ξ) � åãî îñíàùåíèå. Áóäåì íàçû-
âàòü ðàñïðåäåëåíèå D ðàñïðåäåëåíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Ðàññìîòðèì, äàëåå, âåêòîðíîå ðàññëîåíèå (D, π, X), òîòàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî D êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì êîí-
òàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðè-
âûå, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (1), ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè èíòåãðàëü-
íûõ êðèâûõ âåêòîðíîãî ïîëÿ, íàçâàííîãî ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâåðèçàöèåé
ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå D = TX
ãåîäåçè÷åñêàÿ ïóëüâåðèçàöèÿ ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ àíàëîãà
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ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû � êîíòàêòíîãî ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ íà
ìíîãîîáðàçèè ñ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé [5]. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ìû îïðåäåëÿåì àíàëîã êîíòàêòíîãî ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ââåäåííîå ïîíÿòèå èìåëî ñìûñë íå òîëüêî â ñëó÷àå
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû.

Ïóñòü K(xα) (α, β, γ = 1, 2, ...., n; a, b, c, e = 1, 2, ..., n− 1) � àäàïòèðî-
âàííàÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ D êàðòà [2] è ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð,
îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TX = D ⊕ D⊥. Âåêòîðíûå ïîëÿ P (∂a) =
= ~ea = ∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé êàðòû ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå D: D = Span(~ea). Òàêèì
îáðàçîì, ìû èìååì íà ìíîãîîáðàçèè X íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ ~eα =
= (~ea, ∂n) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîëå êîáàçèñîâ (dxa, θn = dxn+Γnadx

a).

Ïóñòü Ω � äîïóñòèìàÿ [2] çàìêíóòàÿ âíåøíÿÿ 2-ôîðìà ìàêñèìàëüíî-
ãî ðàíãà. Â îáùåì ñëó÷àå Ω 6= ω. Áóäåì íàçûâàòü Ω äîïóñòèìîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ïîä êîíòàêòíûì ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì
ïîëåì, àññîöèèðîâàííûì ñ ôóíêöèåé f , â [5] ïîíèìàëîñü åäèíñòâåííîå
âåêòîðíîå ïîëå ~u, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì i~uη = f , i~uω = (~ξf)η−df .
Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, çàìåíÿÿ ôîðìó ω = dη íà ïðîèçâîëü-
íóþ äîïóñòèìóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ω.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà,
f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå âåêòîðíîå ïîëå ~u, òàêîå, ÷òî: 1) i~uη = f , 2) i~uΩ = (~ξf)η − df .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

~u = Ωac(~ecf)~ea + f∂n. (2)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2) íàçîâåì äîïóñòèìîé ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìîé.

Ïóñòü òåïåðü ∇ � âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü [2] ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè-
÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè Γabc. Íà ïðîñòðàíñòâåD âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ (D, π,X) êàæäîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) ìíîãî-
îáðàçèÿ X ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõêàðòà K̃(x̃α, xn+a), ãäå xn+a � êîîðäèíàòû
äîïóñòèìîãî âåêòîðà â áàçèñå ~ea = ∂a − Γna∂n, x̃

α = xα ◦ π. Êàê ïîêàçàíî
â [2], çàäàíèå âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè ∇ âëå÷åò ðàçëîæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ď = π−1

∗ (D) â ïðÿìóþ ñóììó Ď = HD ⊕ V D, ãäå V D � âåðòèêàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, HD � ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîðîæäàåìîå
âåêòîðíûìè ïîëÿìè ~εa = ∂a − Γna∂n − Γcabx

n+b∂n+c.

Âåêòîðíîå ïîëå ~S ∈ ΓĎ íà ìíîãîîáðàçèè D íàçîâåì ïîëóïóëüâåðè-
çàöèåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå π∗(~S~v) = ~v, ~v ∈ D. Ëîêàëüíîå ïðåä-
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ñòàâëåíèå ïîëÿ ~S â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

~S(xα, xn+a) = xn+a∂a − xn+aΓna∂n + Sn+a∂n+a.

Ïîëóïóëüâåðèçàöèþ ~S áóäåì íàçûâàòü ïóëüâåðèçàöèåé, åñëè óäîâëå-
òâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ [~C, ~S] = ~S, ãäå ~C = xn+a∂n+a � ïîëå
Ëèóâèëëÿ íà D.

Òåîðåìà 2 [2]. Âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò ïóëüâåðèçà-
öèþ ~S, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé èìååò âèä: ~S = xn+a~εa,
ãäå ~εa = ∂a − Γna∂n − Γcabx

n+b∂n+c.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïóëü-
âåðèçàöèè â ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè.

Òåîðåìà 3 [4]. Ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ ~S ñîâïàäàþò
ñ ãåîäåçè÷åñêèìè âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè.

3. Î ïåðâûõ èíòåãðàëàõ äîïóñòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû. Ïóñòü òåïåðü (D, π, X) � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, ãäå D ⊂ TX, D =
= Kerη. Êàê îáû÷íî, ìû ïîëàãàåì, ÷òî TX = D ⊕D⊥, D⊥ � äîïîëíè-
òåëüíîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü, äàëåå, Ω � äîïóñòèìàÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà è H � ãàìèëüòîíèàí äîïóñòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû ~x. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ∂nH, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) ïîëó÷àåì:

i~xΩ = −dH. (3)

Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå â íóëü ∂nH íå çàâèñèò îò âûáîðà àäàïòè-
ðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äîïóñòèìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (ÄÃÑ)
äëÿ ñëó÷àÿ (3) áóäåì íàçûâàòü ïðîåêòèðóåìîé äîïóñòèìîé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìîé (ÏÄÃÑ). Òåîðåìà Äàðáó îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé
àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé óðàâíåíèÿ (3)
ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå:

dxi

dt
= ∂m+iH,

dxm+i

dt
= −∂iH,

dxn

dt
=

m∑
i=1

(−Γni ∂m+iH + Γnm+i∂iH). (4)

Â ðàâåíñòâå (4) 2m = n − 1, i = 1, ...,m. Íàðÿäó ñ âåêòîðíûì ðàñ-
ñëîåíèåì (D, π, X) ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå (D∗, q, X), ñëîè
D∗x êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå x ñîñòîÿò èç äîïóñòèìûõ 1-ôîðì â ñî-
îòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Âñÿêîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) ìíîãîîá-
ðàçèÿ X ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõêàðòà K̃ íà ìíîãîîáðàçèè D∗ òàêàÿ, ÷òî
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K̃(αx) = (x̃α, pa), ãäå pa = αx(~ea), x̃
α = xa ◦ q, αx ∈ D∗x. Ïîìèìî ãî-

ëîíîìíûõ áàçèñîâ ∂a = ∂
∂xa , ∂n = ∂

∂xn , ∂a = ∂
∂pa íà D

∗ ïîëå íåãîëîíîì-

íûõ áàçèñîâ ~Ea = ∂a − Γna∂n, ~En = ∂n, ~En+a = ∂a. Âåêòîðíûå ïîëÿ
~Ea, ~En+a îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ ãîëîíîìíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â ðàñ-
ïðåäåëåíèè D̃∗ = q−1

∗ (D). Îïðåäåëèì 1-ôîðìó λ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
λα(~u) = α(q∗, ~u), α ∈ D∗. Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìà λ ïîëó-
÷àåò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå: λ = padx

a. Å¼ äèôôåðåí-
öèàë ω = dλ çàäàåò íà D∗ äîïóñòèìóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (äî-
ïóñòèìóþ ê D̃∗), äëÿ êîòîðîé âñÿêàÿ àäàïòèðîâàííàÿ ñâåðõ êàðòà ÿâëÿ-
åòñÿ êàíîíè÷åñêîé: ω = dPa∧dxa. Ïóñòü D � ïî÷òè êîíòàêòíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì íà D∗ ãëàäêóþ ôóíêöèþ H = 1

2g
abPaPb.

Åé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÄÃÑ ~uH ∈ ΓD̃∗ ñ êîìïîíåíòàìè uaH = ∂aH,
un+a
H = −∂aH + Γna∂nH. Óðàâíåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ ~uH ïðè-
ìóò âèä

ẋa = ∂aH, Ṗa = − ~EaH, ẋn = −Γna∂
aH. (5)

Ïî àíàëîãèè ñ ãîëîíîìíûì ñëó÷àåì âåêòîðíîå ïîëå ~uH ñâÿçàíî ñ ãåîäå-
çè÷åñêèì ïîòîêîì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ãåîäå-
çè÷åñêîãî ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè äëÿ ïî÷òè
êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äîïóñòèìîé ìåòðèêîé gab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà H = 1
2g

abPaPb, èìååì

∂aH = gabPa, ∂yH =
1

2
∂yg

abPaPb. (6)

Èç (5) è (6) ïîëó÷àåì:
ẋa = gabPb. (7)

Äàëåå,

dPa
dt

= − ~EaH = −(∂aH − ∂nHΓna) =

= −1

2
(∂ag

bc − ∂ngbcΓna)PbPc = −1

2
(~eag

bc)PbPc. (8)

Ñîáèðàÿ âìåñòå (6), (7), (8), ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ẋa = gabPb, Ṗa = −1

2
(~eag

bc)PbPc, ẋn = −gabPbΓna . (9)

Èñêëþ÷àÿ èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû Pa, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (1), ÷òî è äî-
êàçûâàåò òåîðåìó. Ïóñòü ~y ∈ ΓD � âåêòîðíîå ïîëå òàêîå, ÷òî ∂ny

a = 0.
Òîãäà èìååò ìåñòî òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå
~z ∈ ΓTD̃∗ òàêîå, ÷òî q∗~z = ~y, L~zλ = 0. Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 5,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ~v � äîïóñòèìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà D∗,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìêíóòîé ôîðìå µ. Òîãäà, åñëè µ(~z) = 0, ãäå ~z ∈
∈ ΓTD̃∗ òàêîå, ÷òî q∗~z = ~y, L~zλ = 0, òî λ(~z) � ïåðâûé èíòåãðàë ~v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì, dλ(~v, ~z) =
−µ(~z) = ~vλ(~z) − ~zλ(~v) − λ([~v, ~z]) =
= ~vλ(~z)− (L~zλ)(~v) = ~vλ(~z). ×òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äëÿ ñëó÷àÿ ÏÄÃÑ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [6].
Ïðèìåð. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî R3 ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïîä÷èíåííîãî íåãîëîíîìíîé
ñâÿçè ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, çàäàâàåìîé ìåòðèêîé

(gαβ) =

1 + y2 0 y
0 1 0
y 0 1

 .

Äâèæåíèå òî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì äîïóñòèìîé ñâÿç-
íîñòè ê ðàñïðåäåëåíèþ D, ïîðîæäàåìîìó âåêòîðíûìè ïîëÿìè ~e1 =
= ∂1 − y∂3, ~e2 = ∂2. Ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå ∂3 îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëü-
íîå îñíàùåíèåD⊥ ðàñïðåäåëåíèÿD. Àäàïòèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
H(x, y, z, Pa) = 1

2(P 2
1 + P 2

2 ). Ñèñòåìà (9) â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

ẋ = P1, ẏ = P2, Ṗa = 0, ż = −yP1. (10)

Âåêòîðíîå ïîëå ~y = −y∂1 + x∂2 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6 çàäàåò
ïåðâûé èíòåãðàë f = −yP1 + xP2 ñèñòåìû (10).
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ÓÄÊ 512.57
È.Â. Ãëîòîâà, Ï.À. Òåðåõèí

ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÈÇÎÌÅÒÐÈÈ ÄÎ C∗-ÀËÃÅÁÐÛ ÊÓÍÖÀ O2

È ÎÑÍÎÂÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÐÀÒÍÎÌÀÑØÒÀÁÍÎÃÎ
ÀÍÀËÈÇÀ

Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Óíèòàðíûé îïåðàòîð W : H → H íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì ñäâèãîì,
åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð e ∈ H òàêîé, ÷òî ñèñòåìà {W ne}n∈Z îáðàçóåò îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâàH. Åñëè en = W ne, òîWen = en+1,
n ∈ Z.

Àëãåáðîé Êóíöà Od (ñì. [1]) íàçûâàåòñÿ íàáîð èçîìåòðèé Si : H → H,
i = 0, . . . , d− 1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

S∗i Sj = δijI, i, j = 0, . . . , d− 1,
d−1∑
i=0

SiS
∗
i = I, (1)

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H. Ñîîòíîøåíèÿ (1) ïîêàçûâàþò, ÷òî
èçîìåòðèè Si èìåþò ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå îáðàçû Im(Si), ïðÿìàÿ ñóì-

ìà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ H:
d−1⊕
i=0

Im(Si) = H.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé d = 2, ò.å. ïàðó èçîìåòðèé {S0, S1}, ïîðîæ-
äàþùóþ àëãåáðó Êóíöà O2. Ïîñòàâèì âîïðîñ î äîïîëíåíèè çàäàííîé
èçîìåòðèè S0 äî àëãåáðû Êóíöà O2, ò.å. î íàõîæäåíèè èçîìåòðèè S1,
äëÿ êîòîðîé Im(S0)⊕ Im(S1) = H. Ïîñêîëüêó ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñ ïî-
ñòðîåíèåì âñïëåñêîâ íà îñíîâå ÊÌÀ (êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà), òî
ñîîòâåñòâóþùèå èçîìåòðèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ SiW = W 2Si,
i = 0, 1, ãäåW � îïåðàòîð äâóñòîðîííåãî ñäâèãà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû
ÊÌÀ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñâÿçü òåîðèè âñïëåñêîâ ñ àëãåáðàìè Êóíöà
îòìå÷àëàñü â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà. Ïóñòü W : H → H - îïåðàòîð äâóñòîðîííåãî ñäâèãà è
èçîìåòðèÿ S0 : H → H óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ S0W = W 2S0. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ èçîìåòðèÿ S1 : H → H, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîò-
íîøåíèþ S1W = W 2S1 è òàêàÿ, ÷òî ïàðà {S0, S1} ïîðîæäàåò àëãåáðó
Êóíöà O2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì âåêòîð S0e ïî áàçèñó {en}n∈Z: S0e =
= 1√

2

∑
n∈Z

hnen. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Z áóäåì èìåòü S0em =

= S0W
me = W 2mS0e = 1√

2

∑
n∈Z

hnen+2m. Ñëåäñòâèåì èçîìåòðè÷íî-

ñòè îïåðàòîðà S0 ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà
∑
n∈Z
|hn|2 = 2,

∑
n∈Z

hnh̄n−2m =

= 0,m 6= 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð S1 íà âåêòîðàõ áàçèñà: S1em =
= 1√

2

∑
n∈Z

(−1)nh̄1−nen+2m. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(S1em, S1el) = 1
2

∑
n∈Z

(−1)n(−1)n+2(m−l)h̄1−nh1−n−2(m−l) = δml. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî îïåðàòîð S1 äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà H.
Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì S1W

me = W 2mS1e, îòêóäà S1Wem = S1W
m+1e =

= W 2(m+1)S1e = W 2S1W
me = W 2S1em äëÿ âñåõ m ∈ Z. Ïîýòîìó S1W =

= W 2S1. Òåïåðü ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü îáðàçîâ Im(S0) è Im(S1).
Äëÿ ýòîãî íàéäåì (S0em, S1el) = 1

2

∑
n∈Z

(−1)nhnh1−n−2(m−l). Â ïîñëåäíåé

ñóììå âûïîëíèì çàìåíó èíäåêñà N = 1− n− 2(m− l). Ïîëó÷èì:

(S0em, S1el) = −1

2

∑
N∈Z

(−1)Nh1−N−2(m−l)hN = −(S0em, S1el),

îòêóäà (S0em, S1el) = 0 äëÿ âñåõ m, l ∈ Z. Îðòîãîíàëüíîñòü Im(S0) è
Im(S1) ïðîâåðåíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî Im(S0)⊕ Im(S1) = H. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà x ∈ H ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (x, S0em) = 0 è
(x, S1em) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ Z. Ïîêàæåì, ÷òî x = 0. Ïóñòü x =

∑
n∈Z

xnen.

Òîãäà ∑
n∈Z

xnh̄n−2m = 0,
∑
n∈Z

xn(−1)nh1−n+2m = 0. (2)

Ïîëîæèì h(t) = 1
2

∑
n∈Z hne

2πint, x(t) =
∑

n∈Z xne
2πint è çàìåòèì, ÷òî

2h(t)e2πi2mt =
∑
n∈Z

hn−2me
2πint,

−2h̄(t+ 1
2)e2πi(2m+1)t =

∑
n∈Z

(−1)nh̄1−n+2me
2πint.

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (2) â ðàâíîñèëüíîì âèäå∫ 1

0

x(t)h̄(t)e−2πi2mt dt = 0,

∫ 1

0

x(t)h(t+ 1
2)e−2πi(2m+1)t dt = 0.

Cäåëàåì çàìåíó τ = 2t. Ïîëó÷èì:∫ 2

0

x(τ2)h̄(τ2)e−2πimτ dτ =

∫ 1

0

(
x(τ2)h̄(τ2) + x(τ2 + 1

2)h̄(τ2 + 1
2)
)
e−2πimτ dτ = 0

30



è àíàëîãè÷íî∫ 1

0

(
x(τ2)h(τ2 + 1

2)− x(τ2 + 1
2)h(τ2)

)
e−πiτe−2πimτ dτ = 0.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ 1-ïåðèîäè÷íîñòü ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
ôóíêöèé, íàõîäèì:{

x(τ2)h̄(τ2) + x(τ2 + 1
2)h̄(τ2 + 1

2) = 0,
x(τ2)h(τ2 + 1

2)− x(τ2 + 1
2)h(τ2) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ τ ∈ (0, 1). Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

∆ =

∣∣∣∣ h̄(τ2) h̄(τ2 + 1
2)

h(τ2 + 1
2) −h(τ2)

∣∣∣∣ = −(|h(τ2)|2 + |h(τ2 + 1
2)|2) = −1

îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå x(τ2) = x(τ2 + 1

2) = 0, ïîýòîìó x(t) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ (0, 1), òàê ÷òî x = 0. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà
|h( t2)|2 + |h( t2 + 1

2)|2 = 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:

|h( t2)|2 + |h( t2 + 1
2)|2 =

1

4

∑
n1∈Z

∑
n2∈Z

(1 + (−1)n1(−1)n2)hn1
h̄n2

e2πi(n1−n2)t/2.

Ïîëàãàÿ n1 − n2 = 2m è n = n1, ïîëó÷àåì:

|h( t2)|2 + |h( t2 + 1
2)|2 =

1

2

∑
m∈Z

e2πimt
∑
n∈Z

hnh̄n−2m = 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü {Vj}j∈Z � îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ â ïðîñòðàíñòâå L2(R) è

ϕ - ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. [3]). Â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H âîçüìåì V0. Îïåðàòîð Wf(x) = f(x− 1) çàäàåò äâóñòîðîí-
íèé ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå V0, ïîñêîëüêó W nϕ(x) = ϕ(x − n), n ∈ Z
� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V0. Èçîìåòðè÷åñêèé â ïðî-
ñòðàíñòâå V0 îïåðàòîð S0f(x) = 1√

2
f(x2) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

S0W = W 2S0. Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò îïåðàòîð S1, äåéñòâó-
þùèé â ïðîñòðàíñòâå V0, äëÿ êîòîðîãî ïàðà {S0, S1} ïîðîæäàåò àëãåá-
ðó Êóíöà. Ïîñêîëüêó Im(S0) = V−1, òî Im(S1) = V0 	 V−1. Ïîëîæèì
ψ0 = S1ϕ. Òîãäà {W 2nψ0}n∈Z � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V0	V−1. Òàê
êàê îïåðàòîð S0, ðàññìîòðåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(R) îáðàòèì,
òî ðàâåíñòâîì ψ0 = S0ψ êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ψ ∈ V1, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ψ(x2) =

∑
n∈Z

(−1)nh̄1−nϕ(x−n). Òàêèì îáðàçîì,
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âñïëåñê ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z, àññîöèèðîâàííûé ñ ìàñøòà-
áèðóþùåé ôóíêöèåé ϕ, ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà S1,
äîïîëíèòåëüíîãî ê îïåðàòîðó S0 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ìî-
ëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ (ïðîåêò � ÌÄ-1354.2013.1) è ãðàíòà ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 13-01-00102).
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ÓÄÊ 517.51

Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÊËÀÑÑÎÌ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ðàáîòàõ [1] è [2] ðàññìàòðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ:

Ln(f ;x) =
1

g(z(x))n

∞∑
k=0

f
(k
n

)
αk,n

[
z(x)

ψ(z(x))

]k
,

ãäå g(z) è ψ(z) - àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå |z| < a, ïðèíèìàþùèå ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ íà [0; a], òàêèå, ÷òî íà [0; a] xψ′(x) < ψ(x) è ÷èñëà

α0,n = g(0)n è αk,n =
1

k!

dk−1

dzk−1

[(
g(z)n

)′
ψ(z)k

]
z=0

, k = 1,∞

íåîòðèöàòåëüíû, à z(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

x(z) =
zψ(z)

ψ(z)− zψ′(z)
· g
′(z)

g(z)
.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè îïåðàòîðîâ Ln ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå õîðîøî èçâåñò-
íûå îïåðàòîðû, íàïðèìåð, îïåðàòîðû Ñàñà � Ìèðàêüÿíà, Áàñêàêîâà, Êà-
òàëàíà. Êðîìå òîãî, íåñëîæíî óêàçàòü ïàðû ôóíêöèé g è ψ ñ òðåáóåìûìè
ñâîéñòâàìè è ïîëó÷èòü íîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ.
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Áûëè äîêàçàíû òåîðåìû, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæå-
íèÿ îïåðàòîðàìè Ln äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïî ñóòè åñòü n−1/2,
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ � n−1 è äëÿ òðèæäû è áîëåå ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé íå óëó÷øàåòñÿ.

Â ðàáîòå [3] äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé áûëà ðàññìîò-
ðåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ:

Mn(f ;x) = Ln(f ;x)− 1

2
Ln((t− x)2;x)Ln(f

′′;x)

è áûëî äîêàçàíî, ÷òî

|Mn(f ;x)− f(x)| ≤ 2
v(x)

n
ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
, ãäå v(x) =

xg(x)

z′(x)g′(x)
, (1)

òî åñòü ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðàìè Mn ëó÷øå, ÷åì îïåðàòîðàìè Ln. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç äîêàçà-
òåëüñòâà íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðàìè Mn

òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íå ìîæåò áûòü ëó÷øå, ÷åì n−3/2.
Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàòîðàìè Mn äëÿ ν ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé (ν > 2) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ:

Mn,ν(f ;x) = Ln(f ;x)−
ν−1∑
k=2

1

k!
Ln((t− x)k;x)Mn,ν−k(f

(k);x),

Mn,1(f ;x) = Mn,2(f ;x) = Ln(f ;x).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f ν ðàç äèôôåðåíöèðóåìà, òî

|Mn,ν(f ;x)− f(x)| ≤ n−
ν−1

2 ω(f (ν−1);
1√
n

)C(ν)Wν(x),

ãäå C(ν) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, Wν(x) � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü âûðàæåíà ÷åðåç v(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òàê
êàê Mn,3(f ;x) = Mn(f ;x), èç íåðàâåíñòâà (1) âèäíî, ÷òî äëÿ ν = 3
óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ν ≥ 3 ðàçëîæèì f ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà è ïðèìåíèì îïåðàòîð Ln. Òàê êàê Ln(1;x) = 1 è Ln(t−x;x) = 0,
ïîëó÷àåì:

Mn,ν(f ;x)− f(x) =
ν−1∑
k=2

1

k!
Ln((t− x)k;x)

[
f (k)(x)−Mn,ν−k(f

(k);x)
]

+
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+Ln(Rn,ν;x), (2)

ãäå Rn,ν(t;x) =
1

(ν − 1)!

[
f (ν−1)(ξ)− f (ν−1)(x)

]
(t−x)ν−1, ξ � òî÷êà ìåæäó

t è x.

Òàê êàê
d

dx
Ln(f ;x) =

n

v(x)
Ln((t− x)f ;x), ïîëó÷àåì

Ln((t− x)k;x) = n−k+1wk(x), ãäå wk(x) = v(x)w′k−1(x), w2(x) = v(x).
(3)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè∣∣∣f (k)(x)−Mn,ν−k(f
(k);x)

∣∣∣ ≤ n−
ν−k−1

2 ω
(

(f (k))(ν−k−1);
1√
n

)
C(k)Wν−k(x).

(4)

Òàê êàê |f (ν−1)(ξ)−f (ν−1)(x)| ≤
(

1+ (t−x)2

δ2

)
ω(f (ν−1); δ), ïîëó÷àåì, ÷òî

|Ln(Rn,ν;x)| ≤ 1

(ν − 1)!
ω(f (ν−1); δ)

[
Ln(|t− x|ν−1;x) +

1

δ2
Ln(|t− x|ν+1;x)

]
.

Åñëè ν íå÷åòíîå, òî

Ln(|t− x|ν−1;x) = Ln((t− x)ν−1;x) = n−ν+2wν−1(x)

è äëÿ δ =
√

v(x)
n

1

δ2
Ln(|t−x|ν+1;x) =

1

δ2
Ln((t−x)ν+1;x) = n−ν+1w′ν(x).

Åñëè ν ÷åòíîå, òî

Ln(|t− x|ν−1;x) = Ln((t− x)ν−2|t− x|;x) ≤
≤
√
Ln((t− x)2ν−4;x)

√
Ln((t− x)2;x) =

=
√
n−2ν+5w2ν−4(x)

√
v(x)

n
= n−ν+2

√
w2ν−4(x)v(x),

è
1

δ2
Ln(|t − x|ν+1;x) ≤ 1

δ2

√
Ln((t− x)2ν;x)

√
Ln((t− x)2;x) =

=
√
L′n((t− x)2ν−1;x) = n−ν+1

√
w′2ν−1(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå

|Ln(Rn,ν;x)| ≤ n−ν+2ω(f (ν−1); δ)C(ν)W ∗(x). (5)

Èç ñîîòíîøåíèé (2�5) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÓÄÊ 517.984
Ì.Þ. Èãíàòüåâ

ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÅÉØÅÌ ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ ÃÐÀÔÅ

Ñ ÖÈÊËÎÌ

Ïóñòü Γ � ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô ñ âåðøèíîé v1 è ðåáðàìè r0, r1, ãäå
r1 - ëó÷ ñ íà÷àëîì â v1, r0 � öèêë [v1, v1] äëèíû π. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðåáðî r0 ïàðàìåòðèçîâàíî ïàðàìåòðîì x0 ∈ [0, π], à r1 � ïàðàìåòðîì
x1 ∈ [0,∞). Ôóíêöèþ y íà ãðàôå Γ áóäåì òðàêòîâàòü êàê ïàðó ôóíêöèé
(y0(x0), y1(x1)).

Íà ðåáðàõ rj, j = 0, 1 ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

`0y0 := −y′′0 + q0(x0)y0 = ρ2y0, (1)

`1y1 := y
(n)
1 +

n−2∑
j=0

q1j(x1)y
(j)
1 = ρny1, (2)

ãäå q0 ∈ L(0, π) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, n > 2, q1j � êîìïëåêñíî-
çíà÷íûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî q1j(x1) exp(τx1) ∈ L(0,∞)
äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0. Ïóñòü Ων = {ρ : arg ρ ∈

(
ν−1
n π, νnπ

)
} è ωk, k = 1, n

� êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1, óïîðÿäî÷åííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òî Re(ρω1) <
< Re(ρω2) < . . . < Re(ρωn) ïðè ρ ∈ Ων. Äëÿ k = 2, n îïðåäåëèì ðåøåíèå
òèïà Âåéëÿ ψk = (ψk0(x0, ρ), ψk1(x1, ρ)) êàê ôóíêöèþ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
1) ψk0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), ψk1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (2);
2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñêëåéêè:

ψk0(0, ρ) = ψk0(π, ρ) = ψk1(0, ρ),
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ψ′k0(π, ρ) = ψ′k0(0, ρ) + ψ′k1(0, ρ),

ψ
(ν−1)
k1 (0, ρ) = 0, ν = 3, k;

3) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

ψk1(x1, ρ) = exp(ρωkx1)(1 + o(1)), x1 →∞.

Äëÿ k = 1 îïðåäåëèì ψ11(x1, ρ) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), íîðìèðîâàí-
íîå àñèìïòîòèêîé ψ11(x1, ρ) = exp(ρω1x1)(1 + o(1)), x1 →∞.

Òåîðåìà 1. Ïðè êàæäîì ν = 1, 2n, k = 1, n ψk1(x1, ρ) ãîëîìîðôíà
â Ων \ Λkν è íåïðåðûâíà â Ων \ Λkν, ãäå Λkν � íåêîòîðîå íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî Ων, íå èìåþùåå êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Ïðè ρ → 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ψk1(x1, ρ) = O(ρ−N), ãäå N � íåêîòîðîå
öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó Ψ(x1, ρ): Ψνk := ψ
(ν−1)
k1 , k, ν = 1, n.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ρ∗ òàêîå, ÷òî:
1) Λkν ∩ Λmν ∩ {|ρ| > ρ∗} = ∅;
2) äëÿ ëþáîãî ρ0 ∈ Λν ∩ {|ρ| > ρ∗}, ãäå Λν :=

n⋃
k=1

Λkν ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà α(ρ0) òàêàÿ, ÷òî

Ψ(x1, ρ)
(
I − (ρ− ρ0)

−1α(ρ0)
)

îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè ρ0.

Ëåììà 1. Ïðè ρ → ∞, ρ ∈ Gν,δ := {ρ ∈ Ων : dist(ρ,Λν) > δ}, δ > 0,
èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà:

Ψ(x1, ρ) = Dρ [W ] exp(ρx1ω)A(ρ), A(ρ) = O(1),

ãäå Dρ = diag(1, ρ, . . . , ρn−1), ω = diag(ω1, ω2, . . . , ωn), W = (wjk)j,k=1,n,

wjk = ωj−1
k , [W ] = W + O(ρ−1), A(ρ) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ

1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Äàëåå, ïóñòü Ψ̃(x1, ρ) ïîñòðîåíà àíàëîãè÷íî
Ψ(x1, ρ) ïî ðåøåíèÿì òèïà Âåéëÿ óðàâíåíèé âèäà (1), (2), óäîâëåòâî-
ðÿþùèì óñëîâèÿì 1)-3), íî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè q̃0, q̃10, . . . q̃1,n−2.
Òîãäà äëÿ Â(ρ) := A(ρ) − Ã(ρ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà Â(ρ) = O(ρ−1),
ρ→∞, ρ ∈ Gν,δ.

Ïóñòü Σν = {ρ : arg ρ = ν
nπ}. Äëÿ ρ0 ∈ Σν \ (Λν ∪ Λν+1) îïðåäåëèì

Ψ−(x1, ρ0) = lim
ρ→ρ0,ρ∈Ων

Ψ(x1, ρ), Ψ+(x1, ρ0) = lim
ρ→ρ0,ρ∈Ων+1

Ψ(x1, ρ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà v(ρ0) òàêàÿ, ÷òî Ψ+(x1, ρ0) =
= Ψ−(x1, ρ0)v(ρ0).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ôóíêöèé {q0, q10, . . . q1,n−2} ïðèíàäëåæèò
êëàññó G, åñëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî ïðè ρ∗ = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå îïðåäåëèì äàííûå ðàññåÿíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ ðåáðîì r1, êàê
íàáîð J1 = {v(ρ0), ρ0 ∈ Σν \ (Λν ∪ Λν+1) ; Λν;α(ρ0), ρ0 ∈ Λν, ν = 1, 2n}.

Òåîðåìà 3. Åñëè {q0, q10, . . . q1,n−2} ∈ G è {q̃0, q̃10, . . . q̃1,n−2} ∈ G
òàêîâû, ÷òî J1 = J̃1, òî q1j = q̃1j, j = 0, n− 2. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå
äàííûõ ðàññåÿíèÿ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ðåáðîì r1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2).

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ (1) òðåáóþòñÿ çàäàíèÿ
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷åé
íà r0. À èìåííî, ïóñòü S0(x0, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ `0y = λy ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè òèïà ñèíóñà, F (λ) � äèñêðèìèíàíò Õèëëà ïåðèîäè÷å-
ñêîé çàäà÷è äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ [3]. Ïóñòü, äàëåå, {λm}∞m=1 � ñïåêòð
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ `0y = λy ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà êîíöàõ
èíòåðâàëà (0, π) è σm ∈ {−1, 0, 1},m = 1,∞ � ÷èñëà òàêèå, ÷òî [3]:

S ′0 (π, λm) =
1

2
F (λm) +

σm
2

√
F 2 (λm)− 4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N0 ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ m òàêèõ, ÷òî λm ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è.

Îïðåäåëèì äàííûå ðàññåÿíèÿ êàê íàáîð J = {J1;σm,m =
= 1,∞;N0;λm,m ∈ N0}.

Òåîðåìà 4. Åñëè {q0, q10, . . . q1,n−2} ∈ G è {q̃0, q̃10, . . . q̃1,n−2} ∈ G

òàêîâû, ÷òî J = J̃ , òî q1j = q̃1j, j = 0, n− 2 è q0 = q̃0. Òàêèì îáðà-
çîì, çàäàíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèé (1), (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 13-01-00134).
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ÓÄÊ 517.984

Â.Â. Êîðíåâ, À.Ï. Õðîìîâ

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÍÛ

Â ðàáîòå À.È. Âàãàáîâà [1, ñ. 116�117] ïðèâåäåí ïðèìåð ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ó êîòîðîé ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
èìååò íåïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé, ÷òî
ïðèâîäèò ê íåðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå, è â òî
æå âðåìÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì Ëàïëàñà.
Ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ñëåäóþùåé î÷åíü ïðîñòîé ñìåøàí-
íîé çàäà÷è:

ut(x, t) = ux(x, t), (1)

u(0, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), (3)

ãäå u(x, t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞).
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû èçó÷èì çàäà÷ó (1)�(3) è äàäèì ïðèìåíå-

íèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ
ñòðóíû.

1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) áóäåì îáîçíà÷àòü u+(x, t). Ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä y′(x) = λy(x), y(0) = 0. Ó íå¼ íåò ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ââèäó ïðîñòîòû çàäà÷è (1)�(3)
áóäåì èçó÷àòü å¼, íå ïðèâëåêàÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà êàê â [1]. Îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1) åñòü

ut(x, t) = F (x+ t). (4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (1)�(3) èìååò ïðè âñåõ t ∈ (−∞,∞) òîëüêî íóëåâîå
ðåøåíèå (è, çíà÷èò, ëèøü ïðè ϕ(x) = 0). Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îòäåëüíî äâå çàäà÷è: îäíó ïðè t ∈ [0,∞), äðóãóþ ïðè t ∈ (−∞, 0]. Ñ÷èòà-
åì, ÷òî ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì äëÿ êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ óñëîâèÿì: ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(0) = 0. Èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ (4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Åñëè t ∈ [0,∞), òî u+(x, t) ≡ 0 (â ýòîì ñëó÷àå ϕ(x) ≡
≡ 0). Åñëè t ∈ (−∞, 0], òî

u+(x, t) =

{
ϕ(x+ t), 0 ≤ x+ t ≤ 1,

0, x+ t ≤ 0.
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2. Ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, êîãäà (1) çàìåíÿåòñÿ íà ut = −ux.
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç u−(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè t ∈ [0,∞), òî

u−(x, t) =

{
ϕ(x− t), 0 ≤ x− t ≤ 1,

0, x− t ≤ 0.

Åñëè t ∈ (−∞, 0], òî u−(x, t) ≡ 0 (â ýòîì ñëó÷àå ϕ(x) ≡ 0).
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 1 è 2 ñïðàâåäëèâû è ïðè x ∈ [0,∞):

u+(x, t) ≡ 0 ïðè t ≥ 0;

åñëè t ∈ (−∞, 0], òî

u+(x, t) =

{
ϕ(x+ t), 0 ≤ x+ t,

0, x+ t ≤ 0;

u−(x, t) ≡ 0 ïðè t ≤ 0;

åñëè t ∈ [0,∞), òî

u−(x, t) =

{
ϕ(x− t), 0 ≤ x− t,
0, x− t ≤ 0.

3. Òåîðåìû 1 è 2 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðåçóëü-
òàòàì äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(x) ∈ C2[0,∞), ϕ(0) = ϕ′(0) =
= ϕ′′(0) = 0. Òîãäà çàäà÷à à):

utt(x, t) = uxx(x, t);

u(0, t) = ux(0, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = −ϕ′(x)

ïðè x ∈ [0,∞), t ∈ [0,∞), èìååò ðåøåíèå

u(x, t) =

{
ϕ(x− t), 0 ≤ x− t,
0, x− t ≤ 0;

çàäà÷à á):

utt(x, t) = uxx(x, t);

u(0, t) = ux(0, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ϕ′(x)
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ïðè x ∈ [0,∞), t ∈ (−∞, 0], èìååò ðåøåíèå

u(x, t) =

{
ϕ(x+ t), 0 ≤ x+ t,

0, x+ t ≤ 0.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ à) è á) óñëîâèÿ ut(x, 0) = −ϕ′(x) è ut(x, 0) =
= ϕ′(x) ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ èçëèøíèìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-
01-00238à).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÆÎÐÄÀÍ�ÄÈÐÈÕËÅ
ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) â ðÿä Ôóðüå ïî
ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà L, ãäå

L : Ly = y′;U(y) = y(0)− y(1) +

1∫
0

a(t)y(t)dt = 0, (1)

ãäå a(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ÷àñòè÷íîé
ñóììû ðÿäà Ôóðüå Sr(f, x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

Rλf dλ, ãäå Rλf � ðåçîëüâåíòà

îïåðàòîðà L.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′(x) = λy(x) + f(x), (2)

U(y) = 0. (3)

Åå ðåøåíèå [1] èìååò âèä

y(x, λ) = Rλf = −eλx4−1 (λ)

∫ 1

0

Ux(g(x, t, λ))f(t)dt+ gλf(x), (4)
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ãäå 4(λ) = U(eλ), Ux îçíà÷àåò, ÷òî U ïðèìåíÿåòñÿ ïî x,

g(x, t, λ) =

{
−ε(t, x)eλ(x−t), ïðè Reλ > 0,
ε(x, t)eλ(x−t), ïðè Reλ < 0,

ε(x, t) =

{
1, ïðè t 6 x,
0, ïðè t > x,

gλf(x) =
1∫

0

g(x, t, λ)f(t)dt.

Ðàññìîòðèì f(x) ∈ C [0, 1]∩V [0, 1]. Èçâåñòíî, åñëè g(x) ∈ C1 [0, 1], òî

b∫
a

g′(x)f(x) dx = g(x)f(x) |ba −
b∫

a

g(x) df(x). (5)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Reλ ≤ 0. (Ñëó÷àé Reλ ≥ 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.)

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∫ 1

0

Ux(g(x, t, λ))f(t)dt =
1

λ

(
f(1)− eλf(0)

)
− 1

λ

1∫
0

eλ(1−t) df(t)−

−1

λ

1∫
0

a(τ)f(τ) dτ +
1

λ

1∫
0

a(τ)eλτf(0) dτ +
1

λ

1∫
0

a(τ) dτ

τ∫
0

eλ(τ−t) df(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, Ux(g(x, t, λ) = g(0, t, λ) −

−g(1, t, λ) +
1∫

0

a(τ)g(τ, t, λ) dτ = −eλ(1−t) +
1∫

0

a(τ)g(τ, t, λ) dτ . Òîãäà

1∫
0

Ux(g(x, t, λ)f(t) dt = −
1∫

0

eλ(1−t)f(t) dt+
1∫

0

a(τ) dτ
1∫

0

f(t)g(τ, t, λ) dt. Ðàç-

áèâ âíóòðåííèé èíòåðãàë âòîðîãî ñëàãàåìîãî íà äâà � ïåðâûé îò 0 äî τ , à
âòîðîé îò τ äî 1 è ïðèìåíèâ ôîðìóëó (5) â êàæäîì ñëàãàåìîì, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü gλf(x) èç (4). Àíàëîãè÷íî ëåììå 1 ïî ôîðìóëå (5)
ìîæíî äîêàçàòü ëåììó.

Ëåììà 2. Âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî:

gλf(x) = −1

λ
f(x) +

1

λ
eλxf(0) +

1

λ

x∫
0

eλ(x−t) df(t).
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Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2), (3).

Ëåììà 3. Åñëè f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), òî Rλf =

= − 1
λf(x) + Ωλf , ãäå Ωλ = 1

λ [I1 + I2 + I3], ãäå I1 = eλx

∆(λ)

x∫
0

e−λt df(t),

I2 = eλ(x+1)

∆(λ)

1∫
0

e−λt df(t), I3 = − eλx

∆(λ)

1∫
0

a(x) dx
x∫
0

eλ(x−t) df(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììàì (1), (2)

Rλf = − 1
λ
eλx

∆(λ)f(1) + 1
λ
eλ(x+1)

∆(λ) f(0) + 1
λ
eλ(x+1)

∆(λ)

1∫
0

e−λt df(t) +

+ 1
λ
eλx

∆(λ)

1∫
0

a(τ)f(τ) dτ − 1
λ∆(λ)e

λx
1∫

0

a(τ)f(τ) dτ − 1
λ
eλx

∆(λ)

1∫
0

a(τ)eλτf(0) dτ −

− 1
λ
eλx

∆(λ)

1∫
0

a(x) dx
x∫
0

eλ(x−t) df(t) − 1
λf(x) + 1

λe
λxf(0) + 1

λ

x∫
0

eλ(x−t) df(t).

Ðàññìîòðèì äâà ñëàãàåìûõ: 1
λ
eλ(x+1)

∆(λ) f(0) + 1
λe

λxf(0).

Ïðåîáðàçóåì èõ: 1
λ
eλ(x+1)

∆(λ) f(0) + 1
λe

λxf(0) = 1
λe

λxf(0)
[

eλ

∆(λ) + 1
]

=

= 1
λ∆(λ)e

λxf(0)
[
eλ + ∆(λ)

]
= 1

λ∆(λ)e
λxf(0)

[
1 +

1∫
0

a(t)eλt dt

]
=

= 1
λ∆e

λxf(0) + 1
λ∆(λ)e

λxf(0)
1∫

0

a(t)eλt dt.

Çíà÷èò, Rλf = 1
λ∆(λ)e

λx

[
f(0)− f(1) +

1∫
0

a(τ)f(τ) dτ

]
+

+ 1
λ
eλ(x+1)

∆(λ)

1∫
0

e−λt df(t) − 1
λ
eλx

∆(λ)

1∫
0

a(x) dx
x∫
0

eλ(x−t) df(t) − 1
λf(x) +

+ 1
λ

x∫
0

eλ(x−t) df(t). Òàê êàê êâàäðàòíàÿ ñêîáêà îáðàùàåòñÿ â 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Óäàëèì èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L
âìåñòå ñ êðóãîâûìè îêðåñòíîñòÿìè îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà δ0. Â ïî-
ëó÷åííîé îáëàñòè Sδ0 ïðè Reλ ≤ 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà |∆(λ)| ≥ c

∣∣e−λ∣∣.
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 1. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1], èìååò íà íåì
îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), òî

max
0≤x≤1

|f(x)− Sr(f, x)| −→
r→0

0,

ãäå r òàêîâî, ÷òî îêðóæíîñòü |λ| = r íàõîäèòñÿ â Sδ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Sr(f, x) = − 1
2πi

∫
|λ|=r

Rλf dλ. Íà îñíîâàíèè ïðåäû-
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äóùåé ëåììû Sr(f, x) = − 1
2πi

∫
|λ|=r

[
− 1
λf(x) + Ωλf

]
dλ = f(x) −

− 1
2πi

∫
|λ|=r

Ωλf dλ. Çíà÷èò, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî

max
0≤x≤1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
|λ|=r

Ωλf dλ

∣∣∣∣∣∣∣ −→r→0
0.

Çàäàäèì ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ = δ(ε), òàêîå ÷òî
1∨

1−δ
(f) < ε. Çíà÷èò, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â Ωλ ïðè |λ| = r:

∣∣ 1
λI1

∣∣ ≤ |eλ||eλx|
c·r

{
x−δ∫
0

∣∣e−λt∣∣ |df(t)|+
x∫

x−δ

∣∣e−λt∣∣ |df(t)|

}
≤

≤ |eλx|
c·r

x−δ∫
0

∣∣e−λ(x−δ)
∣∣ |df(t)| + 1

c·r

x∫
x−δ

∣∣eλ(x−t)
∣∣ |df(t)| ≤

≤ 1
c·r

{
x−δ∫
0

∣∣eλδ∣∣ |df(t)|+
x∫

x−δ
|df(t)|

}
≤ 1

c·r

{∣∣eλδ∣∣ 1∨
0

(f) +
1∨

1−δ
(f)

}
=

= c
r

{∣∣eλδ∣∣+ ε
}
, ãäå c îáîçíà÷åíû ðàçíûå êîíñòàíòû. Àíà-

ëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ
∣∣ 1
λI2

∣∣ è
∣∣ 1
λI3

∣∣ èç Ωλ.

Ïîýòîìó

∣∣∣∣∣ ∫|λ|=r ′Ωλf dλ

∣∣∣∣∣ ≤ c
r

∫
|λ|=r

′ ∣∣eλδ∣∣ |dλ| + c·ε
r

∫
|λ|=r

′ |dλ| ≤

≤ c
r2 r

π
2∫

0

e−δr sinθ dθ + c π ε ≤ 2 c

π
2∫

0

e−δr
2
π θ dθ + c π ε ≤ c

r + c · π · ε −→
r→0

0, ãäå

( ′) îçíà÷àåò ÷àñòü |λ| = r, â êîòîðîé Reλ ≤ 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Õðîìîâ À. Ï. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè, ðàçðûâíûìè íà ëîìàíûõ

ëèíèÿõ. // Ìàò.. ñá. 2006. �197, âûï. 11. Ñ 115�142.

ÓÄÊ 517.984
Ë.Ï. Êóâàðäèíà

ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÏÎ ÐÈÑÑÓ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ
ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

Af(x) =

p(x)∫
0

A(p(x), t)f(t)dt, (6)
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ãäå p(x) = 1−x
ax+1 , a > −1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè A(x, t),

Ax(x, t), At(x, t), Axt(x, t) íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤ t ≤ x ≤ 1, êðîìå òî-

ãî, ∂j

∂xjA(x, t)
∣∣∣
t=x

= δ0,j (j = 0, 1), δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äëÿ îïåðàòîðà (6) àâòîðîì ïîëó÷åíà ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé
ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà è â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå [1]. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñóììèðóåìîñòü
ïî Ðèññó ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïå-
ðàòîðà (6).

Îáîçíà÷èì îáîáùåííûå ñðåäíèå Ðèññà ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì è
ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A ÷åðåç

σr (x, f, g) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

g (λ, r)Rλf dλ,

ãäå Rλ = (E − λA)−1A � ðåçîëüâåòà Ôðåäãîëüìà îïåðàòîðà A, E �
åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèÿ g (λ, r) óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) g (λ, r) íåïðåðûâíà ïî λ â êðóãå |λ| ≤ r è àíàëèòè÷íà ïî λ â êðóãå
|λ| < r ïðè ëþáîì r > 0;

2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî |g (λ, r)| ≤ C ïðè âñåõ r > 0
è |λ| ≤ r;

3) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå β è h òàêèå, ÷òî

g
(
rei θ, r

)
=

O
(
|θ|β
)

ïðè |θ| ≤ h,

O
(
|θ − π|β

)
ïðè |θ − π| ≤ h;

4) g (λ, r)→ 1 ïðè r →∞ è ôèêñèðîâàííîì λ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåçîëüâåíòû Rλ ñòðîèòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íàÿ çàäà÷à â ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé:

Q̃(x)z′(x) + P̃ (x)z(x) + Ñz(x)− λz(x) = F (x), (7)

M̃0z(0) + M̃1z(1) = 0, (8)

ãäå Q̃(x) =

(
0 1

(p′(x))−1 0

)
, P̃ (x) =

(
0 N(x, x)

N(p(x), p(x)) 0

)
,

Ñz(x) =
1∫

0

Ñ(x, t)z(t)dt, Ñ(x, t) =

(
0 −ε(x, t)N ′t(x, t)
0 −ε(p(x), t)N ′t(p(x), t)

)
,

ε(x, t) =

{
1 ïðè t ≤ x,
0 ïðè t > x.

M̃0 =

(
0 1
0 0

)
, M̃1 =

(
0 0
1 0

)
,
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z(x) = (z1(x), z2(x))T , F (x) = (F1(x), F2(x))T , F1(x) = f(x), F2(x) =
= f(p(x)), N(x, t) � ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà N = (E +N1)

−1−E,

N1 f (x) =
x∫
0

N1 (x, t) f (x) dt, N1 (x, t) = ∂
∂xA (x, t).

Òåîðåìà 1. Åñëè λ òàêîâî, ÷òî Rλ ñóùåñòâóåò, òî âåêòîð z(x)
ñ êîîðäèíàòàìè z1(x) = Rλf(x), z2(x) = z1(p(x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (7), (8). Îáðàòíî, åñëè z(x) óäîâëåòâîðÿåò (7), (8), è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå, òî Rλ ñóùåñòâóåò, è Rλf(x) = z1(x), z2(x) = z1(p(x)).

Çàäà÷à (7), (8) â äâà ýòàïà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ
èçó÷åíèÿ. Âî ïåðâûõ, äèàãîíàëèçèðóåòñÿ ìàòðèöà Q̃(x) è çàìåíîé z(x) =
= Γ(x)u(x) çàäà÷à (7), (8) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùóþ:

u′(x) + P (x)u(x) +Nu(x)− λD(x)u(x) = Φ(x), (9)

M0u(0) +M1u(1) = 0, (10)

ãäå P (x) = Γ−1(x)Γ′(x) + Γ−1(x)Q̃−1(x)P̃ (x)Γ(x), N =

= Γ−1(x)Q̃−1(x)ÑΓ, Φ(x) = Γ−1(x)Q̃−1(x)F (x), M0 = M̃0Γ(0), M1 =

= M̃1Γ(1), ω(x) = i
√
−p′(x), D(x) =

(
ω(x) 0

0 −ω(x)

)
, Γ(x) =

=

(
ω(x) −ω(x)

1 1

)
.

Ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è (9), (10) äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò èç-çà ìàòðè-
öû P (x). Ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, çà-
ìåíÿþùåå ìàòðèöó P (x) íà ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò îöåí-

êó O
(

1
λ

)
.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàçìåðîì 2 × 2:
H(x, λ) = H0(x) + 1

λH2(x) ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîìïî-
íåíòàìè ìàòðèö H0(x), H2(x), ïðè÷åì H0(x) íåâûðîæäåíà ïðè âñåõ
x è äèàãîíàëüíà, à H2(x) � êîäèàãîíàëüíà, òàêàÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
u(x) = H(x, λ)v(x) ïðèâîäèò çàäà÷ó (9), (10) ê âèäó

v′(x) + P (x, λ)v(x) +Nλv(x)− λD(x)v(x) = Φ(x, λ), (11)

U(v) = M0λv(0) +M1λv(1) = 0, (12)

ãäå P (x, λ) = 1
λH
−1(x, λ)

(
H ′2(x) + P (x)H2(x)

)
, Nλ = H−1(x, λ)NH,

Φ(x, λ) = H−1(x, λ)Φ(x), Mlλ = MlH(l, λ), l = 0, 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sδ îáëàñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ïîëóïëîñêîñòèRe ρ ≤
≤ 0, ρ = λi, ïîñëå óäàëåíèÿ íóëåé ôóíêöèè ϕ(ρ) = h1(0)h2(1) +
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+e2ρβh2(0)h1(1) âìåñòå ñ îêðåñòíîñòÿìè îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà δ, ãäå

H0(x) = diag(h1(x), h2(x)), β =
√
a+1
a ln(a+ 1).

Òåîðåìà 3. Â îáëàñòè Sδ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |λ| ðåçîëüâåí-
òà Rλf åñòü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ΓHLλR1λΦ(x, λ), ãäå

R1λF (x) = −W (x, λ)∆−1(λ)
1∫

0

U(g(x, t, λ))F (t) dt +
1∫

0

g(x, t, λ)F (t) dt,

W (x, λ) =

(
eρ q(x) 0

0 e−ρ q(x)

)
, g(x, t, λ) =

(
eρ (q(x)−q(t)) 0

0 0

)
ïðè t ≤ x, g(x, t, λ) =

(
0 0
0 −e−ρ (q(x)−q(t))

)
ïðè t > x, q(x) =

=
√
a+1
a ln(ax+ 1), Lλ =

(
E +R1λNλ +R1λP (x, λ)

)−1

.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1] ñïðàâåäëèâî

lim
r→∞

∥∥∥∥∥∥∥
∫
|λ|=r

ΓH(x, λ)
(
LλR1λΦ(x, λ)−R1λH

−1
0 Φ(x)

)
dλ

∥∥∥∥∥∥∥
∞

= 0,

çäåñü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè äâà
L∞[0, 1].

Ëåììà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ C[0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ f (1) = 0, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) ∈
∈ C1[0, 1], fn (1) = 0, ñõîäÿùèõñÿ ê f .

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

lim
r→∞

∥∥∥∥∥∥∥f (x) +
1

2πi

∫
|λ|=r

g (λ, r)Rλf dλ

∥∥∥∥∥∥∥ = 0

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f (x) ∈ C [0, 1] óäîâëåòâîðÿ-
ëà óñëîâèþ f (1) = 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-
01-00238).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Êóâàðäèíà Ë.Ï. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ èíòåãðàëü-

íîãî îïåðàòîðà ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ // 4 Ìåæäóíàðîäíûé ñèì-

ïîçèóì. Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ: Òåç. äîêë. Ðîñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÐÃÓ, 2006.

32 ñ.
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ÓÄÊ 519.2
È.À. Êóçíåöîâà

ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ Ñ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ
ÔÀÊÒÎÐÀÌÈ

Èåðàðõè÷åñêèå èãðû � ýòî ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ñ íåðàâíî-
ïðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè. Îñíîâû òåîðèè èåðàðõè÷åñêèõ èãð çàëîæåíû â
ìîíîãðàôèè [1], ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ èíôîðìèðîâàííîñòè ïåðâî-
ãî èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [2�6]. Â [5] ñ÷è-
òàëîñü, ÷òî ïåðâûé èãðîê èìååò ñòîõàñòè÷åñêóþ èíôîðìèðîâàííîñòü îá
èíòåðåñàõ âòîðîãî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä îáîáùàåòñÿ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâîìó èãðîêó èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà âòîðîãî èãðîêà íàõîäèòñÿ ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ â íåêîòîðîé
ãðóïïå êðèòåðèåâ. Ïðè äàííîì ïðåäïîëîæåíèè íàõîäèòñÿ íàèáîëüøèé
ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà è åãî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòå-
ãèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ è ðå-
çóëüòàò [5], è ðåøåíèå çàäà÷è â ïîñòàíîâêå äàííîé ðàáîòû.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y � ìíîæåñòâî
ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, F � ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, Gi,
i = 1, 2, . . . , n � ôóíêöèè âûèãðûøà âòîðîãî èãðîêà, pk, k = 1, 2, . . . , l �

÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ∀k = 1, 2, . . . , l pk ≥ 0,
l∑

k=1

pk = 1.Ïåð-

âîûé èãðîê çíàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ pk ôóíêöèåé âûèãðûøà âòîðîãî
èãðîêà ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ôóíêöèé Gjk−1+1, Gjk−1+2, . . . , Gjk , k = 1, 2, . . . , l
(ïîëîæèì j0 = 0, jl = n). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû.

Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîé èíôîðìèðîâàííîñòè ïåðâîãî èãðîêà îá
èíòåðåñàõ âòîðîãî îïòèìàëüíûé ñïîñîá îðãàíèçàöèè îáìåíà èíôîðìàöè-
åé ìåæäó èãðîêàìè ìîäåëèðóåòñÿ èãðîé:

Γ̃ = (Φ1,Ψ2 × Y, F̃ , G̃1, . . . , G̃i, . . . , G̃n), ãäå Φ1 = {ϕ1}, ϕ1 : Y → 2X ,
Ψ2 = {ψ2}, ψ2 : 2X → X, ïðè÷åì ïðè âñåõ T ⊂ X âûïîëíåíî óñëî-
âèå ψ2(T ) ∈ T , ôóíêöèè F̃ , G̃1, . . . , G̃i, . . . , G̃n îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâà-
ìè F̃ (ϕ1, (ψ2, y)) = F (ψ2(ϕ1(y)), y), G̃i(ϕ1, (ψ2, y)) = G̃i(ψ2(ϕ1(y)), y),
i = 1, 2, . . . , n. Çäåñü ïåðâûé èãðîê äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èíòå-
ðåñû ïàðòíåðà, íå çíàÿ èõ òî÷íî, ïåðåäàåò âòîðîìó èãðîêó ïðàâî âûáîðà
x â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ.

Íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(Γ̃) = max
ϕ1∈Φ1

l∑
k=1

pk · min
jk−1+1≤i≤jk

min
(ψ2,y)∈Mi(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y),

47



ãäå

Mi(ψ1) = {(ψ′2, y′) : Gi(ψ2(ϕ1(y
′)), y′) = max

(ψ2,y)
Gi(ψ2(ϕ1(y)), y)}, (1)

i = 1, 2, . . . , n.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ñâåäåíèå ðåøåíèÿ äàííîé âàðèàöèîííîé çà-
äà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å íà èñõîäíîé ìíîæåñòâàõ
X è Y . Ìû äîêàæåì îáùóþ òåîðåìó, ñëåäñòâèÿìè êîòîðîé áóäóò è ôîð-
ìóëà äëÿ γ(Γ̃), è ðåçóëüòàò [5].

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíû âñå ýëåìåíòû èãðû Γ̃ è, êðîìå òîãî, ôóíê-
öèÿ H : Rn → R, íåóáûâàþùàÿ ïî êàæäîé êîìïîíåíòå. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ:

γ = max
ϕ1∈Φ1

H( min
(ϕ2,y)∈M1(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . . ,

min
(ϕ2,y)∈Mi(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . . , min
(ϕ2,y)∈Mn(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . .),

ãäå Mi(ϕ1), i = 1, 2, . . . , n çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (1),

γ0 = max
((x1,y1),...,(xi,yi),...,(xn,yn))∈T0

H(F (x1, y1), . . . , F (xi, yi), . . . , F (xn, yn)),

T0 = {((x1, y1), . . . , (xi, yi), . . . , (xn, yn)) : ∀j = 1, 2, . . . , n(xj, yj)
i
≤ (xi, yi),

∀y ∈ Y ∃x ∈ X∀i = 1, 2, . . . , n(x, y)
i
≤ (xi, yi)}, (2)

(x′, y′)
i
≤ (x′′, y′′)⇔ Gi(x

′, y′) < Gi(x
′′, y′′)

èëè

Gi(x
′, y′) = Gi(x

′′, y′′)), F (x′, y′) ≥ F (x′′, y′′), i = 1, 2, . . . , n.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî γ = γ0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ1 ∈ Φ1. Îïðåäåëèì (xi, yi) èç óñëîâèé

Gi(xi, yi) = max
(ψ2,y)

Gi(ψ2(ϕ1(y)), y), F (xi, yi) = min
(ψ′2,y

′)∈Mi(ϕ1)
F (ψ2(ϕ1(y)), y),

i = 1, 2, . . . , n.
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Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ((x1, y1), . . . , (xi, yi),
. . . , (xn, yn)) ∈ T0, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî íåðàâåíñòâî γ ≤ γ0.

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü òî÷êè (x0
i , y

0
i ),

i = 1, 2, . . . , n, âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
((x0

1, y
0
1), . . . , (x0

i , y
0
i ), . . . , (x

0
n, y

0
n)) ∈ T0,

H(F (x0
1, y

0
1), . . . , F (x0

i , y
0
i ), . . . , F (x0

n, y
0
n)) =

= max
((x1,y1),...,(xi,yi),...,(xn,yn))∈T0

H(F (x1, y1), . . . , F (xi, yi), . . . , F (xn, yn)).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ0
1 : Y → 2X ðàâåíñòâîì

ϕ0
1 =

{
x0
i åñëè y = y0

i ,

ϕ−1 (y) åñëè y 6= y0
i ,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∀y ∈ Y ∀i = 1, 2, . . . , n :

(ϕ−1 (y), y)
i
≤ (x0

i , y
0
i ).

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà T0. Èç îïðåäåëåíèé îòîáðàæåíèÿ ϕ−1 è ìíîæåñòâà T0 âûòå-
êàåò, ÷òî ïðè âñåõ ((x0

1, y
0
1), . . . , (x0

i , y
0
i ), . . . , (x

0
n, y

0
n)) ∈ T0 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

H( min
(ϕ2,y)∈M1(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . . , min
(ϕ2,y)∈Mi(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . . ,

min
(ϕ2,y)∈Mn(ϕ1)

F (ψ2(ϕ1(y)), y), . . .) ≥ H(F (x1, y1), . . . , F (xi, yi), . . . , F (xn, yn)),

÷òî âëå÷åò çà ñîáîé òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî γ ≥ γ0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîëîæèòü

H(z1, . . . , zi, . . . , zn) =
l∑

k=1

pk · min
jk−1+1≤i≤jk

zi,

òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

γ(Γ̃) = max
((x0

1,y
0
1),...,(x0

i ,y
0
i ),...,(x0

n,y
0
n))∈T0

l∑
k=1

pk · F (xi, yi),

ãäå ìíîæåñòâî T0 îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2), êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è. Ðåçóëüòàò [5] ïîëó÷àåòñÿ ïðè l = n.
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ÓÄÊ 519.257

À.À. Êó÷åð, Ë.Â. Áåññîíîâ

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÎÖÅÍÊÀÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ
ÍÅÂÅÐÁÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß Â ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

ÇÀÄÀ×È ÎÖÅÍÊÈ ÄÎÑÒÎÂÅÐÍÎÑÒÈ ÑÎÎÁÙÀÅÌÎÉ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Çàäà÷à îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ âåñü-
ìà àêòóàëüíîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìíîãèõ ñôåð äåÿòåëüíîñòè, òàêèõ
êàê ïîëèòèêà, ýêîíîìèêà, þðèäè÷åñêàÿ ïðàêòèêà, ìåäèöèíà è äðóãèå.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ñ
ïðèìåíåíèåì íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ îöåíêè äîñòîâåðíî-
ñòè ñîîáùàåìîé èíôîðìàöèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
îöåíèòü äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè íà îñíîâå áåñêîíòàêò-
íîãî àíàëèçà íåâåðáàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò ñ öåëüþ
ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè îáñ÷åòå ïàðàìåòðîâ
íåâåðáàëüíûõ ïðèçíàêîâ íåêîòîðûìè ñïîñîáàìè, à èìåííî âû÷èñëåíèå:

1. Îöåíîê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî ñåðèÿì.
2. Îöåíêè ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî.
3. Îöåíêè äëèíû âåêòîðà.
4. Îöåíêè äèñïåðñèè.
Îïèøåì óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Â êîìíàòå ëåæèò ïðåä-

ìåò, ïðèãëàøàåòñÿ èñïûòóåìûé, êîòîðûé ëèáî áåðåò ýòîò ïðåäìåò, ëè-
áî íåò. Ýêñïåðò, çàïóñêàþùèé èñïûòóåìûõ ëèö, îñâåäîìëåí, áðàë èñ-
ïûòóåìûé ïðåäìåò èëè íå áðàë. Íàçîâ¼ì ýòîò ôàêò ¾ýòàëîíîì¿. Äàëåå
ïðîâîäèòñÿ îïðîñ èñïûòóåìûõ, íàïðàâëåííûé íà îïðåäåëåíèå, áðàë ëè
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èñïûòóåìûé ïðåäìåò. Â õîäå îïðîñà íàáëþäàþòñÿ íåêîòîðûå íåâåðáàëü-
íûå ïîêàçàòåëè. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ýìïèðè÷åñêèå äàííûå èçìåíåíèÿ
íàáëþäàåìûõ íåâåðáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî,
ñîîáùàë ëè èñïûòóåìûé ïðàâäèâûå ôàêòû. Îáñ÷åò ðåçóëüòàòîâ ïðîâî-
äèëñÿ áåç ó÷¼òà çíàíèé î òîì, áðàë ëè èñïûòóåìûé ïðåäìåò íà ñàìîì
äåëå.

Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîãî íåâåðáàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ áûëà âûáðàíà
âåëè÷èíà óãëà îòêëîíåíèÿ ïîëîæåíèÿ òåëà îò íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïîëà
(óãîë Õ � âïåðåä, íàçàä; óãîë Y � âëåâî, óãîë Z � âïðàâî). Ýòîò ïîêàçàòåëü
áûë âûáðàí êàê îäèí èç íåâåðáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Äëÿ ÷èñòîòû ýêñ-
ïåðèìåíòà èñïûòóåìûì íå áûëî ñîîáùåíî, êàêîé èìåííî íåâåðáàëüíûé
ïîêàçàòåëü áóäåò èçìåðÿòüñÿ. Îäíàêî áûëî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà òî,
÷òî èñïûòóåìûå íå ïûòàþòñÿ íàìåðåííî ïðîòèâîäåéñòâîâàòü ýêñïåðòèçå
(ðàñêà÷èâàòüñÿ, ïðèíèìàòü íååñòåñòâåííûå ïîçû, âíîñèòü ñîçíàòåëüíûå
èçìåíåíèÿ â ðå÷ü). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå çàøóìëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè ïðîâåäåíèè ðåàëüíîé ýêñïåðòèçû
ýêñïåðò ïðîâîäèò ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ðåøà-
åò: êàêîé íåâåðáàëüíûé ïîêàçàòåëü íàèìåíåå çàøóìëåí, à êàêèå ñëåäóåò
èãíîðèðîâàòü.

Âûáðàííûé ïîêàçàòåëü èçìåðÿëñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ñòðóêòóðèðîâàí-
íîãî èíòåðâüþ äåñÿòè èñïûòóåìûõ. Èíòåðâüþ áûëî ñîñòàâëåíî èç òðåõ
áëîêîâ âîïðîñîâ ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà: íåéòðàëüíûå, êîíòðîëüíûå, ïðî-
âåðî÷íûå. Öåëü âîïðîñîâ èíòåðâüþ � âûÿâëåíèå äîñòîâåðíîñòè èëè ëîæ-
íîñòè ñîîáùàåìîé èñïûòóåìûì èíôîðìàöèè.

Ðåçóëüòàòû îáñ÷åòà ïîêàçàòåëåé ïðèâåäåíû â òàá. 1 è 2. Ïðè ýòîì äëÿ
óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ â òàáë. 1 ñîáðàíû äàííûå ëèøü òåõ èñïûòàíèé, ãäå
ñîîáùàåìàÿ èíôîðìàöèÿ íå ñîîòâåòñòâîâàëà ýòàëîíó, à â òàáë. 2 � òåõ
èñïûòàíèé, ãäå ñîîáùàåìàÿ èíôîðìàöèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà ýòàëîíó.

Íàïðàâëåíèå ñòðåëîê ïîäîáíîãî âèäà ¾ ↘↘¿ îçíà÷àåò, ÷òî ñîîáùà-
åìàÿ èíôîðìàöèÿ íåäîñòîâåðíà, ¾↗↘¿ � ñîîáùàåìàÿ èíôîðìàöèÿ äî-
ñòîâåðíà.

Ïðîâîäÿ àíàëèç ïî êàæäîé ãðóïïå âû÷èñëåíèé, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè
îáñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ïåðâûì ñïîñîáîì (âû÷èñëåíèå îöåíîê ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ) ñîîáùàåìàÿ èíôîðìàöèÿ äîñòîâåðíà. Â òî æå âðåìÿ
çíà÷åíèå îöåíêè ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïûòóåìûå
ñîîáùàþò íåäîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ. Ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê äëèíû
âåêòîðà è äèñïåðñèè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà
èñïûòóåìûé äàâàë ïðàâäèâûå îòâåòû.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû îáñ÷¼òà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ñ ýòàëîííûì
îòâåòîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ìåòîä âû-
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Òàáëèöà 1
Îöåíêè ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî

Óãîë X Óãîë Y Óãîë Z
Ñåðèÿ 1 3,7346 3,5487 5,4755
Ñåðèÿ 2 4,4587 4,7943 7,7852
Ñåðèÿ 3 5,1444 5,9078 7,4615

1↗ 2↗ 3 1↗ 2↗ 3 1↘ 2↘ 3

Îöåíêà äëèíû âåêòîðà Îöåíêà äèñïåðñèè
Ñåðèÿ 1 23,6256 20,5072
Ñåðèÿ 2 24,1161 32,7361
Ñåðèÿ 3 22,2949 27,8460

1↗ 2↘ 3 1↗ 2↘ 3

÷èñëåíèÿ îöåíîê ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíôîðìà-
òèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè è äàåò íàèáîëåå âåðíóþ îöåíêó äîñòî-
âåðíîñòè.

Òàáëèöà 2

Îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî ñåðèÿì
Óãîë X Óãîë Y Óãîë Z

Ñåðèÿ 1 9,1693 17,3148 8,2728
Ñåðèÿ 2 6,8466 16,6477 7,6684
Ñåðèÿ 3 6,6447 15,6323 7,0544
Îáùåå 7,4980 16,5732 7,6845

1↘ 2↘ 3 1↘ 2↘ 3 1↘ 2↗ 3

Îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî
Óãîë X Óãîë Y Óãîë Z

Ñåðèÿ 1 3.7512 3.3668 3.7483
Ñåðèÿ 2 4.8377 4.3341 5.7890
Ñåðèÿ 3 3.5048 6.3327 3.7775

1↗ 2↘ 3 1↗ 2↗ 3 1↗ 2↘ 3

Îöåíêà äëèíû âåêòîðà Îöåíêà äèñïåðñèè
Ñåðèÿ 1 21,9013 16,4322
Ñåðèÿ 2 20,7556 28,3170
Ñåðèÿ 3 18,5710 47,5389

1↘ 2↘ 3 1↗ 2↗ 3

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî è â äàí-

52



íîì ñëó÷àå íàèáîëåå òî÷íûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îöåíèòü äîñòîâåðíîñòü
ñîîáùàåìîé èíôîðìàöèè, � ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îò
ñðåäíåãî.

ÓÄÊ 512.56, 512.571, 515.12

Â.À. Ìîë÷àíîâ

Î ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ ÐÅØÅÒÊÈ
ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÛÕ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÅÉ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåòêà ðàâíîìåðíûõ ñõîäèìîñòåé íà àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà ïî-
êàçàíî, ÷òî ðåøåòêà ðàâíîìåðíûõ ñõîäèìîñòåé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæå-
ñòâå èçîìîðôíà ðåøåòêå ýêâèâàëåíòíîñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ãëàâíûé
ðåçóëüòàò ðàáîòû ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåòêà ðàâíîìåðíûõ ñõîäèìîñòåé íà
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå, óäîâëåòâîðÿþùåé ìàëüöåâñêèì óñëîâèÿì, èçî-
ìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ðåøåòêó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [1], îáùåïðè-
íÿòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ [2, 3, 4], îòäåëüíûå
ðåçóëüòàòû íåñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè èç [5, 6].

Êàê îáû÷íî [1], äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé îñíîâíûå ìíîæå-
ñòâà X ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ ñõîäèìîñòè ñ÷èòàþòñÿ ïîäìíî-
æåñòâàìè ìíîæåñòâà èíäèâèäîâ S, íàä êîòîðûì ñòðîèòñÿ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííàÿ ñóïåðñòðóêòóðà V (S) [1]. Äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ X îïðåäå-
ëåíî íåñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå ∗X, è ëþáîé ôèëüòð F íàä X ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ìîíàäîé µF =

⋂
{∗A : A ∈ F}. Ìîíàäû óëüòðàôèëü-

òðîâ íàä ìíîæåñòâîì X ðàçáèâàþò ðàñøèðåíèå ∗X íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè εX . Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ ∗X íàçûâàåòñÿ íàñûùåííûì, åñëè
εX(M) ⊂ M, è ìîíàäîé, åñëè M = µF äëÿ íåêîòîðîãî ôèëüòðà F íàä
ìíîæåñòâîì X.

Ïðè íåñòàíäàðòíîì ïîäõîäå ê òîïîëîãèè [5] ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäè-
ìîñòü [3] íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ρ ⊂ X × ∗X, äëÿ
êîòîðîãî âñå çíà÷åíèÿ ρ(a) = {x ∈ ∗X : (a, x) ∈ ρ} (a ∈ X) ÿâëÿþòñÿ
íàñûùåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ∗X è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a ∈ ρ(a).
Òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ íàçûâàþòñÿ (íåñòàíäàðòíûìè) ñõîäèìîñòÿìè è íà
íèõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Åñëè ñõîäèìîñòü
íà X � ïðåäòîïîëîãèÿ [3], òî âñå ρ(a) (a ∈ X) ÿâëÿþòñÿ ìîíàäàìè, è
åñëè ñõîäèìîñòü íà X çàäàåòñÿ òîïîëîãèåé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, òî äëÿ
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êàæäîãî a ∈ X çíà÷åíèå ρ(a) ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé îêðåñòíîñòíîãî ôèëüòðà
òî÷êè a.

Ñîãëàñíî [4], ðàâíîìåðíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ôèëüòð U íàä ìíîæåñòâîì X2, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ: (P1) ∆X ∈ U; (P2) δ ∈ U âëå÷åò
−1

δ ∈ U; (P3) δ ∈ U âëå÷åò
η ◦ η ⊂ δ äëÿ íåêîòîðîãî η ∈ U. Ïðè íåñòàíäàðòíîì ïîäõîäå ôèëüòð
U îïðåäåëÿåòñÿ ìîíàäîé-ýêâèâàëåíòíîñòüþ ξ = µU íà ðàñøèðåíèè ∗X.
Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ξ òàêæå íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîñòüþ (òî÷íåå,
ìîíàäîé-ðàâíîìåðíîñòüþ) ïà ìíîæåñòâå X è íà íåå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
èçâåñòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Òàê, ðàâíîìåðíîñòü ξ îïðåäå-
ëÿåò íà ìíîæåñòâå X ðàíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü % ïî ôîðìóëå % = ξ ◦∆X .
Èçâåñòíî [5], ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü % ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òîïîëîãèåé.
Äëÿ ðàâíîìåðèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ñõîäèìîñòåé íà ìíîæåñòâå X ïîíÿ-
òèå ðàâíîìåðíîñòè åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàâíîìåðòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ξ
íà ðàñøèðåíèè ∗X, íàñûùåííàÿ â ∗X2. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (X, ξ) íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñõîäèìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî-
ìåðíîñòü ξ òàêæå îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâåX ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü %
ïî ôîðìóëå % = ξ ◦ ∆X . Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ñòàíäàðòíîé
èíòåðïðåòàöèè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîñòè, à îòìåòèì ëèøü, ÷òî
åå ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ [6, ëåììà 1.2] â ôîðìå ñâîéñòâ (P1)�(P3).
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R(X) ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîìåðíîñòåé íà ìíîæå-
ñòâå X.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ìíîæåñòâî R(X) ñ
îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ðåøåòêîé, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ξ1, ξ2 ∈ R(X) îïåðàöèè ∧ è ∨ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì: ξ1∧ ξ2 = ξ1∩ ξ2, ξ1∨ ξ2 =

⋂
{ξ ∈ R(X) : ξ1, ξ2 ⊂ ξ}.

Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ [4], îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X, ξX) â ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ξY ) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûì, åñëè f 2(ξX) ⊂ ξY .

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîé
ñèãíàòóðû Ω =

∑
n (ΩF,n + ΩP,n) , ãäå ΩF,n è ΩP,n (n = 0, 1, 2, ...) � ìíî-

æåñòâà ñèìâîëîâ n-ìåñòíûõ îïåðàöèé è n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ⊂ S. Çàäàíèå
íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå A ∈ V (S) àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñèãíàòó-
ðû Ω ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ χ ìíîæåñòâà Ω â
óíèâåðñóì V (S), ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ ΩF,n îáðàç χ(f) åñòü n-ìåñòíàÿ
îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå A è äëÿ ëþáîãî P ∈ ΩP,n îáðàç χ(P ) � n-ìåñòíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A. Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáðà-
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çû χ(f) è χ(P ) áóäåì, ïî âîçìîæíîñòè, îáîçíà÷àòü ïðîñòî ñèìâîëàìè f
è P.

Ìíîæåñòâî A ñ îïðåäåëåííîé íà íåì àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñèã-
íàòóðû Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-
ëîì A = (A,Ω). Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω-ñèñòåìû A = (A,Ω)
îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì χ : Ω→ V (S). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìíî-
æåñòâà èíäèâèäîâ S ñòàíäàðòíîãî óíèâåðñóìà V (S) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
A ⊂ S è îòîáðàæåíèå χ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòîì V (S). Òîãäà ïðè íåñòàí-
äàðòíîì ðàñøèðåíèè ýòîãî óíèâåðñóìà (ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ∗) ìíî-
æåñòâî A ðàñøèðÿåòñÿ äî ìíîæåñòâà ∗A è îòîáðàæåíèå χ � äî îòîáðà-
æåíèÿ ∗χ :∗ Ω →∗ V (S) òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî P ∈ ΩP,n îáðàç

∗χ(P ) ÿâ-
ëÿåòñÿ n-ìåñòíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå ∗A è äëÿ êàæäîãî f ∈ ΩF,n

îáðàç ∗χ(f) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâ ∗(An) â ∗A, ò.å. n-ìåñòíîé
àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå ∗A. Çíà÷èò, îãðàíè÷åíèå îòîá-
ðàæåíèÿ ∗χ(f) íà ìíîæåñòâå Ω çàäàåò íà ∗A àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ñèãíàòóðû Ω. Òàêóþ íåñòàíäàðòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ Ω-ñèñòåìó óñëîâèì-
ñÿ îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∗A = (∗A,Ω). Ïî ïðèíöèïó ïåðåíîñà [1] àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è ∗A ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå A àëãåáðàè÷åñêîé
Ω-ñèñòåìû A çàäàíà íåêîòîðàÿ ðàâíîìåðíîñòü ξ. Òîãäà ñîãëàñîâàííîñòü
ýòîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñèñòåìû A
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî f ∈ ΩF,n ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ îïåðàöèÿ χ(f) è äëÿ êàæäîãî P ∈ ΩP,n îòíîøåíèå χ(P ) çàìêíóòî
â ïðîñòðàíñòâå An. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
A = (A,Ω, ξ).

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìû A = (A,Ω) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R(A)
ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîìåðíîñòåé íà ìíîæåñòâå A, ñîãëàñîâàííûõ ñ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñèñòåìû A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ îòíîøåíèåì
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ R(A) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé,
â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ξ1, ξ2 ∈ R(A) îïåðàöèè ∧ è ∨ îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì: ξ1 ∧ ξ2 = ξ1 ∩ ξ2, ξ1 ∨ ξ2 =

⋂
{ξ ∈ R(A) : ξ1, ξ2 ⊂ ξ}.

Íàïîìíèì [2], ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà A = (A,Ω) óäîâëåòâî-
ðÿåò Ìàëüöåâñêèì óñëîâèÿì, åñëè â ñèãíàòóðå Ω íàéäåòñÿ òàêîé òåðì
p(x, y, z), ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: p(a, a, b) = b,
p(a, b, b) = a. Íàïðèìåð, åñëè ñèãíàòóðà àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìû
A = (A,Ω) ñîäåðæèò ñèãíàòóðó ãðóïïû Ωgr = {·, −1}, òî òàêàÿ ñèñòåìà
A óäîâëåòâîðÿåò Ìàëüöåâñêèì óñëîâèÿì ñ òåðìîì p(x, y, z) = x · y−1 · z.
Åñëè æå ñèãíàòóðà àëãåáðàè÷åñêîé Ω-ñèñòåìû A = (A,Ω) ñîäåðæèò ñèã-
íàòóðó êâàçèãðóïïû Ωqgr = {/, ·, \}, òî òàêàÿ ñèñòåìà A óäîâëåòâîðÿåò
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Ìàëüöåâñêèì óñëîâèÿì ñ òåðìîì p(x, y, z) = (x/(y\y)) · (y\z).
Ñèìâîëîì EqA îáîçíà÷èì ðåøåòêó âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ìíîæå-

ñòâå A. Ýêâèâàëåíòíîñòè ε1, ε2 ∈ EqA íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ε1 ◦ ε2 = ε2 ◦ ε1.

Òåîðåìà. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà A = (A,Ω) óäîâëåòâîðÿ-
åò Ìàëüöåâêèì óñëîâèÿì, òî ðåøåòêà åå ðàâíîìåðíûõ ñõîäèìîñòåé
R(A) èçîìîðôíà ïîäðåøåòêå ðåøåòêè Eq∗A, ñîñòîÿùåé èç ïåðåñòàíî-
âî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ðåøåòêà R(A) ìîäó-
ëÿðíà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà A = (A,Ω) óäîâëå-
òâîðÿåò Ìàëüöåâêèì óñëîâèÿì, òî ðåøåòêà åå ðàâíîìåðíûõ òîïîëî-
ãèé RT (A) èçîìîðôíà ïîäðåøåòêå ðåøåòêè Eq∗A, ñîñòîÿùåé èç ïåðå-
ñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ðåøåòêà RT (A)
ìîäóëÿðíà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà A = (A,Ω) óäîâëå-
òâîðÿåò Ìàëüöåâêèì óñëîâèÿì, òî ðåøåòêà åå áèêîìïàêòíûõ òî-
ïîëîãèé BCT (A) èçîìîðôíà ïîäðåøåòêå ðåøåòêè Eq∗A, ñîñòîÿùåé
èç ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ðåøåò-
êà BCT (A) ìîäóëÿðíà.
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ÓÄÊ 517.51
Ê.Á. Ìîñèíà

ÏÐÈÍÖÈÏ ÄÈÍÈ�ËÈÏØÈÖÀ
ÄËß ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
ËÀÃÐÀÍÆÀ�ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:U ′′ +
[
λ− q

]
U = 0,

U ′(0)− hU(0) = 0,
U ′(π) +HU(π) = 0,

(1)
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ãäå h è H � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
âîçìîæíîñòü h, H = ∞), à ïîòåíöèàë q îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îò-
ðåçêå [0, π] èñ÷åçàåò â íóëå è íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâåí.

Ââåäåì îïåðàòîð Ëàãðàíæà�Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:

LSLn (f, x) =
n∑
k=1

un(x)

u′n(xk,n)(x− xk,n)
f(xk,n), (2)

ãäå un(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (1), xk,n �
íóëè un(x).

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò h,H
â êðàåâûõ óñëîâèÿõ è ïîòåíöèàëà q îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè çàäà÷è
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, π] è n ∈ N ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà�Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ óäîâëåòâîðÿ-
þò íåðàâåíñòâó

|lSLk,n(x)| =
∣∣∣∣ un(x)

u′n(xk,n)(x− xk,n)

∣∣∣∣ ≤ C. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = xk,n, òî |lSLk,n(xk,n)| = 1. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì,

÷òî x 6= xk,n. Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < |x−xk,n| ≤ 1
n , òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà è àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì
äëÿ un(x) è u′n(xk,n) (ñì. [1, òåîðåìà 1, ñ. 73�76])

|lSLk,n(x)| ≤
∣∣∣∣u′n(xk,n)(x− xk,n) + u′′n(xk,n)(x− xk,n)2/2

u′n(xk,n)(x− xk,n)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1 +

1

2

|u′′n(ξk,n)|
|u′n(xk,n)|

|x− xk,n| = 1 +
O(n2)

n+O(n−1)
· 1

n
≤ C1.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé |x−xk,n| ≥ 1
n . Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ

ôîðìóë äëÿ un(x) è u′n(xk,n) (ñì. [1, òåîðåìà 1, ñ. 73�76])

|lSLk,n(x)| ≤ n

∣∣∣∣ un(x)

u′n(xk,n)

∣∣∣∣ ≤ C2.

Âûáèðàÿ C = max(C1, C2) , ïîëó÷èì (3).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0[0, π] ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ èñ÷åçàþùèõ â
êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèé , C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}.

Ëåììà 2. Åñëè ãëàäêîcòü ôóíêöèè f ∈ C0[0, π] äîïóñêàåò âûáîð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ν(n), óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì
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ν(n) = o(1), lim
n→∞

ν(n)

ω(f, πn)
=∞,

ε(n) = exp

{
− ν(n)

ω(f, πn)

}
,

è òàêîé, ÷òî k2 ≤ k1 (òîãäà â îòðåçîê [x − ε(n), x + ε(n)] áó-
äåò ïîïàäàòü íå áîëåå îäíîãî óçëà xk,n), èëè òàêîé, ÷òî â îòðåçîê
[x − ε(n), x + ε(n)] áóäåò ïîïàäàòü íå áîëåå K(n) = o( 1

ω(f, 2πn )
) óçëîâ

xk,n, òî ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ðàâíîìåðíîé íà îòðåçêå [0, π]
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ
Ëàãðàíæà � Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ãäå k1, k2 � íîìåðà íàèìåíüøåãî
è íàèáîëüøåãî èç óçëîâ, ïîïàäàþùèõ â îòðåçîê [x − ε(n), x + ε(n)] :
xk1−1,n ≤ x− ε(n) < xk1,n, xk2,n < x+ ε(n) ≤ xk2+1,n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè f , àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ íóëåé ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé (ñì. [1, òåîðåìà 1, ñ. 73�76]) è ëåììû 1 èìååì:∣∣∣∣∣12

k2∑
k=k1

(f(xk+1,n)− f(xk,n))lk,n(x)

∣∣∣∣∣ ≤ CK(n)

2
ω

(
f,

2π

n

)
.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 9 (ñì. [2, ñ. 86�99]) èìååì:

0 ≤ lim
n→∞
|f(x)− LSLn (f, x)| ≤ lim

n→∞

∣∣f(x)− LSLn (f, x)−

−1

2

k2∑
k=k1

(f(xk+1,n)− f(xk,n))lk,n(x)

∣∣∣∣∣+
CK

2
ω(f,

2π

n
) = 0.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C0[0, π] ïðèíàäëåæèò êëàññó Äèíè-
Ëèïøèöà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå limn→∞ ω(f, 1

n) lnn = 0, òî
çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà (2) ñõîäÿòñÿ ê f ðàâíîìåðíî
íà [0.π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçÿâ â ñîîòíîøåíèè

ε(n) = exp

{
− ν(n)

ω(f, πn)

}
=

= ν(n) = ω(f,
π

n
) ln

2n

π
,
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âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè äëÿ íóëåé
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ñì. [1, òåîðåìà 1, ñ. 73�76]) è ëåììîé [3].

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 519.7
Â.Å. Íîâèêîâ

ÍÅÉÒÐÀËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ
Â ÀËÃÅÁÐÅ ÊÎÍÒÅÊÑÒÎÂ

Ïðåäìåòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå àëãåáðû êîí-
òåêñòîâ. Ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ïðåäû-
äóùèõ èññëåäîâàíèé àâòîðà [1]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû îïðåäåëÿåò
êðèòåðèé íåéòðàëüíîñòè ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé àëãåáðû êîí-
òåêñòîâ.

Âîññòàíîâèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí
ôîðìàëüíûé ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ), åñëè çàäà-
íû G � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, (Mi) � ñåìåéñòâî íåïó-
ñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n,
ρ ⊆ G×M1× . . .×Mn � íåêîòîðîå (n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå. Ïîä ñëîâîì
êîíòåêñò äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò. Äîïóñòèì
(g,m1,m2, . . . ,mn). Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáúåêò g ïî àòðèáóòó 1 èìååò çíà-
÷åíèå m1, ïî àòðèáóòó 2 � çíà÷åíèå m2, ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ (1, 2) �
çíà÷åíèå (m1,m2) è ò. ä. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñÿêèé îáúåêò ïî êàæäî-
ìó àòðèáóòó èìååò íå ìåíåå îäíîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. îòíîøåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì îòíîñèòåëüíî G. Åñëè ëþáîé îáúåêò ïî êàæäîìó àòðèáóòó èìååò
òî÷íî îäíî çíà÷åíèå, òî òàêîé êîíòåêñò íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì.

Êîíöåïòîì â êîíòåêñòå K = (G, (Mi), ρ) ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ ̄k
íàçûâàåì ñòàáèëüíîå ìíîæåñòâî X ⊂ G îáúåêòîâ, êîòîðûå èìåþò ïî
ñèñòåìå àòðèáóòîâ ̄k îáùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Y ⊂ M̄k , ̄k ⊆ n̄. Ñòà-
áèëüíîå â òîì ñìûñëå, ÷òî â G íåò äðóãèõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ òå æå
çíà÷åíèÿ ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ ̄k.

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî êîíöåïòîâ îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà îá-
ðàçóåò ðåø¼òêó, òàì æå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé
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ðåø¼òêè. Åñëè K = (G, (Mi), ρ) � îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò, òî îáîçíà÷à-
åì L(K) êàê ðåø¼òêà ó åãî êîíöåïòîâ.

Ñîåäèíåíèå K1 B CK2 êîíòåêñòîâ K1 = (G, (Ai), ρ), 1 ≤ i ≤ n, è
K2 = (G, (Bj), ς), 1 ≤ j ≤ m, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

K1 BCK2 = (G, (Ai, Bj), ρBCς),

ãäå ρBCς =
⋃
g∈G

σ{g}(ρ)× ςm̄〈g〉. Òàêèì îáðàçîì, ñîåäèíåíèå êîíòåêñòîâ

îïðåäåëåíî äëÿ êîíòåêñòîâ ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ è
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ê îäíîìó êîíòåêñòó äîáàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà àòðè-
áóòîâ äðóãîãî êîíòåêñòà, ñîõðàíÿÿ çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ êàæäîãî îáúåêòà
èç âòîðîãî êîíòåêñòà.

Îáúåäèíåíèå K1 ∪ K2 êîíòåêñòîâ K1 = (G1, (Mi), ρ) è K2 =
= (G2, (Mi), ς) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

K1 ∪K2 = (G1 ∪G2, (Mi), ρ ∪ ς),

ãäå G1∪G2 è ρ∪ς ÿâëÿþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îáúåäèíåíèÿìè.
Ïóñòü X1 � êîíöåïò êîíòåêñòà K1 = (G1, (Mi), ρ) ïî ñèñòåìå àòðèáó-

òîâ ̄k è X2 � êîíöåïò êîíòåêñòà K2 = (G2, (Mi), ς) ïî òîé æå ñèñòåìå
àòðèáóòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíöåïò X1 ýêâèâàëåíòåí êîíöåïòó X2,

åñëè
_
ρ ̄k (X1) =

_
ς ̄k (X2). Äâà îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòà K1 è K2 áóäåì ñ÷è-

òàòü ðàâíûìè, åñëè âñå èõ êîíöåïòû ïîïàðíî ýêâèâàëåíòû äðóã äðóãó.
Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåø¼òêè L(K1) è L(K2) áóäóò èçîìîðôíûìè,
ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì îïðåäåëèòñÿ óêàçàííûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Îäíàêî îáðàòíîå íå âåðíî, ò.å. åñëè ðåø¼òêè L(K1) è L(K2) èçî-
ìîðôíû, òî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî êîíòåêñòû K1 è K2 ðàâíû.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñîåäèíåíèÿ, è âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíå-
íèÿ. À èìåííî ýòî ìíîæåñòâî òåõ îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ, â êîòîðûõ
îäèí è òîò æå îáúåêò â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ ïî îäíîìó è òîìó æå àò-
ðèáóòó íå ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî
îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ K, òîãäà (K,∪,BC) � àëãåáðà îäíîçíà÷íûõ êîí-
òåêñòîâ.

Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè îáúåäèíåíèÿ êîíòåêñòîâ èñïîëüçóåòñÿ òîëü-
êî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå, òî âñå ñâîéñòâà òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîãî îáúåäèíåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ
êîíòåêñòîâ. Îïåðàöèÿ ñîåäèíåíèÿ êîíòåêñòîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíîé è àññîöèàòèâíîé.
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Åñëè K1 ∪ K2 = K1, òî K2 � åäèíèöà ýëåìåíòà K1 îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ∪. Åñëè K1 BCK2 = K1, òî K2 � åäèíèöà ýëåìåíòà K1 îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè BC. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ
íåéòðàëüíîñòè ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñîåäèíåíèÿ è îáúåäèíå-
íèÿ.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :
1) K2 = (G2, (Mi), ς) ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé êîíòåêñòà K1 =

= (G1, (Mi), ρ) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∪ òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ ëþáîãî g2 ∈ G2 ñóùåñòâóåò g1 ∈ G1 òàêîé, ÷òî
_
ρ n̄ ({g1}) =

_
ς n̄

({g2});
2) îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò K2 = (G2, (Mi), ς) ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé îä-

íîçíà÷íîãî êîíòåêñòà K1 = (G1, (Mi), ρ) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∪ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåø¼òêà L(K2) ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðå-
ø¼òêè L(K1).

Òåîðåìà 2. Êîíòåêñò K2 = (G, (Bj), ς), 1 ≤ j ≤ m, ÿâëÿåòñÿ åäè-
íèöåé êîíòåêñòà K1 = (G, (Ai), ρ), 1 ≤ i ≤ n, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
BC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî j ñóùåñòâóåò ı̄s ⊆ n̄ òàê,
÷òî â êîíòåêñòå K1 B CK2 îòíîøåíèå ρ B Cς èìååò B-çàâèñèìîñòü
Aı̄s → Bj.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáúåäèíåíèè êîíòåêñòà K1 ñ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì íåêîòîðûå àòîìû ðåø¼òêè êàê áû ðàçäóâàþòñÿ, íàïîëíÿ-
ÿñü îáúåêòàìè èç íåéòðàëüíîãî êîíòåêñòà. À â ñëó÷àå ñîåäèíåíèÿ ñ
íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ðàçäóâàþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì
àòðèáóòîâ ïî îòíîøåíèÿì B-çàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó, åñëè êîíòåêñò K1

ìèíèìàëüíûé [3], à K2 � åãî åäèíèöà îòíîñèòåëüíî ∪ èëè BC, òî ïîñëå
ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî êîíòåêñòîâ K1 ∪ K2 èëè K1 B CK2 ìû
ñíîâà ïîëó÷èì êîíòåêñò K1 ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ èëè
àòðèáóòîâ.
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Î ÍÀÈÌÅÍÜØÅÌ ÏÎ ÎÁÚ�ÌÓ ØÀÐÎÂÎÌ ÑËÎÅ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÅÌ ÃÐÀÍÈÖÓ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÒÅËÀ

1. Ïóñòü D � çàäàííîå âûïóêëîå òåëî èç êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà RP , à n(x) � íåêîòîðàÿ íîðìà íà RP . Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó

κ(x) ≡ Rp(x)− %p(x)→ min
x∈D

. (1)

Çäåñü ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D

n(x− y), %(x) = min
y∈Ω

n(x− y),

ãäå Ω = Rp\D, âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ íàèìåíüøåãî øàðà íîð-
ìû n(·) ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùåì òåëî D, è, åñëè x ∈ D, ðàäèóñ
íàèáîëüøåãî øàðà, ñîäåðæàùåãîñÿ â D.

Îáú¼ì p-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà r íîðìû n(·) ìîæíî âûðàçèòü â âè-
äå γrp, ãäå ìíîæèòåëü γ çàâèñèò îò âûáðàííîé íîðìû, íî íå çàâèñèò îò r.
Ïîýòîìó çàäà÷à (1) òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ íàèìåíüøåãî ïî îáú¼ìó øàðîâîãî
ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî ãðàíèöó òåëà D. Áëèçêîé ê íåé ïî ïîñòàíîâêå ÿâëÿ-
åòñÿ äàâíî èçâåñòíàÿ (ñì., íàïðèìåð [1, 2]) çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ¾ïî
òîëùèíå¿ øàðîâîì ñëîå, ñîäåðæàùåì ãðàíèöó âûïóêëîãî òåëà D

R(x)− %(x)→ min
x∈D

. (2)

Èçâåñòíî [3], ÷òî ôóíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå Rp ôóíêöèåé, à ôóíêöèÿ %(x) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé íà D. Ïîýòîìó
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà D è ñàìà çàäà÷à (2)
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ κ(x) çàäà÷è (1), êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ìîæåò áûòü íå âû-
ïóêëîé è íå âîãíóòîé, è ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Öåëü ñòàòüè � èññëåäîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíê-
öèè κ(x) è ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

2. Ôóíêöèÿ R(x), êàê è ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ, äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ g ∈ Rp â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp,
ïðè÷¼ì [4] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂R(x)

∂g
≡ lim

α↓0
α−1[R(x+ αg)−R(x)] = max

v∈∂R(x)
〈v, g〉, (3)
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ãäå ∂R(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè R(x) â òî÷êå x.
Èçâåñòíî òàêæå [3], ÷òî ôóíêöèÿ %(x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáûì

íàïðàâëåíèÿì âñþäó íà Rp è ïðè ýòîì äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê òåëà D, òî
åñòü äëÿ x ∈ intD ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂%(x)

∂g
= min

w∈∂%(x)
〈w, g〉, (4)

ãäå ∂%(x) � ñóïåðäèôôåðåíöèàë âîãíóòîé íà D ôóíêöèè %(x).
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ ∂R(x) è ∂%(x), âûðàæåííûå ÷åðåç õàðàê-

òåðèñòèêè òåëà D è èñïîëüçóåìîé íîðìû n(·), èçâåñòíû [3].
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ κ(x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëå-

íèþ g ∈ Rp âñþäó íà Rp, ïðè÷¼ì

∂κ(x)

∂g
= max

v∈∂κ(x)
〈v, g〉, (5)

ãäå

∂κ(x) =

{
p(Rp−1(x)∂R(x)− %p−1(x)∂%(x)), åñëè x ∈ intD,
pRp−1(x)∂R(x), åñëè x /∈ intD.

(6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

R(x+ αg) = R(x) + α
∂R(x)

∂g
+ o1(α, g),

ãäå o1(α,g)
α → 0 ïðè α ↓ 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Rp(x+ αg) = Rp(x) + αpRp−1(x)
∂R(x)

∂g
+ o2(α, g),

ãäå o2(α,g)
α → 0 ïðè α ↓ 0. À ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷àåì

ôîðìóëó
∂Rp(x)

∂g
= max

v∈pRp−1(x)∂R(x)
〈v, g〉. (7)

Íåòðóäíî òàêæå ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ %(x) äèôôåðåíöè-
ðóåìà âñþäó ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ [4]. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó %(x) = 0
äëÿ òî÷åê x /∈ intD, òî â ýòèõ òî÷êàõ å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì
ðàâíà íóëþ. À â òî÷êàõ x ∈ intD, êàê ýòî âûòåêàåò èç (4), èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

∂%p(x)

∂g
= min

w∈p%p−1(x)∂%(x)
〈w, g〉 (8)
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Â èòîãå, ïîñêîëüêó

∂κ(x)

∂g
=
∂Rp(x)

∂g
− ∂%p(x)

∂g
,

èç (7) � (8) ïîëó÷àåì (5) � (6).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ κ(x) ñóáäèô-

ôåðåíöèðóåìà, â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Â.Ô. Äåìüÿíîâà � À.Ì. Ðóáèíîâà
[5], âñþäó íà Rp.

Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ñóáäèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå [5,ãë. 5], ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåä-
ñòâèÿ òåîðåìû 1 óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Åñëè òî÷êà xo ∈ D äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè κ(x) â çàäà÷å (1), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∂κ(xo)
⋂

K+(xo, D) 6= ∅,

ãäå K+(x,D)� ñîïðÿæåíèå êîíóñà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà
D â òî÷êå x, à ∂κ(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 13-
01-00238, 13-01-00175).
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ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÀÂÒÎÌÀÒÀ ÐßÄÎÌ ÔÓÐÜÅ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÐÎÂÀÍÈß È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé êîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà îñíîâå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ çàêîíîâ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîíå÷íûìè ðÿäàìè Ôóðüå. Òàêèå
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ìîäåëè ïðåäíàçíà÷àþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ è òåõíè÷å-
ñêîãî äèàãíîñòèðîâàíèÿ.

Îñíîâíûìè ôîðìàìè çàäàíèÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ òàáëèöàìè, äèàãðàì-
ìàìè Ìóðà, ñèñòåìàìè ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêèå çàäàíèÿ îñíîâûâà-
þòñÿ íà ðåêóðñèè: ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ òàêòû ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ àâòîìàòà è ïðàâèëà ðåêóðñèâíîãî ñîâìåùåíèÿ òàêòîâ â ïðîöåññå
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

Óêàçàííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ àâòîìàòîâ ÿâíî âûäåëÿþòñÿ òîëüêî
íà÷àëüíûå ôðàãìåíòû âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Äëÿ
òîãî ÷òîáû çàìåíèòü ðåêóðñèâíîå çàäàíèå çàêîíîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
àâòîìàòà èõ ÿâíûì çàäàíèåì, â ðàáîòå [1] Â.À. Òâåðäîõëåáîâûì ââåäå-
íî ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà àâòîìàòà â ñïåöèàëüíîé äèñêðåòíîé
ñëîâàðíîé ãåîìåòðèè è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ.

Â äàííîé ñòàòüå íà îñíîâå êîíå÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå èññëåäóþòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìà-
òîâ. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû àâòîìàòíîãî îòîáðàæåíèÿ � ps : X∗ � ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî èíèöèàëüíîìó àâòîìàòó A = (S,X, Y, δ, λ, s0) � ñèñòåìàòèçè-
ðóþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïî ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [1] ïðàâèëàì.
Ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà â ðÿä Ôóðüå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ åãî ïåðèîäà. Ïðåäëîæåíà ñòðóêòóðà
êîíå÷íîãî àâòîìàòà, ïîëó÷àåìàÿ ñïåöèôè÷åñêîé êîìïîçèöèåé áàçîâûõ
àâòîìàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå [2].

Äëÿ ýòîãî ïî ìíîæåñòâó òî÷åê ïåðèîäà ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà
{(x1, y1); ...(xn, yn)} ñòðîèòñÿ êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå [3] ïî îðòîãîíàëüíîé
íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê ñèñòåìå ôóíêöèé {ϕ1, ..., ϕn}. Ïîëó÷åííûé
ðÿä Ôóðüå

f =
n∑
i=1

ci − ϕi

ïîëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ àâòîìàòà (A, s0), ÿâíî çàäàþùåãî
âñå âàðèàíòû åãî âîçìîæíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Êàæäîé ôóíêöèè ϕi
ñîïîñòàâëÿåòñÿ áàçîâûé àâòîìàò Ai, à àâòîìàòó A ñîîòâåòñòâóåò êîìïî-
çèöèÿ áàçîâûõ àâòîìàòîâ (ñì. ðèñóíîê).

Êàæäûé áàçîâûé àâòîìàò i, ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ϕi, ãðàôèê êîòî-
ðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç àâòîìàòà Ai.

Â ãåîìåòðè÷åñêîì îáðàçå àâòîìàòà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ïðåäñòàâëåíà êàê àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå ñ èç-
ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì (èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì). Ýòî ïîçâîëÿåò
ôóíêöèþ ϕi ïðåîáðàçîâûâàòü â àâòîìàò Ai ñ êîíêðåòíûì ìíîæåñòâîì
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ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè âñå êîìïî-
íåíòû � àâòîìàòû è ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè � àâòîìàò.

Ñõåìà êîìïîçèöèè áàçîâûõ àâòîìàòîâ, ñîîòâåòñâóþùåé àâòîìàòó A

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Òâåðäîõëåáîâ Â.À. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ àâòîìàòîâ //
Ïðîáëåìû òî÷íîé ìåõàíèêè è óïðàâëåíèÿ: ñá. íàó÷. òðóäîâ ÈÏÒÌÓ ÐÀÍ. Ñàðàòîâ,
2004.

2. Ïîëèêàðïîâ Ñ.È. Ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòà ðÿäîì Ôóðüå â çàäà÷àõ äèàãíî-
ñòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ // Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â íàóêå, ïðîèçâîäñòâå è
ñîöèàëüíîé ñôåðå: ñá. íàó÷. òðóäîâ. Ñàðàòîâ, 2005.

3. Õåììèíã Ð.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì., 1972.

ÓÄÊ 514.133

Ë.Í. Ðîìàêèíà

Î ÏËÎÙÀÄÈ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
×ÅÒÛÐÅÕÓÃÎËÜÍÈÊÀ ÑÀÊÊÅÐÈ

ÍÀ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Ìíîãîâåêîâûå ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà
îáîãàòèëè íàóêó è íîâûìè ìåòîäàìè, è íîâûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ.
Îäíèì èç òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê Ñàêêåðè (èëè ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê Õàéÿìà) � äâóïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàâíûìè áîêîâûìè ðåáðà-
ìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëà îïðîâåðãíóòà ¾ãèïîòåçà òóïîãî óãëà¿ [1].
Íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû [2] ìîæíî
ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, ïðè÷åì ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â
ðàáîòå äîêàæåì òåîðåìó î ïëîùàäè ýëëèïòè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
Ñàêêåðè ïëîñêîñòè Ĥ.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Ĥ A,B � òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé ïðÿìîém,A0,B0 �
îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê A, B íà ýëëèïòè÷åñêóþ ïðÿìóþ l, îòëè÷-
íóþ îò ïðÿìîém. Ïðîñòóþ çàìêíóòóþ äâóñòîðîííþþ ëîìàíóþ ABB0A0
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ñ îãðàíè÷åííîé åþ íå ñîäåðæàùåé òî÷åê àáñîëþòà îáëàñòüþ ïëîñêîñòè Ĥ
íàçîâåì ýëëèïòè÷åñêèì äâóïðÿìîóãîëüíèêîì. Çâåíüÿ ëîìàíîé, îòðåçêè,
öèêëè÷åñêè ñîåäèíÿþùèå òî÷êè A, B, B0, A0, íàçîâåì ðåáðàìè äâóïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ABB0A0. Ðåáðî A0B0, îðòîãîíàëüíîå ñìåæíûì ñ íèì ðåá-
ðàì, íàçîâåì îñíîâàíèåì äâóïðÿìîóãîëüíèêà ABB0A0. Ðåáðà, ñìåæíûå
ñ îñíîâàíèåì, íàçîâåì áîêîâûìè ðåáðàìè äàííîãî äâóïðÿìîóãîëüíèêà.

Ýëëèïòè÷åñêèé äâóïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàâíûìè áîêîâûìè ðåáðàìè íà-
çîâåì ýëëèïòè÷åñêèì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì Ñàêêåðè ïëîñêîñòè Ĥ.

Òåîðåìà. Íà ïëîñêîñòè Ĥ äåéñòâèòåëüíîãî ðàäèóñà êðèâèçíû ρ
ïëîùàäü S ýëëèïòè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ñàêêåðè ñ îñíîâàíèåì
äëèíîé a è áîêîâûìè ðåáðàìè äëèíîé h ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîð-
ìóëå

S = ρ2 ln
1 + tg a

2ρ sh h
ρ

1− tg a
2ρ sh h

ρ

. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABB0A0 � ýëëèïòè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê Ñàêêåðè ñ îñíîâàíèåì A0B0 íà ïðÿìîé l (ðèñóíîê). Ïî îïðåäåëå-
íèþ è óñëîâèÿì òåîðåìû AA0⊥A0B0, BB0⊥A0B0, |AA0| = |BB0| = h,
|A0B0| = a. Îáîçíà÷èì N (M) � ñåðåäèíó îñíîâàíèÿ A0B0 (ðåáðà AB
íà ïðÿìîé m). Ïðÿìàÿ MN � îáùèé ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ðåáåð
A0B0, AB. ×åòûðåõóãîëüíèêè AMNA0, BMNB0, ñîñòàâëÿþùèå ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ABB0A0, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN , ñëåäî-
âàòåëüíî, èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè S0 ÷åòûðåõóãîëüíèêà AMNA0

èñïîëüçóåì ãèïåðöèêëè÷åñêóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, ââåäåííóþ â ðàáîòå [2]. Òî÷êè A, B ïðèíàäëåæàò ãè-
ïåðöèêëó ω(l, h) ñ áàçîé l è âûñîòîé h (íà ðèñóíêå èçîáðà-
æåíà ÷àñòü ãèïåðöèêëà ω è àáñîëþòíàÿ îâàëüíàÿ ëèíèÿ γ).

B A

A3

B0 A0



l

M

N

m

...

.

Ýëëèïòè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê Ñàêêåðè

Âûáåðåì êàíîíè÷åñêèé ðåïåð R∗ = {A1, A2, A3, E} ïåðâîãî òèïà ïëîñ-
êîñòè Ĥ òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà A3 ñîâïàëà ñ öåíòðîì ãèïåðöèêëà ω, òî-
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ãäà ïåðâûå äâå âåðøèíû ïîïàäóò íà ïðÿìóþ l. Âåðøèíó A1 ñîâìåñòèì ñ
òî÷êîé N . Òî÷êå A0 íà ïðÿìîé l ìîæíî ïðèñâîèòü êîîðäèíàòû (t : 1 : 0).
Åäèíè÷íóþ òî÷êó E ðåïåðà ðàñïîëîæèì òàê, ÷òîáû åå îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ E12 íà ïðÿìóþ l ïðèíàäëåæàëà îòðåçêó A1A2, ñîäåðæàùåìó
òî÷êó A0. Ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè òî÷êè E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(A1A2A0E12) > 0. Çàïèñûâàÿ óêàçàííîå íåðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ, ïî-
ëó÷èì t > 0.

Ïîñêîëüêó |A0N | = a/2 < π/2, òî ïî âòîðîé ôîðìóëå (8) ðàáîòû [2]

cos
a

2ρ
=

t√
t2 + 1

.

Îòêóäà

t = ctg
a

2ρ
. (2)

Òî÷êà A ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé A0A3, ïîýòîìó åå ìîæíî çàäàòü êîîð-
äèíàòàìè (t : 1 : c), c > 0. Ïîñêîëüêó |AA0| = h, ïî ïåðâîé ôîðìó-
ëå (8) [1]

ch
h

ρ
=

√
t2 + 1√

t2 + 1− c2
.

Îòêóäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (2) íàõîäèì

c =
th h

ρ

sin a
2ρ

. (3)

Ïðÿìàÿ m = AB îðòîãîíàëüíà ïðÿìîé NA3, çíà÷èò A2 ∈ m. Â ðåïå-
ðå R∗ ïðÿìóþm ïðè óñëîâèè (3) ìîæíî çàäàòü êîîðäèíàòàìè (θ : 0 : −1),
ãäå

θ =
th h

ρ

cos a
2ρ

. (4)

Ïðÿìóþ NA3 (l) ïðèìåì çà êîîðäèíàòíóþ îñü Ou (Ov) ãèïåðöèêëè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ch è ïî ôîðìóëàì (25) [2] çàïèøåì óðàâíåíèå
ïðÿìîé m: θ cosu ch v = sh v. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ch îáëàñòü D èçìå-
íåíèÿ ïàðàìåòðîâ u, v, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêó AMNA0,
çàäàíà íåðàâåíñòâàìè:

0 ≤ u ≤ u0 =
a

2ρ
, 0 ≤ v ≤ v0 = th−1(θ cosu),

ãäå çíà÷åíèå θ îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (4), çíà÷åíèå v0 � óðàâíåíèåì
ïðÿìîé m, y = th−1(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = th(x).
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Ïî ôîðìóëå (32) [2] íàõîäèì ïëîùàäü S0 ÷åòûðåõóãîëüíèêà AMNA0:

S0 = ρ2

∫ ∫
D

ch v du dv = −iρ2 arctg

(
i th

a

2ρ
sh
h

ρ

)
,

S0 =
ρ2

2
ln

1 + tg a
2ρ sh h

ρ

1− tg a
2ρ sh h

ρ

.

Ïëîùàäü S ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ñàêêåðè ABB0A0 âäâîå áîëüøå ïëî-
ùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà AMNA0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìó-
ëà (1).

Äëèíà b ïðîòèâîïîëîæíîãî îñíîâàíèþ ðåáðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ñàê-
êåðè ìîæåò áûòü âûðàæåíà (ñì. [3]) ÷åðåç äëèíó a îñíîâàíèÿ è äëèíó h
áîêîâîãî ðåáðà ïî ôîðìóëå

cos
b

ρ
= 1− 2 sin2 a

2ρ
ch2 h

ρ
. (5)

Ïî ôîðìóëàì (1), (5) íàéäåì ôîðìóëó âûðàæåíèÿ ïëîùàäè S ýë-
ëèïòè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ñàêêåðè ïëîñêîñòè Ĥ ÷åðåç äëèíû åãî
íåáîêîâûõ ðåáåð:

S = ρ2 ln
cos a

2ρ +
√

cos a
ρ − cos b

ρ

cos a
2ρ −

√
cos a

ρ − cos b
ρ

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 514.132 + 514.133

Ë.Í. Ðîìàêèíà, Ì.À. Áîíäàðåâà

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ
ÎÂÀËÜÍÛÕ ËÈÍÈÉ

ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ

Äîêàæåì òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå àâòîðàìè â òåçèñàõ [1].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìíîæåñòâî η âñåõ òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêî-

ñòè, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê AB âèäåí ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì α,
ÿâëÿåòñÿ äóãîé îêðóæíîñòè ñ õîðäîé AB áåç åå êîíöîâ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè α � ïðÿìîé óãîë, òî η � îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB áåç òî÷åê A
è B.

Ïóñòü íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû [2]
çàäàíû òî÷êè A, B. Èññëåäóåì ìíîæåñòâî η âñåõ òî÷åê M ïëîñêîñòè Ĥ,
äëÿ êîòîðûõ MA⊥MB (âåëè÷èíà ïðÿìîãî óãëà ïëîñêîñòè Ĥ = iπ/2).
Ðåøèì çàäà÷ó â òðè ýòàïà, ïðè ãèïåðáîëè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé è ïàðà-
áîëè÷åñêîé ïðÿìîé AB. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñâîéñòâ ôèãóð â äâóõ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ïëîñêîñòÿõ ðåøèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî Λ2, ò.å. íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

I. Ïðÿìàÿ AB ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.
Ïðèñîåäèíèì êàíîíè÷åñêèé ðåïåð R âòîðîãî òèïà [2] ïëîñêîñòè Ĥ

ê çàäàííûì òî÷êàì òàê, ÷òîáû åãî òðåòüÿ âåðøèíà ÿâëÿëàñü ñåðåäèíîé
îòðåçêà AB, åäèíè÷íóþ òî÷êó ïîìåñòèì íà ïåðåñå÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïðÿìîé AB ñ àáñîëþòîì. Òî÷êè A, B çàäàíû â ðåïåðå R êîîðäèíàòàìè:

A (1 : 1 : a), B (1 : 1 : −a), a ∈ R. (1)

Óðàâíåíèå àáñîëþòà â ðåïåðå R èìååò âèä

x1x2 − x2
3 = 0. (2)

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òî÷êè A, B âíåøíèå îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà (2),
ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ (1) a2 > 1.

Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M ìíîæåñòâà η ïðèñâîèì â ðåïåðå R êîîðäèíà-
òû (m1 : m2 : m3) è íàéäåì êîîðäèíàòû ïðÿìûõ

MA (am2 −m3 : m3 − am1 : m1 −m2),

MB (−am2 −m3 : m3 + am1 : m1 −m2). (3)
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Óðàâíåíèþ (2) àáñîëþòà ñîîòâåòñòâóåò òàíãåíöèàëüíàÿ áèëèíåéíàÿ
ôîðìà Φ = 2X1Y2 + 2X2Y1 − X3Y3. Ïðÿìûå MA è MB îðòîãîíàëüíû,
ïîýòîìó èõ êîîðäèíàòû (3) ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî Φ. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå èñêîìîãî ìíîæåñòâà η èìååò âèä

x2
1 + x2

2 + 2x1x2

(
1− 2a2

)
+ 4x2

3 = 0. (4)

Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå ëèíèè (4) ïî îòíîøåíèþ ê àáñîëþòó. Ïðè a2 >
> 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), (4) èìååò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî η (4) ïåðåñåêàåò àáñîëþò â ÷åòûðåõ âåùåñòâåí-
íûõ òî÷êàõ. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îâàëüíûõ ëèíèé ïëîñêîñòè Ĥ [3]
ìíîæåñòâî η ÿâëÿåòñÿ îäíîïîëîñòíîé èëè äâóïîëîñòíîé áèãèïåðáîëîé.
×òîáû óòî÷íèòü òèï ìíîæåñòâà η, îïðåäåëèì ïðèðîäó åãî îáùèõ ñ àáñî-
ëþòîì êàñàòåëüíûõ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (2), (4) çàïèøåì â òàíãåíöè-
àëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

4X1X2 −X2
3 = 0, (5)

X2
1 +X2

2 + 2X1X2

(
2a2 − 1

)
+ a2

(
1− a2

)
X2

3 = 0. (6)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (6) ïðè a2 > 1 îïðåäåëÿåò ÷åòûðå äåéñòâè-
òåëüíûå àáñîëþòíûå êàñàòåëüíûå ìíîæåñòâà η. Ñîãëàñíî êëàññèôèêà-
öèè îâàëüíûõ ëèíèé èç ðàáîòû [3] ìíîæåñòâî η ÿâëÿåòñÿ äâóïîëîñòíîé
áèãèïåðáîëîé.

II. Ïðÿìàÿ AB ýëëèïòè÷åñêàÿ.
Ïîìåùàÿ òðåòüþ âåðøèíó ðåïåðà R â ñåðåäèíó îòðåçêà AB, à òî÷-

êó E21 (−1 : 1 : 0) íà ïðÿìóþ AB, òî÷êàìM , A, B ïðèñâîèì êîîðäèíàòû:

M (m1 : m2 : m3), A (1 : −1 : a), B (−1 : 1 : a), a ∈ R, a 6= 0.

Çàïèñûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìûõMA (−am2−m3 : am1−
m3 : m1+m2),MB (am2−m3 : −am1−m3 : m1+m2), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
èñêîìîãî ìíîæåñòâà η â êîîðäèíàòàõ òåêóùåé òî÷êè

x2
1 + x2

2 + 2x1x2

(
1− 2a2

)
− 4x2

3 = 0 (7)

è â êîîðäèíàòàõ òåêóùåé êàñàòåëüíîé

X2
1 +X2

2 + 2X1X2

(
2a2 − 1

)
+ a2

(
a2 − 1

)
X2

3 = 0. (8)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), (7) îïðåäåëÿåò ÷åòûðå îáùèå âåùåñòâåííûå
òî÷êè, à ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (8) � ÷åòûðå îáùèå ìíèìûå êàñàòåëü-
íûå ìíîæåñòâà η ñ àáñîëþòîì. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îâàëüíûõ ëèíèé
ìíîæåñòâî η ÿâëÿåòñÿ îäíîïîëîñòíîé áèãèïåðáîëîé.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ I, II óðàâíåíèÿ (4), (7) ìíîæåñòâà η îïðåäå-
ëÿþò ëèíèþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ĥ, èç êîòîðûõ äàí-

íûé îòðåçîê AB ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé) ïðÿìîé âèäåí ïîä
ïðÿìûì óãëîì, ÿâëÿåòñÿ äâóïîëîñòíîé (îäíîïîëîñòíîé) áèãèïåðáîëîé
ñ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ AB áåç òî÷åê A è B.

III. Ïðÿìàÿ AB ïàðàáîëè÷åñêàÿ.
Ïîìåùàÿ âåðøèíó A3 ðåïåðà R â ñåðåäèíó îòðåçêà AB êîîðäèíàòíîé

ïðÿìîé A1A3, òî÷êàì M , A, B ïðèñâîèì êîîðäèíàòû:

M (m1 : m2 : m3), A (1 : 0 : a), B (1 : 0 : −a), a ∈ R, a 6= 0.

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìûõ MA (−am2 : am1 −m3 :
m2), MB (am2 : −am1 −m3 : m2), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

(
4a2x1 − x2

)
= 0. (9)

Ëèíèÿ (9) ðàñïàäàåòñÿ íà ïàðó ïðÿìûõ: ïðÿìóþ AB (x2 = 0), òî÷êè
êîòîðîé ïî ñìûñëó çàäà÷è íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó η, è ãèïåðáîëè-
÷åñêóþ ïðÿìóþ k (4a2x1 − x2 = 0). Ïðÿìàÿ k îðòîãîíàëüíà ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíó îòðåçêà AB ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
ê àáñîëþòó, ïðîâåäåííûõ èç òî÷åê A è B. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ĥ, èç êîòîðûõ äàí-
íûé îòðåçîê AB ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó S îòðåç-
êà AB ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé SK, ãäå K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñà-
òåëüíûõ ê àáñîëþòó, ïðîâåäåííûõ èç òî÷åê A è B.

Çàìåòèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè Ĥ òèï ìíîæåñòâà η îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî
òèïîì ïðÿìîéAB. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíî íàéòè ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, âñå ïðÿìûå êîòîðîé îäíîãî òèïà.

Ðåøèì çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè Λ2, ïðèìåíÿÿ êàíîíè÷åñêèé ðåïåð R∗

ïåðâîãî òèïà [2] è êëàññèôèêàöèþ îâàëüíûõ ëèíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî èç êíèãè [4]. Èñïîëüçîâàííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïëîñêîñòè Ĥ
àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî òèï ìíîæåñòâà η íà ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè A, B.

Òåîðåìà 3.Ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ðàäèóñà êðè-
âèçíû iσ, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê AB âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì,
ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ãèïåðáîëîé ïðè ch |AB|σ > 3, ýêâèäèñòàíòîé ïðè

ch |AB|σ = 3, ýëëèïñîì ïðè ch |AB|σ < 3.
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ÓÄÊ 517.518 + 519.583

Ð.Î. Ðîìàíîâ, Ñ.È. Äóäîâ

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ
ÌÀÆÎÐÀÍÒÅ ÄËß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ïóñòü f1(t) è f2(t) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèè,
Pn(A, t) = a0 + a1t + · · · + ant

n � ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ âåêòîðîì êî-
ýôôèöèåíòîâ A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ρ(A) = max
t∈[c,d]

[Pn(A, t)− f1(t)]→ min
A∈D

, (1)

D = {A ∈ Rn+1 : max
t∈[c,d]

[f2(t)− Pn(A, t)] ≤ 0}, (2)

êîòîðàÿ òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ìàæîðàíòû äëÿ ôóíê-

öèè f2(t), îïòèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ρ(A).
Î÷åâèäíî, ôóíêöèè ρ(A) è h(A) = maxt∈[c,d][f2(t)−Pn(A, t)] âûïóêëû

è êîíå÷íû íà Rn+1, à çàäà÷à (1)�(2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùå-
ñòâóåò è ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: ∂ρ(A) è ∂h(A) � ñóáäèôôå-
ðåíöèàëû âûïóêëûõ ôóíêöèé ρ(·) è h(·) â òî÷êå A; K(A,D) � êîíóñ
âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà D â òî÷êå A; intB, coB, K(B) �
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âíóòðåííîñòü, âûïóêëàÿ è êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà B ñîîòâåò-
ñòâåííî, K+ � ñîïðÿæåíèå êîíóñà K, 0n+1 = (0, · · · , 0) ∈ Rn+1,

Rρ(A) = {t ∈ [c, d] : ρ(A) = Pn(A, t)− f1(t)},

Rh(A) = {t ∈ [c, d] : h(A) = f2(t)− Pn(A, t)}.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ ôóíêöèè ìàêñèìóìà ïî ïàðàìåòðó îò âûïóêëûõ
ôóíêöèé (ñì. [1, ãë.2, § 3]) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèà-
ëîâ ôóíêöèé ρ(A) è h(A) â ñëåäóþùåì âèäå:

∂ρ(A) = co{(1, t, . . . , tn) : t ∈ Rρ(A)}, (3)

∂h(A) = co{−(1, t, . . . , tn) : t ∈ Rh(A)}. (4)

Åñëè h(A) = 0, òî äëÿ êîíóñà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà D,
ÿâëÿþùåãîñÿ íèæíèì ëåáåãîâûì ìíîæåñòâîì âûïóêëîé ôóíêöèè h(·),
ó÷èòûâàÿ 0n+1 /∈ ∂h(A), ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (ñì. [2, ãë. 2, § 6])

K(A,D) = −K+(∂h(A)). (5)

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò [3].

Ëåììà. Ïóñòü T ⊂ R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðå-
äåëåíà ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ξ(·) : T → 2R äëÿ t = (1, n+ 2) :

à) Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

0n+1 ∈ co{ξ(t)(1, t, . . . , tn) : t ∈ T} (6)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç óñëî-

âèé:
1) ñóùåñòâóåò òî÷êà t0 ∈ T , â êîòîðîé 0 ∈ ξ(x0),
2) ñóùåñòâóåò ñåëåêòîð η(t) ∈ ξ(t) è íàáîð òî÷åê t1 < t2 < · · · <

< tn+2 èç T òàêèõ, ÷òî η(ti) 6= 0 è sign η(ti) = −sign η(ti+1),

á) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2) èç ïóíêòà à), òî

0n+1 ∈ int co{ξ(t)(1, t, . . . , tn) : t ∈ T}. (7)

Òåïåðü ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ A∗ áûë îäíèì
èç ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû h(A∗) = 0
è ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1) Rρ(A∗) ∩Rh(A∗) 6= ∅,
2)ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òî÷åê t1 < t2 < . . . < tn+2

èç Rρ(A∗) ∪ Rh(A∗) òàêèõ, ÷òî åñëè ti ∈ Rρ(A∗)
(
Rh(A∗)

)
, òî ti+1 ∈

∈ Rh(A∗)
(
Rρ(A∗)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç âûïóêëîãî
àíàëèçà (ñì. [1, ãë 4, § 2])

ρ(A∗) = min
A∈D

ρ(A)⇔ ∂ρ(A∗) ∩K+(A∗, D) 6= ∅. (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ A∗ âûïîë-
íÿåòñÿ h(A∗) = 0, à èç (4) âûòåêàåò 0n+1 /∈ ∂h(A∗). Ïîýòîìó, èñïîëü-
çóÿ (5), ïîëó÷àåì K+(A∗, D) = −K(∂h(A∗)), è òîãäà êðèòåðèé îïòè-
ìàëüíîñòè (8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

0n+1 ∈ ∂ρ(A∗) +K(∂h(A∗)). (9)

Ó÷èòûâàÿ 0n+1 /∈ ∂h(A∗), íåòðóäíî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü (9) ñîîò-

íîøåíèþ

0n+1 ∈ co{∂ρ(A∗), ∂h(A∗)}. (10)

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå T = Rρ(A∗)∪Rh(A∗) ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ:

ξ(t) =


1, åñëè t ∈ Rρ(A),

−1, åñëè t ∈ Rh(A),

[−1, 1], åñëè t ∈ Rρ(A) ∪Rh(A).

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (3)�(4), ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ðåøå-
íèÿ (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (6). Ýòî, â ñèëó ëåììû, ãîâîðèò î ñïðà-
âåäëèâîñòè ïåðâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2) òåîðåìû, òî èç ëåììû ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (7), êîòîðîå, ââèäó ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, äàåò
íàì âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

0n+1 ∈ int co{∂ρ(A∗), ∂h(A∗)}. (11)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç íåãëàäêîãî àíàëèçà [4, ãë. 5, § 3]
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ñîîòíîøåíèå (11) ãîâîðèò î òîì, ÷òî A∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1)�(2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå f1(t) ≡ f2(t) ≡ f(t) äëÿ t ∈ [c, d] íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (1)�(2) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ÷åáûøåâ-
ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(t) ïîëèíîìîì çàäàííîé ñòåïåíè n.
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ÓÄÊ 517.927.25

Â.Ñ. Ðûõëîâ

ÊÐÀÒÍÀß ÏÎËÍÎÒÀ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÏÓ×ÊÎÂ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

`(y, λ) :=
∑
s+k=n

pskλ
sy(k), psk ∈ C, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè äâóõòî÷å÷íûìè íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû

Ui(y, λ) :=
∑

s+k=κi0

λsαisky
(k)(0) = 0, i = 1, l, (2)

Ui(y, λ) :=
∑

s+k≤κi0

λsαisky
(k)(0) +

∑
s+k≤κi1

λsβisky
(k)(1) = 0, i = l + 1, n,

ãäå λ, αisk, βisk ∈ C, κi0,κi1 ∈ {0, 1, . . . , n−1}, 0 ≤ l ≤ n−1. Îòìåòèì, ÷òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (2) â ñëó÷àå 2l < n íå ÿâëÿþòñÿ ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ.

Ïóñòü êîðíè {ωj}n1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
∑

s+k=n pskω
k = 0

ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà
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êîîðäèíàò, ðàñòâîð ìåæäó êîòîðûìè π − 2|ϕ|, ãäå −π/2 < ϕ < π/2, â
êîëè÷åñòâàõ k è n− k. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ωne
ϕi < · · · < ωk+1e

ϕi < 0 < ω1e
−ϕi < · · · < ωke

−ϕi, n− k ≤ k. (3)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî èëè îòñóòñòâóåò m-êðàòíàÿ (1 ≤ m ≤ n)
ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé èëè êîðíåâûõ
ôóíêöèé ýòîãî ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].

Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1], â êîòîðîé
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé ïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíêöèé
ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ñî ñïåöè-
àëüíîé ãëàâíîé ÷àñòüþ

`(y, λ) := y(n) + λny + {âîçìóùåíèå}

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â
ðàáîòå [2] â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî
âûðàæåíèÿ è â ðàáîòå [3] â ñëó÷àå ñóììèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáîá-
ùåíèå ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ âîëüòåððîâà
îïåðàòîðà áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [4]. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷à-
ñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [5�6]. Â
ðàáîòàõ [7�8], îòíîñÿùèõñÿ ê îáùåìó âèäó ïó÷êà L(λ), ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ n-êðàòíîé ïîëíîòû â L2[0, 1] ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíê-
öèé â òåðìèíàõ ñòåïåííîé îãðàíè÷åííîñòè ïî λ ôóíêöèè Ãðèíà ïó÷êà
íà íåêîòîðûõ ëó÷àõ. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá n-êðàòíîé è
m-êðàòíîé ïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à êðàåâûå óñëî-
âèÿ � ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåäåíî â ðàáîòå [9]. Ïîõîæèé ðåçóëüòàò
ïîëó÷åí â ðàáîòå [10].

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà (1)�(2) ñ óñëîâèåì (3) íå âûïîëíÿåòñÿ
îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ðàáîòû [9], à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ d,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî, íå ñîäåðæàùàÿ ω-êîðíåé è äåëÿùàÿ êîìïëåêñ-
íóþ ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, âíóòðè êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëî
ýòèõ êîðíåé íå ìåíüøå n − l, à òàêæå, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì (ýòî íå

íàðóøàåò îáùíîñòü), ÷òî ïðè s0 = l, sr+1 = n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

κs0+1,1−κs0+1,0 = . . .= κs11−κs10 <. . .< κsr+1,1−κsr+1,0 = . . .= κsr+11−κsr+10
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è γ, δ òàêîâû, ÷òî

sγ + 1 ≤ n− k + 1 ≤ sγ+1, sδ + 1 ≤ k + 1 ≤ sδ+1. (4)

Îáîçíà÷èì

aij =
∑

s+k=κi0

αiskω
k
j , i = 1, n, bij =

∑
s+k=κi1

βiskω
k
j , i = l + 1, n, j = 1, n;

κi = min{κi0,κi1}, i = l + 1, n; [n]+ = max{n, 0}, [n,m]− = min{n,m},

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 a1,k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 asγ ,k+1 . . . asγ ,n
bsγ+1,1 . . . bsγ+1,k asγ+1,k+1 . . . asγ+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn,1 . . . bn,k an,k+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

B =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
asδ,1 . . . asδ,k 0 . . . 0
asδ+1,1 . . . asδ+1,k bsδ+1,k+1 . . . bsδ+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 . . . an,k bn,k+1 . . . bn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3)�(4) è, êðîìå òîãî,

1) â ñëó÷àå k + l ≥ n, k > l âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

det(aij)
j∈{1,...,k+l−n,k+1,...,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{k+l−n+1,...,k}
i∈{l+1,...,n} 6= 0, B 6= 0;

2) â ñëó÷àå k + l ≥ n, k ≤ l âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

det(aij)
j∈{1,...,k+l−n,k+1,...,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{k+l−n+1,...,k}
i∈{l+1,...,n} 6= 0,

det(aij)
j∈{1,...,l}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{l+1,...,n}
i∈{l+1,...,n} 6= 0;

3) â ñëó÷àå k + l < n, k > l âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ A 6= 0, B 6= 0,

òî ïðè m ≤ [k, n− l]−+[n−k, n− l]− ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà
(1)�(2) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì â
ïåðâûõ 2-õ ñëó÷àÿõ, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà

∑n
i=l+1[m − 1 − κi]+, à â

3-ì ñëó÷àå ñ 0 äåôåêòîì.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-
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ÓÄÊ 519.4

Ä.Ñ. Ñìèðíîâà

ÌÎÄÅËÈ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Ñ ÐÀÂÍÎÖÅÍÍÛÌÈ ÊÐÈÒÅÐÈßÌÈ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïî
êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì â âèäå

G = 〈A, (qj)j∈J〉 , (1)

ãäå À � íåïóñòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ, (qj)j∈J− êðèòåðèè
îöåíêè ýòèõ àëüòåðíàòèâ. Êà÷åñòâåííûé êðèòåðèé qj õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî øêàëîé äëÿ åãî èçìåðåíèÿ ñëóæèò íåêîòîðîå ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî (öåïü)

〈
Cj,≤j

〉
; ôîðìàëüíî qj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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îòîáðàæåíèå qj : A → Cj. Êàæäîé àëüòåðíàòèâå a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ
âåêòîð q(a) = (qj(a))j∈J , íàçûâàåìûé âåêòîðíîé îöåíêîé àëüòåðíàòè-
âû a è ñîäåðæàùèé âñþ èíôîðìàöèþ îá ýòîé àëüòåðíàòèâå; ïðè ýòîì
â òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ çàìåíÿåòñÿ ñðàâíåíèåì
èõ âåêòîðíûõ îöåíîê.

Èíîãäà íà îòîáðàæåíèå q : A→
∏
j∈J

Cj íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå:

(∀j ∈ J)qj(a1) = qj(a2)⇒ a1 = a2. (2)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2) ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü àëüòåðíàòèâó ñ åå âåê-
òîðíîé îöåíêîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ê êëàññ ìîäåëåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
âèäà (1) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (2). Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

a1 ≤Par a2 ⇔ (∀j ∈ J)qj(a1) ≤j qj(a2).

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàäàòü ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ρ.
Òîãäà â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ àëüòåðíàòèâ äëÿ ìîäåëèG áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ Mρ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè
îòíîñèòåëüíî ïðåäïî÷òåíèÿ ρ, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
ïî Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèþ àëüòåðíàòèâ ñîñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé ïàðå-
òîâñêèé îïòèìóì.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìîäåëåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè êëàñ-
ñà K , â êîòîðûõ ââåäåíî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ àëüòåðíàòèâ ρ , âàæ-
íûìè ÿâëÿþòñÿ äâå çàäà÷è:

1. Ñîêðàùåíèå ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ àëüòåðíàòèâ.

2. Èññëåäîâàíèå íà âíåøíþþ óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ
àëüòåðíàòèâ Mρ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâîéñòâî âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè ïîäìíîæåñòâà Mρ â
ìîäåëè G ∈ K çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(∀a ∈ A)(∃a∗ ∈Mρ)a .ρ a∗. (3)

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü G âèäà (1) ñ äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèåé î ðàâíîöåííîñòè êðèòåðèåâ â ñëåäóþùåì âèäå:
1) Âñå êðèòåðèè èçìåðÿþòñÿ â îäíîé øêàëå 〈C,≤〉, ò.å. âñå Cj = C è
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîöåííûìè.
2) Íàáîðû çíà÷åíèé êðèòåðèåâ íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ïåðå÷èñëåíèÿ êîì-
ïîíåíò.

80



Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ
ïî Ïàðåòî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

a1 ≤Spar a2 ⇔ (∃π1, π2)(qπ1(1)(a1) ≤ qπ2(1)(a2)∧ ...∧ qπ1(n)(a1) ≤ qπ2(n)(a2)),
(4)

ãäå π1, π2 � íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå 1...n.
Çàìåòèì, ÷òî

≤par⊆≤spar (5)

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé:
1)(∃π1, π2)π1(a1) ≤par π2(a2),
2)(∃π2)a1 ≤par π2(a2),
3)π↑(a1) ≤par π↑(a2), ãäå π↑ � ïåðåñòàíîâêà, â êîòîðîé ýëåìåíòû

ðàñïîëîæåíû ïî âîçðàñòàíèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) è 2) ⇒ 1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî.
Äîêàæåì 1)⇒ 3). Äàíî:

pi1(c1) = (c1
π1(1), c

1
π1(2), ..., c

1
π1(n)),

pi2(c2) = (c2
π2(1), c

2
π2(2), ..., c

2
π2(n)),

c1
π1(1) ≤ c2

π2(1), ..., c
1
π1(n) ≤ c2

π2(n).

Äîêàçàòåëüñüâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó êðèòåðèåâ.
Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Òîãäà c1 = (c1

1), c
2 = (c2

1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïåðåñòàíîâêà � π0 � òîæäåñòâåííàÿ. Èç óñëîâèÿ 1)
ïîëó÷àåì, ÷òî π0(c1) ≤par π0(c2), íî â äàííîì ñëó÷àå π0 = π↑, ñëåäîâà-
òåëüíî, óñëîâèå 3) òàêæå âûïîëíåíî.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Òîãäà c1 = (c1
1,

1
2), c

2 = (c2
1,

2
2). Èç

óñëîâèÿ 1) ïîëó÷àåì, ÷òî (c1
i1
, c1
i2

) ≤ (c2
j1
, c2
j2

).
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ êîìïîíåíò â âåê-

òîðàõ.
1) (c1

i1
, c1
i2

) è (c2
j1
, c2
j2

) óæå ðàñïîëîæåíû ïî âîçðàñòàíèþ. Òîãäà
π↑(c1) ≤ π↑(c2).

2)(c1
i1
, c1
i2

) è (c2
j1
, c2
j2

) Ðàñïîëîæåíû ïî óáûâàíèþ, ò.å. c1
i1
≤ c2

j1
, c1
i2
≤ c2

j2
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì π↑(c1) = (c1
i2
, c1
i1

), π↑(c2) = (c2
j2
, c2
j1

), ñëåäîâàòåëü-
íî, $π↑(c1) ≤ π↑(c2).

3) Â îäíîì âåêòîðå êîìïîíåíòû ðàñïîëîæåíû ïî âîçðàñòàíèþ, à â
äðóãîì ïî óáûâàíèþ. Ïóñòü c1

i1
≤ c1

i2
, íî c2

j1
deg c2

j2
. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

(c1
i1
, c1
i2

) ≤ (c2
j2
, c2
j1

). Òàê êàê (c1
i1
, c1
i2

) ≤ (c2
j1
, c2
j2

), òî c1
i1
≤ c2

j1
è c1

i2
≤ c2

j2
, òî

c1
i1
≤ c1

i2
≤ c1

j2
≤ c2

j1
, ñëåäîâàòåëüíî, c1

i1
≤ c2

j2
, c1
i2
≤ c2

j1
, îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî (c1
i1
, c1
i2

) ≤par (2
j2
, c2
j1

).
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Øàã èíäóêöèè: ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ n− 1 êîìïîíåíòû. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé n êîìïîíåíò. Èìååì

π1(c1) = (c1
π1(1), c

1
π1(2), ..., c

1
π1(n)),

π2(c2) = (c2
π2(1), c

2
π2(2), ..., c

2
π2(n)).

Îáîçíà÷èì

c1
π1(j1) = min(c1

π1(j)),

c2
π2(j2) = min(c2

π2(j)).

Ïåðâûé ñëó÷àé: j1 = j2.

ĉ1 = (c1
π1(1), ..., c

1
π1(j1−1), c

1
π1(j1+1), ...c

1
π1(n)),

ĉ2 = (c2
π2(1), ..., c

2
π2(j2−1), c

2
π2(j2+1), ...c

2
π2(n)).

Â ýòîì ñëó÷àå ĉ1 ≤par ĉ2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè π↑(ĉ1) ≤
≤par π↑(ĉ2). Òîãäà äëà âåêòîðîâ

(c1
π1(1), ..., c

1
π1(j1−1), c

1
π1(j1+1), ...c

1
π1(n)),

(c2
π2(1), ..., c

2
π2(j2−1), c

2
π2(j2+1), ...c

2
π2(n))

äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî èìååò ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñòàíîâêà π↑

ïðèâîäèò ê ïàðåòîâñêîìó äîìèíèðîâàíèþ.
Âòîðîé ñëó÷àé: j1 6= j2.

(c1
π1(1), ..., c

1
π1(j1), ..., c

1
π1(j2), ...c

1
π1(n)),

(c2
π2(1), ..., c

2
π2(j1), ..., c

2
π2(j2), ...c

2
π2(n)).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ âåðíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

c1
π1(j1) ≤ c1

π1(j2) ≤ c2
π2(j2). (6)

.
Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó

(c1
π1(1), ..., c

1
π1(j2), ..., c

1
π1(j1), ...c

1
π1(n)),
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(c2
π2(1), ..., c

2
π2(j1), ..., c

2
π2(j2), ...c

2
π2(n)).

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ñëó÷àþ è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè (6), ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π↑ ïðèâîäèò ê ïàðåòîâñêîìó äîìèíèðîâàíèþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. MSparG ⊆MParG. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíî-

öåííûõ êðèòåðèåâ ìû ïîëó÷àåì ñîêðàùåíèå ïàðåòîâñêîãî îïòèìóìà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ J êîíå÷íî, âñå öåïè

〈Cj,≤〉j∈J óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè. Òîãäà â ëþáîé çà-
äà÷å G ∈ Ks, â êîòîðîé îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ àëüòåðíàòèâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî, ìíî-
æåñòâî àëüòåðíàòèâ îïòèìàëüíûõ ïî ñèììåòðè÷åñêîìó îòíîøåíèþ
ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî MSparG áóäåò âíåøíå óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ∀a ∈ A∃a∗ ∈ MSparG òàêîé,
÷òî a ≤spar a∗. Çàôèêñèðóåì a ∈ A. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) åñëè a ∈MSparG, òî a

∗ = a è a ≤spar a;
2) åñëè a /∈MSparG, òîãäà ∃a1 ∈ A, a < a1 åñëè a1 ∈MSparG, òî òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, èíà÷å ∃a2 ∈ A, a1 < a2, åñëè a2 ∈ MSparG, òî
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a <Spar a1 <
Spar a2 <

Spar ...,

à òàê êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
〈
A,≤Par

〉
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîðâåòñÿ íà êî-
íå÷íîì íîìåðå k , ïðè÷åì èìååò ìåñòî a ≤Spar ak è ak ∈ A∗, òî åñòü äëÿ
ìîäåëè G âûïîëíåíî óñëîâèå âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà MSparG.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.51

Â. Ã. Òèìîôååâ

Î ÇÀÄÀ×Å ÄÈÐÈÕËÅ Â ÊÐÓÃÅ

Â ðàáîòå [1, c. 74] áûëè ïðèâåäåíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Äèðèõëå â êðóãå. Äàííàÿ ñòàòüÿ òàêæå ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è
Äèðèõëå â êðóãå, íî íà äðóãîì áîëåå èíòåðåñíîì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ êëàññå ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èòåðèðîâàííûì îïåðàòîðîì Ëàïëà-
ñà. Ïóñòü, êàê è â [1, ñ. 71],K � êðóã ñ öåíòðîì â ò.O ðàäèóñà h è ãðàíèöåé

Γ , C = C(K) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà K ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖u‖c =
= sup {u(x) : xεK};L∞ = L∞(K) � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåí-
íî îãðàíè÷åííûõ íà K ôóíêöèé ñ íîðìîé q u q∞= ess sup {u(x) : xεK}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå èòå-
ðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà∆2u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(K).
Ïðè ýòîì ∆2u ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà [2, ñ. 44]. Íà êëàññå U
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êðóãå, ðåøåíà çàäà÷à Äèðèõëå ñ èòåðèðîâàííûì
îïåðàòîðîì Ëàïëàñà è ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ àïðîèðíûõ îöåíîê
ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ. Ïóñòü M0(ρ0, ϕ0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà êðóãà

K,M1(ρ1, ϕ1) � òî÷êà, ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ M0 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ ,
p(r, ψ) � òî÷êà òàêàÿ, ÷òî pεK, ∂

∂np
� ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè â

òî÷êå p. Ïîëîæèì r0 = |M0p|, r1 = |M1p|, ρ0 = |OM0|, ρ1 = |OM1|. Ïî-
ñêîëüêó êðóã èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà âîêðóã åãî öåíòðà O,
òî â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì ϕ0 = 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G(M0, p) = r2
0 ln

r0h

ρ0r1
+

1

2
(1− r2

h2
)(h2 − ρ2

0). (1)

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôóíêöèé êëàññà U ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå:

u(M0) =
1

8π

∫
Γ

{u(p)
∂∆G(M0, p)

∂np
−∆G(M0, p)

∂u

∂np
}dψ+

+
1

8π

∫∫
K

G(M0, p)∆
2u(p)rdrdψ.

(2)

Äîêàçàòåëüñòâî

Íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé Ãðèíà êðóãà K, ò.å.

1. G(M0, p) = G(p,M0).
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2. G(M0, p) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆2G = 0 ïî p íà ìíîæåñòâå
K\{M0}.

3. G(M0, p)íà Γ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

4. ∂G(M0,p)
∂n íà Γ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

5. G(M0, p) = r2
0 ln r0 +V (M0, p), ãäå V = V (M0, p) � áèãàðìîíè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ âñþäó â K ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèè G(M0, p),
∂G(M0,p)

∂ρ0
, ∆G(M0, p) è ∂∆G(M0,p)

∂ρ0

èìåþò èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü ïðè p = M0. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà

ôóíêöèè (1) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü [3, ñ. 69 � 71], [4, ñ. 319 � 320] ñëåäóþùåå
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

u(M0) =
1

8π

∫
Γ

{u(p)
∂∆G(M0, p)

∂np
−−∆G(M0, p)

∂u

∂np
}dψ+

+
1

8π

∫∫
K

G(M0, p)∆
2u(p)rdrdψ.

(3)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u, îïðåäåë¼ííîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé âìå-
ñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
íà K. Ñëåäóÿ [5, c. 679 � 680] è [6, ñ. 20 � 21, òåîðåìà 125] ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3) îñòà¼òñÿ âåðíûì è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè uεU ,
ò. å. ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2).

Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè (1) îáà èíòåãðàëà â (3)
ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ρ0. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè uεU ïðîèçâîäíàÿ
∂u(M0)
∂ρ0

ñóùåñòâóåò â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëå-
íèå

∂u(M0)

∂ρ0
=

1

8π

∫
Γ

{u(p)
∂2∆G(M0, p)

∂ρ0∂np
− ∂∆G(M0, p)

∂ρ0

∂u

∂np
}dψ+

+
1

8π

∫∫
K

∂G(M0, p)

∂ρ0
∆2u(p)rdrdψ.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ôóíêöèé êëàññà U ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðè-
îðíàÿ îöåíêà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé:

‖ ∂u
∂ρ0
‖c ≤ A q u qc +B q

∂u

∂n
qc +C q ∆2u q∞, (4)
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ãäå

A =
1

8π

∫
Γ

|∂
2∆G(M0, p)

∂ρ0∂np
|dψ,

B =
1

8π

∫
Γ

|∂∆G(M0, p)

∂ρ0
|dψ,

C =
1

8π

∫∫
K

|∂G(M0, p)

∂ρ0
|rdrdψ.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ êëàññà áèãàðìîíè÷åñêèõ íà êðóãå K ôóíêöèé
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∂u

∂ρ0
= O(

1

h− ρ0
.)

Çàìå÷àíèÿ:

1. Ñëåäóÿ èçëîæåííîìó, ìîæíî ïîëó÷àòü àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ
∂2u
∂ρ2

0
, ∂

3u
∂ρ3

0
, ∆u è èì ïîäîáíûå îöåíêè.

2. Íåðàâåíñòâî (4) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.
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ÓÄÊ 517.518

Ñ.Â. Òûøêåâè÷

Î ÍÀÈÌÅÍÅÅ ÓÊËÎÍßÞÙÈÕÑß ÎÒ ÍÓËß
ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÈÍÎÌÀÕ

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ óñëîâèå íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ îò íóëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà ñèñòåìå îòðåçêîâ ñðåäè âñåõ ïîëèíî-
ìîâ, ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû (A, B) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèþ A2 +B2 = 1.

Ïóñòü α1, α2, . . . , α2l òàêîâû, ÷òî

α1 < α2 < . . . < α2l, 0 < α2l − α1 < 2π,

è

E =
l⋃

k=1

[α2k−1, α2k] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (A,B)
N êëàññ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà

τN(ϕ) = A cos
N

2
ϕ+B sin

N

2
ϕ+a1 cos

(
N

2
− 1

)
ϕ+b1 sin

(
N

2
− 1

)
ϕ+. . .

. . .+ a[N2 ] cos

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ+ b[N2 ] sin

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ,

A,B, a1, b1, . . . , a[N2 ], b[N2 ] ∈ R, A2 +B2 = 1.

Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî îáû÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïî-
ëèíîìû (ïðè ÷¼òíîì N), íî è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ïîëóöåëîãî
ïîðÿäêà, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [1�3].

Ïîëîæèì ‖τN‖ := max
ϕ∈E
|τN(ϕ)|. Òî÷êàìè óêëîíåíèÿ ïîëèíîìà τN(ϕ)

íà E áóäåì íàçûâàòü òî÷êè, â êîòîðûõ |τN(ϕ)| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-
ñèìóìà íà E . Êðîìå òîãî, ÷åðåç Tn (x) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîãî÷ëåíû
×åáûø¼âà

Tn (x) =
1

2n−1
cosn arccosx.

Åñëè ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû îòðåçêîâ ðàöèîíàëüíû, òî ïî òåîðåìå 2 [4]
íàéäåòñÿ Ψ òàêîå, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì âèäà

cos Ψ cos
N

2
ϕ+sin Ψ sin

N

2
ϕ+a1 cos

(
N

2
− 1

)
ϕ+ b1 sin

(
N

2
− 1

)
ϕ+ . . . ,
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íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ êëàññà
T (cos Ψ, sin Ψ)
N , èìååò íà E ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê óêëîíåíèÿ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè

τ ∗N(ϕ) = cos
N

2
ϕ+ a∗1 cos

(
N

2
− 1

)
ϕ+ b∗1 sin

(
N

2
− 1

)
ϕ+ . . .

. . .+ a∗[N2 ] cos

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ+ b∗[N2 ] sin

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ ∈ T (1,0)

N

èìååò íà E ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê óêëîíåíèÿ (N + l), òî îí íàè-
ìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà E ñðåäè ïîëèíîìîâ â êëàññå

TN =
⋃

A,B:A2+B2=1

T (A,B)
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ïîëèíîì

τ ∗N(ϕ) = cos
N

2
ϕ+ a∗1 cos

(
N

2
− 1

)
ϕ+ b∗1 sin

(
N

2
− 1

)
ϕ+ . . .

èìååò íà E ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê óêëîíåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ψ èìååò ìåñòî

‖τ ∗N‖ > ‖τ ∗N,ψ‖,

ãäå

τ ∗N,ψ(ϕ) = cosψ cos
N

2
ϕ+ sinψ sin

N

2
ϕ+

+ a∗1,ψ cos

(
N

2
− 1

)
ϕ+ b∗1,ψ sin

(
N

2
− 1

)
ϕ+ . . .

. . .+ a∗[N2 ],ψ cos

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ+ b∗[N2 ],ψ sin

(
N

2
−
[
N

2

])
ϕ

� ïîëèíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò 0 íà E â êëàññå T (cosψ,sinψ)
N . Òàê

êàê ‖τ ∗N,ψ‖ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ψ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ψ
2π ∈ Q, ò.å.

ψ =
2πp

q
, p ∈ Z, q ∈ N.
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Ïîñêîëüêó(
cosψ cos

N

2
ϕ+ sinψ sin

N

2
ϕ

)q
=

(
cos

(
N

2
ϕ− ψ

))q
=

=
1

2q−1
cos

(
N

2
ϕ− ψ

)
q + . . . ,

òî ïàðû ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Tq
(
τ∗N (ϕ)
‖τ∗N‖

)
è Tq

(
τ∗N,ψ(ϕ)

‖τ∗N,ψ‖

)
ðàâ-

íû ñîîòâåòñòâåííî
(

1
2q−1‖τ∗N‖q

, 0
)
è
(

1
2q−1‖τ∗N,ψ‖q

, 0
)
, à íîðìû 1

2q−1 . Ïîýòîìó
ïîëèíîìû

‖τ ∗N‖qTq
(
τ ∗N(ϕ)

‖τ ∗N‖

)
= τ ∗Nq(ϕ)

è

‖τ ∗N,ψ‖qTq

(
τ ∗N,ψ(ϕ)

‖τ ∗N,ψ‖

)
= τ ∗Nq,ψ(ϕ)

èìåþò îäèíàêîâûå ïàðû ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ
(

1
2q−1 , 0

)
, ïðè ýòîì íîð-

ìû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

‖τ ∗Nq‖ =
1

2q−1
‖τ ∗N‖q >

1

2q−1
‖τ ∗N,ψ‖q = ‖τ ∗Nq,ψ‖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, τ
∗
N (ϕ)
‖τ∗N‖

íà E ïðîáåãàåò îòðåçîê [−1, 1] N ðàç, ïîýòîìó
ïîëèíîì

τ ∗Nq(ϕ) = ‖τ ∗N‖Tq
(
τ ∗N(ϕ)

‖τ ∗N‖

)
ïðîáåãàåò íà E îòðåçîê [−‖τ ∗Nq‖, ‖τ ∗Nq‖] Nq ðàç, à çíà÷èò íàèìåíåå óêëî-
íÿåòñÿ îò íóëÿ íà E â êëàññå T (1,0)

Nq , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñëåäíåìó íåðà-
âåíñòâó.
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ÓÄÊ 517.518

À.À. Òþëåíåâà

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÑÐÅÄÍÈÌÈ
ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

×åðåç Lp2π îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ

â ñòåïåíè p íà [0; 2π] ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖f‖p =
(∫ 2π

0 |f(x)|pdx
)1/p

.

Åñëè ξ = {xi}ni=0 � ðàçáèåíèå ïåðèîäà [a; a + 2π], òî ïðè 1 < p < ∞

ïî îïðåäåëåíèþ æp
ξ(f) =

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

. Ââåäåì ïðè 1 <

< p < ∞ ω1−1/p(f, δ) = sup{æp
ξ(f) : max

1≤i≤n
(xi − xi−1) ≤ δ}, Cp = {f ∈

∈ C2π : lim
δ→0+0

ω1−1/p(f, δ) = 0} è ‖f‖
p

= max(ω1−1/p(f, 2π), ‖f‖∞).

Äëÿ X = Lp2π, 1 ≤ p < ∞ èëè X = Cp ââåäåì ω2(f, δ)X =
= sup
|t|≤δ
‖f(·+ t) + f(· − t)− f(·)‖X .

Ïóñòü f ∈ L1
2π è èìååò ðÿä Ôóðüå a0/2 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx).

Λ = {λn,k}∞,nn=0,k=0 � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî λn,0 = 1. Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ϕx(t) = f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x),

Ln(f, λ, x) = a0

2 +
n∑
k=1

λn,k(ak cos kx+ bk sin kx),

Dk(t) = 1
2 +

k∑
i=1

cos it =
sin(k+ 1

2 )t

2 sin( t2 )
, t 6= 2πk, k ∈ Z,

Fk(t) =
k∑
i=0

Di(t)/(k + 1) = 1
2(k+1)

sin2(k+1
2 t)

sin2( t2 )
, t 6= 2πk, k ∈ Z.

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ òàêîâà, ÷òî

|λn,0 − λn,1| ≤ A1n
−3/2;

n∑
k=0

(∆2λn,k)
2 ≤ A2n

−3. (1)

Åñëè X = Lp2π, 1 ≤ p < ∞ èëè X = Cp, 1 < p < ∞, òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ‖f(x)− Ln(f,Λ, x)‖X ≤ Cn−3/2

(
n∑
k=1

k2ω2
2(f, π/k)X

)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ äâàæäû ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ, ïîëó-
÷àåì:

Ln(f,Λ, x)− f(x) =
1

π

∫ π

0

ϕx(t)

(
n∑
k=0

∆2λn,k(k + 1)Fk(t)

)
dt.
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Ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷àåì:

‖Ln(f,Λ, x)− f(x)‖X ≤
1

π

∫ π

0

‖ϕx(t)‖X

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∆2λn,k(k + 1)Fk(t)

∣∣∣∣∣ dt ≤
≤ 1

π

(∫ π/n

0

+

∫ π

π/n

)
ω2(f, t)X

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∆2λn,k(k + 1)Fk(t)

∣∣∣∣∣ dt =
1

π
(I1 + I2).

Ïîñêîëüêó |Fk(t)| ≤
k∑
i=0

Di(t)/(k+1) ≤
k∑
i=0

(i+1/2)/(k+1) = (k+1)/2, òî

ñîãëàñíî âòîðîìó íåðàâåíñòâó (1) è íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

I1 ≤
∫ π/n

0

ω2(f, t)X

n∑
k=0

|∆2λn,k|(n+ 1)2dt ≤

≤ C1nω2(f, π/n)X

(
n∑
k=0

|∆2λn,k|2
)1/2

(n+ 1)1/2 ≤

≤ C2(A2)n
3/2ω2(f, π/n)Xn

−3/2 = C2ω2(f, π/n)X . (2)

Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà sin2(t/2) ≥ t2/π2 èìååì:

I2 ≤ C3

∫ π

π/n

ω2(f, t)X

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∆2λn,kt
−2(1− cos(k + 1)t)

∣∣∣∣∣ dt ≤
≤ C3

(∫ π

π/n

ω2(f, t)X
t2

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∆2λn,k

∣∣∣∣∣ dt+
+

∫ π

π/n

ω2(f, t)X
t2

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∆2λn,k cos(k + 1)t

∣∣∣∣∣ dt
)

= C3(I21 + I22).

Ïðèìåíÿÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî (1) â âèäå
n∑
k=0

∆2λn,k = |λn,0 − λn,1| ≤

≤ A1n
−3/2, îöåíèâàåì I21 ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

ïîëó÷àåì:

I21 ≤ C4(A1)n
−3/2

∫ π

π/n

ω2(f, t)Xt
−2dt ≤

≤ C4(A1)n
−3/2

(∫ π

π/n

ω2
2(f, t)Xt

−4dt

)1/2(∫ π

π/n

1dt

)1/2

≤
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≤ C5n
−3/2

(
n−1∑
k=1

∫ π/k

π/(k+1)

(
k + 1

π

)4

ω2
2(f, π/k)Xdt

)1/2

≤

≤ C6n
−3/2

(
n∑
k=1

k4k−2ω2
2(f, π/k)Xdt

)1/2

. (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è ðàâåíñòâà
Ïàðñåâàëÿ èìååì:

I22 ≤
(∫ π

π/n

ω2
2(f, t)X
t4

dt

)1/2
∫ π

π/n

(
n∑
k=0

∆2λn,k cos(k + 1)t

)2

dt

1/2

≤

≤ C8

(∫ π

π/n

ω2
2(f, t)X
t4

dt

)1/2
(

n∑
k=0

|∆2λn,k|2
)1/2

≤

≤ C9n
−3/2

(
n∑
k=1

k2ω2
2(f, π/k)X

)1/2

. (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü (3)
è (4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zyg(α, p) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
{f ∈ Lp2π : ω2(f, δ)p = O(δα)}, 0 < α ≤ 2, 1 ≤ p < ∞. Òîãäà â óñëîâèÿõ
òåîðåìû èìååì äëÿ f ∈ Zyg(α, p)

‖f(x)− Ln(f,Λ, x)‖Lp =


O(n−α), 0 < α < 3/2,

O(log1/2 n/n3/2), α = 3/2,
O(n−3/2), 3/2 < α ≤ 2.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f ∈ Lp2π, 1 < p < ∞, òàêîâà, ÷òî
n∑
k=1

k2+2/pω2(f)Lp = o(n3). Òîãäà Lnf,Λ, x) ñõîäèòñÿ ê f0(x) â Cp, ãäå

f0 = f ïî÷òè âñþäó íà R.
Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò èç òåîðåì è ðåçóëüòàòîâ ïóíê-

òîâ 2.2 è 2.5 èç [1].

Äëÿ f ∈ C2π ñëåäñòâèå 1 ïîëó÷åíî Ï.Â. Åðìàêîâûì [2].
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ÓÄÊ 518.517
Ð.Í. Ôàäååâ

ÎÖÅÍÊÈ ÊÐÀÒÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ
ÔÓÐÜÅ�ÂÈËÅÍÊÈÍÀ

Ïóñòü {pn}∞n=1 ⊂ N, 2 6 pn 6 N . Ïî îïðåäåëåíèþ m0 = 1,
mn = p1 . . . pn ïðè n ∈ N. Òîãäà êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
n=1

xn/mn, xn ∈ Z ∩ [0, pn) (1)

(äëÿ x = k/ml áåðåì ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ xn).
Åñëè y ∈ [0, 1) èìååò âèä (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x ⊕ y = z =

=
∞∑
n=1

zn/mn, ãäå zn = xn + yn (mod pn), zn ∈ Z ∩ [0, pn). Åñëè k ∈

∈ Z+ çàïèñàíî â âèäå k =
∞∑
i=1

kimi−1, ki ∈ Z ∩ [0, pi), òî ïî îïðå-

äåëåíèþ äëÿ x ∈ [0, 1) ïîëàãàåì χk(x) = exp
(

2πi
∑∞

j=1 xjkj/pj

)
.

Ïóñòü Lp[0, 1)2 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà [0, 1) × [0, 1) ôóíê-

öèé f ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖f‖p =
(∫ 1

0

∫ 1

0 |f(x, y)|p dx dy
)1/p

. Ñèñòåìà

{χn(x)χm(y)}∞m,n=0 îðòîíîðìèðîâàíà íà [0, 1)2 è ïîëíà â L1[0, 1)2. Äàëåå

f̂(n,m) =
∫ 1

0

∫ 1

0 f(x, y)χn(x)χm(y) dx dy äëÿ f ∈ L1[0, 1)2 è n,m ∈ Z+,

Pn,m = {f ∈ L1[0, 1)2 : f̂(j, k) = 0, j > n èëè k > m}, En,m(f)p =
= inf{‖f − t‖X : t ∈ Pn,m}, n,m ∈ N, ω∗kl(f)p = sup{‖∆11

h1,h2
f(·, ·)‖p : 0 <

< h1 < 1/mk, 0 < h2 < 1/ml}, ãäå ∆11
h1,h2

f(x, y) = f(x ⊕ h1, y ⊕ h2)−
−f(x ⊕ h1, y) − f(x, y ⊕ h2) + f(x, y). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà (ñì. [1,
ãë. 4]).

Ëåììà. Ïóñòü Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x), n ∈ N. Òîãäà |Dn(x)| 6

6 min(n,N/x) ïðè x ∈ (0, 1).
Èç ëåììû âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Dn(x)Dm(y)‖p 6 C(nm)1−1/p, n,m ∈ N. (1)
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Lr[0, 1)2, 1 < r < ∞, òàêîâà, ÷òî
f̂(n,m) > 0 ïðè âñåõ n,m ∈ N è f̂(i, j) > Cf̂(k, l) ïðè k ∈ [i, 2i − 1],
l ∈ [j, 2j − 1], i, j ∈ N. Òîãäà

(mk+1ml+1)
1−1/r f̂(mk+1,ml+1) 6 Cω∗kl(f)r, k, l ∈ Z+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Akl(x, y) = ∆11
h1,h2

f(x, y), ãäå
h1 = 1/mk+1, h2 = 1/ml+1, k, l ∈ Z+. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå
èìååò âèä

∞∑
i=0

∞∑
j=0

f̂(i, j) (χi(1/mk+1)− 1) (χj(1/ml+1)− 1)χi(x)χj(y).

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû {χn(x)χm(y)}∞n,m=0 èìååì:∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1∫
0

Akl(x, y) (D2mk
(x)−Dmk

(x)) (D2ml
(y)−Dml

(y)) dx dy

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
2mk−1∑
s=mk

2ml−1∑
j=ml

f̂(s, i) (χs(1/mk+1)− 1) (χj(1/ml+1)− 1)

∣∣∣∣∣ . (2)

Äëÿ j ∈ [ml, 2ml − 1] èìååì χj(1/ml+1) = exp (2πi/pl+1), à äëÿ s ∈
∈ [mk, 2mk − 1] âåðíî χi(1/mk+1) = exp (2πi/pk+1). Çíà÷èò, ïðè ýòèõ s, j

−= ((χi(1/mk+1)− 1) (χj(1/ml+1)− 1)) =

= (1− cos (2π/pk+1)) sin (2π/pl+1) (1− cos (2π/pl+1)) sin (2π/pk+1) =

= 4 sin (π/pk+1) sin (π/pl+1) sin (π/pk+1 + π/pl+1) . (3)

Åñëè pk+1, pl+1 > 3, òî π/N < π/pk+1 + π/pl+1 < π − π/N , ïîýòî-
ìó ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå èç (3) íå ìåíüøå, ÷åì 4 sin3(π/N). Ïðè
pk+1 = pl+1 = 2 è mk 6 s 6 2mk − 1, ml 6 j 6 2ml − 1, èìååì
(1− χi(1/mk+1)) (1− χj(1/ml+1)) = 4. Íàêîíåö, ïðè pk+1 = 2, pl+1 6= 2
íàõîäèì, ÷òî

(1− χs(1/mk+1)) (1− χj(1/ml+1)) = 2|χj(1/ml+1)− 1| > 2 sin2(π/N).

Èç ýòèõ îöåíîê, (1), (2) è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî
(1/r + 1/r′ = 1)

ω∗kl(f)rm
1/r
k+1m

1/r
l+1 > C1 ‖Akl‖r

∥∥(Dmk+1
(x)−Dmk

(x)
) (
Dml+1

(y)−Dml
(y)
)∥∥

r′
>
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> C2

2mk−1∑
s=mk

2ml−1∑
j=ml

f̂(s, j) > C3mk+1ml+1f̂(mk+1,ml+1).

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå òàêæå èñïîëüçîâàíà îãðàíè÷åííîñòü {pk}∞k=1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Lp[0, 1)2, 1 < p < ∞, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N âåðíî

f̂(n,m) = O
(

(nm)1/p−1E[n+1
2 ],[m+1

2 ](f)p

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 2k − 1, m = 2l − 1, k, l ∈ N. Ñíîâà
èìååì:

2k−1∑
i=k

2l−1∑
j=l

f̂(i, j) =

1∫
0

1∫
0

f(x, y) (D2k(x)−Dk(x)) (D2l(y)−Dl(y)) dx dy =

=

1∫
0

1∫
0

(f(x, y)− tkl(x, y) (D2k(x)−Dk(x)) (D2l(y)−Dl(y)) dx dy,

ãäå tkl ∈ Pk,l è ‖f − tkl‖p = Ekl(f)p. Ïðèìåíÿÿ (1), íàõîäèì, ÷òî

2k−1∑
i=k

2l−1∑
j=l

f̂(i, j) 6 ‖f − tkl‖p ‖(D2k(x)−Dk(x)) (D2l(y)−Dl(y))‖p′ 6

6 C1 (kl)1/pEkl(f)p.

Íî â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû
2k−1∑
i=k

2l−1∑
j=l

f̂(i, j) > C2klf̂(2k− 1, 2l− 1) ìû ïî-

ëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ñëó÷àå n = 2k−1, m = 2l−1. Îñòàëüíûå
ñëó÷àè ñëåäóþò èç ðàçîáðàííîãî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìû 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè àíàëîãà-

ìè ðåçóëüòàòîâ èç [2] è [3].
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ÓÄÊ 517.984

À.Å. Ôåäîñååâ

Î ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÍÀ ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÎÒÐÅÇÊÅ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß Ñ ÍÅÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÉ
ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à íà êîíå÷íîì îòðåçêå
äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, èìåþùåãî íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåí-
íîñòü âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L íà êîíå÷íîì îòðåçêå 0 < x < T âèäà

`y = −y′′ +
( ν0

(x− a)2
+ q(x)

)
y = λy, 0 < x < T, (1)

y(0) = y(T ) = 0

ñ íåèíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ òèïà Áåññåëÿ â òî÷êå a > 0, ãäå q(x) �
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ν0 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì λ = ρ2,
ν0 = ν2 − 1/4 è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, Im ρ ≥ 0, Re ν > 0, ν 6= 1, 2, . . ..
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q(x)|x− a|min(0,1−2Re ν) ∈ L(0, T ).

Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1), çàäàííîãî íà êîíå÷íîì îòðåçêå äëÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèé
è ñ óñëîâèåì ñêëåéêè ÷àñòíîãî âèäà, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1, 2]. Â
äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå óñëîâèÿ ñêëåéêè, à òàêæå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L ìîæåò ñîñòîÿòü èç êðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Cj(x, λ) = (x− a)µj
∞∑
k=0

cjk(ρ(x− a))2k, j = 1, 2,

ãäå

µj = (−1)jν + 1/2, c10c20 = (2ν)−1,

cjk = (−1)kcj0

( k∏
s=1

((2s+ µj)(2s+ µj − 1)− ν0)
)−1

.
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Çäåñü è â äàëüíåéøåì zµ = exp(µ(ln |z| + i arg z)), arg z ∈ (−π, π]. Ïðè
x > a è x < a ôóíêöèè Cj(x, λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1)
ïðè q(x) ≡ 0. Ïóñòü ôóíêöèè sj(x, λ), j = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ñëåäóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè x > a è x < a:

sj(x, λ) = Cj(x, λ) +

∫ x

a

g(x, t, λ)q(t)sj(t, λ) dt,

ãäå g(x, t, λ) = C1(t, λ)C2(x, λ)− C1(x, λ)C2(t, λ).

Ôóíêöèè sj(x, λ) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1) è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî λ ïîðÿä-
êà 1/2.

Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A = [ajk]j,k=1,2, detA 6= 0 ñ êîìïëåêñíûìè ajk.
Ââåäåì ôóíêöèè {σj(x, λ)}j=1,2, x ∈ J− ∪ J+, J± = {±(x − a) > 0} ïî
ôîðìóëå

σj(x, λ) =

sj(x, λ), x ∈ J−,
2∑

k=1

akjsk(x, λ), x ∈ J+.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé {σj(x, λ)} áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ñêëåéêè ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x = a.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå y(x, λ) óðàâíåíèÿ (1)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñêëåéêè ïîðîæäåííîìó ìàòðèöåé ïåðåõîäà A,
åñëè y(x, λ), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

y(x, λ) =
2∑
j=1

χj(λ)σj(x, λ) äëÿ âñåõ x ∈ J− ∪ J+,

ãäå êîýôôèöèåíòû χj(λ) íå çàâèñÿò îò x.

Ââåäåì ôóíêöèþ S(x, λ) ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1) ïðè x < a, x > a è óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
S ′(0, λ) = 1, S(0, λ) = 0.

Îáîçíà÷èì ∆(λ) = S(T, λ). Ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ, è åå
íóëè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mn êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn
(λn = λn+1 = . . . = λn+mn−1) è ïîëîæèì S = {n : n − 1 ∈
N, λn−1 6= λn} ∪ {1}.

Ïóñòü Φ(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ Φ(0, λ) = 1,
Φ(T, λ) = 0. Îáîçíà÷èì M(λ) = Φ′(0, λ). Ôóíêöèè Φ(x, λ) è M(λ) íàçû-
âàþòñÿ ðåøåíèåì Âåéëÿ è ôóíêöèåé Âåéëÿ äëÿ L ñîîòâåòñòâåííî.
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Ëåììà 1. Çàôèêñèðóåì n ∈ S. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ = λn ôóíê-
öèÿ Âåéëÿ M(λ) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

M(λ) =

mn−1∑
ν=0

Mn+ν

(λ− λn)ν+1
+M ∗

n(λ),

ãäå mn � êðàòíîñòü λn, M
∗
n(λ) ðåãóëÿðíà ïðè λ = λn.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn}n≥1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Âåéëÿ, à íàáîð D := {λn,Mn}n≥1 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëü-
íûìè äàííûìè.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì D := {λn,Mn}n≥1

ïîñòðîèòü ïîòåíöèàë q(x).
Òåîðåìà 1. Ñïåêòðàëüíûå äàííûå {λn,Mn}n≥1 îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó L.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû êîíñòðóêòèâíî è äàåò ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è 1. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ èäåè ìåòîäà
ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëü-
íîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêò 13-01-00134).
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Abstract and Applied Analysis. 2004. Vol. 9, �2. P. 165�182.

3.Þðêî Â.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ì.: Ôèçìàòëèò,

2007.

ÓÄÊ 517.51

À.À. Õðîìîâ

Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÅÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÑÒÅÊËÎÂÀ

Â äàííîé ðàáîòå íà áàçå îïåðàòîðà, ïðèâåäåííîãî â [1], ñòðîèòñÿ ìî-
äèôèêàöèÿ îïåðàòîðà Ñòåêëîâà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ê ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé íà âñåì îòðåçêå
çàäàíèÿ ôóíêöèè.

Ïóñòü f(x) ∈ C1[0, 1].
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Èç îïåðàòîðîâ Sα1f = 1
α

x∫
x−α

f(t) dt, Sα2f = 1
α

x+α∫
x

f(t) dt ïîñòðîèì

îïåðàòîðû:

S(2)
α f =

{
S2
α2f ïðè x ∈ [0, 1/2],
S2
α1f ïðè x ∈ [1/2, 1]

è

DS(2)
α f =

{
DS2

α2f ïðè x ∈ [0, 1/2]
DS2

α1f ïðè x ∈ [1/2, 1]
,

ãäå D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x. Èç-çà ðàçðûâíîñòè ôóíêöèé
S

(2)
α f è DS

(2)
α f â òî÷êå x = 1/2 áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòðèêó ïðîñòðàí-

ñòâà L∞[0, 1], íîðìà â êîòîðîì â íàøåì ñëó÷àå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî
ôîðìóëå

‖ · ‖L∞[0,1] = max{‖ · ‖C[0,1/2], ‖ · ‖C[1/2,1]}.

Ëåììà 1. Îïåðàòîðû S2
α1 è S

2
α2 èìåþò âèä

S2
α1f =

1

α2

 x−α∫
x−2α

(2α− (x− t))f(t) dt+

x∫
x−α

(x− t)f(t) dt

 ,

S2
α2f =

1

α2

 x+α∫
x

(t− x))f(t) dt+

x+2α∫
x+α

(2α− (t− x)f(t)) dt


( α ≤ 1/4 ).
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ê ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì â âûðàæå-

íèÿõ äëÿ îïåðàòîðîâ S2
α1 è S

2
α2 ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì.
Ëåììà 2. Îïåðàòîðû DS2

α1 è DS
2
α2 èìåþò âèä

DS2
α1f =

1

α2

− x−α∫
x−2α

f(t) dt+

x∫
x−α

f(t) dt

 ,

DS2
α2f =

1

α2

− x+α∫
x

f(t) dt+

x+2α∫
x+α

f(t) dt

 .
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿåòñÿ ñõî-

äèìîñòü

‖S(2)
α f − f‖L∞[0,1] → 0 ïðè α→ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî S2
αj1 = 1,

j = 1, 2, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà: |S2
αjf − f | ≤ ω(2α), j = 1, 2, ãäå

ω(2α) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x).
Òåîðåìà 2. Äëÿ f(x) ∈ C1[0, 1] âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü:

‖DS(2)
α f − f ′‖L∞[0,1] → 0 ïðè α→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ôîðìóëàõ ëåììû 1 çàìåíèì äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî x íà äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t, ïîñëå ÷åãî âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èíòåãðàëû ïî ÷àñòÿì, "ïåðåáðîñèâ"ïðîèçâîäíóþ íà ôóíêöèþ f(x).
Ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêè ïðè ýòèõ âû÷èñëåíèÿõ îáðàòÿòñÿ â íîëü, ìû ïðè-
äåì ê ðàâåíñòâàì: DS2

αjf = S2
αjf

′, j = 1, 2. Òîãäà èç òåîðåìû 1 áóäåò
ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13�

01�00238).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Õðîìîâ À.Ï., Õðîìîâà Ã.Â. Îá îäíîé ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðà Ñòåêëîâà //

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ: òåç. äîêë. 15-é Ñàðàò.

çèìí. øêîëû. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2010. 181 ñ.

ÓÄÊ 517.51
À.Ï. Õðîìîâ, Ã. Â. Õðîìîâà

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÍÄÀÓ

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ îïåðàòîðà Ëàí-
äàó, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè íà âñåì îòðåçêå åå çàäàíèÿ.

Â òåîðèè ïðèáëèæåíèé õîðîøî èçâåñòíû îïåðàòîðû Ëàíäàó:

Ln f =
1

2Jn

1∫
0

(
1− (x− t)2

)n
f(t) dt,

ãäå Jn =
1∫

0

(
1− t2

)n
dt.

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåç-
êå [0, 1], ýòè îïåðàòîðû äàþò ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê íåé âíóòðè
îòðåçêà.
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Ìû çäåñü ðàññìîòðèì îïåðàòîðû âèäà

L̂n f =

{
L̂1n f, x ∈ [1/2, 1]

L̂2n f, x ∈ [0, 1/2],

ãäå

L̂1n f =
J1nf

Jn
, L̂2n f =

J2nf

Jn
, (1)

J1n =

x∫
0

(
1− (x− t)2

)n
f(t) dt, (2)

J2n =

1∫
x

(
1− (x− t)2

)n
f(t) dt. (3)

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

L̂1n1 = 1− 1

Jn

1∫
x

(
1− t2

)n
dt, (4)

L̂2n1 = 1− 1

Jn

1∫
1−x

(
1− t2

)n
dt. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèâ â (1), (2), (3) f(x) = 1 è ñäåëàâ çàìåíó
x− t = τ â (2), t− x = τ � â (3), ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèÿì:

L̂1n 1 =
1

Jn

x∫
0

(
1− t2

)n
dt,

L̂2n 1 =
1

Jn

1−x∫
0

(
1− t2

)n
dt,

à îòñþäà ïîëó÷àåì (4), (5).

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

L̂1nf−f =
1

Jn

 x∫
0

(
1− (x− t)2

)n
(f(t)− f(x)) dt+ f(x)

1∫
x

(
1− t2

)n
dt

 ,
(6)
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L̂2nf−f =
1

Jn

 1∫
x

(
1− (t− x)2

)n
(f(t)− f(x)) dt+ f(x)

1∫
1−x

(
1− t2

)n
dt

 ,
(7)

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé f(x) ∈ C[0, 1] ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü ∥∥∥L̂nf − f∥∥∥

L∞[0,1]
→ 0,

ãäå ‖·‖L∞[0,1] = max
{
‖·‖C[0,1/2]

, ‖·‖C[1/2,1]

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6)
â âèäå

x∫
0

=

x−δ1∫
0

+

x∫
x−δ1

≡ J (1)
n + J (2)

n ,

ãäå 0 < δ1 < 1/2. Äàëåå, èìååì:∣∣∣J (1)
n

∣∣∣ ≤ 2K
x∫
δ1

(
1− t2

)n
dt,

ãäå K = ‖f‖C[0,1] . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â J
(1)
n x ∈ [1/2, 1], ïðèäåì ê

îöåíêå:

∣∣∣J (1)
n

∣∣∣ ≤ K

(
1− δ2

1

)n+1

δ1(n+ 1)
.

Äëÿ J
(2)
n ïîëó÷èì îöåíêó:

∣∣∣J (2)
n

∣∣∣ ≤ ω(δ1)

δ1∫
0

(
1− t2

)n
dt,

ãäå ω(δ1) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x). Èñïîëüçóÿ îöåíêè

Jn ≥
1

n+ 1
è Jn ≥

δ1∫
0

(
1− t2

)n
dt,

ïðèõîäèì ê îöåíêàì:∣∣∣J (1)
n

∣∣∣
Jn
≤ 2K

(
1− δ2

1

)n+1

δ1
,

∣∣∣J (2)
n

∣∣∣
Jn
≤ 2ω(δ1). (8)
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Ïðè îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (6) ó÷òåì, ÷òî x ∈ [1/2, 1], èñïîëüçóåì
çàìåíó 1− t2 = τ è îöåíêó

√
1− t ≥ 1

2 . Òîãäà ïîëó÷èì:∣∣∣∣f(x)
1∫
x

(
1− t2

)n
dt

∣∣∣∣
Jn

≤ K (3/4)n+1 . (9)

Èç (8), (9) ïîëó÷àåì îöåíêó

∥∥∥L̂1nf − f
∥∥∥
C[1/2,1]

≤ 2K

(
1− δ2

1

)n+1

δ1
+ 2ω(δ1) +K (3/4)n+1 . (10)

Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ïðîâîäèì è äëÿ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (7),
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâèâ ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå:

1∫
x

=

x+δ1∫
x

+

1∫
x+δ1

.

Òîãäà ïðèäåì ê òîìó, ÷òî íîðìà
∥∥∥L̂2nf − f

∥∥∥
C[0,1/2]

èìååò òî÷íî òàêóþ

æå îöåíêó, ÷òî è íîðìà
∥∥∥L̂1nf − f

∥∥∥
C[1/2,1]

. Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-

01-00238).
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ÓÄÊ 517.984

Â.À. Þðêî

ÊÂÀÇÈÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÀß ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
Ñ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÐÀÇÐÛÂÀ ÂÍÓÒÐÈ ÈÍÒÅÐÂÀËÀ

1. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó B âèäà

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, T ), q(x) ∈ L(0, π), (1)

y(0) = αy(T ), y′(0)− hy(0) = βy′(T ), (2)
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y(bj+0) = γjy(bj−0), y′(bj+0) = γ−1
j y′(bj−0)+ηjy(bj−0), j = 1, N − 1,

(3)

0 < b1 < . . . < bN−1 < bN = T,

ãäå q(x), α, β, h, γj, ηj âåùåñòâåííû è αβ 6= 0, γj 6= 0.

Îñíîâíîé öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ïî çàäàííûì ñïåêòðàëü-
íûì õàðàêòåðèñòèêàì. Îáðàòíûå çàäà÷è ñ óñëîâèåì ðàçðûâà âíóòðè èí-
òåðâàëà ÷àñòî âîçíèêàþò â ìàòåìàòèêå, ìåõàíèêå, ðàäèîýëåêòðîíèêå,
ãåîôèçèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè. Êàê ïðàâèëî,
òàêèå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ ðàçðûâíûìè, èëè íåãëàäêèìè, ñâîéñòâàìè ñðå-
äû (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�5] è áèáëèîãðàôè÷åñêèå ñïèñêè ê íèì). Îá-
ðàòíûå çàäà÷è òàêîãî òèïà ñâÿçàíû òàêæå ñ èññëåäîâàíèåì ðàçðûâíûõ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè. Êðîìå òîãî, ðÿä îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ B,
÷òî äîïîëíèòåëüíî ñòèìóëèðîâàëî ïîÿâëåíèå äàííîé ñòàòüè.

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ áåç ðàçðûâîâ îá-
ðàòíûå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åíû (ñì. [6]). Íàëè÷èå óñëîâèé
ðàçðûâà âíîñèò ñóùåñòâåííûå êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â èññëåäîâàíèå.
Ðàçðûâíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ ðàñ-
ïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ðàññìàòðèâàëèñü â [4, 5] è äðóãèõ
ðàáîòàõ. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå îáðàòíûå çàäà÷è áåç ðàçðûâîâ èçó÷àëèñü
â [7]. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçðûâíûå îáðàòíûå çàäà÷è äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè íå èññëåäîâàëèñü.

2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè α > β > 0, γj > 0, j = 1, N − 1.
Îñòàëüíûå ñëó÷àè èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî. ×åðåç Sm(x, λ), m = 1, 2,
îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ðàçðûâà
(3) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

S1(0, λ) = S ′2(0, λ) = 0, S ′1(0, λ) = S2(0, λ) = 1.

Ïóñòü λ = ρ2, τ := Imρ ≥ 0, Πδ := {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}, δ ∈ (0, π/2).

Òåîðåìà 1. Ôèêñèðóåì j = 1, N − 1. Ïðè x ∈ (bj, bj+1), ν =
= 0, 1, m = 1, 2, |ρ| → ∞,

S(ν)
m (x, λ) =

( j∏
k=1

ξ+
k

) dν
dxν

(
Cm(x, ρ) +

j∑
k=1

∑
1≤µ1<...<µk≤j

( k∏
i=1

ξ−µi
ξ+
µi

)
Cm·

·(αµ1,...,µk(x), ρ)
)

+O(ρν+m−3eτx), ξ±j :=
γj + γ−1

j

2
,

104



C1(x, ρ) :=
sin ρx

ρ
, C2(x, ρ) := cos ρx, αµ1,...,µk(x) := 2

k∑
i=1

(−1)i−1bµi+(−1)kx.

Îáîçíà÷èì

ϕ(x, λ) = S2(x, λ) + hS1(x, λ), dm(λ) = Sm(T, λ), M(λ) = −d2(λ)

d1(λ)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λn}n≥1 çàäà÷è B ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

a(λ) = αϕ(T, λ) + βS ′1(T, λ)− (1 + αβ). (4)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Πδ:

a(λ) =
α + β

2
ξNe

−iρT [1], d(λ) = − 1

2iρ
ξNe

−iρT [1], ξN :=
N−1∏
j=1

ξ+
j . (5)

Âñå íóëè {zn}n≥1 ôóíêöèè d1(λ) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ò. å. ḋ1(zn) 6= 0,

ãäå ḋ1(λ) := d
dλ d1(λ). Îáîçíà÷èì Mn = Res

λ=zn
M(λ) = −d2(zn)

ḋ1(zn)
. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {Mn}n≥1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Âåéëÿ.

3. Ïîëîæèì

D(λ) = αϕ(T, λ) + βS ′1(T, λ),

Q(λ) = αϕ(T, λ)− βS ′1(T, λ), ωn = signQ(zn), Ω = {ωn}n≥1.

Òàê êàê ϕ(T, λ)S ′1(T, λ)− ϕ′(T, λ)S1(T, λ) = 1, òî

Q2(λ) = D2(λ)− 4αβ(1 + ϕ′(T, λ)S1(T, λ)),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Q(zn) = ωn
√
D2(zn)− 4αβ. (6)

Ïóñòü αβ èçâåñòíî àïðèîðè. Íàïðèìåð, äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ñëó-
÷àÿ αβ = 1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû a(λ), d(λ), Ω, ïîñòðîèòü
q(x), h, α, β, γj, ηj, j = 1, N − 1.

Äàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ïåðèî-
äè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷è áåç ðàçðûâîâ (ñì. [7]).

Òåîðåìà 2. Çàäàíèå a(λ), d(λ) è Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
q(x), h, α, β, γj è ηj, j = 1, N − 1. Ðåøåíèå Îáðàòíîé çàäà÷è 1 ìîæåò
áûòü íàéäåíî ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
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Àëãîðèòì 1.
1) Âû÷èñëÿåì α, β è ξN , èñïîëüçóÿ (5).
2) Ñòðîèì D(λ) = a(λ) + (1 + αβ).
3) Íàõîäèì íóëè {zn}n≥1 ôóíêöèè d1(λ).
4) Âû÷èñëÿåì Q(zn) ïî ôîðìóëå (6).
5) Ñòðîèì d2(zn) ïî ôîðìóëå

d2(zn) =
1

2α
(D(zn) +Q(zn)).

6) Íàõîäèì ḋ1(zn).
7) Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Âåéëÿ {Mn}n≥1 ïî ôîðìóëå

Mn = −d2(zn)

ḋ1(zn)
.

8) Ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì {zn,Mn}n≥1 ñòðîèì q(x), γj, ηj,
j = 1, N − 1, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå (ïî-
äðîáíåå ñì. [5]).
8) Íàõîäèì S ′1(T, λ) è S2(T, λ).
9) Âû÷èñëÿåì h, èñïîëüçóÿ (4).

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âåðíû è â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû q(x), γj, ηj, α, β, h ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè è
ξ+
j 6= 0, αβ 6= 0, α+β 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}n≥1

è Ω ââîäÿòñÿ ñëîæíåå, àíàëîãè÷íî íåñàìîñîïðÿæåííîé çàäà÷å áåç ðàç-
ðûâîâ (ñì. [7]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00134).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.3

Í. Ñ.Àíîôðèêîâà, Ê.Ì. Äåíèñîâà

ÒÀÍÃÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÍÈÇÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ
ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÛÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÑËÓ×Àß ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ
ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Â ðàáîòàõ [1, 2] îïèñàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ òåîðèé äëÿ äâóõñëîéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ïëà-
ñòèí è ìíîãîñëîéíûõ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî ïðè-
ìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ê âûâîäó òàíãåíöèàëüíûõ íèçêî÷àñòîòíûõ äëèí-
íîâîëíîâûõ ïðèáëèæåíèé òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ äâóõñëîéíîé îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîãî î÷åðòàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ äâóõñëîéíóþ îáîëî÷êó ïðîèçâîëüíîãî
î÷åðòàíèÿ, îáà ñëîÿ êîòîðîé âûïîëíåíû èç èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ
ìàòåðèàëîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî âÿçêîóïðóãîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ îïèñû-
âàåòñÿ ìîäåëüþ ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñ óñëîâèåì óïðóãîãî
îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ââåäåì òðèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
(α1, α2, α3), ãäå α1, α2 � ïàðàìåòðû ëèíèé êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòè îáîëî÷êè, α3 � ðàññòîÿíèå ïî íîðìàëè îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü α3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
îáîëî÷êè è â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñëîåâ.
Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: l−íîìåð ñëîÿ (l = 1, 2), 2hl � òîëùè-
íà ñëîÿ, 2h � òîëùèíà îáîëî÷êè. Òðåõìåðíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ îáîëî÷êè âîçüìåì â âèäå:

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

1

Hi

∂ σ
(l)
ii

∂ αi
+

1

Hj

∂ σ
(l)
ji

∂ αj
+
∂ σ

(l)
3i

∂ α3
+

1

HiHj

∂ Hj

∂ αi
(σ

(l)
ii − σ

(l)
jj )+

+
1

HiHj

∂ Hi

∂ αj
(σ

(l)
ij + σ

(l)
ji ) +

1

HiHj

∂ HiHj

∂α3
σ

(l)
3i +

1

Hi

∂ Hi

∂α3
σ

(l)
i3 − ρ

∂ 2v
(l)
i

∂ t2
= 0 ,
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1

Hi

∂ σ
(l)
i3

∂ αi
+

1

Hj

∂ σ
(l)
j3

∂ αj
+
∂ σ

(l)
33

∂ α3
− 1

Hi

∂ Hi

∂ α3
σ

(l)
ii −

1

Hj

∂ Hj

∂ α3
σ

(l)
jj + (1)

+
1

HiHj

∂ HiHj

∂ α3
σ

(l)
33 +

1

HiHj

∂ Hj

∂ αi
σ

(l)
i3 +

1

HiHj

∂ Hi

∂ αj
σ

(l)
j3 − ρ

∂ 2v
(l)
3

∂ t2
= 0, )]

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

Elf2l

(
1

Hi

∂ v
(l)
i

∂ αi
+

1

HiHj

∂ Hi

∂ αj
v

(l)
j +

1

Hi

∂ Hi

∂ α3
v

(l)
3

)
= f3lσ

(l)
ii + f4l(σ

(l)
jj + σ

(l)
33 ),

Elf2l

(
∂v

(l)
3

∂α3

)
= f3lσ

(l)
33 + f4l(σ

(l)
ii + σ

(l)
jj ), (2)

El

2(1 + νl)
f2l

(
1

Hj

∂v
(l)
i

∂αj
+

1

Hi

∂v
(l)
j

∂αi
− 1

HiHj

∂Hi

∂αj
v

(l)
i −

1

HiHj

∂Hj

∂αi
v

(l)
j

)
= f1lσ

(l)
ij ,

El

2(1 + νl)
f2l

(
1

Hi

∂ v
(l)
3

∂ αi
+
∂ v

(l)
i

∂ α3
− 1

Hi

∂ Hi

∂ α3
v

(l)
i

)
= f1lσ

(l)
i3 , (i 6= j = 1, 2),

ãäå σ
(l)
ij � íàïðÿæåíèÿ, v

(l)
i � ïåðåìåùåíèÿ â l �ì ñëîå îáîëî÷êè,

t1l � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè, t2l � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïîëçó÷åñòè,
El, νl � ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
ρl � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñëîÿ, t � âðåìÿ, Hi � ïàðàìåòðû Ëàìå, f1l,
f2l, f3l, f4l �äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèÿ-

ìè: fkl =
(

1
tkl

+ ∂
∂t

)
, f3l = 1

3

(
1−2νl
t2l

+ 21+νl
t1l

)
+ ∂

∂t , f4l = 1
3

(
1−2νl
t2l
− 1+νl

t1l

)
−

−νl ∂∂t , k = 1, 2.
Êîýôôèöèåíòû Ëàìå âûáðàííîé òðèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-

íàò çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Hi = Ai

(
1 +

α3

Ri

)
(i = 1, 2), H3 = 1, (3)

ãäå Ai è Ri íå çàâèñÿò îò α3 è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî êî-
ýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ñ÷èòàåì ñâîáîäíûìè îò íàïðÿæåíèé.
Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íèõ èìåþò âèä

ïðè α3 = −h : σ
(2)
3i = 0, σ

(2)
33 = 0, (4)

ïðè α3 = h : σ
(1)
3i = 0, σ

(1)
33 = 0.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòûêå äâóõ ñëîåâ îáîëî÷êè, óñëîâèÿ ïîëíîãî
êîíòàêòà èìåþò âèä

ïðè α3 = z1 : σ
(1)
3i = σ

(2)
3i , u

(1)
i = u

(2)
i , σ

(1)
33 = σ

(2)
33 , u

(1)
3 = u

(2)
3 , (5)

ãäå z1 = h− 2h1.

Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèÿõ (1) � (2) ðàñòÿæåíèå ìàñøòàáîâ íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì:

αi = Rηqξ i, α3 = Rηζ, t = Rc−1
21 η

aτ, (6)

ãäå q � ïîêàçàòåëü èçìåíÿåìîñòè, a � ïîêàçàòåëü äèíàìè÷íîñòè, c21 �
ñêîðîñòü âîëíû ñäâèãà ïåðâîãî ñëîÿ, η = hR−1 << 1 � îòíîñèòåëüíàÿ
ïîëóòîëùèíà îáîëî÷êè, R � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ðàäèóñîâ êðèâèçíû
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî áåçðàçìåðíûì ïåðåìåí-
íûì ξi, ζ, τ íå ìåíÿåò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîðÿäêà íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.
Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà äëÿ
ìàòåðèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëîåâ � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà. Ââåäå-
íèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (6) ïîçâîëÿåò ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè (1), (2)
âûâåñòè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ïðè ðàçëè÷íûõ ïîêà-
çàòåëÿõ èçìåíÿåìîñòè è äèíàìè÷íîñòè [1, 2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûõ äëèííî-
âîëíîâûõ íèçêî÷àñòîòíûõ òàíãåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ê ýòîìó âèäó
îòíîñÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëè äèíàìè÷íîñòè è èçìå-
íÿåìîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì q < 1, a < 1 è ñâÿçàíû ñîîòíî-
øåíèåì q = a.

Àñèìïòîòèêó ÍÄÑ âîçüìåì â âèäå

v
(l)
i = R(ηqv

0(l)
i + η1+qv

1(l)
i ), v

(l)
3 = R(ηv

0(l)
3 + η2qv

1(l)
3 ), σ

(l)
ii = El(σ

0(l)
ii + ησ

1(l)
ii ),

σ
(l)
ij = El(σ

0(l)
ij + ησ

1(l)
ij ), σ

(l)
3i = El(η

1−qσ
0(l)
3i + η2−qσ

1(l)
3i ),

σ33 = El(η
2q−2σ

0(l)
33 + ησ

1(l)
33 ).

(7)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû ñ èíäåêñàìè ¾0¿ è ¾1¿ ñâåð-
õó èìåþò îäèí è òîò æå àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê. Âåëè÷èíû ñ èíäåê-
ñîì ¾0¿ ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíîìó ÍÄÑ, ñîâïàäàþùåìó ñ ÍÄÑ ïëîñêîãî
ñëîÿ [1], âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì ¾1¿ � äîïîëíèòåëüíîìó ÍÄÑ, ó÷èòûâàþò
âëèÿíèå êðèâèçíû îáîëî÷êè.
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Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (1), (2), çàïèñàííûå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (6),
îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêàO(η2−2q), ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïî-
ðÿäêà ïî η, èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, óñòàíàâëèâàåì,
÷òî çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ÍÄÑ îò íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû ñîâïàäàåò
ñ àíàëîãè÷íîé äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãîé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè [2]. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ êîìïîíåíò v
0(l)
i , v

1(l)
3 , σ

0(l)
ii , σ

0(l)
ij, , σ

0(l)
3i , σ

1(l)
33 ýòà

çàâèñèìîñòü èìååò âèä:

v
0(l)
i = v

0(l)
i,0 , v

1(l)
3 = v

1(l)
3,0 , σ

0(l)
ii = σ

0(l)
ii,0 , σ

0(l)
ij = σ

0(l)
ij,0 ,

σ
1(l)
3i = σ

1(l)
3i,0 + ζσ

1(l)
3i,1 + ζ2σ

1(l)
3i,2, σ

0(l)
33 = σ

0(l)
33,0 + ζσ

0(l)
33,1 + ζ2σ

0(l)
33,2 . (8)

Çäåñü âåëè÷èíû ñ çàïÿòîé â íèæíåì èíäåêñå íå çàâèñÿò îò ζ.
Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (8) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), (5), çàïèñàí-

íûå â áåçðàçìåðíîé ôîðìå, óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè
ÍÄÑ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëîåâ è ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó îòíîñè-
òåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûõ êîìïîíåíò ÍÄÑ v

0(l)
i , v

1(l)
3 , σ

0(l)
ii , σ

0(l)
ij, .

Ïðèâåäåì äâóìåðíóþ ôîðìó çàïèñè ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû:

1

Ai

∂ Ti
∂ αi

+
1

Aj

∂ Sij
∂ αj

+ kj (Ti − Tj) + 2kiSij − 2ρ h
∂ 2ui
∂ t2

= 0,

T1

R1
+
T2

R2
+ 2ρ h

∂ 2w

∂ t2
= 0 ,

[
h1E1

1 + ν1
f12f21 +

h2E2

1 + ν2
f11f22

](
1

Aj

∂ui
∂αj
− kiui +

1

Ai

∂uj
∂αi
− kjuj

)
=

= f11f12Sij,

2
[
h1E1f21f31(f

2
32 − f 2

42) + h2E2f22f32(f
2
31 − f 2

41)
]( 1

Ai

∂ui
∂αi

+ kiuj +
w

Ri

)
−

−2
[
h1E1f21f41(f

2
32 − f 2

42) + h2E2f22f42(f
2
31 − f 2

41)
]( 1

Aj

∂uj
∂αj

+ kjui +
w

Rj

)
=

= (f 2
31 − f 2

41)(f
2
32 − f 2

42)Ti,

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: ki = 1
AiAj

∂ui
∂αj

, ui = Rηqv
0(l)
i,0 , w = Rη2qv

1(l)
3,0 ,

Ti = 2(h1E1σ
0(1)
ii,0 +h2E2σ

0(2)
ii,0 ), Sij = 2(h1E1σ

0(1)
ij,0 +h2E2σ

0(2)
ij,0 ), ρ = ρ1h1+ρ2h2

h .
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðå-

øåíèé âäàëè îò ôðîíòîâ âîëí ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí â ìíîãîñëîéíûõ âÿçêîóïðóãèõ îáîëî÷êàõ.
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00545).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Àíîôðèêîâà Í.Ñ., Âèëüäå Ì.Â. Íèçêî÷àñòîòíûå äëèííîâîëíîâûå ïðèáëèæå-
íèÿ òð¼õìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ äâóõñëîéíîé âÿçêîóïðóãîé
ïëàñòèíû // Âåñòí. Ñàìàð. ãîñ. òåõí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. 2012. �4(29).
Ñ. 115�121.

2. Âèëüäå Ì.Â., Êîññîâè÷ Ë.Þ., Øåâöîâà Þ.Â. Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðî-

âàíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîñëîéíîé òîíêîé

îáîëî÷êè // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.

2012. Ò. 12, âûï. 2. Ñ. 56 � 64.

ÓÄÊ 519.615

À.À. Áàðûøåâ, Þ.Â. Ëûñóíêèíà

Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈß ÐÅØÅÍÈß
ÏÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÓ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÑÈÑÒÅÌÅ MATHEMATICA

Àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ñèñòåìàõ ñ äèñïåðñè-
åé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷àñòîòîé
âîëíû ω è âîëíîâûì ÷èñëîì χ. Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà íåÿâíî òðàíñöåí-
äåíòíûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó-
÷àåâ èìååò âèä

F (χ, ω) = 0. (1)

Òàêîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü äèñïåðñèîííûì. Ñâîéñòâà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â ðàáîòå ñèñòåì òàêîâû, ÷òî ïðè ÷àñòîòå ω ìîæåò îäíîâðå-
ìåííî ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âîëí. Ïîä ðåøåíèåì äèñïåð-
ñèîííîãî óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü çàâèñèìîñòü χ = χ (ω), ëèáî
ω = ω (χ), îïðåäåëÿþùóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ ñ ÷àñòîòîé ω è
ïîñòîÿííîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç àðãóìåíòîâ äåéñòâèòåëüíûé, à äðóãîé, âî-
îáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûé. Ôóíêöèÿ F (χ, ω) � íåïðåðûâíàÿ ïî÷òè âñþäó
â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Êîíêðåòíûé âèä ýòîé ôóíêöèè
äàæå â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûì äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå
êîðíåé (1), êàê ïðàâèëî, ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííî [1]. Îäíàêî èçâåñòíûå íàì
àëãîðèòìû èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñî çíà÷èòåëüíû-
ìè çàòðàòàìè ìàøèííîãî âðåìåíè.
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Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [2]. Ñîãëàñíî
ýòîìó ìåòîäó ïðîäèôôåðåíöèðóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî ω, è ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó ñëåäóåò äîáàâèòü
íà÷àëüíîå óñëîâèå:

F ′ω + F ′χχ
′(ω) = 0, χ(ω0) = χ0. (2)

Ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåì (ω0, χ0), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò (1)
è ìîæåò áûòü íàéäåí ÷èñëåííî â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé îáëàñòè, îïðå-
äåëÿåìîé ìåõàíè÷åñêèì ñìûñëîì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â
çàäà÷å Ðåëåÿ�Ëýìáà [3] ìîæíî â êà÷åñòâå ω0 èñïîëüçîâàòü ÷àñòîòû çà-
ïèðàíèÿ (χ0 = 0). Ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äèñïåðñè-
îííûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî óäîáíà â ïàêåòå Wolfram Mathematica [4].
Ïîêàæåì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà íà ïðèìåðå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ
Ðåëåÿ�Ëýìáà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîä óïðóãîãî ñëîÿ. Îíî èìååò âèä:

γ4 coshα
sinh β

β
− α2χ2 sinhα

α
cosh β = 0. (3)

Îïðåäåëèì â ñèñòåìå Mathematica ôóíêöèþ:

RLS(χ_, ω_):=

(
χ2 − ω2

2

)2

sinh
(√

χ2 − ω2
)

cosh
(√

χ2 − k2ω2
)

√
χ2 − ω2

−

−
χ2
(
χ2 − k2ω2

)
cosh

(√
χ2 − ω2

)
sinh

(√
χ2 − k2ω2

)
√
χ2 − k2ω2

.

Òðåáóåìûå â (2) ïðîèçâîäíûå ïîäñ÷èòàåì c ïîìîùüþ âñòðîåííîé
ôóíêöèè D[RLS[χ, ω], x], ãäå x � ýòî ω, ëèáî χ. Îïðåäåëèì â ñè-
ñòåìå íåîáõîäèìûå ôóíêöèè, êàê ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êî-
ìàíäàìè: RLSω[ω_] = D[RLS[χ, ω], ω]/. {χ → χ[ω]}; RLSχ[ω_] =
= D[RLS[χ, ω], χ]/. {χ → χ[ω]}. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ω0, χ0 ìîæíî
îïðåäåëèòü ãðàôè÷åñêè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè F (χ0, ω)
â ñëó÷àå, êîãäà χ0 ∈ R ëèáî êîíòóðíîé êàðòû ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè
ln |F (x+ iy, ω0)| â ñëó÷àå, êîãäà χ0 ∈ C. Óòî÷íåíèå íàéäåííîé ãðàôè÷å-
ñêè ïàðû ω0, χ0 ïðîâîäèòñÿ ôóíêöèåé ñèñòåìû FindRoot. Äëÿ ðàññìîò-
ðåííîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåì

ω0 = {0.01, π, 2π, 8.81607, 3π, 4π, 20.5708, 8π}, χ0 = 0

ïðè χ0 ∈ R, à â ñëó÷àå χ0 ∈ C èìååì:

χ0 = {1.12537 + 2.10618i, 1.55157 + 5.35626i, 1.77554 + 8.53668i,

2.04685 + 14.8541i, 2.14189 + 18.0049i}, ω0 = 0, 01.
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2) îñóùåñòâëÿåòñÿ ôóíêöèåé NDSolve:

sR = NDSolve [{RLSχ[ω]χ′[ω] + RLSω[ω] = 0, χ[ω0] = χ0} , χ, {ω, ω0, 27}] .

Êàæäîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåòâü äèñïåðñèîííîé êðèâîé,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Ýòè ãðàôèêè ïîñòðîåíû
êîìàíäîé:

plR = Plot[Evaluate[χ[ω]/. sR, {ω, ω0, 27},
PlotRange→ {0, 18.5},PlotStyle→ {Thick}].

à á

Ðèñ. 1. Âåòâè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ RLSχ[ω] îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà íà îñíîâà-
íèè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñëåäóåò ïîìåíÿòü ïàðà-
ìåòð ïðîäîëæåíèÿ. Òàê, âòîðàÿ âåòâü äèñïåðñèîííîé êðèâîé ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 1,á.

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ

Ñîâìåùàÿ ïîëó÷åííûå êðèâûå íà îäíîì ðèñóíêå, â ïëîñêîñòÿõ
(ω,Reχ) è (ω, Imχ) ôóíêöèåé Show ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êàðòèíó, ïðåä-
ñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß
ËÈÌÔÛ Â ËÈÌÔÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÎÑÓÄÀÕ

Ñ ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ

Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñâÿçàí-
íûå ñ òå÷åíèåì ëèìôû â ñîñóäå ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè. Ëèìôàòè÷åñêàÿ
æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, íåñæèìàåìîé, âÿçêîé, íüþòîíîâ-
ñêîé æèäêîñòüþ. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî â ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîì êîìïëåê-
ñå Ansys, ðåàëèçóþùåì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1]. Òå÷åíèå ëèìôû
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà:

∂~v

∂t
+ (~v ∗ ∇)~v = ~F − 1

ρ
gradp+ µ∇2~v, (4)

ãäå ∇ = ∂
∂x
~i + ∂

∂x
~j + ∂

∂x
~k, ~i,~j,~k � åäèíè÷íûå âåêòîðû ïî îñÿì x, y, z,

~v = (u, v, w) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè, ρ - ïëîòíîñòü ëèìôû,
ð � äàâëåíèå, t � âðåìÿ. Ïëîòíîñòü ëèìôû ñîñòàâëÿåò ρ=998 êã/ì2 ,
êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ðàâåí µ=0.0009Ïà*ñ. Íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ. Îñíîâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ñòåíîê àðòåðèè, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì èçìåíåíèÿ èìïóëüñà, âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì [1]:

M~̈u+ C~̇u+K~u = ~F (t), (5)

ãäå Ì � ìàòðèöà ìàññ (ñëàãàåìîå M~̈u ÿâëÿåòñÿ èíåðöèîííîé ñîñòàâëÿ-
þùåé â óðàâíåíèè) îáúåäèíÿåò â ñåáå ìàññó äâèæóùåãîñÿ îáúåìà, Ñ �
ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ (ñëàãàåìîå C~̇u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåìïôèðó-
þùóþ ñîñòàâëÿþùóþ) � ñëàãàåìîå, îáóñëîâëåííîå òðåíèåì, Ê � ìàòðèöà
æåñòêîñòè, ~̈u � âåêòîð óñêîðåíèÿ, ~̇u � âåêòîð ñêîðîñòè, ~u � âåêòîð ïåðåìå-
ùåíèÿ óçëîâ, ~F (t) � âåêòîð âíåøíèõ ñèë. Ìàòðèöà æåñòêîñòè Ê ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü ôèçè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ðåàêöèÿìè
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â óçëàõ ýëåìåíòà è óçëîâûìè ïåðåìåùåíèÿìè. Ìàòðèöà æåñòêîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé, âêëþ÷àþùåé êàê ôèçè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëà ðàññ÷èòûâàåìîé ñèñòåìû, òàê è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà è ñãåíåðèðîâàííîé ñåòêè. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà
æåñòêîñòè óíèêàëüíà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà è èìååò âàæíåéøåå çíà÷å-
íèå ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1]. Ìîäóëü Þíãà äëÿ
ñòåíîê ñîñóäà E=5000 Í/ì2, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.4[2 � 4]. Òîð-
öû ñòåíîê ñîñóäà æåñòêî çàêðåïëåíû. Íà ïîâåðõíîñòè ñîñóäà ïðèëîæåíû
ïåðåìåùåíèÿ, èçìåíÿþùèåñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó (ðèñ .1).

Ðèñ. 1

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûáèðàåòñÿ ñåòêà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷åòû-
ðåõãðàííèêîâ. Ýòî ñäåëàíî ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå êà÷åñòâåííûõ
ðàñ÷åòîâ. Òàêæå äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ áûëà âçÿòà ÷åòâåðòü ìîäåëè è
ïîñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñèììåòðèè äëÿ ñòåíêè
ëèìôàòè÷åñêîãî ñîñóäà è äëÿ ëèìôàòè÷åñêîé æèäêîñòè. Â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíà êàðòèíà ëèíèé òîêà (ðèñ. 2). Ðàçìåð ñòðåë-
êè ãîâîðèò î âåëè÷èíå ñêîðîñòè: ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà â ìåñòå ñæàòèÿ
ñîñóäà è ðàâíà íóëþ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êàíàëà [2 � 4].

Ðèñ. 2

Ïåðåìåùåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3
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Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ âèäèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèëîæåííûõ
ïåðåìåùåíèé â ñðåäíåé ÷àñòè ñîñóäà ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ëèìôàòè÷å-
ñêîé æèäêîñòè.
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ÓÄÊ 532.5:533.6.011.5

Â.Ñ. Êîæàíîâ, Ñ.Â. Ñîðîêèí

Ó×�Ò ÒÐÅÒÜÅÉ ÏÎÏÐÀÂÊÈ Â ÇÀÄÀ×Å
Î ÒÎ×Å×ÍÎÌ ÂÇÐÛÂÅ Ñ ÏÐÎÒÈÂÎÄÀÂËÅÍÈÅÌ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îäíîìåðíîì òî÷å÷íîì âçðûâå (ÒÂ) â ïðî-
ñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì èäåàëüíûì ñîâåðøåííûì ãàçîì ïðè àäèàáàòè-
÷åñêîì òå÷åíèè ñ ïðîòèâîäàâëåíèåì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä âîçìóùåíèé, â êîòîðîì ó÷¼ò ïðîòèâîäàâëåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïîïðàâîê ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è î ñèëüíîì òî÷å÷íîì
âçðûâå (ÑÒÂ). Ýòîò ìåòîä âïåðâûå áûë ïðèìåí¼í Í.Ñ. Ìåëüíèêîâîé è
íåçàâèñèìî Ñàêóðàè, ïîëó÷èâøèìè ïåðâóþ ïîïðàâêó. Â äàííîé ðàáîòå
ìåòîä ðàñïðîñòðàí¼í äî ïðèáëèæåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïðèâîäÿòñÿ äå-
òàëè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ðàñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíîé (ÓÂ), â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò
âèä [1] [

2(1− q)
γ + 1

f − λ
]

(1− q)∂f
∂λ

+

+
[γ + 2 + (γ − 1)(1− q)][γ + 1− 2(1− q)]

2γ(γ + 1)g

∂h

∂λ
+

+

[
(1− q)∂f

∂q
− 2− (1− q)

2q
f

]
r2
dq

dr2
= 0,
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[
2(1− q)
γ + 1

f − λ
]

1

g

∂g

∂λ
+

2(1− q)
γ + 1

[
∂f

∂λ
+
ν − 1

λ
f

]
+

+

[
1

g

∂g

∂q
− 2

γ + 1− 2(1− q)

]
r2
dq

dr2
= 0,[

2(1− q)
γ + 1

f − λ
]
∂h

∂λ
+

2γ(1− q)
γ + 1

[
∂f

∂λ
+
ν − 1

λ
f

]
h+

+

[
∂h

∂q
− 2γh

[2γ − (γ − 1)q]q

]
r2
dq

dr2
= 0.

(1)

ãäå λ è q � íåçàâèñèìûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (0 ≤ λ ≤ 1), f(λ, q),
g(λ, q), h(λ, q) � áåçðàçìåðíûå ïðåäñòàâèòåëè ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêî-
ñòè ν, ïëîòíîñòè ρ è äàâëåíèÿ p ñîîòâåòñòâåííî, r2 = r2(t) � çàêîí äâè-
æåíèÿ ÓÂ, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ν � òèï ñèììåòðèè òå÷åíèÿ.

Ñèñòåìà (1) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ÓÂ (λ = 1)

f(1, q) = g(1, q) = h(1, q) = 1 (2)

è â öåíòðå ñèììåòðèè (ÖÑ) (λ = 0)

f(0, q) = 0. (3)

Ñëåäóÿ ìåòîäó âîçìóùåíèé, ðåøåíèå ñèñòåìû (1) èùåì â âèäå

f(λ, q) = f0(λ) +
∞∑
k=1

qkfk(λ), g(λ, q) = g0(λ) +
∞∑
k=1

qkgk(λ),

h(λ, q) = h0(λ) +
∞∑
k=1

qkhk(λ), r2
dq

dr2
= νq/

(
1 +

∞∑
k=1

Ak

)
.

(4)

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1) è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ q, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé k-ãî ïðèáëè-
æåíèÿ fk(λ), gk(λ), hk(λ). Íà÷èíàÿ ñ íîìåðà k = 1 â êàæäóþ î÷åðåäíóþ
ñèñòåìó âõîäèò êîýôôèöèåíò Ak, êîòîðûé òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëå-
íèþ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ f0(λ), g0(λ) è h0(λ) âûñòóïàåò
àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ÑÒÂ.

Äëÿ ôóíêöèé fk(λ), gk(λ), hk(λ) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ: fk(1) = gk(1) = hk(1) = 0 � íà ÓÂ è fk(0) = 0 � â ÖÑ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà ñåäëî
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íà îäíîé èç ãðàíèö (â ÖÑ). Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðè-
ñòðåëêè (shooting method). Îñíîâíàÿ åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòå-
ãðèðîâàíèå ñèñòåìû âåä¼òñÿ îò çíà÷åíèÿ λ = 1, ñîîòâåòñòâóþùåãî ÓÂ, ê
çíà÷åíèþ λ = 0, ïðè ýòîì àíàëèçèðóåòñÿ ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé fk(λ). Öåëüþ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð òàêîãî çíà÷åíèÿ Ak, ïðè êî-
òîðîì ãðàôèê ôóíêöèè fk(λ) âõîäèò â òî÷êó (λ = 0, fk(0) = 0) âäîëü
ñåïàðàòðèñû ñåäëà. Ïðè ïðî÷èõ çíà÷åíèÿõ Ak ãðàôèê ôóíêöèè fk(λ)
áóäåò îòêëîíÿòüñÿ ââåðõ èëè âíèç ( ðèñ. 1).

Çàäàäèì ïàðàìåòð εk > 0 è âûáåðåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå Ak = A∗k.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ ðàññòîÿíèå îò
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè êðèâîé fk(λ) äî ÖÑ:

l(λ) =
√
f 2
k (λ) + λ2. (5)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ (5)

l′(λ) = [λ+ fk(λ)f ′k(λ)] /l(λ). (6)

Ìèíèìóì ôóíêöèè (5) ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþ ÷èñëèòåëÿ â (6).
Ïóñòü ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå λM ∈ (0, 1). Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ îò 1 äî λM . Çàòåì ïðîâåðÿ-
åòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

l(λM) < εk. (7)

Åñëè óñëîâèå (7) âûïîëíåíî, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ,
è êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíà.

Åñëè æå ïðè òåêóùåé èòåðàöèè óñëîâèå (7) íå âûïîëíåíî, òî òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü, â êàêóþ ñòîðîíó îòêëîíèëàñü èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèì èíäèêàòîðîì ïîâåäåíèÿ êðèâîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
µ = f ′k(λM). Åñëè µ < 0, òî ãðàôèê îòêëîíèëñÿ ââåðõ, à åñëè µ > 0 � òî
âíèç. Â ïåðâîì ñëó÷àå çíà÷åíèå A∗k íåîáõîäèìî óìåíüøàòü, à âî âòîðîì
� óâåëè÷èâàòü. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð εk õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü
ïðèáëèæåíèÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé ê ñåïàðàòðèñå ñåäëà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðèñòðåëêè àáñîëþòíîå ñîâ-
ïàäåíèå ñ ñåïàðàòðèñîé ñåäëà ïðèíöèïèàëüíî íå äîñòèæèìî. Îäíàêî ýòî
íå ìåøàåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà Ak â ÷àñòíîñòè è çàäà÷è â öåëîì.
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

à á

Ðèñ. 3

à á

Ðèñ. 4
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à á

Ðèñ. 5

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè
òå÷åíèÿ (ν = 3). Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé A1(γ),
A2(γ) è A3(γ).

Íà ðèñ. 3�5 äåìîíñòðèðóþòñÿ ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ
ïðåäñòàâèòåëåé ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ ïðè γ = 7/5 äëÿ äâóõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q (äëÿ q = 0.2 � ñëåâà, äëÿ q = 0.6 � ñïðàâà). Öèô-
ðàìè 1�4 îáîçíà÷åíû êðèâûå, ïîñòðîåííûå ñ ó÷¼òîì 1�4 ñëàãàåìûõ â (4)
(k = 0, 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé q ó÷¼ò ïîïðàâîê
òðåòüåãî ïîðÿäêà äà¼ò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè è ñ ó÷¼òîì äâóõ ïîïðàâîê [2]. Ïðè
óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ q ó÷¼ò òðåòüåé ïîïðàâêè ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåâîç-
ìîæíûì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàòàì: ïëîòíîñòü è äàâëåíèå
ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè â îòäåëüíûõ îáëàñòÿõ çà ÓÂ.
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ÓÄÊ 629

Å.À. Êîçëîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ, È.À. Ïàíêðàòîâ

Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ
ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÎÐÁÈÒÛ

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÍÎÃÎ ÎÑÊÓËÈÐÓÞÙÅÃÎ ÝËÅÌÅÍÒÀ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè ïëîñ-
êîñòè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿ-
ãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îðáèòû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíîå êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå îðèåíòàöèè îðáèòû. Ðàáî-
òà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì [1, 2].

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ ÊÀ, è ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ξ, ñâÿçàííóþ ñ ïëîñêîñòüþ è ïåðèöåíòðîì îðáèòû ÊÀ ñ íà-
÷àëîì â öåíòðå O ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè. Îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ξ
â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X õàðàêòåðèçóåò ñîáîé îðèåíòàöèþ
îðáèòû ÊÀ â èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå è çàäàåòñÿ òðåìÿ óãëîâûìè
îñêóëèðóþùèìè ýëåìåíòàìè îðáèòû: äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà Ωu, íà-
êëîíîì îðáèòû I, óãëîâûì ðàññòîÿíèåì ïåðèöåíòðà îò óçëà ωπ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ
âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñ-
êîñòè îðáèòû ÊÀ. Òîãäà îðáèòà ÊÀ íå ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ñâîèõ
ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u
êàê íåèçìåíÿåìàÿ ôèãóðà.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u, ïåðåâîäÿ-
ùåãî ïëîñêîñòü îðáèòû ÊÀ, äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

2
dΛ

dt
= Λ ◦Ωξ,

dϕ

dt
=

c

r2
, |u| ≤ umax, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const,

Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3, Ωξ = u
r

c
(cosϕ i1 + sinϕ i2)

èç ëþáîãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ:

t = t0, ϕ(t0) = ϕ0, Λ(t0) = Λ0,

â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå, ïðèíàäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèþ

t = t∗, ϕ(t∗) = ϕ∗,

tg Ωu =
Λ∗1Λ

∗
3 + Λ∗0Λ

∗
2

Λ∗0Λ
∗
1 − Λ∗2Λ

∗
3

, cos I = (Λ∗0)
2 − (Λ∗1)

2 − (Λ∗2)
2 + (Λ∗3)

2,
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ãäå ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ (óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïëîñ-
êîñòè îðáèòû îò åå ïåðèöåíòðà è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà
îðáèòå); r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ; c � ïîñòîÿííàÿ
ïëîùàäåé (ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè v = dr/dt öåíòðà ìàññ ÊÀ);
p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ÊÀ; u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà
óñêîðåíèÿ u íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ;
Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ (êâàòåðíèîííûé îñêóëèðóþùèé
ýëåìåíò îðáèòû ÊÀ); Λ∗j � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà Λ∗ = Λ(t∗), õàðàê-
òåðèçóþùåãî êîíå÷íîå ïîëîæåíèå îðáèòû ÊÀ.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J =

t∗∫
t0

(α1 + α2u
2)dt, α1, α2 = const ≥ 0, (1)

êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò çàòðàòû âðåìåíè è ýíåðãèè íà ïåðåîðèåíòàöèþ
ïëîñêîñòè îðáèòû.

Çàäà÷à ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Ââåäåíû ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûåMj, χ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûì ïå-
ðåìåííûì Λj, ϕ. Ñèñòåìà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ íàéäåíà â âèäå

2 dM/dt = M ◦Ωξ,
dχ

dt
= 2

χ

r

dr

dt
+ u

r

2c
(N1 sinϕ−N2 cosϕ)− u r2

2c2

dr

dt
(N1 cosϕ+N2 sinϕ),

ãäå Mj � êîìïîíåíòû ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíàM .
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −(α1 + α2u
2) + u r/2c (N1 cosϕ+N2 sinϕ) + χ c/r2,

ãäå N1, N2 � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà N = Λ̃ ◦M . Âåðõíÿÿ âîëíà îçíà-
÷àåò ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íàéäåííîå èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèþ u, èìååò âèä

uîïò =

{
r|ν1|/4α2c, åñëè r|ν1|/4α2c ≤ umax,

umax sign ν1, åñëè r|ν1|/4α2c > umax,

ãäå ν1 = N1 cosϕ+N2 sinϕ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê íîâîé

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé � èñòèííîé àíîìàëèè ϕ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷å-
íà äèôôåðåíöèàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à âîñüìîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé
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èìååòñÿ 6 çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè. Ïîýòîìó áûëè ïîñòðî-
åíû óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, èìåþùèå âèä

M0(Λ
∗
1 + Λ∗2 tg Ωu) +M1(Λ

∗
0 + Λ∗3 tg Ωu)−

−M2(Λ
∗
3 − Λ∗0 tg Ωu)−M3(Λ

∗
2 − Λ∗1 tg Ωu) = 0,

N3 = −M0Λ
∗
3 +M1Λ

∗
2 −M2Λ

∗
1 +M3Λ

∗
0 = 0.

Íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû çàêîíû èçìåíåíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâîé îðáèòû. Êîíå÷íàÿ îðè-
åíòàöèÿ ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè îð-
áèòû îäíîãî èç ñïóòíèêîâ îðáèòàëüíîé ãðóïïèðîâêè ÃËÎÍÀÑÑ.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, áëèçêîé ê ýêîíîìèè
ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôèöèåíòû â ôóíêöè-
îíàëå (1) èìåþò çíà÷åíèÿ α1 = 0.001, α2 = 1. Íà ðèñ. 2 � äëÿ çàäà÷è,
áëèçêîé ê çàäà÷å, áûñòðîäåéñòâèÿ (α1 = 1, α2 = 0.001). Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áëèçêî ê ðàçðûâ-
íîìó. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ
íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ïðè ÷èñëåí-
íîì ðåøåíèè çàäà÷è.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-
01-00365).
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ÓÄÊ 533.6.011

Ä.È. Ëèâåðîâñêèé, Ñ.Ï. Øåâûð¼â

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒßÆ�ËÎÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÎÌ

ÊÐÓÏÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíî ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîé íåñæè-
ìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëåííûì ìåòîäîì
êðóïíûõ ÷àñòèö è ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ
ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ. Áûëà èñïîëü-
çîâàíà ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ èç ïàêåòà OpenFOAM [1].

Ñóòü ìåòîäà Äàâûäîâà (ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö) ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îí èñïîëüçóåò ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì è ïî êîîðäèíàòàì.
Â ìåòîäå Äàâûäîâà âûäåëÿþò òðè ýòàïà.

1. Ýéëåðîâ ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîìåí-
òàëüíî çàòîðìîæåííîé, ò. å. ïðåíåáðåãàåì âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííû-
ìè ñ ïåðåìåùåíèÿìè ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ïîòîêà ìàññû ÷åðåç ãðàíèöû
ÿ÷ååê íåò, è äâèæåíèå ÿ÷åéêè êàê òâ¼ðäîãî òåëà ïðîèñõîäèò òîëüêî çà
ñ÷¼ò ñèë äàâëåíèÿ. Íà ýéëåðîâîì ýòàïå îïóñêàþò êîíâåêòèâíûå ïðîèç-
âîäíûå, îòâå÷àþùèå çà ïåðåòåêàíèå æèäêîñòè. Êðîìå òîãî, òàê êàê ïî
óñëîâèþ æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìîé, òî íà ýòîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ.

2. Ëàãðàæíåâ ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïåðåòåêàíèå æèäêî-
ñòè èç îäîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ çà ñ÷¼ò âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåííîãî ïîòîêà
ìàññû.

3. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäà
Äàâûäîâà ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2]. Áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòà-
òîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé òÿæ¼ëîé æèäêîñòè,
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ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö, è ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà OpenFOAM
(ðèñ. 1�3).

à á

Ðèñ. 1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

à á

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïîëîæåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìåíÿ-
åòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, à ïîòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü å¼ îòñëåæè-
âàíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ìàðêåðîâ. Ïðèâåä¼ì êðàòêîå îïè-
ñàíèå ìåòîäà ìàðêåðîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿ÷ååê, çàíÿòûõ æèäêîñòüþ, â
ðàññìîòðåíèå ââîäÿò ìàðêåðû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ÷àñòèöû, íå
èìåþùèå ìàññû. Èçíà÷àëüíî ìàðêåðû ðàñïîëàãàþòñÿ â ÿ÷åéêàõ ðàñ÷¼ò-
íîé îáëàñòè, çàíÿòûõ æèäêîñòüþ. Ìàðêåðû äâèæóòñÿ ïî âñåìó îáú¼ìó,
çàíÿòîìó æèäêîñòüþ, êàê áû ïåðåíîñÿòñÿ åþ. Ñêîðîñòü ìàðêåðîâ âû-
÷èñëÿåòñÿ èíòåðïîëèðîâàíèåì ìåæäó çíà÷åíèÿìè ëîêàëüíîé ñêîðîñòè
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ñðåäû â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ñåòêè, êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî áûëè íàéäå-
íû ðàçíîñòíûì ðåøåíèåì. Îñíîâíàÿ öåëü ââåäåíèÿ ìàðêåðîâ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü äâèæóùåé-
ñÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû, òàê êàê íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ìàðêåðû ðàñïðåäåëå-
íû òàêæå ïî âñåìó îáúåìó ñðåäû äëÿ òîãî, ÷òîáû, èçîáðàçèâ èõ êîîðäè-
íàòû ãðàôè÷åñêè, áîëåå íàãëÿäíî ïîêàçàòü äâèæåíèå ñðåäû.

Â ïàêåòå OpenFOAM äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä îáú¼ìà æèäêîñòè(VOF ìåòîä). Â äàííîì ìåòîäå â êàæ-
äîé êëåòêå ñåòêè îáû÷íî çàäàåòñÿ ëèøü îäíî çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé çà-
âèñèìîé âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùåå ñîñòîÿíèå æèäêîñòè. Òàê êàê ìåòîä
îáú¼ìà æèäêîñòè òðåáóåò õðàíåíèÿ òîëüêî îäíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé
êëåòêè, òî åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ èñïîëüçóåò ìåíüøå ïàìÿòè, ÷åì
ìåòîä ìàðêåðîâ, êðîìå òîãî, ìåòîä îáú¼ìà æèäêîñòè òðåáóåò ìåíüøå âðå-
ìåíè íà îòñëåæèâàíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, òàê êàê íå òðåáóåòñÿ íà
êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿòü íîâóþ ïîçèöèþ äëÿ êàæäîãî ìàðêå-
ðà. Ìàðêåðû, ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ êëåòîê, ñîäåðæàùèõ ãðàíèöû, îïðå-
äåëÿþò êîíôèãóðàöèþ æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîé êëåòêå. Ìåòîä îáúåìîâ
äàåò ñõîæóþ èíôîðìàöèþ, íî êàðòèíà òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îêðåñòíîñòè
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âûãëÿäèò áîëåå ñõåìàòè÷íî. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå
VOF ìåòîäà ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòå [3] èç ñïèñêà öèòèðóåìîé ëè-
òåðàòóðû. Íà÷àëüíîå óñëîâèå ìîäåëüíîé çàäà÷è î ïðîðûâå äàìáû ìîæíî
óâèäåòü íà ðèñóíêå ðèñ. 1,à äëÿ ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö, è ðèñ. 1,á äëÿ
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà OpenFOAM. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè â ðàçíûõ ìåòîäàõ èñïîëüçîâàëàñü ðàçíàÿ
ñåòêà. Â ïàêåòå OpenFOAM èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ
÷àùå îêîëî ïðåïÿòñòâèÿ [4,5].

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäîì êðóïíûõ ÷àñòèö èñïîëüçîâàëàñü ðåãó-
ëÿðíàÿ ñåòêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî îñÿì X è Y . Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ
ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 1 � 3.
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ÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ
ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÎÐÁÈÒÛ

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè ïëîñ-
êîñòè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñ-
êîñòè îðáèòû. Ïîäîáíûå çàäà÷è óæå èçó÷àëèñü â [1, 2]. Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è èñïîëüçóåòñÿ êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ,
çàïèñàííîå â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; ïðè ýòîì ÊÀ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê òî÷êà ïåðåìåííîé ìàññû.

Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ÊÀ ðàññìàòðèâàåòñÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò OX1X2X3 � ãåîöåíòðè÷åñêîé ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå O ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè. Ââåäåì îðáèòàëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ ÊÀ, è ñèñòåìó êîîðäè-
íàò ξ, ñâÿçàííóþ ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû.

Ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ u îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ
âî âñå âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñ-
êîñòè åãî îðáèòû. Òîãäà îðáèòà ÊÀ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì
öåíòðà ìàññ ÊÀ íå ìåíÿåò ñâîåé ôîðìû è ðàçìåðîâ, à ïîâîðà÷èâàåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u êàê íåèçìåíÿåìàÿ ôèãóðà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò èìåþò âèä

2 dλ/dt = λ ◦ ωη, ωη = ur/c i1 + c/r2 i3, (1)

dϕ/dt = c/r2, r = p/(1 + e cosϕ), c = const, (2)

ãäå λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3 � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ÊÀ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OX1X2X3;
ij (j = 1, 2, 3) � ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëüòîíà; ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ
(óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû îò åå ïåðèöåí-
òðà è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå); r � ìîäóëü ðàäèóñ-
âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ; p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû;
c � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé (ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè v = dr/dt
öåíòðà ìàññ ÊÀ); u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ u íà íàïðàâëåíèå
âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ (àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ); ωη �
îòîáðàæåíèå âåêòîðà ω íà áàçèñ η.
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Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííîå ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u:

−umax ≤ u ≤ umax <∞, u = ±|u|,

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1), (2), ïåðåâîäÿùåå ïëîñêîñòü îðáèòû ÊÀ
èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè

t = t0 = 0, ϕ(t0) = ϕ0, Λ(t0) = Λ0,

λ(t0) = λ0 = Λ0 ◦ (cosϕ0/2 + i3 sinϕ0/2)

â òðåáóåìîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè

t = t∗, ϕ(t∗) = ϕ∗, n∗(n∗1, n
∗
2, n

∗
3), n∗1 = 2(λ∗1λ

∗
3 + λ∗0λ

∗
2),

n∗2 = 2(λ∗2λ
∗
3 − λ∗0λ∗1), n∗3 = (λ∗0)

2 − (λ∗1)
2 − (λ∗2)

2 + (λ∗3)
2

è ìèíèìèçèðóþùåå êîìáèíèðîâàííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïðîöåññà

J =
t∗∫
t0

(α1 + α2u
2)dt, α1, α2 = const ≥ 0,

õàðàêòåðèçóþùèé âðåìÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèå çà-
òðàòû íà óïðàâëåíèå.

Çäåñü n∗i (i = 1, 2, 3) � çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé åäèíè÷íîãî âåê-
òîðà n∗, îðòîãîíàëüíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, íà îñè èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò OX1X2X3 äëÿ êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t

∗.
Âåëè÷èíû c, p, e, ϕ0, Λ0 (λ0) è n∗ çàäàíû. Ïåðåìåííàÿ Λ õàðàêòå-

ðèçóþò ñîáîé îðèåíòàöèþ îðáèòû ÊÀ. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êâàòåðíè-
îíà Λ íàõîäÿòñÿ ÷åðåç çàäàííûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû:
äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà Ωu, íàêëîíåíèÿ îðáèòû I è àðãóìåíòà ïåðè-
öåíòðà ωπ. Ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ u(t),
âåëè÷èíû t∗ è ϕ∗.

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì áûëè ââåäåíû ïåðåìåííûå µ = µ0+µ1i1+µ2i2+µ3i3
è χ, ñîïðÿæåííûå ïî îòíîøåíèþ ê ôàçîâûì ïåðåìåííûì λ è ϕ ñîîò-
âåòñòâåííî; à òàêæå âñïîìîãàòåëüíàÿ êâàòåðíèîííàÿ ïåðåìåííàÿ ν =
= λ̃ ◦ µ, ãäå âåðõíÿÿ âîëíà � ñèìâîë ñîïðÿæåíèÿ; ïîñòðîåíû ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñî-
ïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ è çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Âàæíî îòìå-
òèòü, ÷òî êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå èìååò âèä êâàòåðíèîí-
íîãî ôàçîâîãî óðàâíåíèÿ â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäíåãî.
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Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −(α1 + α2u
2) + u

r

2c
ν1 +

c

r2

(ν3

2
+ χ

)
.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ íàéäå-
íû â âèäå

2 dµ/dt = µ ◦ ως , ως = ur/c i1 + c/r2 i3,

dχ/dt = dr/dt
[
(ν3 + 2χ)/r − ν1ur

2/2c2
]
.

Çäåñü âåêòîð ω ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ς (ñîïðÿæåííîé ïî îòíîøåíèþ
ê îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò η), à ως � îòîáðàæåíèå ýòîãî âåêòîðà
íà áàçèñ ς .

Çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íàéäåííûé èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà ïî ïåðåìåííîé u, èìååò âèä

uîïò =

{
rν1/4α2c, åñëè r|ν1|/4α2c ≤ umax,

umax sign(ν1), åñëè r|ν1|/4α2c > umax.

Ðèñ. 1. Ôàçîâûå ïåðåìåííûå Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è áûëà ðàçðàáî-
òàíà ïðîãðàììà, èñïîëüçóþùàÿ êîìáèíàöèþ ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòà 4-ãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà ãðàäè-
åíòíîãî ñïóñêà. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå ñî çíà÷åíèÿìè àáñîëþòíîé äîëãîòû âîñõîäÿùå-
ãî óçëà 215◦15′ è íàêëîíåíèÿ îðáèòû 64◦8′, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîñêî-
ñòè îðáèòû ñïóòíèêîâ îðáèòàëüíîé ãðóïïèðîâêè ÃËÎÍÀÑÑ. Íà ðèñ. 1,
ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàêîíû èçìåíåíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèÿ
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòëè÷èå â óãëîâîé ìåðå ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì
ïîëîæåíèÿìè îðáèò ñîñòàâëÿëî ïîðÿäêà 15◦; e = 0; α1 = 1, α2 = 1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-
01-00365).
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ÓÄÊ 629

È.À. Ïàíêðàòîâ, ß. Ã. Ñàïóíêîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÎÑÎÁÛÉ ÐÅÆÈÌ Â ÇÀÄÀ×Å ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ
ÎÐÁÈÒÛ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ): íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííîå ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u :

−umax ≤ u ≤ umax <∞, u = ±|u|,

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ, äâèæåíèå
öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

2
dλ

dt
= λ ◦ ωη, ωη = u

r

c
i1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const,

èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, λ(0) = λ(0) = Λ0 ◦
(

cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2

)
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

t = t1 =?, ϕ(t1) = ϕ1, vect
[
λ̃(t1) ◦Λ∗ ◦

(
cos

ϕ

2
+ i3 sin

ϕ

2

)]
= 0.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J =

∫ t1

0

(α1 + α2|u|) dt, α1, α2 = const ≥ 0.

Çäåñü λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ, r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r
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öåíòðà ìàññ ÊÀ, c � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé, p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðè-
ñèòåò îðáèòû, ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ. Âåðõíÿÿ âîëíà � ñèìâîë ñîïðÿ-
æåíèÿ. Âåëè÷èíû c, p, e, ϕ0, Λ0, Λ∗ � çàäàíû; ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ t1,
ϕ1 è îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ u = u(t).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Äëÿ
ýòîãî ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå µ è χ, ñîïðÿæåííûå ê ôàçîâûì ïåðåìåííûì
λ è ϕ. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −(α1 + α2|u|) +
1

2
[u
r

c
ν1 +

c

r2
(ν3 + 2χ)], (1)

ãäå ν1, ν3 � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà, ν = λ̃ ◦ µ.
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íàõîäèìîå èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè

Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà (1), èìååò âèä

uo =


umaxsign ν1, r|ν1|/(2α2c)− 1 > 0,

0, r|ν1|/(2α2c)− 1 < 0,

?, r|ν1|/(2α2c)− 1 ≡ 0, t ∈ [t∗; t∗∗].

Òàêæå áûëà ïîñòðîåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåíûõ è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, íå ñîäåðæàùèå
íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê êðà-
åâîé çàäà÷å ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè 10-ãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäîê êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ïî-
íèçèòü (áåç å¼ óñëîæíåíèÿ) íà 6 åäèíèö è ïðèâåñòè å¼ ê óðàâíåíèÿì

dν1

dt
=

c

r2
ν2,

dν2

dt
= − c

r2
ν1 +

r

c
uν3,

dν3

dt
= −r

c
uν2. (2)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé îñîáîãî óïðàâëåíèÿ, êîãäà

r|ν1|/(2α2c) ≡ 1 (3)

íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t∗; t∗∗]. (Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Ãàìèëü-
òîíà�Ïîíòðÿãèíà (1) íå çàâèñèò ÿâíî îò óïðàâëåíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè α1 = 0.)

Âîçâåä¼ì ñîîòíîøåíèå (3) â êâàäðàò è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî
âðåìåíè, èìååì:

r2

2c2
ν1
dν1

dt
+

r

2c2

dr

dt
ν2

1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,  ν1 = 0,

1

c
ν2 +

r

c2

dr

dt
ν1 = 0.

(4)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå (4) ïî âðåìåíè è ó÷ò¼ì (2):

uo =
c

rν3

{[
c

r2
− 1

c

((
dr

dt

)2

+ r
d2r

dt2

)]
ν1 −

1

r

dr

dt
ν2

}
.

Â ñëó÷àå êðóãîâîé îðáèòû (r = const) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò
âèä uo = c2ν1/(r

3ν3).

Àâòîðàìè ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óêàçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåí-
òàöèè îðáèòû ÊÀ, ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòà 4-ãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè, Íüþòîíà, ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû
ðàñ÷åòîâ. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé è óïðàâëåíèé.

Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáèòû ðàâ-
íû:

Λ0 = ( 0.340051, −0.202771, 0.778442, −0.487111);
Λ∗ = ( 0.270571, −0.135281, 0.784644, −0.541133).
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Ðèñ. 2

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà

∫ t1
0 |u|dt → min (e = 0.2) è íåîñîáîãî

óïðàâëåíèÿ. Íà ðèñ. 2 � äëÿ òîãî æå ôóíêöèîíàëà è îñîáîãî óïðàâëåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì â óðàâíåíèÿõ
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ïîÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð N = umaxp
3/c2. Ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîëàãàëîñü, ÷òî N = 0.5.
Çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â ïåðâîì ñëó÷àå îêàçàëîñü

ðàâíûì Jíåîñîá = 0.4897, à âî âòîðîì � Jîñîá = 0.4936.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �

12-01-00 165).
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1. ×åëíîêîâ Þ.Í. Îïòèìàëüíàÿ ïåðåîðèåíòàöèÿ îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðà-
òà ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îðáèòû // Ìàòåìàòèêà.
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ÓÄÊ 629.78

ß.Ã. Ñàïóíêîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÌ
ÀÏÏÀÐÀÒÎÌ Ñ ÑÎËÍÅ×ÍÛÌ ÏÀÐÓÑÎÌ
È ÄÂÈÃÀÒÅËÅÌ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÉ ÒßÃÈ

Ñ èñïîëüçîâàíèåì KS-ïåðåìåííûõ (ïåðåìåííûå Êóñòààíõåéìî �
Øòèôåëÿ) ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ðåøåíà ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ î âñòðå÷å äâóõ êîñìè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ), îäèí èç êîòîðûõ íåóïðàâëÿåìûé è äâèæåòñÿ
òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê Ñîëíöó, âòîðîé àïïàðàò óïðàâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîëíå÷íîãî ïàðóñà è èìïóëüñíîãî äâèãàòåëÿ. Ôóíêöè-
îíàë, îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè äâóõ êðèòåðèåâ: âðå-
ìåíè è ñóììû âåëè÷èí èìïóëüñîâ, çàòðà÷åííûõ íà ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ.
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

1. KS-ïåðåìåííûå u = (u0, u1, u2, u3), s = (s0, s1, s2, s3) ñâÿçàíû ñ
âåêòîðàìè ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ è åãî ñêîðîñòè r è v ñîîòíîøåíè-
ÿìè [1, 2]

r = P T (u)u; v = (2/r)P T (u)s; r = |r| = u2, h = v2/2− γM/r.

(1.1)
Ïåðåìåííàÿ h îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ åäèíèöû ìàññû ÊÀ, M �

ìàññà ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïåðåìåííàÿ τ, ôóíêöèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ KS-ïåðåìåííûå u, s, h,

ñâÿçàíà ñî âðåìåíåì t ñîîòíîøåíèåì

dt/dτ = u2. (1.2)
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Òÿãà psol ñîëíå÷íîãî ïàðóñà, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, â êîòîðîé n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêî-
ñòè ïàðóñà, îáðàùåííîé îò Ñîëíöà, θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è n, d �
êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïëîùàäü ïàðóñà, îòíåñåííóþ ê åäèíèöå
ìàññû àïïàðàòà [3]:

psol = d
cos2 θ

r2
n = d

(
u2
)−4 (

P T (u)u, n
)2

n. (1.3)

Åñëè ÷åðåç R îáîçíà÷èòü õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû, íàïðèìåð ðà-
äèóñ îðáèòû Çåìëè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ óïðàâëÿåìûé àïïàðàò â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè
ïåðåìåííûìè, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ âåðõíèì èíäåêñîì ¾∗¿, áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

h = (γM/R)h∗; s = (γM)1/2s∗; u = R1/2u∗; τ = (R/(γM))1/2τ ∗;
t = R(R/(γM))1/2t∗; d = γMd∗; r = Rr∗; v = (γM/R)1/2v∗.

Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà d∗ îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé
âåëè÷èíû òÿãè ñîëíå÷íîãî ïàðóñà ê ñèëå ïðèòÿæåíèÿ àïïàðàòà ê
öåíòðó íà îðáèòå Çåìëè ðàäèóñà R. Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî
áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû è âåðõíèé èíäåêñ ¾∗¿ íàä íèìè îïóñêàåòñÿ.
Äâèæåíèå íåóïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà, êîòîðûé äâèæåòñÿ òîëüêî ïîä
äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê öåíòðó, ñ êîòîðûì óïðàâëÿåìûé àïïàðàò
äîëæåí îñóùåñòâèòü ìÿãêóþ âñòðå÷ó â áåçðàçìåðíûõ KS-ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ τà è âåêòîðíûå ýëåìåíòû îðáèòû
C = (C0, C1, C2, C3) è D = (D0, D1, D2, D3) ñîîòíîøåíèÿìè

uà = C cos(kτà) + D sin(kτà); sà = k (D cos(kτà)−C sin(kτà)) ;

k = (−hà/2)1/2; hà = −
(
C2 +D2

)−1
< 0; t =

τà∫
τàí

(uà)
2 dτà

τà ≥ τàí; C = const; D = const.
(1.4)

Åñëè ÷åðåç Ki îáîçíà÷èòü áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó èìïóëüñà òÿãè, îò-
íåñåííîãî ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ, òî îíà áóäåò ñâÿçàíà ñ ðàçìåðíîé âåëè-
÷èíîé èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè |∆vi| ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñà ñîîò-
íîøåíèåì

|∆vi| =
(
γMR−1

)1/2
Ki.

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, ïðèíèìàþùèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïòè-
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ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èìååò âèä

I = α0tê + α1

n∑
i=1

Ki. (1.5)

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

2. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3, íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèò-
ñÿ â öåíòðå Ñîëíöà, à ïëîñêîñòü Ox1x2 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû
Çåìëè, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîëî-
æåíèå è ñêîðîñòü óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà îðáèòå
Çåìëè, îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè

x1 = 1.0, x2 = 0.0, x3 = 0.0, v1 = 0.0, v2 = 1.0, v3 = 0.0. (2.1)

Íåóïðàâëÿåìûé àïïàðàò íàõîäèòñÿ âáëèçè îðáèòû Ìàðñà. Ïîëîæå-
íèå è ñêîðîñòü íåóïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, âåêòîðà C è D, çíà÷åíèÿ âåëè÷èí hà, k,

τàí, âõîäÿùèõ â çàêîí äâèæåíèÿ â KS-ïåðåìåííûõ äëÿ íåóïðàâëÿåìîãî
àïïàðàòà (1.4), îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 = 0.76, x2 = 1.3164, x3 = 0.05, v1 = −0.7019, v2 = 0.4052, v3 = −0.0267.

C0 = 0.0, C1 = 1.0679, C2 = 0.6163, C3 = 0.0234,
D0 = −0.03196, D1 = −0.6171, D2 = 1.0671, D3 = −0.01484,

(2.2)

hà = −0.3288, k = 0.4054, τàí = 0.0.

Áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, õàðàêòåðèçóþùèé òÿãó ñîëíå÷íîãî ïàðóñà,
d = 0.1, âåñîâûå ìíîæèòåëè â ôóíêöèîíàëå (1.5) α0 = 1.0, α1 = 0.75.
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè èì-
ïóëüñíûé äâèãàòåëü âêëþ÷àëñÿ â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ,
îáåñïå÷èâàþùåãî ìÿãêóþ âñòðå÷ó àïïàðàòîâ. Áåçðàçìåðíûå êîîðäèíà-
òû ïåðâîãî èìïóëüñà, êîòîðûé îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè t = 0, è åãî âåëè÷èíà
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Kí1 = −0.4247, Kí2 = 0.3965, Kí3 = 0.0021, Kí = 0.5810. (2.3)

Â ðåçóëüòàòå ñîîáùåíèÿ ïåðâîãî èìïóëüñà áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû
âåêòîðà ñêîðîñòè óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ:

v1 = −0.4247, v2 = 1.3965, v3 = 0.0021. (2.4)
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Äàëåå äî ìîìåíòà tê = 1.4502 óïðàâëÿåìûé àïïàðàò äâèæåòñÿ ïîä
äåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî ïàðóñà, â ìîìåíò ïîäëåòà ê íåóïðàâëÿåìîìó àï-
ïàðàòó åãî ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

x1 = 0.3756, x2 = 1.4725, x3 = 0.0009,
v1 = −1.1077, v2 = 0.5555, v3 = −0.0008.

(2.5)

Âåëè÷èíà âòîðîãî èìïóëüñà, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè, è åãî áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Kê1 = 0.3224, Kê2 = −0.7564, Kê3 = −0.0369, Kê = 0.8231. (2.6)

Â ðåçóëüòàòå ñîîáùåíèÿ âòîðîãî èìïóëüñà áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû
âåêòîðà ñêîðîñòè óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîâïàäà-
þùèå ñ êîîðäèíàòàìè ñêîðîñòè íåóïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà:

v1 = 0.7853, v2 = −0.2009, v3 = −0.0377. (2.7)

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ (1.5), îáåñïå÷èâàþùåãî
ìÿãêóþ âñòðå÷ó äâóõ àïïàðàòîâ, I = 2.5031.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-
01-00 165).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Øòèôåëü Å., Øåéôåëå Ã. Ëèíåéíàÿ è ðåãóëÿðíàÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà. Ì. :
Íàóêà, 1975. 304 ñ.

2. Ñàïóíêîâ ß. Ã. Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîñìè÷åñêèì àïïàðà-
òîì ñ îãðàíè÷åííîé è èìïóëüñíîé òÿãîé â KS�ïåðåìåííûõ // Ìåõàòðîíèêà, àâòîìà-
òèçàöèÿ, óïðàâëåíèå. 2010. � 3. Ñ. 73�78.

3. Ïîëÿõîâà Å.Í. Êîñìè÷åñêèé ïîëåò ñ ñîëíå÷íûì ïàðóñîì : ïðîáëåìû è ïåð-

ñïåêòèâû. Ì. : Íàóêà, 1986. 304 ñ.

ÓÄÊ 519.257
Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí

ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÉ
ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ Â ÂÎÇÄÓÕÅ

ÏÐÈ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ Â ÎÊÅÀÍÅ

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè óäàðíûõ âîëí (ÓÂ)
íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà ñ îáðàçîâàíèåì âîëíû ðàçðåæåíèÿ èëè îòðàæåí-
íîé ÓÂ ìåòîäàìè àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîòêèõ âîëí [1] óñòàíîâëå-
íû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ñ íåâûðîæäåííûì ôðîíòîì ïðåëîì-
ëåííîé ÓÂ â âîçäóõå.
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1. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ AR,BR (ðèñ.1, a�f ) îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíî-
ñòè (p1−p0)/(ρ0c

2
0)ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòüAF

îêåàíà, ðàçäåëÿþùóþ âîçäóõ è âîäó ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−, âîçíè-
êàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè [2]: NR � íåðåãóëÿðíûé (a); RR �
ðåãóëÿðíûé (b); RRW− ðåãóëÿðíûé ñ ÓÂ EB1, çàìûêàþùåé îáëàñòü
ðàçðåæåíèÿ (c); FNR � Free Neumann Refraction (d); RW � ðåãóëÿðíûé
ñ îòðàæåííîé ÓÂ (e); TNR � Twin Neumann Refraction (f). AD � ôðîíò
ïðåëîìëåííîé ÓÂ.

Ðèñ.1. Ðåæèìû ðåôðàêöèè óäàðíûõ âîëí

Óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû [3] äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëà-
áûõ ÓÂ (AR, BR):

ε << 1, ε = L0(γ
−)ε10 = R0(γ

−)P10, P10 = (p1 − p0)/B0(γ
−);

B0 = ρ0(γ
−)c2

0(γ
−), L0(γ

−) = p0R0(γ
−)/B0(γ

−), ε10 = (p1 − p0)/p0.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé ïó-
çûðüêîâîé ñðåäû ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ− = mII/mI äëÿ æèäêîñòè è
γ+ = ∞ äëÿ ãàçà áûëè óñòàíîâëåíû [4] â òî÷êå A äâà èíâàðèàíòà ðå-
ôðàêöèè

I : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , II : v+ = v−. (1)

Â ïåðåìåííûõ òåîðèè êîðîòêèõ âîëí [1] (äëÿ îáëàñòåé áîëüøèõ ãðà-
äèåíòîâ)

x/c0t = ξ = 1 + εX, y/c0t = η = ε1/2Y ;R/c0t = 1 + εδ, θ = ε1/2Y ;

δ = X + 1
2Y

2, uc0 = ε µ
R0
, vc0 = ε3/2 ν

R0
, p−p0

B0
= P10P

(1), p−p0

ρ0
= P10H

(1).
(2)

Òå÷åíèÿ â îáëàñòÿõ âîçìóùåíèÿ (çà ôðîíòàìè ÓÂ AB,CB,AC,A′B)
îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé êîðîòêèõ âîëí

[µ(µ− 2δ)]δ + νY + 3µ = 0, µδ = νY , µ = P (1) = H(1). (3)
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Ðåøåíèå (2) äëÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ AEB1 èìååò âèä

µ = −1

2
z2 + δA, ν =

1

3
z3 − µY + d, z = (X −XA)/Y. (4)

Íà ôðîíòàõ ÓÂ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü âîçìóùåíèé (AB,EB1, AC,
A′B), X = X∗(Y ), èìååì óñëîâèÿ (µ′, ν ′ � çíà÷åíèÿ ïåðåä ôðîíòîì)

X −ΨνY = 1
2(Ψν2

+ µ+ µ′),Ψ = dX
dY ;

(µ− µ′) · (Ψν + Y ) = ν − ν ′, P (1) = H(1) = µ.
(5)

Â òî÷êå çà ôðîíòîì ÀÂ èìååì µA = q− � ïåðåä ïåðåäíèì ôðîíòîì
âîëíû ðàçðåæåíèÿ, µA = q+ � çà çàäíèì ôðîíòîì âîëíû ðàçðåæåíèÿ,
ò. å.

q− = (p−A − p0)/(p1 − p0), q+ = (p+
A − p0)/(p1 − p0).

Ðåøåíèå (3) çà ôðîíòîì Ìàõà (AB, AC, A′B) èìååò âèä [5]

µ = 1−m
√

1− δ, ν = 1+(m2−1) ·(Y −YB), YB = αν−1, 1−m2 = δA (6)

â ñëó÷àå NR.
2. Â ïåðåìåííûõ (2) òåîðèè êîðîòêèõ âîëí èíâàðèàíòû I, II (1) èìåþò

âèä [3]

(I) : ων
2

= 2Cγ + αν
2 − q+/

L̄+ q−, ων = tgω
/
ε̄1/2, αν = tgα

/
ε̄1/2, (7)

(II) : q+ · ρ̄c̄ · ων =
1

3
(2XA − 2q+)3/2 + d. (8)

Èñêëþ÷àÿ ων èç (7), (8), ïîëó÷èì äëÿ ðåæèìîâ NR,RR,RRW,RW
âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ q+:

q+2

(ρ̄c̄)2 (2Cγ + αν
2 − q+/

L̄+ q−) =

[
1

3
(2XA − 2q+)3/2 + d

]2

. (9)

Çäåñü ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ èìåþò âèä

Cγ =
c−0 − c+

0

c−0 ε̄
; L̄ = L−0

/
L+

0
;αν = tgα

/
ε̄1/2; ρ̄c̄(ρ̄ = ρ−0

/
ρ+

0
; c̄ = c−0

/
c+

0
.) (10)

Äëÿ ðåæèìîâ RR,RRW ïðàâàÿ ÷àñòü (9) èìååò âèä [3][
1

3

((
αν

2

+ 1
)
− 2q2

)3/2

+ αν − 1

3

(
αν

2 − 1
)3/2

]2

. (11)
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Äëÿ ðåæèìà NR âèä[
1

3

(
2
(
q− − q+

))3/2
+
(
q−
)3/2
]2

. (12)

Äëÿ ðåæèìà RW âèä[
αν −

(
q+ − 1

)√
αν2 − q+

]2

. (13)

Ïðàâûå ÷àñòè (11) � (13) ñîâïàäàþò âäîëü ëèíèè ”K” ïðè q+ = 1.0, êîãäà
èñ÷åçàåò âîëíà ðàçðåæåíèÿ (NR,RR,RRW ), à îòðàæåííàÿ ÓÂ íóëåâîé
èíòåíñèâíîñòè (RW ). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ëèíèÿ q+ = 1.0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè-
öåé ðåæèìîâ RR è RW ; RRW è RW ; FNR è TNR. Äðóãèå ãðàíèöû
ñîãëàñíî (11) � (13) (ïîä÷åðêíóòûå âûðàæåíèÿ) âîçíèêàþò ïðè αν = 1.0
ìåæäó NR è RR; αν = 2.1 ìåæäó RR è RRW ; ïðè q+ = q− � ñõëîïûâà-
íèè âîëíû ðàçðåæåíèÿ â ðåæèìå NR è ïåðåõîäå ê FNR; ïðè q+ = αν

2

�
â ðåæèìå RW è ïåðåõîäå ê ðåæèìó TNR.

3. Äëÿ ñëó÷àÿ ðåôðàêöèè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ÓÂ ïðè ε = (p1−
−p0)/p0 = 0.01 íà ïîâåõíîñòè îêåàíà â äèàïàçîíå ãàçîñîäåðæà-
íèé (0 ≤ γ− ≤ 10−4, γ+ = ∞) áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû èí-

òåíñèâíîñòè ïðåëîìëåííîé âîëíû AD q+ =
p+
A−p0

p1−p0
â çàâèñè-

ìîñòè îò ãàçîñîäåðæàíèÿ γ− è óãëà ïàäåíèÿ α (0 ≤ α0 ≤
≤ 150). Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ îò ãàçîñîäåðæàíèÿ γ ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ε = 0.01 α = 100 áóäóò èìåòü âèä (òàáëèöà).

γ 0 10−8 10−6 10−4 ∞
Cγ 1.60 · 105 0.51 · 102 −0.09 −80.3
L̄ 0.55 · 10−4 0.17 1.10 1.16 L+

0 = 0.86
(ρ̄c̄)2 12.4 · 106 10.6 · 106 0.68 · 106 0.72 · 104

αν 80.8 1.45 0.57 0.56

Îñíîâíîå óðàâíåíèå (9) îòíîñèòåëüíî q+ / γ, α � òðåòüåé ñòåïåíè,
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà (ρ̄c̄)2�106 ÷ 104 â ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå
îáû÷íûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì (9) ÿâëÿåòñÿ (â ðàìêàõ òåîðèè êîðîò-
êèõ âîëí) q+ = 0. Òî åñòü âîëíà ïðåëîìëåíèÿ íóëåâîé èíòåíñèâíîñòè
(çâóêîâàÿ) îäíàêî îáðàùåíèå â íîëü ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè (9) ïîçâîëÿåò
ïðè ãàçîñîäåðæàíèÿõ, áëèçêèõ ê γ ≈ 10−6 (ñìåíà çíàêà Cγ), ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (9), íàéòè îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ NR, RR, RRW, RW ñ q+ 6= 0.
0.958 · 10−60.958 · 10−6q+ = αν

2

q+ = αν
2

γ = 1.05 · 10−6γ = 1.05 · 10−6γ =
= 10−6γ = 10−6γ = 0.97 ·10−6γ = 0.97 ·10−6αν = 2.1αν = 2.1αν = 1.0αν =
= 1.0q+ = 1.0q+ = 1.0q+ = q−q+ = q−q+ = 1.0q+ = 1.0ε = 0.01ε =
= 0.01α0α0q+q+;

0.9638 · 10−60.9638 · 10−60.965 · 10−60.965 · 10−60.960 · 10−60.960 · 10−6.
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Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ïðåëîìëåííîé âîëíû q+ îò γ, α
ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ ðåôðàêöèè

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòè q+ � èíòåíñèâ-
íîñòè ïðåëîìëåííîé ÓÂ (AD) ñîãëàñíî (9) (ïðè ε = 0.01) îò ãàçîñî-
äåðæàíèÿ âîäíîé ñðåäû γ ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ ïàäåíèÿ α. Ïîñòðîåíû
ãðàíèöû ðåôðàêöèè: ”K” ïðè q+ = 1.0 ìåæäóRRè RW ; RRW è RW ;
αν = 1.0 ìåæäó NR è RR; αν = 2.1 ìåæäó RR è RRW ; q+ = q− ìåæäó
NR è FNR; q+ = αν

2

ìåæäó RW è TNR.

Ðåçóëüòàòû ïîìîãàþò îáúÿñíèòü âîçíèêíîâåíèå íåâûðîæäåííîé
ïðåëîìëåííîé ÓÂ â âîçäóõå ïðè ðåôðàêöèè ÓÂ íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà
ïðè äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîé ãàçîíàñûùåííîñòè âîäû, ïîðÿäêà 10−6,
äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ðåôðàêöèè. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû
ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ïîòåíöèàëüíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ òå÷åíèé [1] (âåðíîé
äî ε̄2 âêëþ÷èòåëüíî), äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ ïàäåíèÿ.
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ÓÄÊ 629

Ä.À. Øèøêîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ, È.À. Ïàíêðàòîâ

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ
ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÎÐÁÈÒÛ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÀÏÏÀÐÀÒÀ ÏÎÍÈÆÅÍÍÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì [1�2].
Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X � ãåîöåíòðè÷åñêîé ýêâàòî-
ðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OX1X2X3(X) ñ íà÷àëîì â öåíòðå O ïðèòÿ-
æåíèÿ Çåìëè.

Îñü OX3 ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíà âäîëü îñè ñóòî÷íîãî
âðàùåíèÿ Çåìëè, îñè OX1 è OX2 ëåæàò â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Çåì-
ëè, îñü OX1 íàïðàâëåíà â òî÷êó âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ äëÿ Çåìëè,
îñü OX2 äîïîëíÿåò ñèñòåìó äî ïðàâîé òðîéêè âåòîðîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðà-
òà (ÊÀ) èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò η â ïà-
ðàìåòðàõ Ýéëåðà:

2
dλ

dt
= λ ◦ωη,ωη = u

r

c
i1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const, (1)

ãäå λ = λ0+λ1i1+λ2i2+λ3i3 � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò η â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X, i1, i2, i3 � âåêòîð-
íûå ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëüòîíà, ◦ � ñèìâîë êâàòåðíèîííîãî óìíîæå-
íèÿ, ωη � îòîáðàæåíèå âåêòîðà ω íà áàçèñ η, λj, j = 0, 1, 2, 3 � ïàðàìåòðû
Ýéëåðà, õàðàêòåðèçóþùèå îðèåíòàöèþ îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Êâàòåðíèîí λ ñâÿçàí ñ êâàòåðíèîíîì Λ îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñî-
îòíîøåíèåì

λ = Λ ◦ (cos
ϕ

2
+ i3 sin

ϕ

2
). (2)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííî ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u:
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−umax ≤ u ≤ umax, u ≤ ±|u|, (3)

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ, äâèæå-
íèå öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1), èç çàäàííîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0,λ(0) = λ0 = Λ0 ◦ (cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2
) (4)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèþ

t = t∗ =?, ϕ(t∗) = ϕ∗,λ(t∗) = λ∗ = Λ∗ ◦ (cos
ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2
) (5)

è ìèíèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë

J =

∫ t∗

0

(α1 + α2u
2);α1, α2 = const ≥ 0. (6)

Êîìïîíåíòû Λj êâàòåðíèîíà Λ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Λ2
0+Λ2

1+Λ2
2+

+Λ2
3 = 1, ïîýòîìó êðàåâîå êâàòåðíèîííîå óñëîâèå (5) çàìåíèì íà óñëîâèå

vect[λ̃(t∗) ◦Λ∗ ◦ (cos
ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2
)] = 0. (7)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Äëÿ
ýòîãî ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå µ = µ0 +µ1i1 +µ2i2 +µ3i3 è χ,
ñîïðÿæ¼ííûå ïî îòíîøåíèþ ê ôàçîâûì ïåðåìåííûì λ è ϕ. Ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = −σ +
1

2
[
r

c
ν1u+

c

r2
(ν3 + 2χ)], (8)

ãäå ν1, ν3 � êîìïîíåíòû ν = λ̃ ◦ µ. Äëÿ ôóíêöèîíàëà J σ = α1 + α2u
2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

2
dµ

dt
= µ ◦ ωη,

dχ

dt
= [

1

r
(ν3 + 2χ)ν1u−

r2

2c2
ν1u]

dr

dt
. (9)

Çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèé ìàêñèìóìà
ôóíêöèè H ïî ïåðåìåííîé u ñ ó÷¼òîì íàëîæåííîãî îãðàíè÷åíèÿ (3) è
èìååò âèä
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u =


1

4α2

r

c
ν1,

1

4α2

r

c
|ν1| ≤ umax

umaxsignν1,
1

4α2

r

c
|ν1| ≥ umax.

(10)

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, íå ñîäåðæàùèå íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà, èìåþò âèä

Λ∗0µ0 +Λ∗1µ1 +Λ∗2µ2 +Λ∗3µ3 = 0, 2χ+(Λ∗0µ3 +Λ∗1µ2 +Λ∗2µ1 +Λ∗3µ0) = 0 (11)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîå ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñâå-
äåíà ê êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè, îïè-
ñûâàåìîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), (9),
(10) äåñÿòîãî ïîðÿäêà è âîñåìüþ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4), (7), êîòîðûå
íåîáõîäèìî äîïîëíèòü äâóìÿ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè (11) è ðàâåí-
ñòâîì

H0|t∗ = H0(Λ,M , χ, u0)|t∗ = 0. (12)

Ðàññìîòðèì ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ñôîðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çà-
äà÷è. Â ñèëó òîãî ÷òî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé χ íåîáõîäèìî çíàòü ëèøü
â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, óðàâíåíèå äëÿ χ ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî
èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé µ ê êâàòåðíèîííîé ïåðåìåí-
íîé ν, ïîëó÷èì ñèñòåìó âîñüìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåð-
æàùóþ óðàâíåíèÿ (1) è óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò νj êâàòåðíèîíà ν [3]

dν1

dt
=

c

r2
ν2,

dν2

dt
= − c

r2
ν1 +

r

c
ν3u,

dν3

dt
= −r

c
ν2u. (13)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòà-
öèè îðáèòû ÊÀ çàïèøåì óðàâíåíèÿ ýòîé çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå rb, tb è óïðàâëåíèå ub ñâÿçàíû ñ
ðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè r, t è óïðàâëåíèåì u ñîîòíîøåíèÿìè: r =
= Rrb, u = umaxu

b, t = Ttb, ãäå R � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå; V, T � õàðàê-
òåðíûå ñêîðîñòü è âðåìÿ ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

V =
c

R
, T =

R2

c
.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðà-
åâîé çàäà÷è äåñÿòîãî ïîðÿäêà èìååì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âîñüìîãî ïîðÿäêà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ìîæíî ïîíèçèòü åù¼ íà
åäèíèöó, åñëè ïåðåéòè ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ϕ.
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dλ

dt
=

1

2
λ ◦ (ubNrbi1 + i3)

dϕ

dt
=

1

rb
, rb =

1

1 + e cosϕ
dν1

dt
=

1

rb
ν2,

dν2

dt
= − 1

rb
ν1 +Nrbubν3,

dν3

dt
= −Nrbubν2

(14)

λ(0) = λ0 = Λ0 ◦ (cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2
)

vect[λ̃(t∗) ◦Λ∗ ◦ (cos
ϕ∗

2
+ i3 sin

ϕ∗

2
)] = 0

H0|t∗ = H0(ν, u0)|t∗ = 0

(15)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêò � 12-01-00365).
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