
ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 517.984

Í.Ï. Áîíäàðåíêî

ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÓ×ÊÀ ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì ïó÷îê îïåðàòîðîâ L = L(Q0, Q1, h0, h1, H0, H1), ïîðîæ-
äåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`(Y, ρ) := Y ′′ + (ρ2 · I + 2iρQ1(x) +Q0(x))Y, x ∈ (0, π), (1)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U(Y ) := Y ′(0) + (iρh1 + h0)Y (0) = 0,
V (Y ) := Y ′(π) + (iρH1 +H0)Y (π) = 0.

(2)

Çäåñü Y (x) = [yk(x)]k=1,m � âåêòîð-ñòîëáåö, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà m×m, Qs(x) = [Qs,jk(x)]j,k=1,m � m×m ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè
Qs,jk(x) ∈ W s

1 [0, π], s = 0, 1, hs = [hs,jk]j,k=1,m, Hs = [Hs,jk]j,k=1,m, ãäå
hs,jk, Hs,jk � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî det(I ± h1) 6= 0 è det(I ± H1) 6= 0. Ýòè
óñëîâèÿ èñêëþ÷àþò èç ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è òèïà Ðåäæå [1], êîòîðûå
òðåáóþò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Îáðàòíûå çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïó÷êîâ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (m = 1) èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
[2, 3]. Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìàò-
ðè÷íîãî ïó÷êà L âèäà (1)-(2) ïî ìàòðèöå Âåéëÿ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
îáîáùåíèå ôóíêöèè Âåéëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà. Ïîëó÷åíû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ `(Y, ρ) = 0 è òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [4], ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî òàêæå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.
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Ïóñòü S(x, ρ) = [Sjk(x, ρ)]j,k=1,m, C(x, ρ) = [Cjk(x, ρ)]j,k=1,m è
ϕ(x, ρ) = [ϕjk(x, ρ)]j,k=1,m � ìàòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ `(Y, ρ) = 0,
óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

S(0, ρ) = C ′(0, ρ) = U(ϕ) = 0, S ′(0, ρ) = C(0, ρ) = ϕ(0, ρ) = I.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, π] ýëåìåíòû ìàòðèö S(x, ρ), C(x, ρ)
è ϕ(x, ρ) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ρ.

Ëåììà 1. Ïðè x ∈ (0, π), ν = 0, 1, |ρ| → ∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ôîðìóëû

S(ν)(x, ρ) =
(iρ)ν−1

2
eiρxP−(x)[I] +

(−iρ)ν−1

2
e−iρxP+(x)[I],

C(ν)(x, ρ) =
(iρ)ν

2
eiρxP−(x)[I] +

(−iρ)ν

2
e−iρxP+(x)[I[,

ãäå [I] := I + O(ρ−1) è ìàòðèöû P±(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷
Êîøè

P ′±(x) = ±Q1(x)P±(x), P±(0) = I.

Çàìå÷àíèå. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (m = 1)

P±(x) = e±
∫ x

0
Q1(t) dt.

Áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì Âåéëÿ ïó÷êà L ìàòðè÷íîå ðåøåíèå
Φ(x, ρ) = [Φjk(x, ρ]j,k=1,n óðàâíåíèÿ `(Y, ρ) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì U(Φ) = I, V (Φ) = 0, è ìàòðèöåé Âåéëÿ ìàòðèöó M(ρ) := Φ(0, ρ).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Φ(x, ρ) = S(x, ρ) + ϕ(x, ρ)M(ρ), M(ρ) = −(V (ϕ))−1V (S). (3)

Ïó÷îê L èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
{ρn}, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
∆(ρ) := detV (ϕ). Â ñèëó ôîðìóë (3) ýëåìåíòû ìàòðèö Φ(x, ρ) è M(ρ)
ìåðîìîðôíû ïî ρ, è èõ ïîëþñà ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
{ρn}.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

M(ρ) =
∑
n

mn∑
ν=1

Mnν

(ρ− ρn)ν
,

ãäå mn � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ρn,Mnν � íåêîòîðûå ìàò-
ðè÷íûå êîýôôèöèåíòû.
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Âåëè÷èíû {ρn,Mnν} áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè ïó÷êà
L. Â ñèëó ëåììû 2 ñïåêòðàëüíûå äàííûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìàò-
ðèöó Âåéëÿ è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïî ìàòðèöå Âåéëÿ M(ρ) ïîñòðîèòü êîýôôè-
öèåíòû Qs(x), hs, Hs, s = 0, 1, ïó÷êà L.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2. Ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì {ρn,Mnν} ïîñòðîèòü
êîýôôèöèåíòû ïó÷êà L.

Â äàííîé ñòàòüå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è 1.
Íàðÿäó ñ L ðàññìîòðèì ïó÷îê L̃ = L(Q̃0, Q̃1, h̃0, h̃1, H̃0, H̃1) òîãî æå

âèäà, ÷òî è L, íî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè. Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêî-
òîðûé ñèìâîë γ îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê L, òî γ̃ îáîçíà÷àåò
àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê L̃. Äîêàæåì òåîðåìó åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà 1. Åñëè M(ρ) = M̃(ρ), òî L = L̃. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå
ìàòðèöû Âåéëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïó÷îê L.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ τ := Im ρ,
Θ±δ := {ρ ∈ C : δ ≤ ± arg ρ ≤ π − δ}, δ > 0. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1,
ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè ν = 0, 1, ρ ∈ Θ±δ , |ρ| → ∞:

ϕ(ν)(x, ρ) = (∓iρx)ν

2 e∓iρxP±(x)(I ± h1) +O(ρ−1e|τ |x),
Φ(ν)(x, ρ) = −(∓iρ)ν−1e±iρxP •±(x)(P •±(0))−1(I ± h1)

−1 +O(ρν−2e−|τ |x), (4)

ãäå ìàòðèöû P •±(x) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè

P •±
′(x) = ∓Q1(x)P •±(x), P •±(π) = I.

2. Ïîëîæèì

`∗(Z, ρ) := Z ′′ + Z(ρ2 · I + 2iρQ1(x) +Q0(x)),

U ∗(Z) := Z ′(0) + Z(0)(iρh1 + h0),

V ∗(Z) := Z ′(π) + Z(π)(iρH1 +H0),

ãäå Z = [zk]
T
k=1,m

� âåêòîð-ñòðîêà (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Ïóñòü
ϕ∗(x, ρ) è Φ∗(x, ρ) � ìàòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ `∗(Z, ρ) = 0, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿåì

ϕ∗(0, ρ) = U ∗(Φ∗) = I, U ∗(ϕ∗) = V ∗(Φ∗) = 0.
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Ââåäåííûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè ñ ϕ(x, ρ)
è Φ(x, ρ). Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè
ρ ∈ Θ±δ , |ρ| → ∞

ϕ∗(ν)(x, ρ) = (∓iρx)ν

2 e∓iρx(I ± h1)P
∗
±(x) +O(ρ−1e|τ |x),

Φ∗(ν)(x, ρ) = −(∓iρ)ν−1e±iρx(I ± h1)
−1(P •∗± (0))−1P •∗± (x) +O(ρν−2e−|τ |x), (5)

ãäå P ∗±(x) è P •∗± (x) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè

P ∗±
′(x) = ±P ∗±(x)Q1(x), P ∗±(0) = I,

P •∗±
′(x) = ∓P •∗± (x)Q1(x), P •∗± (π) = I.

Îáîçíà÷èì M ∗(ρ) := Φ∗(0, ρ). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî M ∗(ρ) ≡M(ρ).
3. Îïðåäåëèì áëî÷íûå ìàòðèöû P(x, ρ) = [Pjk(x, ρ)]j,k=1,2 ïî ôîðìóëå

P(x, ρ)

[
ϕ̃(x, ρ) Φ̃(x, ρ)

ϕ̃′(x, ρ) Φ̃′(x, ρ)

]
=

[
ϕ(x, ρ) Φ(x, ρ)
ϕ′(x, ρ) Φ′(x, ρ)

]
. (6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Pj1(x, ρ) = ϕ(j−1)(x, ρ)Φ̃∗
′
(x, ρ)− Φ(j−1)(x, ρ)ϕ̃∗

′
(x, ρ),

Pj2(x, ρ) = Φ(j−1)(x, ρ)ϕ̃∗(x, ρ)− ϕ(j−1)(x, ρ)Φ̃∗(x, ρ).
(7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4) è (5), äëÿ ρ ∈ Θ±δ , |ρ| → ∞, x ∈ (0, π)
âû÷èñëÿåì

P11(x, ρ) = Ω(x) +O(ρ−1), P12(x, ρ) = ρ−1Λ(x) +O(ρ−2), (8)

ãäå

Ω(x) :=
1

2

(
P−(x)P̃ ∗+(x) + P+(x)P̃ ∗−(x)

)
,

Λ(x) :=
1

2i

(
P−(x)P̃ ∗+(x)− P+(x)P̃ ∗−(x)

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (7)

P11 = ϕS̃∗
′ − Sϕ̃∗′ + ϕ(M̃ ∗ −M)ϕ̃∗,

P12 = Sϕ̃∗ − ϕS̃∗ + ϕ(M − M̃ ∗)ϕ̃∗,

Ïîñêîëüêó M̃ ∗(ρ) ≡ M̃(ρ) ≡M(ρ), äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ [0, π]
ýëåìåíòû ìàòðèö P11(x, ρ) è P12(x, ρ) öåëûå ôóíêöèè ïî ρ ïîðÿäêà íå
áîëüøå 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôðàãìåíà � Ëèíäåë¼ôà è ñîîòíîøåíèÿ (8),
ïîëó÷àåì P11(x, ρ) ≡ Ω(x), P12(x, ρ) ≡ 0, Λ(x) ≡ 0.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Ω′(x) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Ω(x) ≡ Ω(0) ≡ I,
x ∈ [0, π]. Òàêèì îáðàçîì, P11(x, ρ) ≡ I, x ∈ [0, π]. Â ñèëó (6) ϕ(x, ρ) ≡
≡ ϕ̃(x, ρ), Φ(x, ρ) ≡ Φ̃(x, ρ) è L = L̃. �

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëü-
íîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-
ÍÍÑ).
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Î ÃÐÓÏÏÎÈÄÀÕ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
Ñ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛÌÈ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé Φ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó (Φ,Ω), íàçûâà-
åìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ðàññìîò-
ðåíà êàê óïîðÿäî÷åííàÿ îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ-
÷åíèÿ ⊂. Òåîðèÿ àëãåáð îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ñîñòàâíîé
÷àñòüþ ñîâðåìåííîé îáùåé àëãåáðû è àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêè. Îñíîâû
àáñòðàêòíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð îòíîøåíèé áû-
ëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Òàðñêîãî [1, 2]. Êàê ïðàâèëî, îïåðàöèè íàä
îòíîøåíèÿìè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè. Ëîãè÷åñêèå îïåðà-
öèè ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ïî âèäó çàäàþùèõ èõ ôîðìóë. Îïå-
ðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé [3] (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ïðèìèòèâíî-
ïîçèòèâíîé [4]), åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, êîòî-
ðàÿ â ñâîåé ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèè
êîíúþíêöèè è êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Äèîôàíòîâû îïåðàöèè äîïóñ-
êàþò îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ñì.[3, 4]. Ýêâàöèîíàëüíûå è êâàçè-
ýêâàöèîíàëüíûå òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ñ äèîôàíòîâûìè îïåðàöèÿìè
îïèñàíû â [5, 6].
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Ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ áóäóò àëãåáðû ñ îäíîé áèíàðíîé äèî-
ôàíòîâîé îïåðàöèåé. Ðàññìîòðåíèå áèíàðíûõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíè-
ÿìè èãðàåò â àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðî-
ëè áèíàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé â ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêå âûñêàçûâà-
íèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåíåí èíòåðåñ ê àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì óêàçàí-
íûõ îïåðàöèé. Îäíîé èç âàæíåéøèõ áèíàðíûõ äèîôàíòîâûõ îïåðàöèé
íàä îòíîøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îòíîøåíèé ◦. Àëãåáðû
îòíîøåíèé âèäà (Φ, ◦) ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè, è âñÿêàÿ ïîëóãðóïïà äî-
ïóñêàåò èçîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïîé áèíàðíûõ îòíîøåíèé.
Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà îòíîøåíèé âèäà (Φ, ∗), ãäå ∗ � íåêîòîðàÿ áè-
íàðíàÿ îïåðàöèÿ íàä îòíîøåíèåì, îáðàçóåò ãðóïïîèä. Êëàññ âñåõ ãðóï-
ïîèäîâ íå èìååò åñòåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå àëãåáð áèíàðíûõ
îòíîøåíèé, ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðóïïîèäîâ òàêæå ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ãðóïïîèäîâ, äîïóñêàþùèõ òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â [7, 8].

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿ-
ìè îáîçíà÷èì ÷åðåç R{Ω} (R{Ω,⊂}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àë-
ãåáð), èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü Q{Ω}
(Q{Ω,⊂}) � êâàçèìíîãîîáðàçèå è V ar{Ω} (V ar{Ω,⊂}) � ìíîãîîáðà-
çèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω} (R{Ω,⊂}). Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷
òåîðèè àëãåáð îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ óêàçàííûõ êëàññîâ
àëãåáð äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé îïåðàöèé íàä îòíîøåíèé. Ñîñðåäî-
òî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà ñëåäóþùåé áèíàðíîé îïåðàöèè íàä áèíàðíûìè
îòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿåìîé òàêèì îáðàçîì:

ρ ∗ σ = {(x, y) : (∃z, w)(x, z) ∈ ρ ∧ (z, w) ∈ σ}.

Óïîðÿäî÷åííûì ãðóïïîèäîì (A, ·,≤) íàçîâåì ãðóïïîèä (A, ·) ñ çàäàí-
íûì íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤, ñîãëàñîâàííûì ñ îïåðàöè-
åé ãðóïïîèäà. Ïîëóðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä � ýòî àëãåáðà
(A, ·,∨) òèïà (2, 2), ãäå (A, ·) � ãðóïïîèä, (A,∨) � âåðõíÿÿ ïîëóðåøåò-
êà, êàíîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà êîòîðîé ñîãëàñîâàíî ñ îïåðàöèåé
ãðóïïîèäà. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì ãðóïïîèäà, åñëè
0x = x0 = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Êâàçèìíîãîîáðàçèå Q{∗,⊂} ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì,
òî åñòü Q{∗,⊂} = V ar{∗,⊂}. Óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðè-
íàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì:
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(xy)x = xy (1), (xy)x = xy (2), (xy)2 = xy (3), (x2y)z = (x2z)y (4),

(x2y2)z = x2(y2z) (5), x2y ≤ x2 (6), x(yz) ≤ xy (7).

Êëàññ R{∗,⊂} íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãîîáðàçèåì. Óïîðÿäî÷åííûé
ãðóïïîèä (A, ·,≤) ïðèíàäëåæèò êëàññó R{∗,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (7) è ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

z 6= 0⇒ (xy)z = xy (8).

Òåîðåìà 2. Êâàçèìíîãîîáðàçèå Q{∗} íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà
êâàçèòîæäåñòâ è íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Êëàññ R{∗} íå ìîæåò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàí íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ àê-
ñèîì è íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãîîáðàçèåì.

Ãðóïïîèä (A, ·) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗} òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (5).

Òåîðåìà 3. Ïîëóðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä (A, ·,∨) ïðè-
íàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∗,∪} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäî-
âëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (5) è òîæäåñòâàì:

x(y ∨ z) = xy ∨ xz (9), (x ∨ y)z = xz ∨ yz (10),

x2z ∨ x2 = x2 (11), x(yz) ∨ xy = xy (12).
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ÓÄÊ 512.57
Ä.À. Áðåäèõèí, À.Â. Ïîïîâè÷

Î ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÁÀÇÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ
ÀËÃÅÁÐ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ñîâîêóïíîñòè îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àëãåá-
ðîé îòíîøåíèé. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè
îòíîøåíèÿìè îáîçíà÷èì R{Ω} (R{Ω,⊂}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ
àëãåáð), èçîìîðôíûõ àëãåáðàì (óïîðÿäî÷åííûõ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ
⊂ àëãåáð) îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü V ar{Ω} (V ar{Ω,⊂})
åñòü ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω} (R{Ω,⊂}). Â ðàáîòàõ
[1, 2] íàéäåíû áåñêîíå÷íûå áàçèñû òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé V ar{◦,∇}
è V ar{◦,∇,⊂}, ãäå ◦ � îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé è
∇-3-óíàðíàÿ îïåðàöèÿ èäåíòèôèêàöèè íåïîäâèæíîé òî÷êè, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇(ρ) = {(x, x) : (∃z)(z, z) ∈ ρ}.
Òåîðåìà 1 (ñì. [1]). Àëãåáðà (A, ·, ∗) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò

ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì: (xy)z = x(yz) (1), (x∗)2 = x∗ (2),
xy∗ = y∗x (3), (xy)∗ = (yx)∗ (4), (xy∗)∗ = x∗y∗ (5), x∗(xk)∗ = x∗

(6) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà k.

Òåîðåìà 2 (ñì. [2]). Óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà (A, ·, ∗,≤) òèïà (2, 1)
ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∇,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (6) è òîæäåñòâó xy∗ ≤ x (7).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ìíîãîîáðàçèÿ V ar{◦,∇} è V ar{◦,∇,⊂} íå ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íî áàçèðóåìûìè, òî åñòü îíè íå ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû
íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé òîæäåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé, èñïîëü-
çóåìûõ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîìå÷åííûì ãðàôîì íàçîâåì ïàðó G = (V, E),
ãäå V = V (G) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåð-
øèí, è E = E(G) ⊂ V × N × V � òåðíàðíîå îòíîøåíèå. Òðîéêó
(u, k, v) ∈ E áóäåì íàçûâàòü ðåáðîì ãðàôà, èäóùèì èç âåðøèíû u â
âåðøèíó v, ïîìå÷åííûì ìåòêîé k, è ãðàôè÷åñêè èçîáðàæàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: u· k→ ·v. Ïîä äâóõïîëþñíèêîì ìû ïîíèìàåì ïîìå÷åííûé ãðàô
ñ ïàðîé âûäåëåííûõ âåðøèí, òî åñòü ñèñòåìó âèäà G = (V,E, in, out),

10



ãäå (V,E) � ïîìå÷åííûé ãðàô; in = in(G) è out = out(G) � äâå âû-
äåëåííûå âåðøèíû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), íàçûâàåìûå âõîäîì è
âûõîäîì äâóõïîëþñíèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Äâóõïîëþñíèê îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ íàä áèíàðíûìè îòíî-
øåíèÿìè (ñì. [1]). Äâóõïîëþñíèêè G◦ = (V◦, E◦, in◦, out◦) è
G∇ = (V∇, E∇, in∇, out∇), ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îòíî-
øåíèé ◦ è îïåðàöèè ∇, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: V◦ = {v1, v2, v3},
E◦ = {(v1, 1, v2), (v2, 2, v3)}, in◦ = v1, out◦ = v3 è V∇ = {v0, v1},
E∇ = {(v1, 1, v1)}, in∇ = out∇ = v0.

Ïóñòü G = (V,E, in, out) è Gk = (Vk, Ek, ink, outk) (k = 1, . . . ,m)
� äâóõïîëþñíèêè ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåð-
øèí. Íàçîâåì êîìïîçèöèåé ýòèõ äâóõïîëþñíèêîâ íîâûé äâóõïîëþñíèê
G(G1, . . . , Gm),îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì äâóõïîëþñ-
íèê G è çàìåíèì êàæäîå åãî ðåáðî (u, k, v) ∈ E íà äâóõïîëþñíèê Gk,
îòîæäåñòâëÿÿ ïðè ýòîì âåðøèíó ink ñ âåðøèíîé u è âåðøèíó outk ñ âåð-
øèíîé v.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pr(E) ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïîìå÷åííîãî ãðà-
ôà, êîòîðûå èíöåíäåíòíû õîòÿ áû îäíîìó ðåáðó. Ïóñòü äàíû äâà
ïîìå÷åííûõ ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2). f : pr(E2) →
→ pr(E1) íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì G2 â G1, åñ-
ëè (f(u), k, f(v)) ∈ E1 äëÿ âñÿêîé òðîéêè (u, k, v) ∈
∈ E2. Ïóñòü G1 = (V1, E1, in1, out1) è
G2 = (V2, E2, in2, out2) � äâóõïîëþñíèêè. Îòîáðàæåíèå f : V2 → V1

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç G2 â G1, åñëè f(in2) = in1, f(out2) = out1
è (f(u), k, f(v)) ∈ E1 äëÿ âñÿêîé òðîéêè (u, k, v) ∈ E2. Ìû áóäåì ïèñàòü
E1 ≺ E2 (G1 ≺ G2), åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì èç E2 â E1 (èç G2 â
G1), è E1

∼= E2 (G1
∼= G2), åñëè E1 ≺ E2 è E2 ≺ E1 (G1 ≺ G2 è G2 ≺ G1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ýêâàöèîíàëüíóþ òåîðèþ àëãåáð òèïà (2, 1), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâàì (1)�(6), è ïóñòü Ξ � ìíîæåñòâî òåðìîâ àëãåá-
ðû (A, ·, ∗) òèïà (2, 1). Äëÿ òåðìîâ p1 è p2 èç Ξ áóäåì ïèñàòü p1

∼= p2, êîãäà
òîæäåñòâî p1 = p2 ïðèíàäëåæèò Σ. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ
ñëîâ íàä àëôàâèòîì {x1, . . . , xn, . . . }, � � ïóñòîå ñëîâî è Λ̃ = Λ ∪ {�}.

Ëåììà 1 (ñì. [1]). Äëÿ ëþáîãî òåðìà p ñóùåñòâóþò òàêèå
α0, α1, . . . , αn (n ≥ 0), ÷òî p ∼= α0(α1)

∗ . . . (αn)
∗, ãäå α0, . . . , αn ∈ Λ̃.

Ñîïîñòàâèì òåðìó p äâóõïîëþñíèê G(p) = (Vp, Ep, in(p), out(p)), êî-
òîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [1]).

Ïóñòü p = α = �. Òîãäà Vp = Vα = {v0}, Ep = Eα = ∅ è in(p) =
= in(α) = out(p) = out(α) = v0. Ïóñòü p = α = xi1xi2 . . . xin. Òîãäà Vp =
= Vα = {v1, . . . , vn+1}, Ep = Eα = {(vk, ik, vk+1) : k ∈ [1, n]} è in(p) =
= in(α) = v1, out(p) = out(α) = vn+1:
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in(α) = v1·
i1→ · i2→ · · · · · in→ ·vn+1 = out(α).

Ïóñòü p = α∗, ãäå α = xi1xi2 . . . xin. Òîãäà Vp = Vα∗ = {v0, v1, . . . , vn},
Ep = Eα∗ = {(vk, ik, vk+1) : k ∈ [1, n−1]}∪{(vn, in, v1)} è in(p) = out(p) =
= in(α∗) = out(α∗) = v0. Çàìåòèì, ÷òî Eα∗ åñòü ïåòëÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà
èç Eα ïîñðåäñòâîì îòîæäåñòâëåíèÿ âåðøèí v1 è vn+1.

Ïóñòü p = α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗ è n > 0. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà Vα0

, Vα∗1 . . . , Vα
∗
n
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà Vp = Vα0

∪
∪pr(Eα

∗
1
) ∪ . . . ∪ pr(Eα∗n

), Ep = Eα0
∪ Eα

∗
1
∪ . . . ∪ Eα∗n

è in(p) = in(α0),
out(p) = out(α0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç | V | ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V .
Ëåììà 2 (ñì. [1]). Ïóñòü Eα∗ ≺ Eβ∗ è f � ãîìîìîðôèçì èç Eβ∗ â

Eα∗. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå λ, µ ∈ Λ̃, ÷òî α = λµ è β = (µλ)k äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 1, è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ pr(Eα∗)
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå | f−1(v) |= k.

Ïóñòü Θ � ìíîæåñòâî âñåõ äâóõïîëþñíèêîâ G(p), ãäå p =
= α0(α1)

∗ . . . (αn)
∗ äëÿ íåêîòîðîãî α0, . . . , αn ∈ Λ̃. Îïðåäåëèì äâå îïå-

ðàöèè íà Θ òèïà 2 è 1 êàê ñëåäóþùóþ êîìïîçèöèþ ãðàôîâ. Äëÿ çà-
äàííûõ G,Q ∈ Θ ïîëîæèì G · Q = G◦(G,Q) è G∗ = G∇(G), ãäå G◦ è
G∇ � äâóõïîëþñíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèÿì ◦ è ∇ íàä îòíîøåíè-
ÿìè.

Áóäåì ïèñàòü G
k
≺ Q (k ≥ 2), åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì f èç Q â

G, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé âåðøèíû v èç G | f−1(v) |≤ k.

Äàëåå, áóäåì ïèñàòü G
K
≺ Q, åñëè G = G1

k
≺ G2

k
≺ . . .

k
≺ Gn = Q äëÿ

íåêîòîðûõ G1, G2, . . . , Gn ∈ Θ, è G
K∼= Q, åñëè G

K
≺ Q è Q

K
≺ G. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå
K∼= ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíòíîñòüþ àëãåáðû (Θ, ·,∗ )

è ôàêòîð àëãåáðà Ak = (Θ, ·,∗ )/
K∼= óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)-(5), à

ôàêòîð ñèñòåìà A≤k = (Θ, ·,∗ ,
K
≺)/

K∼= ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðîé,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1)-(5) è (7).

Îáîçíà÷èì Pr ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, Pr[1, n] = PR ∩ [1, n]
è Pr(n) - ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé n.

Ëåììà 3 . Åñëè G(α∗)
K
≺ G((αl)∗), òî Pr(l) ⊂ Pr[1, k].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G(α∗)
K
≺ G((αl)∗), òî åñòü G(α∗) = G1

k
≺ G2

k
≺ . . .

k
≺

Gn−1

k
≺ Gn = G((αl)∗) äëÿ íåêîòîðûõ G1, G2, . . . , Gn−1, Gn ∈ Θ, è fi �

ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì èç Gi â Gi−1 (i = 2, . . . , n).
Ïîëîæèì G̃n−1 = fn(Gn), G̃n−2 = fn−1(G̃n−1), . . . , G̃1 = f2(G̃2).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G(α∗)
k
≺ G̃1

k
≺ G̃2

k
≺ . . .

k
≺ G̃n−1

k
≺ Gn = G((αl)∗).

Ïóñòü f � êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ fn, fn−1, . . . , f2. Ñîãëàñíî ëåììå
2 èìååì f−1

i (v) = ki ≤ k äëÿ âñÿêîé âåðøèíû v ∈ V (G̃i−1) òàêîé. ÷òî
v 6= in(G̃i−1) = out(G̃i−1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f−1(v) = k2k3 . . . kn äëÿ
âñÿêîé âåðøèíû v ∈ V (G(α∗)) òàêîé, ÷òî v 6= in(G(α∗)) = out(G(α∗)).
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 2 èìååì l = k2k3 . . . kn, ñëåäîâàòåëüíî,
Pr(l) ⊂ Pr[1, k]. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïóñòü l � ïðîñòîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî l /∈ Pr[1, k]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

G(α∗) ◦ G((α∗)l
K∼= G(α∗), òîãäà G(α∗)

K
≺ G((α∗)l), ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ëåììå 3 l ∈ Pr[1, k], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà òîæäåñòâ (1)-(6) ((1)-(6) è (7)) íå ýêâèâàëåíò-
íà íèêàêîé ñâîåé ïîäñèñòåìå, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå V ar{◦,∇}
(V ar{◦,∇,⊂}) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûì. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Áðåäèõèí Ä.À. Îá àëãåáðàõ îòíîøåíèé ñ îïåðàöèåé èäåíòèôèêàöèè íåïî-
äâèæíîé òî÷êè// Èññëåäîâàíèÿ ïî àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë, ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó
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2. Áðåäèõèí Ä.À., Ïîïîâè÷ À.Â. Îá óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïïàõ îòíîøåíèé ñ

îïåðàöèåé èäåíòèôèêàöèè íåïîäâèæíîé òî÷êè// Âåñòíèê Ñàðàòîâñêîãî òåõíè÷åñêî-
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ÓÄÊ 514.764
À.Â. Áóêóøåâà

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ
Ñ ÔÈÍÑËÅÐÎÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñïåöèàëüíûå êëàññû ðàñïðåäåëåíèé ñ ôèíñëå-
ðîâîé ñòðóêòóðîé [1]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óæå ñòàâøèì êëàññè÷åñêèì ïîä-
õîäîì ê èçó÷åíèþ ñîáñòâåííî ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà íà âñåì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ôèíñëåðîâà ïðî-
ñòðàíñòâà), îò ôèíñëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåõîäÿò ê åãî êàñàòåëüíîìó
ðàññëîåíèþ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè � Ôèíñëåðà [2]. Â ñëó÷àå ñóáôèíñëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà [3] âìåñòî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
åãî ïîäðàññëîåíèå � ðàñïðåäåëåíèå ñ ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðîé. Ñóùå-
ñòâåííûì îòëè÷èåì èñïîëüçîâàíèÿ ïîäðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîñòü
ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì îñóùåñòâëÿþòñÿ îñíîâíûå ïî-
ñòðîåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà ðàñïðåäåëåíèè ñ ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðîé
åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó �
àíàëîã ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè � Ôèíñëåðà [4].
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Ïóñòü X �ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, Ξ(X)�
C∞(X)-ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà X. Ðàññìîòðèì íà ìíîãî-
îáðàçèè X ÷åòâåðêó (D, η, ~ξ,D⊥), ãäå D �ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîðàç-
ìåðíîñòè 1, îïðåäåëÿåìîå ôîðìîé η, D⊥ = Span(~ξ) � åãî îñíàùåíèå.
Êàðòó K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n) (a, b, c, e = 1, ..., n − 1) íà ìíîãîîáðàçèè
X áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé ê íåãîëîíîìíîìó ìíîãîîáðàçèþ D,
åñëè D⊥ = Span( ∂

∂xn ).
Íà ìíîãîîáðàçèè X èìååì íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ (~ea, ∂n) è ñîîò-

âåòñòâóþùåå åìó ïîëå êîáàçèñîâ (dxa, θn = dxn + Γnadx
a). Â äàëüíåéøåì

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èñêëþ÷èòåëüíî àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàò
ñ óñëîâèåì ~ξ = ∂n ( ñì. [1]). Àäàïòèðîâàííûì áóäåì íàçûâàòü òàêæå
áàçèñ ~ea = ∂a − Γna∂n êàê áàçèñ, îïðåäåëÿåìûé àäàïòèðîâàííîé êàðòîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì D ( ñì.
[1]), ò.å. ðàñïðåäåëåíèå D̃ = π−1

∗ (D) ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âè-
äà D̃ = HD ⊕ V D, ãäå V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà òîòàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå D. Çàäàíèå ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíî çàäàíèþ îáúåêòà Ga

b(x
α, xn+a) òàêîãî, ÷òî HD = Span(~εa), ãäå

~εa = ∂a− Γna∂n−Gb
a∂n+b ( ñì. [1]). Âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü îïðå-

äåëÿåò ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè ïîëîæèòü Ga
b(x

α, xn+a) =
Γabc(x

α)xn+c. Äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ, çàäàííûõ íà
D, ìû èñïîëüçóåì êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè D, èíäóöèðóåìûå àäàï-
òèðîâàííîé êàðòîé ( ñì. [1]).

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì

[~εa, ~εb] = 2ωba ∂n +Rc
ab ∂n+c, [~εa, ∂n] = ∂nG

b
a∂n+b, [~εa, ∂n+b] = Gc

ab∂n+c, (1)

ãäå Rc
ba = ~εbG

c
a − ~εaGc

b è ∂nG
a
b ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé òåíçîðû

êðèâèçíû Ñõîóòåíà [5].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè D çàäàíà ôóíêöèÿ L(xα, xn+a)

òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1.L � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà D0 = D\~0;
2.L � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà ñòåïåíè 1 îòíîñèòåëüíî ñëîåâûõ êî-

îðäèíàò;
3.Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L2

· a· bξ
aξb = ∂2L2

∂ xn+a∂ xn+bξ
aξb ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà.
Ðàñïðåäåëåíèå D0 áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì D. Íàçîâåì ôóíêöèþ

L(xα, xn+a) äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé, à ïàðó (D, L) � ðàñïðå-
äåëåíèåì ñ ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðîé èëè ôèñíëåðîâûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ( ñì. [1]), ñ êàæäûì ðàñïðåäåëåíèåì (D,L) àññî-
öèèðóþòñÿ íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðîäîëæåííàÿ

14



ñâÿçíîñòè. Äëÿ çàäàíèÿ âíóòðåííåé è ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòåé íåîá-
õîäèìî çàäàòü îáúåêò âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè Ga

b(x
α, xn+a), à � çàäàòü

ðàçëîæåíèå TD = H̃D ⊕ V D, ãäå HD ⊂ H̃D.
Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè X çàäàíà ïàðà (D, L), òî â D âîçíèêàåò

âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü, ïîðîæäàåìàÿ ðàñïðåäåëåíèåì HD = Span(~εa),
ãäå ~εa = ∂a − Γna∂n − Gb

acx
n+c∂n+b, Ga

bc = Ga
· b · c = ∂n+b∂n+cG

a, Ga =
gab(∂cL

2
·bx

n+c − ~ebL2), gab = 1
2L

2
·a·b ( ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (D,L) � ðàñïðåäåëåíèå ñ ôèíñëåðîâîé ñòðóê-
òóðîé è (D̃, η̃, g̃, ∂n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, òîãäà íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-
×èâèòà ìåòðèêè g̃ ïðåäñòàâèìû â ñëåäóþùåì âèäå:

a) Γcab = F c
ab,Γ

n+c
ab = (−Cc

ab + 1
2R

c
ab),

b) Γcn+an+b = −1
2gab|dg

dc,Γn+c
n+an+b = Cc

ab,
c) Γca n+b = (Cc

ba + 1
2g

cdRe
dageb),Γ

n+c
a n+b = 1

2g
cd(~εagbd),

d) Γcn+a b = (1
2g

cd(∂n+agbd)− 1
2g

cdRe
bdgea),Γ

n+c
n+a b = 1

2g
cdgda|b, (2)

e) Γcna = 1
2g

cb(∂ngab − 2ωab),Γ
n+c
na = −Γn+c

an = −1
2∂nG

c
a,

Γcan = 1
2g

cb(∂ngab + 2ωab),
f) Γcnn+a = Γcn+a a = 1

2g
cd(∂nG

b
d)gba,Γ

n+c
nn+a = Γcn+a a = 1

2g
cd(∂ngad),

ãäå

a) F c
ab = 1

2g
cd(~εagbd + ~εbgda − ~εdgab),

b) Cc
ab = 1

2g
cd(∂n+dgab),

c) gab|d = ~εdgab −Gk
bdgka −Gk

dagkb. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíîñòü Ëåâè � ×èâèòà ∇̃ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì

2g̃(∇̃ ~X
~Y , ~Z) = ~X(g̃(~Y , ~Z)) + ~Y (g̃(~Z, ~X))− ~Z(g̃( ~X, ~Y ))+

+g̃([ ~X, ~Y ], ~Z)− g̃([~Y , ~Z], ~X) + g̃([~Z, ~X], ~Y ), (4)

~X, ~Y , ~Z ∈ Γ (TD). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ (1), (4), ïîëó÷èì

g̃(∇̃~εa~εb,~εd) =
1

2
(~εagbd+~εbgda−~εdgab), g̃(∇̃~εa~εb, ∂n+d) =

1

2
(−∂n+dgab+R

c
abgcd).

Èç (3à) è (3b), ñëåäóåò (2à). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ (2b-2f). �
Íàçîâåì (D,L) ðàñïðåäåëåíèåì Ëàíäñáåðãà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî F a
bc = Ga

bc è ðàñïðåäåëåíèåì Áåðâàëüäà, åñëè Ga
bc·d = 0. Íà ìíî-

ãîîáðàçèè D îïðåäåëèì äâà ýíäîìîðôèçìà h è j ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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h(~xu) =h (P ◦ π∗)(~xu); j(~xu) =v (P ◦ π∗)(~xu), ãäå ~u ∈ Dx, ~xu ∈ Tu(D).
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôèíñëåðîâîé ìåòðè-
êîé ñóùåñòâóåò è ïðè òîì åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü ∇,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ∇h = ∇j = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ
êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ∇. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇ êàê è â ãîëîíîì-
íîì ñëó÷àå ðàñïàäàþòñÿ íà òðè áëîêà R, S, P , ñîîòâåòñòâóþùèå â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñëó÷àå ïåðâîìó, âòîðîìó è òðåòüåìó òåíçîðàì êðèâèçíû Êàð-
òàíà ñîîòâåòñòâåííî. Íàçîâåì ïîëó÷åííûå òåíçîðû òåíçîðàìè êðèâèçíû
òèïà Êàðòàíà. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
òåîðåìû:

Òåîðåìà 3. Ôèíñëåðîâî ðàñïðåäåëåíèå (D,L) åñòü ðàñïðåäåëåíèå
Ëàíäñáåðãà, åñëè åå òðåòèé òåíçîð êðèâèçíû òèïà Êàðòàíà ðàâåí íó-
ëþ.

Òåîðåìà 4. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî Áåðâàëüäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì Ëàíäñáåðãà.
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ÓÄÊ 512.7
À. Ì. Âîäîëàçîâ

ÊÎËÜÖÎ ÖÅËÎÇÍÀ×ÍÛÕ
P -ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîïðîñû ôàêòîðèçàöèè è íåîäíîçíà÷íàÿ ôàêòî-
ðèçàöèÿ â êîëüöàõ ìíîãî÷ëåíîâ èçó÷àëàñü â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ. Íà-
ïðèìåð, â [1] äîêàçûâàåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèå â Zpn[x], à â
ðàáîòàõ [2, 3] èçó÷àëîñü êîëüöî öåëî÷èñëåííûõ ïîëèíîìîâ Int(Z) =
= {f ∈ Q[x] | f(Z) ⊂ Z}.

Â íàøåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñâîéñòâà ôàêòîðèçàöèè êîëüöà

Int(Zp) = {f ∈ Qp[x] | f(Zp) ⊂ Zp}

öåëîçíà÷íûõ p-àäè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, Qp � ïîëå
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, à Zp � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Íàïîìíèì
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Íåíóëåâîé è íååäèíè÷íûé ýëåìåíò r ∈ R íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì
â R, åñëè èç òîãî, ÷òî r = ab ñ a, b ∈ R ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a, ëèáî b
ÿâëÿåòñÿ öåëûîé åäèíèöåé â R (òî åñòü a ∈ R è a−1 ∈ R). Ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýëåìåíòà r ∈ R â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòîâ
r = s1...sn, si ∈ R, áóäåì íàçûâàòü ôàêòîðèçàöèåé r. ×èñëî n íåïðèâî-
äèìûõ ìíîæèòåëåé íàçûâàåòñÿ äëèíîé ôàêòîðèçàöèè.

Ìíîæåñòâî äëèí L(r) ýëåìåíòà r ∈ R åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî r èìååò ôàêòîðèçàöèþ äëèíû n â R.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ àòîìàðíûì, åñëè ëþáîé íåíóëåâîé íååäèíè÷-
íûé ýëåìåíò â R äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ â R.

Àòîìàðíàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè R, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî äëèí
êàæäîãî íåíóëåâîãî è íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà êîíå÷íî, íàçûâàåòñÿ îá-
ëàñòüþ îãðàíè÷åííîé ôàêòîðèçàöèè.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî
è íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà r ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè è óìíîæåíèÿ íà åäèíè÷íûå ýëåìåíòû, ôàêòîðèçàöèÿ.

Òåîðåìà 1. Êîëüöî Int(Zp) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì,
îíî:

1) àòîìàðíî
2) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îãðàíè÷åííîé ôàêòîðèçàöèè;
3) íå ôàêòîðèàëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî
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1) Êàæäûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f ∈ Qp[x] ìîæíî åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = pk
∏
i∈I

gi(x),

ãäå gi(x) � íåïðèâîäèìûé ïðèìèòèâíûé ïîëèíîì èç Zp[x], k ∈ Z è ìíî-
æåñòâî I êîíå÷íî. Åñëè k ≥ 0, òî ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäè-
ìûå ïîëèíîìû. Åñëè k < 0, òî èëè f íåïðèâîäèì â Int(Zp) è ðàçëîæåíèå
ïîëó÷åíî, èëè ìíîæåñòâî I ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà I1 è I2 òà-
êèõ, ÷òî êàæäûé fj(x) = pkj

∏
i∈Ij gi(x) ñîäåðæèòñÿ â Int(Zp). Äàëüøå

ðàñêëàäûâàåì êàæäûé ìíîãî÷ëåí fj(x), è íà êàêîì-òî øàãå ðàçëîæåíèå
çàêîí÷èòüñÿ, òàê êàê íà êàæäîì ïîíèæàåì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.

2) Èç 1) äëÿ ëþáîãî f ∈ Int(Zp) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = pk
∏
i∈I

gi(x)

pni
=

k∏
j=1

hj(x)
∏
i∈I

gi(x)

pni
,

ãäå gi(x)
pni � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì èç Int(Zp), k ∈ N è ìíîæåñòâî I êî-

íå÷íî. Ìíîãî÷ëåíû hj(x) = p íåïðèâîäèìû â Int(Zp), äëÿ j = 1, . . . , k.
3) Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x) =

∏p+1
j=1(x− j)

p
.

Îí ïðèíàäëåæèò Int(Zp), òàê êàê j = 1, . . . , p îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ. Äëÿ f èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå
â Int(Zp):

f(x) = (x− 1)

∏p+1
j=2(x− j)

p
= (x− (p+ 1))

∏p
j=1(x− j)

p
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ àòîìàðíûõ êîëåö îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âàæíûå ïîíÿòèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûì, òî äëÿ ëþ-

áîãî íåíóëåâîãî íååäèíè÷íîãî r ∈ R ýëàñòè÷íîñòü r îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ρ(r) = sup{m
n
|n,m ∈ L(r)},

è ýëàñòè÷íîñòü R ðàâíà

ρ(R) = sup
r∈R1

{ρ(r)},
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ãäå R1 åñòü ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ R. R íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîñòüþ ýëàñòè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà
q, áîëüøåãî 1, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé íåíóëåâîé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò
r ∈ R, äëÿ êîòîðîãî q = ρ(r).

Òåîðåìà 2. Êîëüöî Int(Zp) èìååò áåñêîíå÷íóþ ýëàñò÷íîñòü, òî
åñòü

ρ(Int(Zp)) =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ρ(Zpn[x]) = ∞.
Äëÿ ýòîãî áûë ïîñòðîåí íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì f(x) è äîêàçàíà íåïðè-
âîäèìîñòü ïîëèíîìà f q(x) + pn−1, ãäå q � áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ
ïîëèíîìà g(x) èç ôîðìóëû

g(x) = (f q(x) + pn−1)2 = f q(x)(f q(x) + 2pn−1)

ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ñëåâà èìååò äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëÿ, à â
ðàçëîæåíèè ñïðàâà q + 1 íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü. Â ñèëó ìîäèôèêà-
öèè ëåììû Ãåíçåëÿ [4] äâà ðàçëîæåíèÿ äëÿ g(x) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
ðàçëîæåíèå â êîëüöå Int(Zp). Íàëè÷èå äâóõ òàêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ g(x)
è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå.Â ðàáîòàõ [5, 4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ρ(Int(Z)) = ∞, è
äîêàçàíà ïîëíàÿ ýëàñòè÷íîñòü êîëüöà Int(Z).
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È.Þ. Âûãîä÷èêîâà

Î ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÈÍÎÌÎÌ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ

Ïóñòü T = {t0 < t1 < ... < tN}, A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1,
pn(A, t) = a0 + a1t + . . . + ant

n, N ≥ n + 1, Φ(·) � ñåãìåíòíàÿ
ôóíêöèÿ, Φ(tk) = [y1,k; y2,k], y2,k ≥ y1,k, k = 0, N , ∃ s ∈ 0, N : y2,s =
y1,s := ys. Îáîçíà÷èì f (A, k) := max {pn (A, tk)− y1,k, y2,k − pn (A, tk)},
D :=

{
A ∈ Rn+1 : pn (A, ts) = ys

}
. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

ρ(A) := max
k=0,N

f (A, k) −→ min
A∈D

. (1)

Áàçèñîì íàçîâ¼ì ëþáîå ìíîæåñòâî σ :=
{
tj0 < ...tjr < ... < tjn+1

}
⊂ T

ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé tjr = ts, Ω - ìíîæåñòâî âñåõ áàçèñîâ. Ïóñòü
i ∈ {0, 1} è φi (σ, tjk) = y0.5(3+(−1)

k+i), jk , k = 0, n+ 1.

Íàðÿäó ñ (1) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

ρi(A, σ) := max
k=0,n+1

|φi (σ, tjk)− pn (A, tjk)| −→ min
A∈D

. (2)

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè â ðàáîòå [1], íåòðóäíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) è ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî. Âåêòîð A ∈ Rn+1 ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî hi (σ)
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ("ïðåðâàííûé àëüòåðíàíñ"):

φi (σ, tjk)− pn (A, tjk) = (−1)k+i hi (σ) , k = 0, n+ 1 \ {r} , (3)

pn (A, tjr) = ys. (4)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî. Äëÿ òîãî ÷òîáû
âåêòîð A ∈ Rn+1 áûë ðåøåíèåì çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû íàø¼ëñÿ òàêîé áàçèñ σ ∈ Ω, ÷òîáû äëÿ i = 0 èëè i = 1 âûïîëíÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà (3)-(4) è ρ (A) = hi (σ).

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1) è (2)
ρ∗ è ρ∗i (σ) ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó òåîðåì 1, 2 â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èìååì

ρ∗ = max
i∈{0,1},σ∈Ω

ρ∗i (σ) . (5)
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî, h ≥ 0, w > 0,
v ∈ 0, n+ 1\{r}. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî Ã ∈ D âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
("÷àñòè÷íûé ïðåðâàííûé àëüòåðíàíñ"):

φi (σ, tjk)− pn
(
Ã, tjk

)
= (−1)k+i h, k = 0, n+ 1 \ {{r} ∪ {v}} ,

φi (σ, tjv)− pn
(
Ã, tjv

)
= (−1)v+i (h+ w) , pn

(
Ã, tjr

)
= ys,

òî hi (σ) èç (3), (4) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó hi (σ) > h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó À èç (3)-(4) � ðåøåíèå çàäà÷è

(2) ïî òåîðåìå 1 è îíî åäèíñòâåííî, òî h + w > hi (σ). Åñëè
hi (σ) ≤ h, òî äëÿ ïîëèíîìà ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ A0 = A − Ã

èìååì (−1)k+i
(
pn (A, tjk)− pn

(
Ã, tjk

))
= h − hi (σ) ≥ 0, k = 0, n+ 1\

\ {{r} ∪ {v}}, (−1)v+i
(
pn (A, tjv)− pn

(
Ã, tjv

))
= h + w − hi (σ) > 0,

pn (A, tjr) = pn

(
Ã, tjr

)
. Òî åñòü (−1)k+ipn

(
A0, tjk

)
≥ 0, k = 0, n+ 1 \ {r},

pn
(
A0, tjr

)
= 0.

1. Åñëè r = 0, ïîëó÷àåì (−1)k+ipn
(
A0, tjk

)
≥ 0, k = 1, n+ 1. Ïî

íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóþò òî÷êè {τk}, k = 1, n, tjk ≤ τk ≤ tjk+1
:

: pn
(
A0, τk

)
= 0, k = 1, n. Ïîñêîëüêó pn

(
A0, tjr

)
= 0, tjr < τk, k = 1, n,

ïîëèíîì ñòåïåíè n èìååò n+ 1 íóëåé, çíà÷èò, A0 ≡ 0, ÷òî â äåéñòâèòåëü-
íîñòè íå òàê. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé r = n+ 1.

2. Ïóñòü 0 < r < n + 1. Ïî íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóþò òî÷-
êè tjk ≤ τk+1 ≤ tjk+1

, k = 0, r − 2, tjk+1
≤ τk+1 ≤ tjk+2

, k = r, n− 1,
pn
(
A0, τk

)
= 0, k = 1, r − 1∪r + 1, n. Ïîëîæèì τr = tjr , òî pn

(
A0, τr

)
= 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò τ ∈ (τr−1, τr)∪ (τr, τr+1): pn
(
A0, τ

)
= 0, òîãäà ïîëó÷àåì,

÷òî pn
(
A0, t

)
èìååò n+ 1 íóëåé, ÷òî âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èâîìó óòâåðæäå-

íèþ A0 ≡ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå
(τk, τk+1), k = 1, n− 1 ïðîèçâîäíàÿ

(
pn
(
A0, t

))′
t
îáðàùàåòñÿ â 0, è, êðîìå

òîãî, pn
(
A0, tjr−1

)
è pn

(
A0, tjr+1

)
èìåþò îäèí çíàê, à pn

(
A0, tjr

)
= 0, òî

åñòü â òî÷êå τr ôóíêöèÿ pn
(
A0, t

)
äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

ïîýòîìó ïîëèíîì
(
pn
(
A0, t

))′
t
â ýòîé òî÷êå òîæå îáðàùàåòñÿ â 0, òî åñòü

èìååò n íóëåé, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ,
ñëåäîâàòåëüíî, pn

(
A0, t

)
=const, ÷òî î÷åâèäíî íå òàê.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), ñ÷èòàÿ, ÷òî å¼ ðåøåíèå

åäèíñòâåííî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî σ ∈ Ω. Ïîëîæèì β = 0, åñëè
h0 (σ) ≥ h1 (σ), è β = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïóñòü Ã � ðåøåíèå ñèñòåìû

21



(3) �(4) ïðè i = β. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî hβ (σ) ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ∗β (σ) = ρβ

(
Ã, σ

)
= hβ (σ). Ïðîâåðÿåì óñëîâèå

ρ
(
Ã
)

= ρ∗β (σ) . (6)

Åñëè (6) âûïîëíåíî, òî àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ è ðåøå-
íèå çàäà÷è (1) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (2) íà òåêó-
ùåì áàçèñå ïðè i = β. Åñëè ýòî íå òàê, òî ââèäó åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íàéä¼òñÿ k0 ∈ 0, N : tk0

/∈
/∈ σ: f

(
Ã, k0

)
= maxtk∈σ f

(
Ã, k

)
. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàí-

òû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè tk0
îòíîñèòåëüíî óçëîâ òåêóùåãî áàçèñà.

1) tj0 < tk0
< tjn+1

. 1.1. ∃ v 6= r: tjv < tk0
< tjv+1

. Ïîëàãàåì jl := jl,
l = 0, n+ 1, l 6= v, l 6= v + 1, β := β. Åñëè äëÿ i ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâû:

hβ(σ) = (−1)i(pn(Ã, tjv)− y1+i,jv),
f(Ã, k0) = (−1)i(pn(Ã, tk0

)− y1+i,k0
),

(7)

òî îñóùåñòâëÿåì ïðèñâîåíèå: jv := k0,jv+1 := jv+1. Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå
âûïîëíÿþòñÿ, òî jv := jv, jv+1 := k0. 1.2. v = 1, r = 0 è tj0 < tk0

< tj1.
Ïîëàãàåì j0 := jr, j1 := k0. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (7) äëÿ i = 0
èëè i = 1,v = 1, áåð¼ì jl := jl, l = 2, n+ 1, β := β. Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå
âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì jl := jl−1, l = 2, n+ 1, β := 1−β. 1.3. v = n, r = n+1
è tjn < tk0

< tjn+1
. Ïîëàãàåì jn+1 := jr, jn := k0. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà (7) äëÿ i = 0 èëè i = 1,v = n, áåð¼ì jl := jl, l = 0, n− 1,
β := β. Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì jl := jl+1, l = 0, n− 1,
β := 1− β.

2) tk0
< tj0. 2.1. r = 0. Ïîëàãàåì j0 := k0, j1 := jr. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà (7) äëÿ i = 0 èëè i = 1, v = 1, áåð¼ì jl := jl−1, l = 2, n+ 1 è
β := 1−β. Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì jl := jl, l = 2, n+ 1
è β := β. 2.2. 0 < r ≤ n+ 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (7) äëÿ
i = 0 èëè i = 1, v = 0, áåð¼ì j0 := k0, jl := jl, l = 1, n+ 1 è β := β.
Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì j0 := k0, jl := jl−1, l = 1, n,
β := 1− β; jn+1 := jr, åñëè r = n+ 1; jn+1 := jn, åñëè r < n+ 1.

3) tk0
> tjn+1

. 3.1. 0 ≤ r < n+ 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (7) äëÿ
i = 0 èëè i = 1, v = n + 1, áåð¼ì jl := jl, l = 0, n, jn+1 := k0 è β := β.
Åñëè ðàâåíñòâà (7) íå âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì j0 := jr, åñëè r = 0; j0 := j1,
åñëè r > 0; jl := jl+1, l = 1, n, jn+1 := k0; β := 1 − β. 3.2. r = n + 1.
Ïîëàãàåì jn := jr, jn+1 := k0. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (7) äëÿ i = 0
èëè i = 1,v = n, áåð¼ì jl := jl+1, l = 0, n− 1 è β := 1−β. Åñëè ðàâåíñòâà
(7) íå âûïîëíÿþòñÿ, áåð¼ì jl := jl, l = 0, n− 1 è β := β.
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Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè hβ (σ) > hβ (σ), ïðèâîäÿùåå ââèäó (5),(6)
ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
h := hβ (σ) è ïåðåîáîçíà÷èòü σ := σ). Ïåðåáîð áàçèñîâ çàêàí÷èâàåòñÿ ñ
âûïîëíåíèåì (6).

Îáîçíà÷èì M :=
{
k ∈ 0, N : y2,k − y1,k = maxk∈{0,N} (y2,k − y1,k)

}
,

|M | � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå M .
Çàìå÷àíèå.
Îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)

ÿâëÿåòñÿ |M | ≥ n+ 1. Â òàêîì ñëó÷àå, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî áàçèñà
öåëåñîîáðàçíî áðàòü σ ∈ Ω: jk ∈ M , k = 0, n+ 1 \ {r}. Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è (1) áóäåò íàéäåíî óæå íà ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ( ïðîåêò ÍØ � ãðàíò� 4383.2010.1).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Âûãîä÷èêîâà È.Þ. Îá óñëîâíîé çàäà÷å íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñåãìåíòíîé

ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. Ñàðà-

òîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2008. Âûï. 10. Ñ. 12�15.

ÓÄÊ 514.764
Ñ.Â. Ãàëàåâ, À.Â. Ãîõìàí

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ Ñ ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ

ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâåðèçàöèè ñâÿçíîñòè íàä ãëàä-
êèì ðàñïðåäåëåíèåì è îáîáùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, â òåðìèíàõ
êîòîðûõ äàåòñÿ èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
ñî ñâÿçÿìè.

Â ðàáîòå [1] Â.Â. Âàãíåð ïðèâëåêàåò ðàçâèòûå èì ðàíåå ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ìåòîäû äëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè.
Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, Âàãíåð çàïèñûâàåò óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë â ñëå-
äóþùåì âèäå:

dxn

dt
= −Γna

dxa

dt
,

dxa

dt
+ Γabc

dxb

dt

dxc

dt
= 0. (1)

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå óðàâ-
íåíèÿìè (1), ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ, íàçûâàåìîãî íàìè ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâåðèçàöèåé ñâÿçíîñòè íàä ðàñ-
ïðåäåëåíèåì. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå (D, π, X),
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òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî D êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ϕ, ~ξ, η, g), çàäàííîé íà ìíîãîîáðà-
çèè X [2]. Íà ìíîãîîáðàçèè D îïðåäåëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïóëüâåðèçà-
öèÿ ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì, ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì ãåîäåçè÷åñêîé
ïóëüâåðèçàöèè, çàäàííîé íà ïðîñòðàíñòâå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TX,
è èìåþùàÿ ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ � ïðîåêöèè èíòåãðàëü-
íûõ êðèâûõ ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâåðèçàöèè ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì
ñîâïàäàþò ñ äîïóñòèìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè (òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
D = TX, ãåîäåçè÷åñêàÿ ïóëüâåðèçàöèÿ ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìîé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
àíàëîãà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû � êîíòàêòíîãî ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî
ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ñì.
[2]). Ââåäåííàÿ â ýòîé ñòàòüå îáîáùåííàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà òåñíî
ñâÿçàíà ñ ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâåðèçàöèåé ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì
è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûìè òèïàìè êîíòàêòíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n,
Ξ(X) � C∞(X) � ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà X. Âñå ìíîãîîáðà-
çèÿ, òåíçîðíûå ïîëÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ
ãëàäêèìè êëàññà C∞.

Ïóñòü (D,ϕ, g, λ, ~ξ,D⊥) � êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(ñì. [2]), çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè X. Êàðòó K(xα) (α, β, γ =
= 1, ..., n) (a, b, c, e = 1, ..., n − 1) íà ìíîãîîáðàçèè X áóäåì íàçûâàòü
àäàïòèðîâàííîé ê ðàñïðåäåëåíèþ D, åñëè D⊥ = Span( ∂

∂xn ).
Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò

ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì, è îáðàòíî, ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëå-
íèåì D îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè
D, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ga

b(x
a, xn+a) = Γabc(x

a)xn+c.

Êîíòàêòíîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ~u (ñì. [2]) îïðåäåëÿåòñÿ íà
ìíîãîîáðàçèè ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïîñðåäñòâîì
ðàâåíñòâà i~udη = −df , ãäå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíè-
àíîì.

Ðàâåíñòâî i~udη = −df âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè ~ξf = 0, ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íîëü ïðîèçâîäíûõ ∂nf â àäàïòèðîâàííîé êàðòå.
Â ðàáîòàõ [3, ñ.180; 4, ñ.30] êîíòàêòíîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì: i~uη = f, i~udη = (~ξf)η − df.

Íèæå äàíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû � àíàëî-
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ãà êîíòàêòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ω � äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà, ò.å. 2-ôîðìà íà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
a)ω(~x, ~ξ) = 0; b) rk ω = n − 1; c) dω = 0, f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíî-
ãîîáðàçèè X. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå ~u íà X,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. i~uη = ~ξf, 2. i~uω = (~ξf)η − df.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ àäàïòèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè.
Èìååì: η = θn = dxn + Γnadx

a, ~u = ua~ea + un~en, ~ξ = ∂n, ~ξf = ∂nf, ω =
= ωabdx

a ⊗ dxb, df = ~eafdx
a + ∂nθ

n

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà 1, 2 ïåðåïèøóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå:

1.′ un = ~ξf ; 2.′ ωbau
b = ~eaf.

Èñêîìûì âåêòîðíûì ïîëåì, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ïîëå, îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåìîå â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ðàâåíñòâîì

~u = ωac~ecf~ea + ∂nf∂n.� (2)

Íàçîâåì âåêòîðíîå ïîëå (2) îáîùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé
(ÎÃÑ), à ôóíêöèþ f � îáîùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì. ÎÃÑ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (2) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ~u = ~u1 + ~u2, ãäå ~u1 = ωac~ecf~ea,
~u2 = ∂nf∂n. Åñëè ∂nf = 0 è ω = dη, òî ~u1 ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì ãàìèëü-
òîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì â ñìûñëå [2].

Âåêòîðíîå ïîëå ~S ∈ Γ(D̃) íà ìíîãîîáðàçèè D íàçîâåì ïîëóïóëü-
âåðèçàöèåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: π∗(~S~v) = ~v, ~v ∈ D.
Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ~S â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò
âèä ~S(xα, xn+a) = xn+a∂a − xn+aΓna∂n + Sn+a∂n+a. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ïîëÿ ~S îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå{

d2xa

dt2 = Sn+a(xα, dx
α

dt ),
dxn

dt = −Γna
dxa

dt .
(3)

Ïîëóïóëüâåðèçàöèþ ~S áóäåì íàçûâàòü ïóëüâåðèçàöèåé, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ [~C, ~S] = ~S, ãäå ~C = xn+a∂n+a.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γabc îïðåäåëÿåò
ïóëüâåðèçàöèþ ~S, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé ~S èìååò âèä
~S = xn+a~εa, ãäå ~εa ∈ HD, π∗(~εa) = ~ea, ~εa = ∂a − Γna∂n −Gb

a∂n+b.
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Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (3) äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïóëü-
âåðèçàöèè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåìè (1) è, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ãåîäåçè÷åñêîé ïóëüâå-
ðèçàöèè ~S ñîâïàäàþò ñ ãåîäåçè÷åñêèìè âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòè.

Ïóñòü D � ðàñïðåäåëåíèå ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû
è Γabc � êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåé ñèììåòðè÷íîé ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíî-
ñòè. Íà ìíîãîîáðàçèè D â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü äîïóñòèìóþ (ïî
îòíîøåíèþ ê D̃) ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó G [5], êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîçâîëÿåò çàäàòü ëàãðàíæåâó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó � îáîáùåííóþ ãà-
ìèëüòîíîâó ñèñòåìó.

Ïóñòü λ = ∂n+aTdx
a, ãäå T = 1

2gabx
n+axn+b � äîïóñòèìàÿ (ïî îòíîøå-

íèþ ê D̃) 1-ôîðìà. Òîãäà ôîðìà Ω = dλ îêàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé íà D, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòó-
ðà ÿâëÿåòñÿ K-êîíòàêòíîé [6]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå èìååì ðàâåíñòâî
Ω = ω + ω̃, ãäå ω � äîïóñòèìàÿ ôîðìà. Â êà÷åñòâå îáîùåííîãî ãàìèëü-
òîíèàíà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ T − ~C T . Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5. Îáîùåííàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîð-
ìîé ω è îáîáùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì T− ~C T , ñîâïàäàåò ñ âåêòîðíûì
ïîëåì ~S + (~εT )~ε, ãäå ~S � ãåîäåçè÷åñêàÿ ïóëüâåðèçàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

η̃( ~X) = ~εT, i ~Xω = (~εT )η̃ − dT, (4)

ãäå ~X = ~S + (~ε T )~ε. Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ìû èìååì
Ω = ~εbT· adx

b ∧ dxa + T· a· bΘ
n+b ∧ dxa + ∂nT· aΘ

n ∧ dxa, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ω = ~εbT· adx

b∧ dxa+T· a· bΘn+b∧ dxa, ãäå òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïî ñëîåâûì êîîðäèíàòàì. Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, óáåæäàåì-
ñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (4).
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ÓÄÊ 517.54
Â. Ã. Ãîðäèåíêî,Ê. À. Ïèëÿñîâà

Î ËÎÊÀËÜÍÎ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ
ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÈÊÀ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SM , M > 1, êëàññ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ â
åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé

f(z) = z + a2z
2 + . . . , (1)

óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ |f(z)| < M, z ∈ E.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî ãðàíè÷íîé ïîâåðõíî-

ñòè ∂V5(M) ìíîæåñòâà çíà÷åíèé V5(M) = {(a2, a3, a4, Re a5) : f ∈ SM}
â îêðåñòíîñòè òî÷êè AM = (0, 0, 0, 1/2(1 − 1/M4)), äîñòîâëÿåìîé ñèìì-
ìåòðèçîâàííîé ôóíêöèåé Ïèêà

PM4(z) =

√
2z2

M 4(M 2(1 + z4) +
√

(1 + z4)2 − 4z4)
, z ∈ E.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçâèâàåò è äîïîëíÿåò ðåçóëüòàò ðàáîò [1],[2,],[3].
Òåîðåìà. Òî÷êà AM = (0, 0, 0, 1/2(1 − 1/M4)) ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè
∂V5(M), äîñòàâëÿåìàÿ ôóíêöèåé PM4(z), âäîëü íàïðàâëåíèÿ Ima3 èìå-
åò óãëîâîé õàðàêòåð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ôóíêöèè f ∈ SM , äîñòàâëÿþùèå òî÷êè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè

∂V5(M) îòîáðàæàþò E íà êðóã ðàäèóñà M ñ íå áîëåå ÷åì ÷åòûðüìÿ êó-
ñî÷íî àíàëèòè÷åñêèìè ðàçðåçàìè. Èçâåñòíî [4], ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(z) = Mw(z, logM), ãäå

w(z, t) = e−t(z + a2(t)z
2 + . . .) (2)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îáîáù¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼â-
íåðà

dw

dt
= −w

4∑
k=1

λk
eiuk + w

eiuk − w
, w|t=0 = z, 0 ≤ t ≤ logM, (3)
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ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè uk = uk(t), k = 1, . . . , 4, è ïîñòîÿííû-

ìè ÷èñëàìè λk ≥ 0, k = 1, . . . , 4,
4∑

k=1

λk = 1. Êðîìå òîãî, óïðàâ-

ëÿþùèå ôóíêöèè uk óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëü-
íîñòè ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà. Ïóñòü ak(t), k ≤ 5, îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëî-
æåíèåì (2). Ñîâåðøèì çàìåíó ïåðåìåííîé t → 1 − e−t è îáîçíà÷èì
ak(t) = x2k−3(t) + ix2k−2(t), k = 2, . . . , 5. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z â ðàâåíñòâå (3), ïîñëå ïðîèçâåä¼ííîé çàìåíû
ïîëó÷èì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ẋ4(t) ýòîé ñèñòåìû

ẋ4(t) = 2
4∑

k=1

λk[2(x1 sinuk − x2 cosuk) + (1− t) sin 2uk], x4(0) = 0, (4)

0 ≤ t ≤ 1− 1/M.
Ñëåäóÿ ïðèíöèïàì îïòèìèçàöèîííîãî ôîðìàëèçìà, ââåä¼ì âåêòîð

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψ7)
T è çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëü-

òîíà

H(t, x,Ψ, u, λ) = −2
4∑

k=1

λk[cosukΨ1 − sinukΨ2 + (2(x1 cosuk+

+x2 sinuk) + (1− t) cos 2uk)Ψ3 − (2(x1 sinuk − x2 cosuk) + (1−
−t) sin 2uk)Ψ4 + ((2x3 + x2

1 − x2
2) cosuk + 2(x4 + x1x2) sinuk + 3(1−

−t)(x1 cos 2uk + x2 sin 2uk) + (1− t)2 cos 3uk)Ψ5 − ((2x3 + x2
1−

−x2
2) sinuk − 2(x4 + x1x2) cosuk − 3(1− t)(x2 cos 2uk − x1 sin 2uk)+

+(1− t)2 sin 3uk)Ψ6 + (2((x5 + x1x3 − x2x4) cosuk + (x6 + x1x4+
+x2x3) sinuk) + 3(1− t)((x3 + x2

1 − x2
2) cos 2uk + (x4+

+2x1x2) sin 2uk) + 4(1− t)2(x1 cos 3uk + x2 sin 3uk)+
+(1− t)3 cos 4uk)Ψ7], (5)

ãäå u = (u1, u2, u3, u4), λ = (λ1, λ2, λ3, λ4), λk ≥ 0, k = 1, . . . , 4,
4∑

k=1

λk = 1, x = (x1, . . . , x7)
T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4), à Ψ =

= (Ψ1, . . . ,Ψ7)
T , Ψ7 = 1, óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè Ψj(1 − 1/M) =
= 0, j = 1, . . . , 6.

Îïòèìàëüíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u∗ = (u∗1, u
∗
2, u
∗
3, u
∗
4), ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ∗ ∈ SM â (5), óäîâëåòâîðÿåò ïðèí-
öèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [5]

max
u,λ

H(t, x,Ψ, u, λ) = H(t, x∗,Ψ∗, u∗, λ), 0 ≤ t ≤ 1− 1/M,
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ãäå (x∗,Ψ∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4) è ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû ñ
u = u∗ â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ λ1, λ2, λ3, λ4 êàæäàÿ èç êîîðäèíàò u∗1, u

∗
2, u
∗
3, u
∗
4 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ
Huk(t, x,Ψ, u, λ

k) = 0, k = 1, . . . , 4, (6)

ãäå x = x∗, Ψ = Ψ∗, à λk− ýòî îäèí èç âåêòîðîâ (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)
èëè (0,0,0,1). Íàëè÷èå ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ íà [0, 2π) çíà÷åíèé
u∗1, u

∗
2, u
∗
3, u
∗
4 êîîðäèíàò îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u∗ õàðàêòåðèçóåò îï-

òèìàëüíûé ñêîëüçÿùèé ðåæèì.
Ôóíêöèè PM4 ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòû u∗1 = π/4, u∗2 = 3π/4,

u∗3 = 5π/4, u∗4 = 7π/4 îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u∗ è çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ λ∗1 = λ∗2 = λ∗3 = λ∗4 = 1/4. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðèâîäÿò ê
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì Ψk(0) = 0, k = 1, . . . , 6. Ïðîâàðüèðóåì ýòè íà÷àëü-
íûå äàííûå, ïîëîæèâ Ψk(0) = αk, k = 1, . . . , 6. Ñîõðàíåíèå ñêîëüçÿùåãî
ðåæèìà â ìîìåíò t = 0 äëÿ âàðüèðîâàííûõ çíà÷åíèé Ψ(0) îçíà÷àåò ðà-
âåíñòâî ìåæäó ñîáîé êîýôôèöèåíòîâ ïðè λ1, λ2, λ3, λ4 ôóíêöèè Ãàìèëü-
òîíà (5) ïðè t = 0 â òî÷êå u∗ = u∗(α1, α2, α3, α4, α5, α6).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè λ1, λ2, λ3, λ4, ïîëó÷àåì ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè Ψ(0)

α1 = α5 + r1||(α1, α2)||, α2 = −α6 + r2||(α1, α2)||, α4 = 0,

ãäå r1, r2 → 0 ïðè α1, α2 → 0. Ïîëàãàåì òàê æå α3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ âåêòîðà Ψ(0), ñîõðàíÿ-
þùàÿ ñêîëüçÿùèé ðåæèì, èìååò âèä

(Ψ1(0),Ψ2(0),Ψ3(0),Ψ4(0),Ψ5(0),Ψ6(0)) = (α1, α2, 0, 0, α1,−α2) +

+o((α1, α2)), (α1, α2)→ (0, 0).

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) ïðè u = u∗ è λ = λ∗ èìååò
ðåøåíèå x∗k(t) = 0, k = 1, . . . , 6, x∗7(t) 6= 0. Àíàëîãè÷íî ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû ñ òåìè æå u = u∗ è
λ = λ∗ è ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â òî÷êå t = 0 èìååò ðåøå-
íèå Ψ∗(t) = 0.

Òàê êàê Hukuk(t, x
∗,Ψ∗, u∗, λk) 6= 0, òî óðàâíåíèÿ (6) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿþò àíàëèòè÷åñêèå íåÿâíûå ôóíêöèè uk = uk(t, x,Ψ), â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè (x∗,Ψ∗), uk(t, x

∗,Ψ∗) = u∗k, k = 1, 2, 3, 4. Åñëè â ïðàâûå
÷àñòè ñèñòåìû (4) è ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû ïîäñòàâèòü u = u(t, x,Ψ) =
= (u1(t, x,Ψ), u2(t, x,Ψ), u3(t, x,Ψ), u4(t, x,Ψ)), òî èõ ðåøåíèå (x,Ψ) àíà-
ëèòè÷åñêè çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïàðàìåòðà λ. Òàêèì îáðàçîì,
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(x,Ψ) èìååò ïðîèçâîäíûå ïî α äî âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, òåì
æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è óïðàâëåíèå u = u(t, x(α),Ψ(α)) = u(α).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó (4) ïî αj, j = 1, 2. Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ẋ4(t) èìååì[

d(x4)αj
dt

]
α=0

=
∑4

k=1((x1)αj sinu∗k − (x2)αj cosu∗k+

+(1− t) cos 2u∗k(uk)αj) (x4)αj(0) = 0, j = 1, 2.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ u∗1 = π/4, u∗2 = 3π/4, u∗3 = 5π/4, u∗4 = 7π/4,
ïîëó÷èì [

d(x4)αj
dt

]
α=0

= 0, (x4)αj(0) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà Ψ(0) íå âûçûâàåò èç-
ìåíåíèÿ êîîðäèíàòû x4 ôàçîâîãî âåêòîðà, ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü íàïðàâ-
ëåíèÿ Ima3 òî÷êà AM = (0, 0, 0, 1/2(1− 1/M4)) ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè
∂V5(M), äîñòàâëÿåìàÿ ôóíêöèåé PM4(z), èìååò óãëîâîé õàðàêòåð, ÷òî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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ÓÄÊ 517.54

Â. Ã. Ãîðäèåíêî, Å. Â. Ðàçóìîâñêàÿ

Î ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÄËß ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÒÈÏÈ×ÍÎ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SM ,M > 1, êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ è îäíîëèñòíûõ â
åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé f(z) = 1 + a1z + a2z

2 + . . . ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ â E íåðàâåíñòâó |f(z)| < M . Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î
íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ â êëàññå SM è åãî ïîäêëàññàõ èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè àâòîðàìè, ñì., íàïðèìåð, [1, 2]. Êëàññ SM ïðåäñòàâèì èíòåãðàëàìè
óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà � Êóôàðåâà [3, 1]. Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì îïðåäåëèì
êëàññ SM(α, γ), 0 ≤ α < 1, 0 ≤ γ ≤ 1

1−α . Ïóñòü C � êëàññ Êàðàòåîäîðè
ôóíêöèé p(z), p(0) = 1, àíàëèòè÷åñêèõ â E, Rep(z) ≥ 0. Âûäåëèì åãî
ïîäêëàññ C(α, γ) ôóíêöèé h(z) = 1−γ

(1−α)p(z)+α + γ, p(z) ∈ C. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ct(α, γ) êëàññ ôóíêöèé

h(z, t) = 1 + h1(t)z + h2(t)z
2 + . . . , (1)

îïðåäåëåííûõ íà E × [0, logM ] è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:
h(·, t) ∈ C(α, γ) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ]; h(w, ·) èçìåðèìà íà
[0, logM ]∀w ∈ E. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ∈ SM(α, γ), åñëè
f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) = M f(z, logM, h), (2)

ãäå f(z, t, h) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà � Êóôà-
ðåâà

dw

dt
= −wh(w, t), t ∈ [0, logM ], h ∈ Ct(α, γ)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì w|t=0 = z, z ∈ E. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî
f(z) ∈ SMR (α, γ) , åñëè f(z) ∈ SM(α, γ) è óäîâëåòâîðÿåò âE : f(z) = f(z).

Â ðàáîòå [4] îïèñàíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñèñòåìû
(a2, a2a3) â êëàññå SMR (α, γ). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ íèæíÿÿ ãðà-
íèöà ýòîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, ââåäÿ âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò:x1(t) = a2(t), x2(t) = a3(t):

dx1

dt
= −u1e

−t = f1, x1(0) = 0,
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dx2

dt
= −2x1u1e

−t − u2e
−2t = f2, x2(0) = 0,

è ïîñòàâèì çàäà÷ó î ïîèñêå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà:
a2a3 = −

∫ logM

0

[
x2(t)u1(t)e

−t + 2x2
1(t)u1(t)e

−t + x1(t)u2(t)e
−2t
]
dt =

= −
∫ logM

0 f0dt. Â çàäà÷å ââåäåì âåêòîð óïðàâëåíèé u1(t) = h1(t),
u2(t) = h2(t), (h1, h2) ∈ G, ãäå G � ìíîæåñòâî âçàèìíîãî èçìåíåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ h1(t) è h2(t) ôóíêöèè (1) â êëàññå CR(α, γ), îïèñàííîå
â ðàáîòå [1]. Ñîñòàâëÿÿ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íàéä¼ì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, äîñòàâ-
ëÿþùåå ìàêñèìóì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ] ,
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå îáëàñòè G. Èññëåäóÿ ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì íà
G ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è γ
ïîëó÷àåì óñëîâèÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ó÷¼òîì âûõîäà
íà ãðàíèöó èçìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ u1(t). Ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà. Íèæíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñèñòåìû ôóíêöèî-
íàëîâ (a2, a2a3) â êëàññå SMR (α, γ) ïðè 0 ≤ γ ≤ 1 â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

åñëè 0 ≤ ξ ≤ 2(1−α)(1−γ)
M , òî

a2 =ξ logM,a2a3 ≥ a3
2

(
1 +

α

(1− α) (1− γ) logM

)
+

+ (1− α) (1− γ)

(
1

M 2
− 1

)
a2, 0 ≤ α ≤ 1

2
,

a2 = ξ log2M,a2a3 ≥ a3
2

(
1− 1

(1− γ) logM

)
+

+ (1− α) (1− γ)

(
1− 1

M 2

)
a2,

1

2
≤ α < 1;

åñëè 2(1−α)(1−γ)
M ≤ ξ ≤ (1− α)(1− γ), òî

a2 = ±2(1− α)(1− γ)(
1

M
− 1), a2a3 ≥ a3

2 ± a2
2(

1

M
+ 1)(

1

2
− α).

Êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû ýòîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé äîñòàâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé ôóíêöèåé, ïðåäñòàâèìîé â âèäå (2), ãäå
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h(z, t) =
1− γ

(1− α)p(z, t) + α
+ γ.

p(z, t) =
(1 + p1(t)

2 )(1 + z)1±z
1∓z + (1− p1(t)

2 )(1− z)

(1 + p1(t)
2 )(1− z)1∓z

1±z + (1− p1(t)
2 )(1 + z)

,

p1(t) =

{
c− ξet, |ξet| ≤ 2(1− α)|1− γ|,
2(1− α)|1− γ| · sgn(−ξet), |ξet| ≥ 2(1− α)|1− γ|.

.
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ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ
ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ØÅÑÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Íà îòðåçêå [0, 1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

y(6) − λy = 0, (1)

Ui(y) = aiy
(i−1)(0) + y(i−1)(1) = 0, i = 1, 6, (2)

ãäå ai � êîíñòàíòû è λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ýòà çàäà÷à ïîðîæäà-
åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà
L, çàäàííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì y(6) è êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè (2).

Â äàííîé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé ðàçëîæåíèÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ëèíåéíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà n-ãî ïîðÿäêà ñ íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè. Ðàíåå â ëèòåðàòóðå èçó÷àëèñü ñëó÷àè ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
óñëîâèé [1] èëè ñëó÷àè íå÷åòíûõ çíà÷åíèèé n [2, 3].
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Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ÷åòíîãî n îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
íå÷åòíûõ ñëó÷àåâ, êðîìå òîãî, è óðîâíåì íåðåãóëÿðíîñòè. Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, t, λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò êàê ïðè t < x,
òàê è ïðè t > x, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ òðóäíîñòü ïðè èññëåäîâàíèè.

Ëåììà 1. Ïóñòü bj =
6∑

k=1

ak
(
ωje

πi/6
)k−1

, ãäå ωj = exp
2j − 1

6
πi,

j = 1, 6. Åñëè b3 = b4 = b5 = b6 = 0, b1 6= 0, b2 6= 0, òî êðàåâûå
óñëîâèÿ (2) íåðåãóëÿðíû ïî Áèðêãîôó [4].

Ïîëîæèì λ = −ρ6, arg ρ ∈ [−π/6, π/6]. Òîãäà ôóíêöèè yj(x, ρ) =
= exp ρωjx, j = 1, 6 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1).

Ëåììà 2. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà L ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

λk = −ρ6
k, ρk = 2πk +O(1/k), k = k0, k0 + 1, . . .

Îáîçíà÷èì

ϕ(x, ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x, ρ) . . . y6(x, ρ)
U2(y1) . . . U2(y6)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
U6(y1) . . . U6(y6)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Åñëè ρ = ρk, òî ϕ(x, ρ) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 ìíîãîóãîëüíèê, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé íåðà-
âåíñòâ:

Re (ωjz) < 0, j = 1, 4,

Re (ωjz) < Re (ωj), j = 5, 6.

Ðàññìîòðèì ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

∞∑
k=1

akϕ(x, ρk). (3)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1], f � åãî

ñóììà è µ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2),

òî ôóíêöèÿ g(x) = Rµf =
1∫

0

G(x, t, µ)f(t) dt óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â T1;

2) îãðàíè÷åíà â óãëå | arg z + π/3| ≤ π/3;
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3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Φ(f, x) = 0,

ãäå Φ(f, x) = b1f(ω1x) + b2f(ω2x) + 6f(1− x).
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ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß ÍÀ ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÎÌ À-ÃÐÀÔÅ

À-ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô, â êîòîðîì ëþ-
áûå äâà öèêëà èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû. Îáðàòíàÿ çàäà÷à
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà êîìïàêòíûõ À-ãðàôàõ ïîäðîáíî èññëåäîâàíà
â [1]. Ðàññìîòðèì íåêîìïàêòíûé À-ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è
ìíîæåñòâîì ðåáåð E ∪ R, ãäå E � ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ ðåáåð è R
� ìíîæåñòâî ëó÷åé. Ïóñòü y(·) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
G. Ñëåäóþùåå óñëîâèå âî âíóòðåííåé âåðøèíå v íàçîâåì ñòàíäàðòíûì
óñëîâèåì ñêëåéêè MC(v): ∑

r∈I(v)

∂ry(v) = 0 (1)

ãäå I(v) � ìíîæåñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, ∂ry(v) � ïðîèçâîä-
íàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðü ðåáðà r. Ïóñòü ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí
∂G ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ:
∂G = ∂KG ∪ ∂DG. Äëÿ âåðøèí v ∈ ∂KG ìû îïðåäåëèì óñëîâèå ñêëåé-
êèMC(v) ñîîòíîøåíèåì (1) (÷òî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî, îäíîðîäíîìó
óñëîâèþ Íåéìàíà), äëÿ v ∈ ∂DG ìû îïðåäåëèì óñëîâèå MC(v) êàê îä-
íîðîäíîå óñëîâèå Äèðèõëå

y(v) = 0.
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Ïóñòü q(x) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ñóììèðóåìàÿ íà G ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:∫

r

(1 + |x|)|q(x)| d|x| <∞

äëÿ âñåõ r ∈ R, ãäå |x| � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà r, îòñ÷èòûâàåìûé îò
íà÷àëà ëó÷à. Ðàññìîòðèì íà G îïåðàòîð Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ, ïîðîæ-
äåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`y := −y′′ + q(x)y,

óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè è óñëîâèÿìè ñêëåéêè MC(v), v ∈ V .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ r ∈ R. Ôóíêöèÿ ψr(x, ρ), x ∈ G,

ρ ∈ Ω+ := {Imρ > 0} íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì òèïà Âåéëÿ, àññîöèèðîâàí-
íûì ñ r, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) íåïðåðûâíà ïî x íà G è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì MC(v) äëÿ âñåõ
v ∈ V ;
2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ `ψr = ρ2ψr, x ∈ int r′, r′ ∈ E ∪ R;
3) ψr(x, ρ) = O (exp(iρ|x|)) ïðè x→∞, x ∈ r′, r′ ∈ R \ {r};
4) ψr(x, ρ) = exp(−iρ|x|)(1 + o(1)) ïðè x→∞, x ∈ r.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Äëÿ x ∈ r ψr(x, ρ) ìåðîìîðôíà ïî ρ â Ω+ ñ êîíå÷íûì
(âîçìîæíî ïóñòûì) ìíîæåñòâîì ïîëþñîâ Z−r . Âñå ïîëþñà ïðîñòûå è
ëåæàò íà ìíèìîé îñè. Äëÿ âû÷åòîâ resρ=ρ0

ψr(x, ρ), ρ0 ∈ Z−r ñïðàâåä-
ëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

resρ=ρ0
ψr(x, ρ) = iαr(ρ0) exp(iρ0|x|)(1 + o(1)), x→∞, x ∈ r,

ãäå αr(ρ0) ∈ (0,+∞).

Ëåììà 2. Äëÿ ρ0 ∈ R \
(
{0} ∪ Z+

0

)
ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷å-

íèÿ ψr(x, ρ0) := lim
ρ→ρ0,ρ∈Ω+

ψr(x, ρ). Åñëè ρ0 ∈ Z+
0 , òî ψr(x, ρ) è ψ′r(x, ρ)

îãðàíè÷åíû ïðè ρ → ρ0, ρ ∈ Ω+. Çäåñü Z+
0 � íåêîòîðîå íå áîëåå,

÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ÷èñëî ýëåìåíòîâ Z+

0 íà îòðåçêå [t, t + 1] îãðàíè÷åíî êîí-
ñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò t.

Ëåììà 3. Äëÿ ψr(x, ρ), ρ ∈ R \
(
{0} ∪ Z+

0

)
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

ψr(x, ρ) = exp(−iρ|x|) + sr(ρ) exp(iρ|x|) + o(1), x ∈ r, x→∞.
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Íàáîð Jr := {sr(·), Z−r , αr(ρ), ρ ∈ Z−r } íàçîâåì äàííûìè ðàññåÿíèÿ,
àññîöèèðîâàííûìè ñ r.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà
À-ãðàôå G, ïîìèìî äàííûõ ðàññåÿíèÿ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ëó÷àìè ãðà-
ôà, òðåáóåòñÿ òàêæå çàäàíèå íåêîòîðûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê,
ñâÿçàííûõ ñ ÷àñòüþ åãî âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V . Ôóíêöèþ Φv(x, λ,G), íà-
çîâåì ðåøåíèåì Âåéëÿ, àññîöèèðîâàííûì ñ v, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) íåïðåðûâíà ïî x íà G è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì MC(u) äëÿ âñåõ
u ∈ V \ {v};
2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ `Φv = λΦv, x ∈ int r, r ∈ E ∪ R;
3) Φv(·, λ,G) ∈ L2(G);
4) Φv(v, λ,G) = 1.
Âåëè÷èíó

Mv(λ,G) :=
∑
r∈I(v)

∂rΦv(v, λ,G)

íàçîâåì ôóíêöèåé Âåéëÿ, àññîöèèðîâàííîé ñ v.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåð-
øèí ãðàôà G íåïóñòî. Âûáåðåì îäíó èç íèõ è áóäåì ñ÷èòàòü åå êîðíåì
ãðàôà. Îáîçíà÷èì åå v0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ ãðà-
ôà. Äëÿ äàííîãî öèêëà c ∈ C îïðåäåëèì ãðàô Gc ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü c ñîñòîèò èç ðåáåð (ïîñëåäîâàòåëüíî) r1, r2, . . . , rp, ñîåäèíÿþùèõ
v0 ñ v1, v1 ñ v2, ..., vp−1 ñ v0, ãäå v0 =: uc � áëèæàéøàÿ ê êîðíþ èç âåðøèí
c. Òîãäà Gc åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ðåáðà
rp, ñîåäèíÿþùåãî vp−1 è v0 ðåáðîì r′p òîé æå äëèíû, ñîåäèíÿþùèì vp−1

è äîïîëíèòåëüíóþ âåðøèíó vc.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 1. Çàäàíèå íàáîðà äàííûõ Jr, r ∈ R,Mv(·, G), v ∈ ∂G\{v0},
Mvc(·, Gc), c ∈ C îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë q(·) ïî÷òè âñþäó íà
G.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëüíîãî íàó÷íîãî
ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-ÍÍÑ).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Yurko V.A. Uniqueness of recovering of Sturm � Liouville operators on A-graphs
from spectra// Results in Mathematics. 2009. Vol. 55, � 1-2. P. 199�207.
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ÓÄÊ 517.984
Â.Â. Êîðíåâ, À.Ï. Õðîìîâ

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÐÀÊÀ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Äèðàêà

y′1(x)− q2(x)y2(x) = λy1(x), (1)

y′2(x)− q1(x)y1(x) = −λy2(x) (2)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y1(0) = y1(1), y2(0) = y2(1), (3)

ãäå qj(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 1].
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå y1(0) = y2(0), y1(1) =
= y2(1), ðàññìîòðåííûõ â [1], â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé ïðèõî-
äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ íîâûìè òðóäíîñòÿìè èç-çà âîçìîæíîé êðàòíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3):

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) çà èñêëþ-
÷åíèåì íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàçóþò äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

λ′n = 2nπi+ ε′n, λ′′n = 2nπi+ ε′′n, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . , (4)

ãäå ε′n, ε
′′
n → 0 ïðè n→ ±∞.

Â ñëó÷àå ε′n 6= ε′′n ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå, à ïðè ε′n = ε′′n �
äâóêðàòíûå.

Â äàííîé ñòàòüå âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, óòî÷íÿþùèå
ôîðìóëû (4).

Ñèñòåìà (1)�(2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

z1(x) = c1 +

x∫
0

e−2λtq2(t)z2(t) dt, (5)

z2(x) = c2 +

x∫
0

e2λtq1(t)z1(t) dt, (6)
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ãäå z1(x) = e−λxy1(x), z2(x) = eλxy2(x); c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-
íûå.

Ïóñòü z11(x), z21(x) � ðåøåíèå ñèñòåìû (5)�(6) ïðè c1 = 1, c2 = 0,
à z21(x), z22(x) � ðåøåíèå ïðè c1 = 0, c2 = 1. Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäå-
íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1)�(3)
èìååò âèä

e2λ − g1(λ)eλ + g2(λ) = 0, (7)

ãäå g1(λ) = z−1
11 (λ)(1 + z11(1)z22(1)− z12(1)z21(1)), g1(λ) = z−1

11 (1)z22(1).
Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì αn ïðî-

èçâîëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ
∑
|αn|2 < ∞, à ÷åðåç βn � òàêèå αn,

êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü.
Ñîãëàñíî [3] ïðè λn = 2nπi + εn, εn → 0, ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ôîðìóëû

gj(λn) = 22−j + ωn + α2
n +O(ε4

n), j = 1, 2, (8)

ãäå ωn = βn + βnεn + βnε
2
n + βnε

3
n + βnε

4
n.

Ëåììà 1. Äëÿ ÷èñåë ε′n è ε
′′
n èç ôîðìóë (4) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ε′n = α1/2
n , ε′′n = α1/2

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

L±(λ) = eλ − 1

2
g1(λ)∓

√
g3(λ), g3(λ) =

1

4
g2

1(λ)− g2(λ).

Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = 2nπi+εn êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).
Îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (7). Ñëåäîâàòåëüíî,

L+(λn) · L−(λn) = 0.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, L+(λn) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

eεn = 1 + xn, (9)

ãäå

xn =
1

2
g1(λn) +

√
g3(λn)− 1. (10)

Íà îñíîâàíèè (8) çàêëþ÷àåì, ÷òî

g3(λn) = ωn + α2
n +O(ε4

n),√
g3(λn) = α1/2

n +O(ε2
n),

xn = α1/2
n +O(ε2

n),

x2
n = αn +O(ε2

n).
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Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, èç (9) ïîëó÷àåì, ÷òî

εn = xn +O(x2
n), (11)

εn = α1/2
n +O(ε2

n),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
εn = α1/2

n . (12)

Ñëó÷àé L−(λn) = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü εn � ëþáîå èç ε′n èëè ε

′′
n. Ñïðàâåäëèâû àñèìïòî-

òè÷åñêèå ôîðìóëû

εn = ±β1/2
n + α3/4

n .

Çàìå÷àíèå. Âîïðîñ î çíàêå ïåðåä β1/2
n íå ÿñåí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü λn = 2nπi + εn ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1)�(3) è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
L+(λn) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå (10) èìååì

xn = ωn + α2
n +O(ε4

n) +
√
ωn + α2

n +O(ε4
n).

Â ñèëó (12) ωn = βn + α
3/2
n è ïîýòîìó

xn = βn + α3/2
n +

√
βn + α

3/2
n .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (11) çàêëþ÷àåì, ÷òî

εn =

√
βn + α

3/2
n + αn. (13)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå∣∣∣∣√βn + α
3/2
n +

√
βn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣α3/4
n

∣∣∣ .
Â ýòîì ñëó÷àå èç (13) ñëåäóåò, ÷òî

εn = −
√
βn + α3/4

n . (14)

Âî âòîðîì ñëó÷àå ∣∣∣∣√βn + α
3/2
n +

√
βn

∣∣∣∣ > ∣∣∣α3/4
n

∣∣∣ .
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Â ýòîì ñëó÷àå∣∣∣∣√βn + α
3/2
n −

√
βn

∣∣∣∣ =
∣∣∣βn + α3/2

n − βn
∣∣∣ · ∣∣∣∣√βn + α

3/2
n +

√
βn

∣∣∣∣−1

≤
∣∣∣α3/4

n

∣∣∣ .
Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç (13) ïîëó÷àåì, ÷òî

εn =
√
βn + α3/4

n . (15)

Èç (14) è (15) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñëó÷àé L−(λn) = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü åùå áîëåå òî÷-

íóþ àñèìïòîòèêó.
Òåîðåìà 3. Åñëè g3(λn) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-

ñòâà Λ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn, òî äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ
λn èç Λ äâóêðàòíû, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

λn = 2nπi+ βn + α2
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (7) â êðó-
ãå |2nπi − λ| < δ ïðè áîëüøèõ |n| ðàâíî 2. ×èñëî κ+ (κ−) êîðíåé
L+(λ) (L−(λ)) â òàêîì ñëó÷àå íå áîëüøå 2, ïðè÷åì κ++κ− = 2. Ïîýòîìó,
åñëè g3(λn) = 0, òî L±(λn) = 0, κ± ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, κ+ = κ− = 1,
ò. å. λn � äâóêðàòíûé êîðåíü. Â ýòîì ñëó÷àå (9) ïðèìåò âèä

eλn =
1

2
g1(λn).

Îòñþäà
eλn = 1 + ωn + α2

n +O(ε4
n), εn = yn +O(y2

n), (16)

ãäå yn = ωn + α2
n + O(ε4

n) = βn + βnεn + α2
n + O(ε2

n). Çàìå÷àÿ, ÷òî
y2
n = α2

n +O(ε2
n), èç (16) ïîëó÷àåì

εn = βn + βnεn + α2
n +O(ε2

n). (17)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî εn = αn, è (17) ïåðåõîäèò â εn = βn + α2
n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270).
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ÓÄÊ 519.2
È.À. Êóçíåöîâà

ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ
Ñ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÂÛÈÃÐÛØÀ

Èåðàðõè÷åñèå èãðû � ýòî ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé ñ íåðàâíî-
ïðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò èíôîðìèðîâàí-
íîñòü ïåðâîãî èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî [1]. Èññëåäîâàíèþ òàêèõ èãð
ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ èíôîðìèðîâàííîñòè ïîñâÿùåíû, â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòû [2-5]. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé èãðîê íå çíàåò
òî÷íî ôóíêöèè âûèãðûøà âòîðîãî, êîòîðàÿ âëèÿåò è íà åãî èíòåðåñû.
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàõîäèòñÿ íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðå-
çóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé âûèãðûøà èãðîêîâ.

Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ, Fi è Gi,
(i = 1, 2) � èõ ôóíêöèè âûèãðûøà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñè-
ñòåìó Γ = (X, Y, F1, F2, G1, G2). Ðàññìîòðèì èåðàðõè÷åñêóþ èãðó
Γ̃ = (Φ1,Ψ2 × Y, F̃1, F̃2, G̃1, G̃2), ãäå Φ1 = {φ1 | φ1 : Y → 2X},
Ψ2 = {ψ2 | ψ2 : 2X → X}, ïðè÷åì ïðè âñåõ T ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ψ2(T ) ∈ T , ôóíêöèè F̃1, F̃2, G̃1, G̃2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
F̃i(φ1, (ψ2, y)) = Fi(ψ2(φ1(y)), y), G̃i(φ1, (ψ2, y)) = Gi(ψ2(φ1(y)), y),
i = 1, 2.

Èíôîðìàöèîííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òàêîãî ðàñøèðåíèÿ èñõîäíîé èãðû
è äîêàçàòåëüñòâî åãî îïòèìàëüíîñòè ïðèâåäåíû â [6]. Íàèáîëüøèé ãàðàí-
òèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â ïîñòðîåííîé èãðå Γ̃ îïðåäåëÿåòñÿ
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ðàâåíñòâîì

γ = sup
φ1∈Φ1

min( inf
(ψ2,y)∈M1(φ1)

F̃1(φ1, (ψ2, y)), inf
(ψ2,y)∈M2(φ1)

F̃2(φ1, (ψ2, y))),

ãäå ìíîæåñòâà Mi(φ1), i = 1, 2, íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé Mi(φ1) =
= {(ψ′i, y′) | G̃i(φ1, (ψ

′
2, y
′)) > sup(ψ2,y) G̃i(φ1, (ψ2, y))− δi}, i = 1, 2, ãäå δ1,

δ2 � íåêîòîðûå ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì ðàáîòû [5] äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé èíôîðìèðî-

âàííîñòè ïåðâîãî èãðîêà îá èíòåðåñàõ âòîðîãî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

γ = sup
(l1,l2)∈L

min(l1, l2),

ãäå L = {(l1, l2) | ∃(x1, y1), (x2, y2)(F1(x1, y1) ≥ l1&F2(x2, y2) ≥
≥ l2&∀y∃x(G1(x, y)) ≤ G1(x1, y1)&(G1(x, y) ≤ G1(x1, y1)− δ1∨F1(x, y) ≥
≥ l1&G2(x, y) ≤ G2(x2, y2)&(G2(x, y) ≤ G2(x2, y2)− δ2 ∨ F2(x, y) ≥ l2))}.
Îòñþäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max
((x1,y1),(x2,y2))∈Z−

min(F1(x1, y1), F2(x2, y2)) = γ− ≤ γ, (1)

γ ≤ γ+ = max
((x1,y1),(x2,y2))∈Z+

min(F1(x1, y1), F2(x2, y2)), (2)

ãäå ìíîæåñòâà Z−, Z+ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Z− = {((x1, y1), (x2, y2)) | ∀y∃x(G1(x, y) ≤ G1(x1, y1)− δ1&G2(x, y) ≤
≤ G2(x2, y2)− δ2)};

Z+ = {((x1, y1), (x2, y2)) | ∀y∃x(G1(x, y) ≤ G1(x1, y1)&G2(x, y) ≤
≤ G2(x2, y2))}.

Èòàê, ìû íàøëè ïðåäåëû [γ−, γ+], â êîòîðûõ ëåæèò γ. Åñëè ïðè
(δ1, δ2) → (0, 0) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå γ− → γ+ è ìíîæåñòâà Z− è Z+

äîïóñêàþò íåñëîæíîå îïèñàíèå, òî çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ γ ìîæíî ñ÷èòàòü
ðåøåííîé. Ýòè óñëîâèÿ âåðíû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå êâàäðàòè÷íûõ
ôóíêöèé âûèãðûøà èãðîêîâ.

Ïóñòü X = Y = [0, 1], Fi(x, y) = −
√

(x− ai)2 + (y − bi)2,
Gi(x, y) = −

√
(x− ci)2 + (y − di)2, i = 1, 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ri =
√

(xi − ci)2 + (yi − di)2. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìíîæåñòâà Z+

ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè y = const êâàäðàòà [0, 1]×[0, 1]
ñóùåñòâóåò òî÷êà, ëåæàùàÿ âíå èëè íà ãðàíèöå êðóãîâ ñ öåíòðàìè â
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òî÷êàõ E1(c1, d1), E2(c2, d2) è ðàäèóñàìè r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìíî-
æåñòâî Z− èíòåðïðåòèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøå-
íèé ìåæäó ÷èñëàìè a1, b1, a2, b2, c1, d1, c2, d2 óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
òî÷åê ýòèì ìíîæåñòâàì ïðåîáðàçóþòñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ïðåäïîëî-
æèì, íàïðèìåð, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà c2 − c1 > 1

2 , d1 > d2,
c2 >

√
(d1 − d2)2 + (c2 − 2 · c1)2, 1− c1 >

√
(d1 − d2)2 + (2 · c2 − 1− c1)2,

D1 +D2 > D12, D1 +D12 > D2, D2 +D12 > D1,

c1

cos(α)
≤ D1 −D2 +D12

2
≤ min(D12 −

1− c2

cos(α)
, D1),

c1

cos(α)
≤ D2 −D1 +D12 + δ2 − δ1

2
≤ min(D12 −

1− c2

cos(α)
, D1),

1− c2

cos(α)
≤ D2 −D1 +D12

2
≤ min(D12 −

c1

cos(α)
, D1),

1− c2

cos(α)
≤ D2 −D1 +D12 + δ2 − δ1

2
≤ min(D12 −

c1

cos(α)
, D1),

ãäå Di =
√

(ci − ai)2 + (di − bi)2, i = 1, 2, D12 =
√

(c2 − c1)2 + (d2 − d1)2,
α � óãîë ìåæäó ïðÿìîé E1E2 è îñüþ îðäèíàò.

Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì ëåâîé ÷àñòè (1) γ− äîñòèãà-
åòñÿ â òî÷êàõ (x1, y1), (x2, y2), ãäå Ki(xi, yi) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ êðóãà ñ öåíòîì â òî÷êå Ei ðàäèóñà

Di−Dj+D12−δ1−δ2
2 è îòðåçêà HiEi

(i, j = 1, 2, i 6= j, òî÷êà Hi èìååò êîîðäèíàòû (ai, bi)), à ìàêñèìóì ïðàâîé
÷àñòè (2) γ+ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ (x′1, y

′
1), (x

′
2, y
′
2), ãäå K

′
i(x
′
i, y
′
i) ÿâëÿåò-

ñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå Ei ðàäèóñà
Di−Dj+D12

2 è
îòðåçêà HiEi(i, j = 1, 2, i 6= j).

Âåëè÷èíà γ â ýòîì ñëó÷àå ëåæèò â ïðåäåëàõ
[−D1+D2−D12−δ1−δ2

2 ,−D1+D2−D12

2 ]. Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøàÿ δ1 è δ2,
ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ïðîèçâîëüíîé áëèçîñòè γ ê âåëè÷èíå −D1+D2−D12

2 .
Äëÿ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè çàäà÷è âûêëàäêè
àíàëîãè÷íû.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãåðìåéåð Þ.Á. Èãðû ñ íåïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè. Ì. : Íàóêà, 1976.
2. Êóêóøêèí Í.Ñ., Ìîðîçîâ Â.Â. Òåîðèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð. Ì. : Èçä-âî

Ìîñê. óí-òà, 1977.
. 3. Øîëïî È.À. Îá îäíîì êëàññå èåðàðõè÷åñêèõ èãð äâóõ ëèö // Âåñò. ÌÃÓ.

ñåðþÂû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 1978. � 4. Ñ. 58�62.
4. Êîíîíåíêî À.Ô. Ðîëü èíôîðìàöèè î ôóíêöèè öåëè ïðîòèâíèêà â èãðàõ äâóõ

ëèö ñ ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ õîäîâ // ÆÌÂ è ÌÔ. 1973. Ò. 13, � 2.
Ñ. 311�317.

44



5. Êóçíåöîâà È.À. Èåðàðõè÷åñêèå èãðû ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè // Ìàòåìà-
òèêà. Ìåõàíèêà : cá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2004. Âûï. 6. Ñ. 77�79.

6. Øîëïî È.À. Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Òåîðèÿ èãð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò.

óí-òà, 1983.

ÓÄÊ 517.984
Â.Ï. Êóðäþìîâ, À.Ï. Õðîìîâ

Î ÁÀÇÑÀÕ ÐÈÑÑÀ ÈÇ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Ñ ÍÅÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î áàçèñíîñòè Ðèññà â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0,1] ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (ñ.ï.ô.) äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé

Ly = l[y] = y′(1− x) + q(x)y(x), x ∈ [0, 1], (1)

y(0) = y(1), (2)

ãäå q(x) ∈ L2[0,1].
Â ñëó÷àå, êîãäà q(x) ∈ C1[0,1], áàçèñíîñòü Ðèññà ñ.ï.ô. îïåðàòîðà (1)�

(2) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ìåòîäîì èç [1]. Çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè,
âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå, êîãäà q(x) ∈ L2[0,1] â äàííîé ðàáîòå ïðåîäîëåâà-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòàòüè [2] íàõîæäåíèÿ óòî÷íåííûõ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû Äèðàêà. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó Äèðàêà:(

1 0
0 −1

)
v′(x) +

(
0 −q2(x)

q1(x) 0

)
v(x) = µv(x), (3)

M0v(0) +M1v(1) = 0, (4)

ãäå q1(x) = p(x)e2iγ(x), q2(x) = p(x)e−2iγ(x), p(x) = 1
2(q(x) − q(1− x)),

γ(x) = 1
2

x∫
0

(q(t) + q(1− t))dt, M0 =

(
1 −1
0 0

)
, M1 =

(
0 0
1 e−2iγ

)
, γ = γ(1).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 èç [2] (îíà ëåãêî îáîáùàåòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ
qj(x) ∈ L2[0,1]) ñòàíäàðòíî ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3)�(4) äîñòàòî÷-
íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå, è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè-
÷åñêèå ôîðìóëû

µn = −i(γ + nπ + En) (n = ± n0,± (n0 + 1), . . . ), (5)
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ãäå En ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.
Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î áàçèñíîñòè Ðè-

ñà ñ.ï.ô. îïåðàòîðà L ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (5).
Ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èç ñòàòüè [2]. Îáîçíà÷èì îäíèì è òåì æå
αn ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, ëèøü áû

∑
|αn|2 < ∞ ; è ÷åðåç βn � òàêèå αn,

êîòîðûå ìîæíî òî÷íî âûïèñàòü.
Ëåììà 2. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (3)�(4) èìå-

þò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

µn = −i(γ + nπ) + βn + α2
n (n = ± n0,± (n0 + 1), . . . ) (6)

Ëåììà 3. ×èñëî λ, äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïî ìîäóëþ, ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî
µ = −iλ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3)�(4) è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå iv1(0) + v2(0) = ieiγv1(1) + e−iγv2(1). Ïðè ýòîì
y(x) = ieiγ(x)v1(x) + e−iγ(x)v2(x) åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L. Çäåñü vj(x) = vj(x, µ) (j = 1, 2) åñòü êîìïîíåí-
òû ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)�(4).

Ëåììû 1 � 3 èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû
Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî áîëü-

øèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû

λn = iµ2n (n = ± n0,± (n0 + 1), . . . ),

ãäå µ2n îïðåäåëÿåòñÿ â (6).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕn ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn, è ÷åðåç ϕ∗n � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà L∗z = z′(1− x) + q̄(x)z(x), z(0) = z(1), ñîîòâåòñòâóþùèå λ̄n.

Èñïîëüçóåì ëåììó 3 è òåîðåìó 1 â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, 1] èìååò ìåñòî:

(f, ϕn) = αn, (f, ϕ∗n) = αn, (ϕn, ϕ
∗
n) = 2 + o(1),

ãäå (· , ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, 1].
Òåîðåìà 3. Ñèñòåìû ñ.ï.ô. îïåðàòîðîâ L è L∗ ïîëíû â L2[0, 1].
Èç òåîðåì 2 è 3 ïî òåîðåìå Áàðè ([3], ñ. 374�375) ñëåäóåò îñíîâíîé

ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4. Ñèñòåìû ñ.ï.ô. îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â

L2[0, 1].
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ÓÄÊ 517.51

Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÕÀÀÐÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [0, 1]
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà [1]. Ðà-
íåå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3] ðàññìàòðèâàëîñü ïðèìåíåíèå ôóíêöèé
Õààðà äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííûõ çà-
äà÷. Îäíàêî â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä. Ðàíåå ñ ïîìîùüþ
ñèñòåìû Õààðà ñòðîèëîñü ñàìî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèëîñü ââîäèòü ñïåöèàëüíûé îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ÷òî ïðèâîäèëî ê äîâîëüíî
ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì.

Â äàííîé ðàáîòå ïî çàäàííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå çàïèñûâàåòñÿ
ðàçëîæåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. È, ïîñëå äâîéíîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, èñêîìîå ðåøåíèå áóäåò ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà ïî ñèñòåìå
êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè íà îòðåçêå [0, 1] ñëåäóþùåãî âèäà: y′′(x) + p(x)y(x) = f(x)
y(0) = y0

y′(0) = y1

. (1)

Çàïèøåì ôóíêöèè p(x) è f(x) â âèäå èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñèñòåìå
Õààðà:

p(x) =
∞∑
k=0

pkhk(x),
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f(x) =
∞∑
k=0

fkhk(x),

ãäå hk(x) � ôóíêöèè Õààðà, à pk è fk � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèé.

Òàê æå ïðåäñòàâèì y′′(x) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå Õààðà

y′′(x) =
∞∑
k=0

ckhk(x), (2)

çäåñü ck � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïðî-
èíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (2) îò 0 äî x íà îòðåçêå [0, 1]

x∫
0

y′′(t) dt = y′(x)− y′(0) =
∞∑
k=0

ckϕk(x),

ãäå ϕk(x) � ôóíêöèè Ôàáåðà � Øàóäåðà, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè

ϕ2n+j(x) =


x− j

2n , x ∈
[
j

2n ,
j+1/2

2n

]
j+1
2n − x, x ∈

[
j+1/2

2n , j+1
2n

]
0, x /∈

[
j

2n ,
j+1
2n

] .

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

y′(x) = y′(0) +
∞∑
k=0

ckϕk(x).

Åùå ðàç ïðîèíòåãðèðóåì åãî îò 0 äî x íà îòðåçêå [0, 1], ïîëó÷èì

y(x) = y(0) + y′(0)x+
∞∑
k=0

ckψk(x), (3)

ãäå ψk(x) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè

ψ2n+j(x) =


1
2x

2 − jx
2n + j2

22n+1 , x ∈
[
j

2n ,
j+1/2

2n

]
−x2

2 + x(j+1)
2n − j

22n − j2

22n+1 − 1
22n+2 , x ∈

[
j+1/2

2n , j+1
2n

]
0, x ∈

[
0, j2n

]
1

22n+2 , x ∈
[
j+1
2n , 1

] .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè ψk(x) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûìè, è ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåì ïðèáëèæàòü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ñïëàé-
íîâ.
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ â óðàâíåíèå (1), áóäåì èìåòü

∞∑
k=0

ckhk(x) +
∞∑
k=0

pkhk(x)

(
y(0) + y′(0)x+

∞∑
j=0

cjψj(x)

)
=

∞∑
k=0

fkhk(x).

Âûáåðåì íåêîòîðîå N = 2n− 1 è ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

N∑
k=0

hk(x)

(
ck + pky(0) + pky

′(0)x+ pk

N∑
j=0

cjψj(x)− fk

)
= 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ ñóììó â òî÷êàõ {xi}Ni=0, ïîëó÷èì

N∑
k=0

hk(xi)

(
ck + pky(0) + pky

′(0)xi + pk

N∑
j=0

cjψj(xi)− fk

)
= 0. (4)

Òàêèì îáðàçîì, (4) � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âèäà Ax = b îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ck. Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû çà-
äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè

ai,j = hj(xi) + ψj(xi)
N∑
k=0

pkhk(xi),

bi =
N∑
k=0

fkhk(xi)−
N∑
k=0

pkhk(xi)(y(0) + y′(0)xi).

Ðåøàÿ ñèñòåìó (4) ìåòîäîì Ãàóññà, íàõîäèì êîýôôèöèåíòû ck è çàòåì
ïî ôîðìóëå (3) íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y(x).

Ïî ðåçóëüòàòàì äàííûõ èññëåäîâàíèé áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà è
ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïîêàçàëè ñëåäóþùåå.
Åñëè ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî
àëãîðèòì äàåò òî÷íîå ðåøåíèå óæå ïðè ðàçáèåíèè îòðåçêà ÷åòûðüìÿ òî÷-
êàìè. Åñëè â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âçÿòü ôóíêöèþ y(x) = sin(x) òî ïðè ðàç-
áèåíèè ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ïîðÿäêà O(10−2), ïðè
óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê â 2 ðàçà ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò O(10−3).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 10-01-
00097-à).
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Ð.Â. Ìàðòåíñ

Î ÏÎËÍÎÉ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé Ôàáåðà �-Øàóäåðà
(
1, t,

{
gk,j(t)

})
, ãäå

gk,j(t) = g(2kt− j)

ïðè k ≥ 0, 0 ≤ j ≤ 2k − 1, à ôóíêöèÿ g(t), â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(t) =


2t, ïðè t ∈ [0, 1/2],

2− 2t ïðè t ∈ [1/2, 1],

0, ïðè t /∈ [0, 1].

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà Ôàáåðà �- Øàóäåðà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0, 1] , íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞ . Ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ôóíêöèé Ôàáåðà �- Øàóäåðà ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ óçëàìè â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Â
äàííîé ñòàòüå ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ,
äëÿ êîòîðîé ÷àñòíûå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà ïî-ïðåæíåìó ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûìè
óçëàìè, íî íå èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé. Èìåííî,
âîçüìåì ôóíêöèþ

ϕ(t) =


8t ïðè t ∈ [0, 1/4],

4− 8t ïðè t ∈ [1/4, 3/4],

8t− 8 ïðè t ∈ [3/4, 1],

0 ïðè t /∈ [0, 1].

Äëÿ n ∈ N ïî ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ n = 2k + j, k ≥ 0,
0 ≤ j ≤ 2k − 1, ïîëîæèì ϕn(t) = ϕk,j(t) = 2k/2ϕ(2kt − j). Êðîìå òî-
ãî, ϕ0(t) ≡ 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{
ϕn
}∞
n=0

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñæàòèé è
ñäâèãîâ, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé ϕ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ñèñòå-
ìà ñîñòîèò èç ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé ôóíêöèé ñèñòåìû Ôàáåðà � Øàóäåðà
ϕk,j = 2k/2+1(gk+1,2j − gk+1,2j+1).
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Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ = χ−
∞∑
k=2

2−3k/2+1
2k−1∑
j=0

εk,jχk,j,

ãäå
{
χn
}∞
n=0

� êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Õààðà è

εk,j =


1 ïðè j = 0, . . . , 2k−2 − 1,

−1 ïðè j = 2k−2, . . . , 3 · 2k−2 − 1,

1 ïðè j = 3 · 2k−2, . . . , 2k − 1.

Êàæäîìó ÷èñëó n ∈ N ïî ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ n = 2k+j ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð α = (α1, . . . , αk) êîýôôèöèåíòîâ äâîè÷íîãî

ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà j =
∞∑
ν=1

αν2
k−ν. ×åðåç |α| îáîçíà÷èì äëèíó íàáîðà α,

â äàííîì ñëó÷àå |α| = k.
Ñëåäóÿ ðàáîòå [1], ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðíóþ ñòðóêòóðó

ìóëüòèñäâèãà {V0, V1}, ïîëàãàÿ

V0ϕ(t) = 21/2ϕ(2t), V1ϕ(t) = 21/2ϕ(2t− 1),

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(t) èìååò íîñèòåëü íà [0, 1]. Äàëåå, ïîëîæèì

V αϕ(t) = Vα1
. . . Vαkϕ(t),

ãäå ïåðâûì äåéñòâóåò îïåðàòîð Vαk , ïîñëåäíèì � Vα1
. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî
V αϕ(t) = ϕn(t).

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà {ϕn(t)}n≥0 ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè ϕ(t)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îðòîãîíàëüíà ñèñòåìå
{ϕn(t)}n≥0, òî åñòü ∀n ∈ N (f, ϕn) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà f = 0.

Ïðåîáðàçóåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕ(t) ïî ñèñòåìå Õààðà:

ϕ = χ−
∞∑
l=2

2−3l/2+1
2l−1∑
j=0

εl,jχl,j =

= χ− 2
∞∑
l=2

2−3l/2
∑
|β|=l

εβV
βχ.
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Äàëåå ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(f, ϕn) = (f, V αϕ) =

= (f, V αχ)− 2
∞∑
l=2

2−3l/2
∑
|β|=2

εβ(f, V αV βχ) = 0,

îòêóäà

(f, V αχ) = 2
∞∑
l=2

2−3l/2
∑
|β|=2

εβ(f, V αV βχ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fα êîýôôèöèåíòû Ôóðüå � Õààðà ôóíêöèè f , òî åñòü
fα = (f, χn) = (f, χα) = (f, V αχ). Ðàññìîòðèì 2k-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ

f̄ = {fα}|α|=k

ñ íîðìîé ‖f̄‖2 =
( ∑
|α|=k
|fα|2

)1/2

. Îáîçíà÷èì Sk =
( ∑
|α|=k
|fα|2

)1/2

. Â ïðè-

íÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ

f̄ = 2
∞∑
l=2

2−3l/2
∑
|β|=l

εβf̄β.

Îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

‖f̄‖2 ≤ 2
∞∑
l=2

2−3l/2
∑
|β|=l

1 · ‖f̄β‖2 ≤

≤ 2
∞∑
l=2

2−3l/2
(∑
|β|=l

12
)1/2(∑

|β|=l

∑
|α|=k

|(f, V αV βχ)|2
)1/2

=

= 2
∞∑
l=2

2−lSk+l ≤ sup
l≥2

Sk+l · 1.

Ïîëó÷èëè, ÷òî Sk ≤ sup
l≥2

Sk+l. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïðîäîë-

æèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

Sk ≤ sup
l≥2

Sk+l = sup
l1≥2

Sk+l1 ≤ sup
l1≥2

sup
l2≥2

Sk+l1+l2 ≤

· · · ≤ sup
l1≥2

. . . sup
ls≥2

Sk+l1+···+ls = sup
m≥k+2s

Sk+m → 0
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ïðè s→∞. Èòàê, Sk = 0 è ïîýòîìó ôóíêöèÿ f = 0.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà

ÐÔ (ïðîåêò ÌÄ-300.2011.1) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-01-00097).
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Ïîä ïëîñêîñòüþ [1] áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó âèäà Π = (X,L),
ãäå X� íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê è L � ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, èìå-
íóåìûõ ïðÿìûìè, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì: (A1) ÷åðåç
ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ; (A2) êàæäàÿ ïðÿ-
ìàÿ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè; (A3) â ìíîæåñòâå X åñòü òðè
òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòü Π = (X,L)
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé, åñëè ëþáûå äâå åå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó,
è àôôèííîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïðÿìîé l ∈ L è ëþáîé òî÷êè x ∈ X \ l
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ l′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì x ∈ l′ è
l ∩ l′ = ∅.

Ïî îïðåäåëåíèþ [2] ïëàíàðíûå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðèçîâàí-
íûìè àâòîìàòàìè A = (X1, S,X2, δ, λ) ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X1 è
ìíîæåñòâîì âûõîäíûõ ñèãíàëîâ X2, íàäåëåííûìè ñòðóêòóðàìè ïëîñ-
êîñòåé Π1 = (X1, L1) è Π2 = (X2, L2), ïîëóãðóïïîé âõîäíûõ ñèãíà-
ëîâ S, ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ : X1 × S → X1 è âûõîäíîé ôóíêöèåé
λ : X1 × S → X2, äëÿ êîòîðûõ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ S ïðå-
îáðàçîâàíèå δ(x, s) : X1 → X1 ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè Π1 è
îòîáðàæåíèå λ(x, s) : X1 → X2 âëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè Π1 â
ïëîñêîñòü Π2.

Äëÿ ëþáûõ ïëîñêîñòåé Π1 è Π2 àâòîìàò A = (Π1, S,Π2, δ, λ) ñ ïîëó-
ãðóïïîé âõîäíûõ ñèãíàëîâ S, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ïàð s = (ϕ, ψ) ýíäîìîð-
ôèçìîâ ϕ ïëîñêîñòè Π1 è ãîìîìîðôèçìîâ ψ ïëîñêîñòè Π1 â ïëîñêîñòü Π2,
ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ(x, s) = ϕ(x) è âûõîäíîé ôóíêöèåé λ(x, s) = ψ(x)
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(çäåñü x ∈ X1, s = (ϕ, ψ) ∈ S) ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì àâòîìàòîì. Òà-
êèå àâòîìàòû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì Atm(Π1,Π2) è íàçûâàþòñÿ óíè-
âåðñàëüíûìè ïëàíàðíûìè àâòîìàòàìè, òàê êàê èõ ïîäàâòîìàòû îõâàòû-
âàþò ãîìîìîðôíûå îáðàçû âñåõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [3] ïîêàçûâàåò, ÷òî óíèâåðñàëüíûå ïëà-
íàðíûå àâòîìàòû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà) ñâîèìè ïîëóãðóïïàìè âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàíà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíàÿ îïðåäåëè-
ìîñòü (ñì. [3]) êëàññà óíèâåðñàëüíûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ â êëàññå âñåõ
ïîëóãðóïï. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü ïðîàíàëèçèðîâàòü
âçàèìîñâÿçü âàæíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé êëàññîâ ïëàíàðíûõ
àâòîìàòîâ è ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé êëàññîâ ïîëóãðóïï, òàêèõ êàê ïðî-
áëåìà ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîáëåìà
àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé êëàññîâ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ñèñòåì è äð.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ A =
= (Π1, S,Π2, δ, λ) íà ÿçûêå ÓÈÏ áóäåì ðàññìàòðèâàòü
A â âèäå ïÿòèñîðòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A =
= ((X1, L1,∈1), (S, ·), (X2, L2,∈1), δ, λ) ñ ïÿòüþ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè
X1, L1, S,X2, L2 è ñèãíàòóðîé Ω = {∈1, ·,∈2, δ, λ}. Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü
X1 è L1 (ñîîòâåòñòâåííî X2 è L2) � ìíîæåñòâà òî÷åê è ïðÿìûõ ïëîñ-
êîñòè ñîñòîÿíèé Π1 (ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ Π2),
S � ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèìâîëîâ àâòîìàòà A, ∈1 (ñîîòâåòñòâåííî,
∈2) � ñèìâîë áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê ïëîñêî-
ñòè ñîñòîÿíèé Π1 (ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ Π2)
åå ïðÿìûì, · � ñèìâîë áèíàðíîé îïåðàöèè ïîëóãðóïïû S, δ è λ �
ñèìâîëû áèíàðíûõ îïåðàöèé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäíîé ôóíêöèè
àâòîìàòà A.

Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ â ñòèëå àê-
ñèîìàòèêè Ãèëüáåðòà ãåîìåòðèè ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ÓÈÏ ñ ïÿ-
òèñîðòíûìè ïåðåìåííûìè LA. Àëôàâèò òàêîãî ÿçûêà ñîñòîèò (1) èç
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ A,B, ... (ñîîòâåòñòâåí-
íî A′, B′, ...) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê ïëîñêîñòè ñîñòîÿíèé (ñîîòâåòñòâåííî
ïëîñêîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ) àâòîìàòîâ; (2) èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èí-
äèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ a, b, ... (ñîîòâåòñòâåííî a′, b′, ...) äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ ïðÿìûõ ïëîñêîñòè ñîñòîÿíèé (ñîîòâåòñòâåííî, ïëîñêîñòè âûõîäíûõ
ñèãíàëîâ) àâòîìàòîâ; (3) èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ s, t, .. äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòîâ; (4) èç äâóõ-
ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ∈1 (ñîîòâåòñòâåííî ∈2)äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê ïëîñêîñòè ñîñòîÿíèé (ñîîòâåòñòâåííî
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ïëîñêîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ) àâòîìàòà åå ïðÿìûì; (5) èç äâóõìåñò-
íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà · äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ïîëóãðóïïû âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòîâ; (6) èç äâóõìåñòíûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ñèìâîëîâ δ è λ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäíîé
ôóíêöèè àâòîìàòà; (7) èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ëîãè÷åñêèõ è òåõíè÷å-
ñêèõ ñèìâîëîâ, òàêèõ êàê ¬,∧,∨,=⇒,⇐⇒,∀,∃,=, (, ).

Äëÿ ÿçûêà LA òåðìû òðåõ ñîðòîâ ïîëó÷àþòñÿ îáû÷íûì êîìáèíèðî-
âàíèåì ñèìâîëà · � ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè òðåòüåãî ñîðòà è ñèìâîëîâ δ
è λ � ñ ïåðåìåííûìè ïåðâîãî è òðåòüåãî ñîðòà, ò.å. ýòî âûðàæåíèÿ âèäà
A, a,A′, a′, s, t1 · t2, δ(t, t3), λ(t, t3), ãäå A è t � ïåðåìåííàÿ è òåðì ïåðâîãî
ñîðòà, a � ïåðåìåííàÿ âòîðîãî ñîðòà, s è t1, t2, t3 � ïåðåìåííàÿ è òåðìû
òðåòüåãî ñîðòà,A′ è a′ � ïåðåìåííûå ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî ñîðòà. Ïðè ýòîì
ïîëó÷àþòñÿ òåðìû δ(t, t3), t1 · t2 è λ(t, t3) ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
ñîðòà ñîîòâåòñòâåííî. Òåðìàìè âòîðîãî è ïÿòîãî ñîðòà ÿâëÿþòñÿ èíäè-
âèäóàëüíûå ïåðåìåííûå âòîðîãî è ïÿòîãî ñîðòà, îáîçíà÷àþùèå ïðÿìûå,
ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòè ñîñòîÿíèé è ïëîñêîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ àâ-
òîìàòîâ.

Àòîìàðíûå ôîðìóëû ÿçûêà LA ïîëó÷àþòñÿ îáû÷íûì êîìáèíèðîâà-
íèåì ñèìâîëà = ñ äâóìÿ òåðìàìè îäíîãî ñîðòà, ñèìâîëà ∈1 � ñ òåðìîì
ïåðâîãî ñîðòà è òåðìîì âòîðîãî ñîðòà è ñèìâîëà ∈2 � ñ òåðìîì ÷åòâåð-
òîãî ñîðòà è òåðìîì ïÿòîãî ñîðòà, ò.å. ýòî âûðàæåíèÿ âèäà t = t′, t1 ∈1 t2
è t4 ∈2 t5, ãäå t, t′ � òåðìû îäíîãî è òîãî æå ñîðòà è ti � òåðìû i-ãî
ñîðòà (ãäå i = 1, 2, 4, 5). Ôîðìóëû ÿçûêà LA îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè
îáû÷íûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [5] êîíêðåòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óíèâåðñàëüíûõ
ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî êëàññ Aut âñåõ óíèâåð-
ñàëüíûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî îïðåäåëèì [6]
â êëàññå âñåõ ïîëóãðóïï Sem.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò òàêèå ôîðìóëû

Z(x), Ek(x, y), Lk(x̄), Eqvk(x̄, ȳ), Insk(x, ȳ)

ñèãíàòóðû ÿçûêà ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ïîëóãðóïï LS

(çäåñü è äàëåå k = 1, 2, x̄ = (x1, x2), ȳ = (y1, y2)),
÷òî ëþáîé óíèâåðñàëüíûé ïëàíàðíûé àâòîìàò
A = Atm(Π1,Π2) íàä ïëîñêîñòÿìè Π1 = (X1, L1), Π2 = (X2, L2)
è åãî ïîëóãðóïïà âõîäíûõ ñèãíàëîâ S = Inp(A) óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ìíîæåñòâà Z = {x ∈ S : Z(x)} è Lk = {x̄ ∈ S2 : Lk(x̄)} íå
ïóñòû;
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2) ôîðìóëà Ek(x, y) çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Ek íà ìíî-
æåñòâå Z ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè Ek(x) = [x]k äëÿ ýëåìåí-
òîâ x ∈ Z;

3) ôîðìóëà Eqvk(x̄; ȳ) çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Eqvk íà
ìíîæåñòâå Lk;

4) ôîðìóëà Insk(x, ȳ) çàäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå Insk ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà Z è ìíîæåñòâà Lk, êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñ
ýêâèâàëåíòíîñòÿìè Ek, Eqvk ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

(x, ȳ) ∈ Insk ∧ x ≡ u(Ek) ∧ ȳ ≡ z̄(Eqvk) =⇒ (u, z̄) ∈ Insk;

5) àâòîìàò A = Atm(Π1,Π2) èçîìîðôåí ïëàíàðíîìó àâòîìàòó
A = (H1, S,H2, δ, λ), ãäå Hk = (Z/Ek, Lk/Eqvk, µk ), áèíàðíîå
îòíîøåíèå µk ⊂ Z/Ek × Lk/Eqvk äëÿ ýëåìåíòîâ X ∈ Z/Ek,

Y ∈ Lk/Eqvk îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(X, Y ) ∈ µk ⇐⇒ (x, ȳ) ∈ Insk ïðè ëþáûõ x ∈ X, ȳ ∈ Y,

è îòîáðàæåíèÿ δ : Z/E1×S → Z/E1, λ : Z/E1×S → Z/E2 äëÿ
ýëåìåíòîâ x ∈ Z, s ∈ S îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

δ([x]1, s) = [x · s]1, λ([x]1, s) = [x · s]2;

6) äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Ψ ñèãíàòóðû ÿçûêà ýëåìåíòàðíîé òåîðèè
ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ LA ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ òàêàÿ ôîðìóëà
Ψ ñèãíàòóðû ÿçûêà ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ïîëóãðóïï LS, ÷òî Ψ â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå èñòèííà íà óíèâåðñàëüíîì ïëàíàðíîì
àâòîìàòå A, åñëè ôîðìóëà Ψ èñòèííà íà åãî ïîëóãðóïïå âõîäíûõ
ñèãíàëîâ Inp(A).
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ÓÄÊ 519.7
Â.Å. Íîâèêîâ

ÐÅØ�ÒÊÈ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ Â ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÌ ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

Âîññòàíîâèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ êîíöåïòóàëüíîãî àíàëèçà [1].
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ôîðìàëüíûé ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò
K = (G, (Mi), ρ), åñëè çàäàíû G � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáú-
åêòîâ, (Mi) � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ ñ
ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n è ρ ⊆ G ×M1 × . . . ×Mn � íåêîòîðîå
(n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå. Ïðè n = 1 ïîíÿòèå ïîëèàòðèáóòíîãî êîíòåêñòà
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì êîíòåêñòà îáû÷íîãî ôîðìàëüíîãî êîí-
öåïòóàëüíîãî àíàëèçà [2]. Ïîä ñëîâîì "êîíòåêñò"äàëåå áóäåì ïîíèìàòü
"ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò".

×òîáû èñïîëüçîâàòü àïïàðàò àëãåáðû îòíîøåíèé Â.Â. Âàãíåðà [3]
íà ïîëèàòðèáóòíîì êîíòåêñòå ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
ρ ⊆M1 × · · · ×Mn � n-àðíîå îòíîøåíèå. Îáîçíà÷èì n̄ = (1, 2, 3, . . . , n),
Mn̄ = M1 × · · · ×Mn, ı̄1 = i1 è ı̄k = (i1, i2, . . . , ik), xı̄k = (xi1, xi2, . . . , xik),
Mı̄k = Mi1 ×Mi2 × · · · ×Mik äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n.
Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ðåçóëüòàòà áóëåâîé îïåðàöèè îáú-
åäèíåíèÿ íàä äàííûìè ìíîæåñòâàìè: ıks = ı̄k ∪ ̄s. Ïðè ýòîì òàêæå
îáîçíà÷àåì ı̄k ⊆ n̄. Ãîâîðèì, ÷òî k-ñèñòåìà xı̄k âõîäèò â îòíîøåíèå ρ,
åñëè ñóùåñòâóåò n-ñèñòåìà xn̄ ∈ ρ, äëÿ êîòîðîé ýëåìåíòû xi1, xi2, . . . , xik
ÿâëÿþòñÿ å¼ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè. Äëÿ ı̄s, ̄k ⊆ n̄, aı̄s ∈ Mı̄s,
X ⊆Mı̄s îáîçíà÷èì:

π̄k(ρ) = {ȳk ∈M̄k | ȳkâõîäèò â ρ}, σ{aı̄s}(ρ) = {xn̄ ∈ ρ | aı̄s ⊆ xn̄},

ρ̄k〈xı̄s〉 = π̄k(σ{xı̄s}(ρ)),
_
ρ ̄k (X) = ∩{ρ̄k〈xı̄s〉 : xı̄s ∈ X},

_
ρ ı̄s̄k (X) =

_
ρ ı̄s (

_
ρ ̄k (X)).

Ïóñòü òåïåðü çàäàí ôîðìàëüíûé êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ). Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ (n + 1)-àðíîãî îòíîøåíèÿ ρ ⊆ G × M1 × . . . ×
Mn â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâó G áóäåì ñòàâèòü íóëåâîé èíäåêñ:
π0(ρ) = {x ∈ G | x âõîäèò â ρ}, ρ0〈xı̄s〉 = π0(σ{xı̄s}(ρ)),

_
ρ0 (X) =

= ∩{ρ0〈xı̄s〉 : xı̄s ∈ X}. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî X ⊆ G ñóùåñòâóåò ̄k ⊆ n̄,
òàêîå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

X =
_
ρ0̄k (X),

òî X íàçûâàåòñÿ êîíöåïòîì ïî ñèñòåìå àòðèáóòîâ ̄k èëè ïðîñòî êîí-
öåïòîì êîíòåêñòà K. Êîíöåïòû, îòëè÷íûå îò ∅ è G, áóäåì íàçûâàòü
ñîáñòâåííûìè.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ⊆ Mn̄ èìååò ìåñòî
F -çàâèñèìîñòü Ml̄q → M̄k , l̄q, ̄k ⊆ n̄, åñëè ρ̄k〈xl̄q〉, xl̄q ∈ Ml̄q , îïðåäå-
ëÿåò îòîáðàæåíèå πl̄q(ρ) → π̄k(ρ). F -çàâèñèìîñòü Ml̄q → M̄k , l̄q, ̄k ⊆ n̄,
áóäåì íàçûâàòü B-çàâèñèìîñòüþ, åñëè îïðåäåëÿåìîå èì îòîáðàæåíèå
ρ̄k〈xl̄q〉: πl̄q(ρ)→ π̄k(ρ) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.

Áóäåì ãîâîðèì, ÷òî êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ) îäíîçíà÷åí îòíîñè-
òåëüíî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, èëè ïðîñòî îäíîçíà÷åí, åñëè îòíîøåíèå ρ
èìååò F -çàâèñèìîñòü G → Mn̄. Â ÷àñòíîñòè îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò ìî-
äåëèðóåòñÿ ëþáîé ðåëÿöèîííîé áàçîé äàííûõ [4], â êîòîðîé ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åé ýòîé áàçû.

Â [5] áûëà óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü K = (G, (Mi), ρ) � îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ êîíöåïòîâ ïî ëþáîìó ̄k ⊆ n̄ îáðàçóåò
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà π0(ρ), êîòîðîå îáîçíà÷àåì π0(ρ)/̄k;

2) åñëè l̄q ⊆ ̄p (l̄q, ̄p ⊆ n̄), òî π0(ρ)/̄p ≤ π0(ρ)/l̄q, ò.å. π0(ρ)/̄p ÿâëÿ-
åòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ π0(ρ)/l̄q;

3) åñëè l̄q, ̄p ⊆ n̄ è π0(ρ)/̄p ≤ π0(ρ)/l̄q, òî π0(ρ)/̄p = π0(ρ)/lqjp;

4) åñëè êîíöåïò X â ðåø¼òêå êîíöåïòîâ íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì, òî
X ïîêðûâàåò íå ìåíåå äâóõ êîíöåïòîâ êîíòåêñòà K;

5) âûñîòà ðåø¼òêè êîíöåïòîâ ýòîãî êîíòåêñòà íå ïðåâîñõîäèò
çíà÷åíèÿ min{n + 1, |π0(ρ)|}, à å¼ øèðèíà íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ
|π0(ρ)|.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòíîøåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî G,
òî π0(ρ) = G. Åñëè ýòî íå òàê, òî âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê êîíòåê-
ñòó K = (G′, (Mi), ρ), ãäå G′ ⊆ G è G′ = π0(ρ). Ïîýòîìó äàëåå áó-
äåì ïîëàãàòü, ÷òî îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ) îáëàäàåò îò-
íîøåíèåì ρ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ G. Îáîçíà÷èì
P̄k = π0(ρ)/̄k , ε̄k � ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ
P̄k , è Lp(K) = {P0, P̄k | ̄k ⊆ n̄}, ãäå P0 � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G,
ñîñòîÿùåå èç îäíîãî áëîêà G. Ïî óòâåðæäåíèþ 1 òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì,
÷òî ëþáîé ñîáñòâåííûé êîíöåïò ïî ëþáîìó ̄k ⊆ n̄ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
áëîêîâ ðàçáèåíèÿ P̄k ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü Lp(G) � ðåø¼òêà ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà G.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà K = (G, (Mi), ρ)

ìíîæåñòâî Lp(K) ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè ðàçáèåíèé Lp(G).
È äëÿ ëþáîé ïîäðåø¼òêè L ⊆ Lp(G), ñîäåðæàùåé P0, ñóùåñòâóåò îä-
íîçíà÷íûé êîíòåêñò K(L) òàêîé, ÷òî L = Lp(K(L)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Lp(K). Äëÿ ëþáûõ
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j1, j2 ∈ {1, 2, 3, . . . , n} ïî îïðåäåëåíèþ ̄2 = (j1, j2), ò.å. j1, j2 ⊂ ̄2, è
ïî óòâåðæäåíèþ 2 òåîðåìû 1 P̄2 ≤ Pj1 è P̄2 ≤ Pj2. Òàêèì îáðàçîì,
P̄2 = Pj1∧Pj2. È äëÿ ëþáîãî ̄k = (j1, j2, . . . , jk) P̄k = Pj1∧Pj2∧ . . .∧Pjk ,
ãäå ∧ îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ â ðåø¼òêå ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà îáúåêòîâ G.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Lp(K) ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè Lp(G).
Ïðè ýòîì P0 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â ðåø¼òêàõ Lp(K) è Lp(G), Pn̄ ÿâëÿåòñÿ
íóë¼ì ðåø¼òêè Lp(K). Ðàçáèåíèÿ Pj, ãäå j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, ÿâëÿþòñÿ
êîàòîìàìè ðåø¼òêè Lp(K).

Îáðàòíî, ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ïîäðåø¼òêà L ⊆ Lp(G), ñîäåðæà-
ùàÿ P0, ãäå G � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü P1, P2, . . . , Pn � âñå êî-
àòîìû ýòîé ðåø¼òêè, à ε1, ε2, . . . , εn � ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà ìíîæåñòâå G. Ïîñòðîèì êîíòåêñò K(L) = (G, (Pi), ρ), ãäå
ρ = {(g, ε1(g), ε2(g), . . . , εn(g))| g ∈ G}. Ïîñòðîåííûé êîíòåêñò ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íûì, ïîñêîëüêó ëþáîé g ∈ G ïîïàäàåò òîëüêî â îäèí áëîê
εj(g) ðàçáèåíèÿ Pj, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}. Ëþáîé ñîáñòâåííûé êîíöåïò êîí-
òåêñòà K(L) ïî ëþáîìó ̄k ⊆ n̄ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç áëîêîâ ðàçáèåíèÿ P̄k
ìíîæåñòâà G. È ïîñêîëüêó P̄k = Pj1 ∧Pj2 ∧ . . .∧Pjk (ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì íåêîòîðûõ êîàòîìîâ ðåø¼òêè L), òî ðåø¼òêè L è Lp(K(L)) ñîñòîÿò
èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ò.å. L = Lp(K(L)). �
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ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ
ÏÀÐÅÒÎ-ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå íàáîðà

G = 〈A, q1, ..., qm〉 , (1)
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ãäå A � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ, q1, ..., qm � êðèòåðèè îöåí-
êè ýòèõ àëüòåðíàòèâ. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìíîãî-
êðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ êà÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè. Êà÷åñòâåí-
íûé êðèòåðèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî øêàëîé äëÿ åãî èçìåðåíèÿ ñëó-
æèò íåêîòîðîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (öåïü) 〈Cj,≤j〉; ôîð-
ìàëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå qj : A → Cj . Äàëåå ïîëàãàåì
J = {1, ...,m}, q(a) = (q1(a), ..., qm(a)) � âåêòîðíàÿ îöåíêà àëüòåðíàòèâû
a ∈ A .

Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñî-
ñòîèò â ïîñòðîåíèè îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëüòåðíà-
òèâ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå íåêîòîðîãî ðåøàþùåãî
ïðàâèëà. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-
ïðåäïî÷òåíèå [1], êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

a1 ≤Par a2 ⇔ (∀j ∈ J)qj(a1) ≤ qj(a2). (2)

Ñ êàæäîé çàäà÷åé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè G âèäà (1) ñâÿ-
çàíà ñòðóêòóðà Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèÿ

〈
A,≤Par

〉
. Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåò-

ñÿ çàäà÷à àáñòðàêòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóð Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèé,
àññîöèèðîâàííûõ ñ çàäà÷àìè âèäà (1) ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì
øêàë êðèòåðèåâ 〈Cj,≤j〉j∈J . Ïîëàãàåì C =

∏
j∈J

Cj. Ìû ïðåäïîëàãàåì âû-

ïîëíåíèå ñëåäóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:
(α) : åñëè a1 6= a2, òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j ∈ J èìååò ìåñòî qj(a1) 6=
qj(a2).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèé
〈A, ω〉 ñîâïàäàëà ñî ñòðóêòóðîé Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèé, àññîöèèðîâàí-
íîé ñ íåêîòîðîé çàäà÷åé G âèäà (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû 〈A, ω〉 áûëî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäèò m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èç îïðåäåëåíèÿ (2) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ≤Par ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçè-
òèâíûì, ò.å. îòíîøåíèåì êâàçèïîðÿäêà. Â ñèëó äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
(α) îíî áóäåò îòíîøåíèåì ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A. Îöåíèì åãî ðàçìåð-
íîñòü.

Ïóñòü w1 : 1 < 2 < · · · < m � îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå èíäåêñîâ J . Äàëåå, äëÿ ëþáîãî j∗ = 1, ...,m ÷åðåç wj∗ îáî-
çíà÷àåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà J , êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ w1 íà J − {j∗} è
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì (íàèìåíüøèì) ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî wj∗. Ïóñòü λj

∗

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà öåïåé 〈Cj,≤j〉j∈J , ãäå ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ J óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ïîðÿäêà wj∗. Êàê èçâåñòíî
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[1, 2], λj
∗
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà C. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå

A áèíàðíîå îòíîøåíèå ωj
∗
, j∗ = 1, ...,m, ïî ïðàâèëó

a1 ≤ω
j∗

a2 ↔ q(a1) ≤λ
j∗

q(a2). (3)

Ó÷èòûâàÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (α), ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå ωj
∗

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà A.

Ëåììà 1.Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

≤Par=
⋂
j∗∈J

ωj
∗
. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì âíà÷àëå ïðè ïðîèçâîëüíîì j∗ ∈ J
âêëþ÷åíèå ≤par⊆ ωj

∗
. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü a1 ≤Par a2, òî åñòü qj(a1) ≤

qj(a2) ïðè âñåõ j ∈ J . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî j∗ = 1, ...,m. Ïóñòü
j0 � ïåðâûé íîìåð â óïîðÿäî÷åíèè wj∗, ïðè êîòîðîì qj0(a1) 6= qj0(a2).
Òàê êàê ñïðàâåäëèâî qj0(a1) ≤j0 qj0(a2) òî âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåí-

ñòâî qj0(a1) <
j0 qj0(a2), ïîýòîìó q(a1) ≤λ

j∗
q(a2) è ñîãëàñíî (3) èìååì

a1 ≤ω
j∗
a2, ÷òî äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå ≤par⊆ ωj

∗
. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

j∗ ∈ J ïîëó÷àåì â (4) âêëþ÷åíèå ñëåâà íàïðàâî. Óñòàíîâèì îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå. Ïóñòü âûïîëíåíî a1 ≤ a2 îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà

⋂
j∗∈J

ωj
∗
. Òî-

ãäà ïðè êàæäîì j∗ ∈ J èìååì a1 ≤ω
j∗
a2 , òî åñòü q(a1) ≤λ

j∗
q(a2).

Ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî j∗ = 1, ...,m, èìååì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà λj

∗
:

q1(a1) ≤1 q1(a2), ..., qm(a1) ≤m qm(a2),

òî åñòü q(a1) ≤Par q(a2) , ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó 1. Èç ëåììû 1 íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïîðÿäêà ≤Par íå ïðåâîñõîäèò
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà J , òî åñòü ÷èñëà m, ÷òî äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü dim 〈A, ω〉 = m∗ ≤ m. Íàäî ïîñòðîèòü çàäà-
÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ êà÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè òàê,
÷òîáû îòíîøåíèå ïîðÿäêà ω ñîâïàëî ñ Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèåì ýòîé çàäà-
÷è. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò
m∗ ≤ m ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ωj íà A , ïåðåñå÷åíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ω. Äóáëèðóÿ, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, m−m∗ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, ïðè-
õîäèì ê ðàâåíñòâó

ω =
⋂

j=1...m

ωj. (5)
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Ïðè êàæäîì j ∈ J ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cj, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó
A, è ïóñòü qj : A → Cj � áèåêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ≤j íà Cj , ïîëàãàÿ

qj(a1) ≤j qj(a2)↔ a1 ≤ωj a2. (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ≤j ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà Cj, òî åñòü
〈
Cj,≤j

〉
� öåïü. Â ñèëó (5), (6) èìååì

a1 ≤ω a2 ↔ (∀j = 1, ...,m)a1 ≤ωj a2 ↔ (∀j = 1, ...,m)qj(a1) ≤j qj(a2).

Äàííàÿ ðàâíîñèëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ω ñîâïàäàåò ñ
Ïàðåòî-ïðåäïî÷òåíèåì äëÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-
öèè 〈A, q1, ..., qm〉.
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Íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû [1] çàäà-
äèì ïó÷îê Θ ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â äåéñòâèòåëüíîé òî÷êå S è äåéñòâèòåëü-
íóþ ïðÿìóþ l, l 6= Θ, ïîëþñ L êîòîðîé îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîé ëèíèè
γ íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé S. Íà êàæäîé ïðÿìîé ïó÷êà ïîñòðîèì òî÷êó,
ñîïðÿæåííóþ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ
l. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê íàçîâåì îðòðèñîé ñ áàçîé l è âåðøè-
íîé S. Ïðÿìóþ LS íàçîâåì ãëàâíîé îñüþ, à ïó÷îê Θ � îïðåäåëÿþùèì
ïó÷êîì îðòðèñû. Ñîîòâåòñòâåííî òèïó ïðÿìîé l îðòðèñó áóäåì íàçûâàòü
ãèïåðáîëè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé èëè ïàðàáîëè÷åñêîé. Â äàííîé ñòàòüå
èññëåäóåì ãèïåðáîëè÷åñêèå îðòðèñû.

Åñëè òî÷êà S ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé (âíóòðåííåé) îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà
ïëîñêîñòè Ĥ, îïðåäåëÿþùèé ïó÷îê Θ ñîîòâåòñòâåííî òèïó èçìåðåíèÿ
â íåì áóäåì íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèì (ýëëèïòè÷åñêèì). Åñëè S ∈ γ,
ïó÷îê Θ íàçîâåì ïàðàáîëè÷åñêèì.
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Â êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗ ïåðâîãî òèïà [2] ïëîñêîñòè Ĥ óðàâíåíèå
àáñîëþòà â êîîðäèíàòàõ òåêóùåé òî÷êè (êàñàòåëüíîé ïðÿìîé) èìååò âèä

x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0

(
X2

1 +X2
2 −X2

3 = 0
)
, (1)

à êîîðäèíàòû (m1 : m2 : m3) ñîáñòâåííîé (íåñîáñòâåííîé) íà Ĥ òî÷êèM
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

m2
1 +m2

2 −m2
3 > 0

(
m2

1 +m2
2 −m2

3 < 0
)
. (2)

Òåîðåìà. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îðòðèñà ïëîñêîñòè Ĥ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãëàâíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ îäíîâåòâåâîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïàðàáîëîé, äâó-
ïîëîñòíîé áèãèïåðáîëîé èëè ãèïåðáîëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îïðåäåëÿþùèé åå ïó÷îê ïàðàáîëè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè ñîîò-
âåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèé. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îðòðèñà ñ ýëëèïòè÷åñêîé
ãëàâíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ îäíîïîëîñòíîé áèãèïåðáîëîé. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
îðòðèñà ñ ïàðàáîëè÷åñêîé ãëàâíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíîé áàçå îðòðèñû è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåç-
êà ìåæäó âåðøèíîé îðòðèñû è ïîëþñîì îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà áàçû
îðòðèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñõîäóÿ òðè ïàðàìåòðà, ñâÿæåì ñ îðòðèñîé σ

åäèíñòâåííûé ðåïåð R∗, âåðøèíû A2, A3 êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò l, è
A1 = L. Â ðåïåðå R∗: l(1 : 0 : 0), L(1 : 0 : 0 :).

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
1. Ãëàâíàÿ îñü LS îðòðèñû σ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé.
Âåðøèíó îðòðèñû ìîæíî çàäàòü â R∗ êîîðäèíàòàìè S(1 : 0 : s), ãäå

s ∈ R è s 6= 0, òàê êàê S 6= L. Òåêóùåé òî÷êå M îðòðèñû ïðèñâîèì
êîîðäèíàòû (x1 : x2 : x3). Òîãäà êàæäàÿ ïðÿìàÿ MS ïó÷êà Θ çàäàíà â
R∗ êîîðäèíàòàìè (sx2 : x3 − sx1 : −x2) è ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l â òî÷êå
T (0 : 1 : λ), à àáñîëþò (1) � â òî÷êàõ H1, H2, îòíîøåíèå ïåðâûõ äâóõ
êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíî

h1

h2
=
sx3 − s2x1 ±

√
(x3 − sx1)2 + x2

2(s
2 − 1)

x2(1− s2)
. (3)

Ïî îïðåäåëåíèþ îðòðèñû òî÷êà M íà ïðÿìîé MS ñîïðÿæåíà îòíî-
ñèòåëüíî γ òî÷êå T , ò.å. (MTH1H2) = −1. Ïðèìåíÿÿ äàííîå ðàâåíñòâî
è óñëîâèå (3), íàõîäèì óðàâíåíèå îðòðèñû â êîîðäèíàòàõ òåêóùåé òî÷êè
è â òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

x2
2 + sx1x3 − x2

3 = 0, 4X2
1 + 4sX1X3 + s2X2

2 = 0. (4)
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Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ s (s 6= 0) îðòðèñà σ (4) ÿâëÿåòñÿ îâàëü-
íîé ëèíèåé ïëîñêîñòè Ĥ, ñîäåðæàùåé ñâîþ âåðøèíó S è ïîëþñ L ñâî-
åé áàçû îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîâàðèàíòû
[2] ëèíèè σ çàäàíû â R∗ êîîðäèíàòàìè: K1(0 : 1 : 1), K2(0 : 1 : −1),
K3,4(s : ±

√
1− s2 : 1) � îáùèå òî÷êè, k1,2(−s : ±2

√
1 + s : s + 2),

k3,4(s : ±2
√

1− s : s− 2) � îáùèå êàñàòåëüíûå îðòðèñû ñ àáñîëþòîì.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì s òî÷êè K1, K2 � äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷-

íûå, ïðè÷åì ïîëþñîì ïðÿìîé K1K2 îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà L. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòðèñà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãëàâíîé îñüþ èìå-
åò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå îáùèå äåéñòâèòåëüíûå òî÷êè ñ àáñîëþòîì è
ñîäåðæèò ïîëþñ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Ïîëîæåíèå òî÷êè S íà ãëàâíîé îñè îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèå âàðèàíòû.
1.1. Ïóñòü S ∈ γ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ïó÷êà Θ ÿâëÿþòñÿ ïàðàë-

ëåëüíûìè. Êîîðäèíàòû òî÷êè S óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ (1),
çíà÷èò, s = 1 èëè s = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî, K3 = K4 = S, è ëèáî k1 = k2,
ëèáî k3 = k4, ïðè÷åì ñîâïàâøèå êàñàòåëüíûå ñîäåðæàò âåðøèíó S îðòðè-
ñû. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè (ñì. [2]) â ýòîì ñëó÷àå σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïàðàáîëà. Îïðåäåëèì åå òèï.

Â çàäàííîì ðåïåðå ïîëþñîì ãëàâíîé îñè LS îðòðèñû îòíîñèòåëüíî
àáñîëþòà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà A2. ×åðåç òî÷êó A2 ïðîõîäÿò äâå ïàðàáîëè-
÷åñêèå ïðÿìûå, îäíà èç íèõ � SA2, äðóãóþ îáîçíà÷èì k. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ
ïó÷êà ñ öåíòðîì A2, ðàçäåëÿþùàÿ ñ k ïàðó ïðÿìûõ SA2, K1K2, ìîæåò
áûòü çàäàíà â R∗ êîîðäèíàòàìè (1 : 0 : −t), ãäå t ∈ (0; 1), è ïåðåñåêàåò
îðòðèñó (4) â äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ âíóòðåííèõ ñîãëàñíî (2) îòíîñèòåëü-
íî γ òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (t : ±

√
1− t : 1). Âñå óêàçàííûå òî÷êè îáðà-

çóþò äâå äóãè îðòðèñû (K1S è K2S) ñ êîíöàìè â òî÷êàõ àáñîëþòà, ò.å.
íåñîáñòâåííàÿ ÷àñòü ëèíèè σ ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé. Íî σ èìååò ñ àáñî-
ëþòîì òðè îáùèå òî÷êè, ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííàÿ íà Ĥ ÷àñòü îðòðèñû
ñîñòîèò èç îäíîé ñâÿçíîé âåòâè. Òàêèì îáðàçîì, îðòðèñà � îäíîâåòâåâàÿ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (ñì. [2]).

1.2. Ïóñòü S � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè Ĥ. Ñîãëàñíî ñîîòâåñò-
âóþùåìó íåðàâåíñòâó èç (2) |s| < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ïó÷êà Θ
ïåðåñåêàþùèåñÿ, òî÷êè Ki (ïðÿìûå ki), i = 1, 4, äåéñòâèòåëüíûå è ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îâàëüíûõ ëèíèé ïëîñêîñòè
Ĥ (ñì. [2]) îðòðèñà σ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (4), ÿâëÿåòñÿ äâóïîëîñòíîé
áèãèïåðáîëîé.

1.3. Ïóñòü S � âíóòðåííÿÿ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà òî÷êà. Ñîãëàñíî
ñîîòâåòñòâóþùåìó íåðàâåíñòâó èç (2) |s| > 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ïó÷-
êà Θ ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ, òî÷êèK3,K4 ÿâëÿþòñÿ ìíèìî ñîïðÿæåí-
íûìè, ïðÿìûå â îäíîé èç ïàð k1, k2 è k3, k4 ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè
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ðàçëè÷íûìè, â äðóãîé � ìíèìî ñîïðÿæåííûìè. Íè îäíà èç òî÷åê Ki íå
ëåæèò íà ïðÿìîé kj, j = 1, 4. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè (ñì. [2]) â äàííîì
ñëó÷àå îðòðèñà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé.

2. Ãëàâíàÿ îñü LS îðòðèñû σ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïðÿìîé.
Â ïðèñîåäèíåííîì ðåïåðå R∗ ïåðâîãî òèïà òî÷êó S ìîæíî çàäàòü

êîîðäèíàòàìè (1 : s : 0), ãäå s ∈ R è s 6= 0, òàê êàê S 6= L.
Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ñëó÷àÿ 1, äëÿ êî-

îðäèíàò (x1 : x2 : x3) òåêóùåé òî÷êè M îðòðèñû â ðåïåðå R∗ ïîëó÷èì:
MS(sx2 : x3 − sx1 : −x2), T (0 : λ : 1), H1(h1 : h1 : h3), H2(h1 : h2 : h3),
ãäå

h1

h3
=
s2x1 − sx2 ±

√
x2

3(1 + s2)− (x2 − sx1)2

x3(1 + s2)
. (5)

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (MTH1H2) = −1 è óñëîâèå (5), îïðåäåëÿþùåå
îðòðèñó, íàõîäèì óðàâíåíèå îðòðèñû â êîîðäèíàòàõ òåêóùåé òî÷êè è â
òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

x2
2 − sx1x2 − x2

3 = 0, 4X2
1 + 4sX1X2 + s2X2

3 = 0. (6)

Ïðè s 6= 0 óðàâíåíèÿ (6) çàäàþò îâàëüíóþ ëèíèþ ïëîñêîñòè Ĥ, ñîäåð-
æàùóþ ñâîþ âåðøèíó S è ïîëþñ L ñâîåé áàçû îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà.
Îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîâàðèàíòû îðòðèñû σ (6) çàäàíû â R∗ êîîð-
äèíàòàìè: K1(0 : 1 : 1), K2(0 : 1 : −1), K3,4(−s : 1 : ±

√
1 + s2) � îáùèå

òî÷êè, k1,2(−s : 2 − is : ±2
√

1− is), k3,4(−s : 2 + is : ±2
√

1 + is) � îá-
ùèå êàñàòåëüíûå îðòðèñû ñ àáñîëþòîì. Ïîëþñîì ïðÿìîé K1K2 (K3K4)
îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà L (S), ïðèíàäëåæàùàÿ îðòðèñå.

Ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì çíà÷åíèè s òî÷êè Kj, j = 1, 4, � äåéñòâè-
òåëüíûå ðàçëè÷íûå, à ïðÿìûå kj � ìíèìî ñîïðÿæåíû â ïàðàõ k1, k2 è
k3, k4. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè [2] îðòðèñà σ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (6),
ÿâëÿåòñÿ îäíîïîëîñòíîé áèãèïåðáîëîé.

3. Ãëàâíàÿ îñü LS îðòðèñû ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé.
Â ýòîì ñëó÷àå ñ îðòðèñîé ñâÿæåì êàíîíè÷åñêèé ðåïåð R âòîðîãî òèïà

(ñì. [2]), ïîìåùàÿ âåðøèíû A1, A2 ðåïåðà íà áàçó îðòðèñû. Òîãäà òðåòüÿ
âåðøèíà ðåïåðà ñîâïàäåò ñ òî÷êîé L. Âåðøèíó S îðòðèñû ïîìåñòèì íà
ïàðàáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ LA1. Â ðåïåðå R: l(0 : 0 : 1), L(0 : 0 : 1),
T (1 : λ : 0), S(1 : 0 : s), s ∈ R, s 6= 0. Â èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèÿõ
òî÷êè H1, H2 èìåþò ñëåäóþùåå îòíîøåíèå êîîðäèíàò:

h1

h3
=
x2 ±

√
x2

2 − 4sx2(x3 − sx1)

2sx2
.

Óðàâíåíèå îðòðèñû â ðåïåðåR èìååò âèä 2sx1−x3 = 0. Ýòî óðàâíåíèå
îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó àáñîëþ-
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òà A2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé l, òàê êàê A2 ∈ l. Ñåðåäè-
íà N îòðåçêà LS ((LSNA1) = −1) èìååò â R êîîðäèíàòû (1 : 0 : 2s) è
ïðèíàäëåæèò îðòðèñå.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Î ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ 1-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: ‖ · ‖p åñòü íîðìà â Lp[0, 1]
(1 ≤ p ≤ ∞);W 1

p [0, 1] := {y ∈ Lp[0, 1] : y′ ∈ Lp[0, 1]} ñ íîð-
ìîé ‖y‖p,1 := ‖y‖p + ‖y′‖p; Lp[0, 1] åñòü íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
n × n ìàòðèö-ôóíêöèé (ì.-ô.) ñ êîìïîíåíòàìè èç Lp[0, 1] è ñ íîðìîé
‖|X‖|p := maxi,j ‖{X}ij‖p äëÿ n×n ì.-ô. X(t) ñ êîìïîíåíòàìè {X(t)}ij;
W1

p[0, 1] åñòü íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî n × n ì.-ô. ñ êîìïîíåíòàìè
èç W 1

p [0, 1] è ñ íîðìîé ‖|X‖|p,1 := maxi,j ‖{X}ij‖p,1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Ly := y′ − A(x, λ)y = 0, My(0) +Ny(1) = 0, (1)

ãäå y = (y1, y2, . . . , yn)
T , A(x, λ) = λA1(x)+A0(x), A1, A0 åñòü n×n ì.-ô.,

à M è N ÷èñëîâûå n× n ìàòðèöû.
Â [1] ðàññìàòðèâàëñÿ ñêàëÿðíûé ñëó÷àé è ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâà-

íèÿõ íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà áûëè ïîëó÷åíû
òåîðåìû î áàçèñíîñòè Ðèññà êîðíåâûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà â L2[0, 1]
è î ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè âíóòðè îòðåçêà [0, 1] ðàçëîæåíèé â ðÿ-
äû ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì è ïî îáû÷íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.
Íà îïåðàòîð íàêëàäûâàëèñü óñëîâèÿ óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè â ïåðâîì
ñëó÷àå è ðåãóëÿðíîñòè âî âòîðîì [2]. Â ñëó÷àå îïåðàòîðà L, ïîðîæäà-
þùåãî êðàåâóþ çàäà÷ó (1), ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûìè
ôóíêöèÿìè. Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè è
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óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà êîýôôèöèåí-
òû îïåðàòîðà L.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî
1◦) A1 ∈W1

1[0, 1], A0 ∈ L1[0, 1];
2◦) êîðíè ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

|A1(x)− ϕE| = 0 ðàçëè÷íû ïðè âñåõ x, îòëè÷íû îò íóëÿ, èõ àðãóìåíòû
è àðãóìåíòû èõ ðàçíîñòåé íå çàâèñÿò îò x.

Ïðåäïîëîæåíèå 2◦ âïîëíå åñòåñòâåííî ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L [3].
Òàê æå , êàê è â (ñì. [3]), èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûâîäèì, ÷òî

3◦1) èëè ϕi(x) = πiq(x), i = 1, n, ãäå πi åñòü ðàçëè÷íûå îòëè÷íûå îò
íóëÿ êîíñòàíòû, à q(x) ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èç W 1

1 [0, 1];
3◦2) èëè ϕi(x) = ±π0qi(x), i = 1, n, ãäå π0 6= 0 åñòü êîíñòàíòà, à qi(x)

åñòü ïîëîæèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå ïðè âñåõ x ∈ [0, 1] ôóíêöèè èçW 1
1 [0, 1].

Èçâåñòíî [3], ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïðÿìûìè
<(λϕi) = <(λϕj) (i, j = 1, n, i 6= j) ìîæíî ðàçáèòü íà ñåêòîðû
S1, S2, . . . , S2h ñ öåíòðàìè â íà÷àëå, ãäå h ≤ n. Â êàæäîì èç òàêèõ ñåêòî-
ðîâ ïðè îïðåäåëåííîé íóìåðàöèè êîðíåé ϕi(x) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

<(λϕ1(x)) ≤ <(λϕ2(x)) ≤ · · · ≤ <(λϕn(x)). (2)

Ïóñòü S åñòü ôèêñèðîâàííûé ñåêòîð Si, à Ψ(x) åñòü ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò A1 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:

Ψ−1(x)A1(x)Ψ(x) = diag{ϕ1(x), . . . ϕn(x)} =: Φ1(x).

Åñëè A1 ∈W1
1[0, 1], òî Ψ,Ψ−1 ∈W1

1[0, 1] è ϕi ∈ W 1
1 [0, 1] (i = 1, n).

Îáîçíà÷èì B0 := Ψ−1A0Ψ−Ψ−1Ψ′ − Φ0, ãäå Φ0 := diag{ϕ01, . . . ϕ0n},
ϕ0j := {Ψ−1A0Ψ − Ψ−1Ψ′}jj. Î÷åâèäíî, B0 ∈ L1[0, 1]. Ïóñòü
ϕj(·, λ) := λϕj + ϕ0j, χij(·, λ) := ϕi(·, λ) − ϕj(·, λ). Äëÿ i, j = 1, n ïî-
ëîæèì l(i, j) = 0 ïðè i ≤ j è l(i, j) = 1 ïðè i > j.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tc = S−{c} ñåêòîð ñ öåíòðîì â òî÷êå −c, ãäå c ∈ C.
Åñëè λ ∈ Tc, òî λ + c ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ λ ∈ Tc âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

<((λ+ c)ϕ1(x)) ≤ <((λ+ c)ϕ2(x)) ≤ · · · ≤ <((λ+ c)ϕn(x)). (3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1◦,2◦. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî ñåêòîðà Tc ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé

67



y(·, λ) äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû â (1), èìåþùàÿ ñëåäóþùóþ àñèìï-
òîòèêó:

y(x, λ) = (ψ(x) + ε(x, λ)) eλ
∫ x

0
Φ1(ξ) dξ (4)

ïðè |λ| → ∞, ãäå ψ(x) = Ψ(x) exp(
∫ x

0 Φ0(ξ) dξ), à ε(·, λ) ∈ W1
1[0, 1] è

èìååò îöåíêó

‖|ε(·, λ)‖|∞ ≤ C

(
δ(λ) +

1

|λ|

)
, (5)

δ(λ) = max
i6=j

{∥∥∥∥∫ x

l(i,j)

e
∫ t
x
χji(ξ,λ) dξ{B0(t)}ij dt

∥∥∥∥
∞

}
. (6)

Ïðè ýòîì δ(λ)→ 0 ïðè |λ| → ∞. Êðîìå òîãî, y(·, λ) åñòü àíàëèòè-
÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â W1

1[0, 1] ïðè |λ| äîñòàòî÷íî áîëüøèõ. Åñëè
A1 ∈W1

p[0, 1], A0 ∈ Lp[0, 1], òî B0 ∈ Lp[0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 [4], åñëè ñäåëàòü

ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíó λ̃ = λ + c. Òîãäà λ̃ ∈ S, äëÿ λ̃ â ñîîòâåñòâèè ñ
(3) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2) è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (1) ïðå-
îáðàçóåòñÿ â àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó âèäà y′− λ̃A1(x)y−A0(x, c)y = 0, ãäå
A0(x, c) = A0−cA1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè ãëàä-
êîñòè, ÷òî è A0(x). Ïåðåôîðìóëèðóÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû òåîðåìó 1 èç [4]
è âîçâðàùàÿñü ê ïàðàìåòðó λ, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé
òåîðåìû.

Ïóñòü Ω := diag{ω1, . . . , ωn}, ãäå ωi :=
∫ 1

0 ϕi(ξ) dξ. Î÷åâèäíî, ÷èñëà ωi
ïðîñòûå. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé 2◦ â ñåêòîðàõ S ïðè òîé æå íóìåðàöèè
÷èñåë ωi, ÷òî è äëÿ ϕi, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

<(λω1) ≤ <(λω2) ≤ · · · ≤ <(λωn).

Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè äàäèì àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ èç [5]. Áó-
äåì èñïîëüçîâàòü äëÿ n× n ìàòðèöû A îáîçíà÷åíèå [A] := A+ ε(λ), ãäå
êîìïîíåíòû ìàòðèöû ε(λ) èìåþò îöåíêè O(δ(λ) + 1/λ).

Ïóñòü µJk =
∑

α∈Jk ωα, ãäå Jk, k = 1, n, � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ðàç-
ëè÷íûõ k ∈ N. Ïðè k = 0 ïîëîæèì µJ0

= 0. Îòìåòèì â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè òî÷êè µJk è îáîçíà÷èì ÷åðåç M íàèìåíüøèé âûïóêëûé ìíî-
ãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé ýòè òî÷êè. Òî÷êè µJk , êîòîðûå îêàçàëèñü íà
ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà M , íàçîâåì ãðàíè÷íûìè, à òî÷êè, ëåæàùèå â
âåðøèíàõ M , � óãëîâûìè.

C ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (4) è âèäà êðàåâûõ óñëîâèé â (1) õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà L åñòü

∆(λ) =
∣∣[Mψ(0)] + [Nψ(1)]eλΩ

∣∣ .
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Ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì ∆(λ) =
∑

Jk
[FJk]e

λµJk . Çàìåòèì,
÷òî àñèìïòîòèêà [FJk] èìååò ìåñòî ëèøü â ñåêòîðàõ S. Íî â êàæäîì èç
ñåêòîðîâ êîýôôèöèåíòû ýòèõ ðàçëîæåíèé îäèíàêîâûå.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð L íàçîâåì ðåãóëÿðíûì, åñëè âûïîëíÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ 1◦�2◦ è ÷èñëà FJk , îòâå÷àþùèå óãëîâûì òî÷êàì µJk , îòëè÷íû
îò 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð L íàçîâåì óñèëåííî ðåãóëÿð-
íûì, åñëè íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) àñèìïòîòè÷åñêè
ïðîñòûå è îòäåëåíû äðóã îò äðóãà íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì
δ > 0.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòäåë¼ííîñòè êîðíåé ∆(λ) â òåð-
ìèíàõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê µJk è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷èñåë FJk èìåþòñÿ â
[3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270).
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íåíèé ñ ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ // Òð. ñåìèíàðà. èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî.
Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1983. � 9. Ñ. 190�229.

ÓÄÊ 519.4
Ä.Ñ. Ñìèðíîâà

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÏÎÑÎÁÅ ÇÀÄÀÍÈß ÎÒÍÎØÅÍÈß
ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

ÏÎ ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÌ ÊÐÈÒÅÐÈßÌ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïî
êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì â âèäå

G = 〈A, (qj)j∈J〉 , (1)

ãäå A � ïðîèçâîëíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ
(ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ), qj � j-é êðèòåðèé, êîòîðûé ôîðìàëüíî ìîæåò
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áûòü çàäàí êàê îòîáðàæåíèå qj : A→ Cj, ãäå
〈
Cj,≤j

〉
� íåêîòîðàÿ öåïü;

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ öåïü Cj ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ýëå-
ìåíòîâ. Ìíîæåñòâî J â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Ýëåìåíò
qj(a) ∈ Cj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå j�ãî êðèòåðèÿ äëÿ àëüòåðíàòèâû
a ∈ A. Íàáîð q(a) = (qj(a))j∈J íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé îöåíêîé àëüòåð-
íàòèâû à. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíî q åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â∏
j∈J

Cj.

Èíîãäà íà îòîáðàæåíèå q íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (α):

(∀j ∈ J)qj(a1) = qj(a2)⇒ a1 = a2. (2)

ßñíî, ÷òî óñëîâèå (α) îáåñïå÷èâàåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ê êëàññ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

âèäà (1) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (α). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà
ìíîæåñòâå J çàäàí ñòðîãèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê <, ïðè÷åì óñëîâèå i < j
èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êðèòåðèé i âàæíåå êðèòåðèÿ j.

Äëÿ çàäà÷è G ∈ K íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ A îïðåäåëèì áèíàðíîå
îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ω ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

a1 ≤ω a2 ⇔ (∀j ∈ J)(qj(a1) ≤j qj(a2) ∨ (∃i < j)qi(a1) <
i qi(a2)). (3)

Çàìå÷àíèå. Îòíîøåíèå ω ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå a ≤ω a âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì a ∈ A, òàê
êàê äëÿ ëþáîãî j ∈ J èìååò ìåñòî qj(a) ≤j qj(a).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé çàäà÷è G ∈ K îòíîøåíèå
ω áûëî îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈J,<〉 óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ
öåïåé (óñëîâèþ ÎÓÖ).

Äîêàæåì âíà÷àëå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü a1 ≤ω a2. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà
j∗ â 〈J,<〉 âûïîëíåíî qj∗(a1) ≤j

∗
qj∗(a2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îñíîâíîìó îïðåäåëåíèþ (3) äëÿ j∗ ∈ J âûïîë-
íÿåòñÿ äèçúþíêöèÿ:

qj∗(a1) ≤j
∗
qj∗(a2) ∨ (∃i < j∗)qi(a1) <

i qi(a2).

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ j∗ � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â 〈J,<〉, òî âòî-
ðîé ÷ëåí äèçúþíêöèè ëîæåí, ñëåäîâàòåëüíî èñòèíåí, ïåðâûé ÷ëåí äèçú-
þíêöèè, òî åñòü qj∗(a1) ≤j

∗
qj∗(a2).
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü a1 ≤ω a2 è a2 ≤ω a3, òî åñòü âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(∀j ∈ J)(qj(a1) ≤j qj(a2) ∨ (∃i < j)qi(a1) <
i qi(a2)),

(∀j ∈ J)(qj(a2) ≤j qj(a3) ∨ (∃k < j)qk(a2) <
k qk(a3)).

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî a1 ≤ω a3, òî åñòü

(∀j ∈ J)(qj(a1) ≤j qj(a3) ∨ (∃l < j)ql(a1) <
l ql(a3)). (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4) íåâåðíî, òîãäà ïî ëîãè÷åñêîìó çàêîíó äå Ìîð-
ãàíà ïîëó÷àåì

(∃j ∈ J)(qj(a1) >
j qj(a3) ∧ (∀l < j)ql(a1) ≥l ql(a3)). (5)

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
j1 > j2 > . . . òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . âûïîëíåíî

qjk(a1) > qjk(a2) ∨ qjk(a2) > qjk(a3). (6)

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïî èíäóêöèè.
Áàçà èíäóêöèè. Â ñèëó (4) ìîæíî ïîëîæèòü j1 = j, òîãäà (6) áóäåò

âûïîëíåíî äëÿ j1, äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî:

qj1(a1) ≤j1 qj1(a2) ∧ qj1(a2) ≤j1 qj1(a3),

è â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòîøåíèÿ ≤j1 ïîëó÷àåì qj1(a1) ≤j1 qj1(a3) , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëå (5).

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
j1 > j2 > · · · > jn òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ jk, k = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ
qjk(a1) > qjk(a2) ∨ qjk(a2) > qjk(a3).

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé (äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëî-
ãè÷íû). Ïî îïðåäåëåíèþ (3), ó÷èòûâàÿ, ÷òî qjn(a1) ≤jn qjn(a2) íå âûïîë-
íåíî, èìååì (∃i < jn)qi(a1) <

i qi(a2). Òîãäà óñëîâèå qi(a2) ≤i qi(a3) íå ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî qi(a1) <

i qi(a3),
ãäå i < jn < ... < j1 = j , òî åñòü i < j, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (5).
Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî qi(a2) > qi(a3). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü jn+1 = i,
÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1.
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Òàêèì îáðàçîì èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî íå âûïîëíåíî a1 ≤ω a3

ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå 1, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ÎÓÖ äëÿ
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈J,<〉. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ a1 ≤ω a3, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òðàíçèòèâíîñòè.

Àíòèñèììåòðè÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈J,<〉

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÎÓÖ, òî ñóùåñòâóåò çàäà÷à G ∈ K, äëÿ êîòî-
ðîé ω íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà.

Òàê êàê 〈J,<〉 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÎÓÖ, òî ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íàÿ öåïü âèäà j1 > j2 > ... > jn > ... Ïî ïðåäïîëîæåíèþ êàæäàÿ öåïü
Cj ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Çàôèêñèðóåì â öåïè Cjs ýëåìíòû
0s < 1s < 2s.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó G âèäà (1), äëÿ êîòîðîé A = a1, a2, a3 è ôóíê-
öèè qjs çàäàíû òàáëèöåé (äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ j ∈ J ïîëàãàåì qj(a1) =
= qj(a2) = qj(a3) = 1s).

HHH
HHHH

a
q

qj1 qj2 qj3 qj4 . . .

a1 11 22 13 24 . . .
a2 21 02 23 04 . . .
a3 01 12 03 14 . . .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3) è èç àíàëèçà òàáëèöû ïîëó÷àåì: a1 ≤ω a2.
Â ñàìîì äåëå, ïðè íå÷åòíûõ s èìååì qjs(a1) = 1s < 2s = qjs(a2), òî
åñòü qjs(a1) ≤ω qjs(a2). Åñëè s ÷åòíî, òî ìû ïåðåõîäèì ê áîëåå âàæíîìó
êðèòåðèþ ñ íîìåðîì s + 1 è ïîëó÷àåì qjs+1(a1) < qjs+1(a2). Àíàëîãè÷íî
âûïîëíåíî a2 ≤ω a3.

Îäíàêî, óñëîâèå a1 ≤ω a3 çäåñü íå èìååò ìåñòà, òàê êàê qjs(a1) >
> qjs(a3) äëÿ âñåõ s = 1, 2, ... Òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ω äëÿ ïîñòðîåí-
íîé çàäà÷è G íåòðàíçèòèâíî, à çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ñêîðíÿêîâ Ë.À. Ýëåìåíòû òåîðèè ñòðóêòóð. Ì. : Íàóêà, 1970.
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ÓÄÊ 517.51

Ê.Á. Òóðàøâèëè

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎÐÌÓËÛ
ÄËß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ

ÇÍÀ×ÅÍÈÉ
ÇÀÄÀ×È ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ:

u′′ + (λ− q(x))u = 0, (1)

u′(0)− hu(0) = 0, u′(π) +Hu(π) = 0, (2)

ãäå h è H � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (ïðè÷åì äîïóñêàåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü h, H = ∞), à ïîòåíöèàë q îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà
îòðåçêå [0, π] èñ÷åçàåò â íóëå è íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâåí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü un � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn ðåãóëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ,
xk,n � íóëè un(x). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû:

1) h 6=∞, H 6=∞

un(x) = γ(x, n) cos(n+
c

n
)x+ β(x)

sin(n+ c
n)x

n+ c
n

+O(n−2), (3)

u′(x) = β(x) cos(n+
c

n
)x− γ(x, n)(n+

c

n
) sin(n+

c

n
)x+O(n−1), (4)

u′′(x) = −(n+
c

n
)2γ(x, n) cos(n+

c

n
)x− β(x)(n+

c

n
) sin(n+

c

n
)x+O(1),

u′n(xk,n) = (−1)k(n+
c

n
)γ(xk,n, n) +O(n−1), (5)

xk,n =
2k − 1

2(n+ c
n)
π +

β(xk,n)

γ(xk,n, n)(n+ c
n)2

+O(n−3), (6)

√
λn = n+

c

n
+O(

1

n2
), (7)
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ãäå β(x) = h+ 1
2

∫ x
0 q(τ)dτ, γ(x, n) = 1− h

2λn

∫ x
0 q(τ)dτ,

c =
1

π
(h+H +

1

2

∫ π

0

q(τ)dτ)

2) h =∞, H 6=∞

un(x) =
sin(n+ 1

2 + H1

π(n+ 1
2 )

)x

n+ 1
2 + H1

π(n+ 1
2 )

+ δ(x, n) cos(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)x+O(n−3),

u′n(x) = cos(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)x+

+ (n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)δ(x, n) sin(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)x+O(n−2),

u′′n(x) = δ(x, n)(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)2 cos(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)x−

− (n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

) sin(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

)x+O(n−1),

u′n(xk,n) = (−1)kδ(xk,n, n)(n+
1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

) +O(n−2),

xk,n =
2k − 1

2(n+ 1
2 + H1

π(n+ 1
2 )

)
π +

1

(n+ 1
2 + H1

π(n+ 1
2 )

)2δ(xk,n, n)
+O(n−4),

√
λn = n+

1

2
+

H1

π(n+ 1
2)

+O(n−2),

ãäå H1 = H + 1
2

∫ π
0 q(τ)dτ, δ(x, n) = 1

2λn

∫ x
0 q(τ)dτ ;

3) Òàê êàê ñëó÷àé h 6=∞, H =∞ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = π − x
ñâîäèòñÿ ê ïóíêòó 2);

4) h =∞, H =∞

un(x) =
sin(n+ α1

n )x

n+ α1

n

+ δ(x, n) cos(n+
α1

n
)x+O(n−3),

u′n(x) = cos(n+
α1

n
)x+ (n+

α1

n
)δ(x, n) sin(n+

α1

n
)x+O(n−2),

74



u′′n(x) = δ(x, n)(n+
α1

n
)2cos(n+

α1

n
)x− (n+

α1

n
)sin(n+

α1

n
)x+O(n−1),

u′n(xk,n) = (−1)k(n+
α1

n
)δ(xk.n, n) +O(n−2),

xk,n =
2k − 1

2(n+ α1

n )
π +

1

(n+ α1

n )2δ(xk,n, n)
+O(n−4),

√
λn = n+

α1

n
+O(n−2),

ãäå α1 = 1
2π

∫ π
0 q(τ)dτ, δ(x, n) = 1

2λn

∫ x
0 q(τ)dτ.

Äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ
ñìîòðèòå â [1 � 3].

1) Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (6) è (5).
Ïóñòü xk,n � k-é íóëü ñîáñòâåííîé ôóíêöèè un(x), èìåþùèé ðîâíî n

ïðîñòûõ íóëåé â èíòåðâàëå (0, π). Òîãäà èç (3) ñëåäóåò

|γ(xk,n, n) cos(n+
c

n
)xk,n +

β(xk,n, n)

n+ c
n

sin(n+
c

n
)xk,n| = O(

1

n2
).

Ïîëîæèâ
γ(xk,n, n)(n+ c

n)√
γ2(xk,n, n)(n+ c

n)2 + β2(xk,n, n)
= cosαk,n,

β(xk,n, n)√
γ2(xk,n, n)(n+ c

n)2 + β2(xk,n, n)
= sinαk,n,

ïîëó÷èì

| sin(
π

2
+ (n+

c

n
)xk,n − αk,n)| = O(

1

n2
).

Äðóãèìè ñëîâàìè, íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C1 òàêàÿ, ÷òî

− arcsin
C1

n2
+ πk ≤ π

2
+ (n+

c

n
)xk,n − αk,n ≤ arcsin

C1

n2
+ πk.

Ñëåäîâàòåëüíî, |π2 + (n + c
n)xk,n − αk,n − πk| = O( 1

n2 ). Íî β(x, n),
γ(x, n) ∈ C1[0, π], ïîýòîìó

xk,n = − π

2(n+ c
n)

+
αk,n

(n+ c
n)

+
πk

(n+ c
n)

+O(
1

n3
) =

=
2k − 1

(n+ c
n)
π +

1

n+ c
n

arcsin
β(xk,n, n)√

γ2(xk,n, n)(n+ c
n)2 + β2(xk,n, n)

+O(
1

n3
) =
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=
2k − 1

2(n+ c
n)
π +

β(xk,n, n)

γ(xk,n, n)(n+ c
n)2

+O(n−3).

Îñòàëîñü ïîëó÷èòü (5). Ïîäñòàâèì xk,n â (4).

u′(xk,n) = β(xk,n, n) sinπk + γ(xk,n, n)(n+
c

n
) cosπk +O(

1

n
) =

= (−1)k(n+
c

n
)γ(xk,n, n) +O(

1

n
).

Òàêèì îáðàçîì ïóíêò 1 ëåììû äîêàçàí.
Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1 äîêàçàâàþòñÿ ïóíêòû 2, 3 è 4.

Òàêèì îáðàçîì ëåììà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.984

À.Å. Ôåäîñååâ

ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß ÍÀ

ÏÎËÓÎÑÈ Ñ ÍÅÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÉ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà
äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè, èìåþùåãî íåèíòåãðèðó-
åìóþ îñîáåííîñòü âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L âèäà

`y = −y′′ +
( ν0

(x− a)2
+ q(x)

)
y = λy, x > 0, (1)

y(0) = 0

íà ïîëóîñè ñ íåèíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ òèïà Áåññåëÿ â òî÷êå a > 0,
ãäå q(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ν0 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîëî-
æèì λ = ρ2, ν0 = ν2 − 1/4 è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, Im ρ ≥ 0, Re ν > 0,
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ν 6= 1, 2, . . . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q(x)|x−a|min(0,1−2Re ν) ∈ L(0, T ) ïðè íåêî-
òîðîì T > a è q(x) ∈ L(T,∞). Óðàâíåíèå (1) ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè ðàíåå èññëåäîâàëîñü â [1].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Cj(x, λ) = (x− a)µj
∞∑
k=0

cjk(ρ(x− a))2k, j = 1, 2,

ãäå

µj = (−1)jν + 1/2, c10c20 = (2ν)−1,

cjk = (−1)kcj0

( k∏
s=1

((2s+ µj)(2s+ µj − 1)− ν0)
)−1

.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì zµ = exp(µ(ln|z| + i arg z)), arg z ∈ (−π, π]. Ïðè
x > a è x < a ôóíêöèè Cj(x, λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1)
ïðè q(x) ≡ 0. Ïóñòü ôóíêöèè sj(x, λ), j = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ñëåäóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè x > a è x < a:

sj(x, λ) = Cj(x, λ) +

∫ x

a

g(x, t, λ)q(t)sj(t, λ) dt,

ãäå g(x, t, λ) = C1(t, λ)C2(x, λ)− C1(x, λ)C2(t, λ). Ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì x ôóíêöèè sj(x, λ) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî λ ïîðÿäêà 1/2 è îáðàçó-
þò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A = [ajk]j,k=1,2, detA 6= 0 ñ êîìïëåêñíûìè ajk.
Ââåäåì ôóíêöèè {σj(x, λ)}j=1,2, x ∈ J− ∪ J+, J± = {±(x − a) > 0} ïî
ôîðìóëå

σj(x, λ) =

sj(x, λ), x ∈ J−,
2∑

k=1

akjsk(x, λ), x ∈ J+.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé {σj(x, λ)} áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ñêëåéêè ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x = a.

Ââåäåì ÷èñëà ξjk (j, k = 1, 2) ïî ôîðìóëå[
ξ11 ξ12

ξ21 ξ22

]
=

1

2 sinπν

[
−a11e

2πiν + a22e
−2πiν −i(a11e

πiν − a22e
−πiν)

−i(a11e
πiν − a22e

−πiν) a11 − a22

]
.

Ïîâåäåíèå ñïåêòðà êðàåâîé çàäà÷è L çàâèñèò îò âåëè÷èí ξjk. Äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàèáîëåå âàæíûé ÷àñòíûé
ñëó÷àé, êîãäà |ξjj| > |ξ12| > 0 è a12 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò
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êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ, äèñêðåòíûé ñïåêòð ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, è âîçíèêàþò íîâûå êà÷åñòâåííûå ýôôåêòû ïðè
èññëåäîâàíèè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π+ λ � ïëîñêîñòü ñ äâóõñòîðîííèì ðàçðåçîì Π0

âäîëü ëó÷à Λ+ := {λ : λ ≥ 0} è ïîëîæèì Π := Π+ \ {0}. Òîãäà ïðè îòîá-
ðàæåíèè ρ → ρ2 = λ ìíîæåñòâà Π+, Π0 è Π ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì
Ω+ = {ρ : Im ρ > 0}, Ω0 = {ρ : Im ρ = 0} è Ω = {ρ : Im ρ ≥ 0, ρ 6= 0}.
Ïóñòü e(x, ρ), x ≥ 0, Im ρ ≥ 0 � ðàçðûâíîå ðåøåíèå Éîñòà, ââåäåííîå

â [1], äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Îáîçíà÷èì Sk0
=
{
ρ : arg ρ ∈

(
k0π
2 ,

(k0+1)π
2

)}
,

k0 = 0, 1 è
∆(ρ) = e(0, ρ), Im ρ ≥ 0.

Ôóíêöèÿ ∆(ρ) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è
L è èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé âèäà

ρk = ρ±k +O(k−1), k → ±∞,

ãäå ρ±k = π
a(k + θ±) � íóëè ôóíêöèé

∆±(ρ) = ξ12 − ξjj exp(2iρa), ρ ∈ S2−j, j = 1, 2,

è

θ± = − i

2π
ln
∣∣∣ξ12

ξjj

∣∣∣+
1

2π
arg
(ξ12

ξjj

)
(“ − ” ïðè j = 1, “ + ” ïðè j = 2). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü

arg
(
ξ12

ξjj

)
∈ [0, 2π). Îáîçíà÷èì Λ = {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω, ∆(ρ) = 0},

Λ′ = {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω+, ∆(ρ) = 0}, Λ′′ = {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω0,
ρ 6= 0, ∆(ρ) = 0}. Òîãäà Λ = Λ′ ∪ Λ′′, Λ′ � ñ÷åòíîå íåîãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî è Λ′′ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì

Φ(x, λ) = e(x, ρ)/∆(ρ), M(λ) := Φ′(0, λ).

Ôóíêöèÿ Φ(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì Φ(0, λ) = 1,
Φ(x, λ) = O(exp(iρx)), x→∞, ρ ∈ Ω è íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Âåéëÿ äëÿ
L. ÔóíêöèþM(λ) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Âåéëÿ äëÿ L. Ïóñòü çàäàíû
ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöà A è ÷èñëî ν0.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè Âåéëÿ M(λ) ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
q(x).

Ôóíêöèÿ Âåéëÿ M(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Π+ \Λ′ è íåïðåðûâ-
íîé â Π\Λ. Ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåéM(λ) (êàê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Λ0 := Λ+ ∪ Λ. Ââåäåì îáëàñòü

Gδ := {ρ : Im ρ ≥ 0, |ρ− ρk| ≥ δ, ρk ∈ Λ}.
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Ôóíêöèÿ Âåéëÿ èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè |λ| → ∞,
ρ ∈ Gδ ∩ S2−j, j = 1, 2:

M(λ) = iρ
(
M±

0 (λ) +O
(1

ρ

))
, (2)

M±
0 (λ) =

ξ12 + ξjj exp(2iρa)

ξ12 − ξjj exp(2iρa)
,

ãäå “− ” ñîîòâåòñòâóåò j = 1, “ + ” ñîîòâåòñòâóåò j = 2.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ Âåéëÿ M(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êðàåâóþ
çàäà÷ó L.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàåò ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.
Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå ócëîâèÿ åå ðàçðåøè-
ìîñòè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ èäåè ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ
îòîáðàæåíèé [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëü-
íîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-
ÍÍÑ).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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Â.À. Õàëîâà

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Ïóñòü A � îïåðàòîð âèäà

Af =

ϑ(x)∫
0

A(ϑ(x), t)f(t) dt,

ãäå ÿäðî A(x, t) íåïðåðûâíî ïî x è t âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè Ax, At, Axt,

Ax2t, Axt2

(
Axstj = ∂s+j

∂xs∂tjA(x, t)
)
ïðè 0 ≤ t ≤ x è A(x, x) ≡ 1, ôóíêöèÿ

ϑ(x) =

{
γ−1
γ x+ 1, x ∈ [0, γ],
γ
γ−1(x− 1), x ∈ [γ, 1],

γ < 1/2,
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íåïðåðûâíà, ìîíîòîííî óáûâàåò, ϑ(0) = 1, ϑ(1) = 0, ϑ2(x) = ϑ(ϑ(x)) ≡ x.
Òàêèì îáðàçîì, ϑ(x) � èíâîëþöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò ðàçðûâ
ïðè x = γ, ÷òî ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â èçó÷åíèè ñõîäèìî-
ñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì. Ñëó÷àé,
êîãäà èíâîëþöèÿ ϑ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ è ϑ′(x) < 0, áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå [1].
Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà áûëà óñòàíîâëåíà ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé ïî
ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì è â îáû÷íûé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèé ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [ε, 1− ε] ïðè ëþáîì ε > 0.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíà ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé ïî ñîá-
ñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðîâ

A1 = TAT−1 è A2f =

1−x∫
0

ϕ′(t)f(t) dt.

Çäåñü Tf = f(ϕ(τ)), ϕ(τ) � íåïðåðûâíàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà
îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

ϕ(τ) =

{
2γτ, τ ≤ 1/2,

2(1− γ)τ + 2γ − 1, τ ≥ 1/2.
(1)

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ϕ−1(ϑ(ϕ(τ))) = 1− τ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1) èìååì

ϑ(ϕ(τ)) =

{
γ−1
γ ϕ(τ) + 1, ϕ(τ) ∈ [0, γ],
γ
γ−1(ϕ(τ)− 1), ϕ(τ) ∈ [γ, 1]

=

=

{
γ−1
γ 2γτ + 1, τ ≤ 1/2,
γ
γ−1 [2(1− γ)τ + 2γ − 1− 1], τ ≥ 1/2

=

{
2(γ − 1)τ + 1, τ ≤ 1/2,

2γ(1− τ), τ ≥ 1/2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ−1(ξ) =

{
1

2γξ, ξ ∈ [0, γ],
1

2(1−γ) [ξ + 1− 2γ], ξ ∈ [γ, 1],
ïîëó÷àåì:

ϕ−1(ϑ(ϕ(τ))) =

{
1

2γϑ(ϕ(τ)), ϑ(ϕ(τ)) ∈ [0, γ],
1

2(1−γ) [ϑ(ϕ(τ)) + 1− 2γ], ϑ(ϕ(τ)) ∈ [γ, 1]
=

=

{
1

2γϑ(ϕ(τ)), τ ≥ 1/2,
1

2(1−γ) [ϑ(ϕ(τ)) + 1− 2γ], τ ≤ 1/2
=

=

{
1

2γ [−2γτ + 2γ], τ ≥ 1/2,
1

2(1−γ) [2(γ − 1)τ + 1 + 1− 2γ], τ ≤ 1/2
= 1− τ.
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Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà A1f =
1−x∫
0

A1(1 − x, t)f(t) dt,

ãäå A1(x, t) = A(ϕ(x), ϕ(t))ϕ′(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

AT−1f =

ϑ(x)∫
0

A(ϑ(x), t)f(ϕ−1(t)) dt. (2)

Âûïîëíèì â èíòåãðàëå (2) çàìåíó ïåðåìåííûõ τ = ϕ−1(t):

AT−1f =

ϕ−1(ϑ(x))∫
0

A(ϑ(x), ϕ(τ))ϕ′(τ)f(τ) dτ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì

TAT−1f =

ϕ−1(ϑ(ϕ(x)))∫
0

A(ϑ(ϕ(x)), ϕ(τ))ϕ′(τ)f(τ) dτ =

=

1−x∫
0

A(ϕ(ϕ−1(ϑ(ϕ(x)))), ϕ(τ))ϕ′(τ)f(τ) dτ =

1−x∫
0

A1(1− x, t)f(t) dt.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Îáîçíà÷èì R1,λ = (E − λA1)

−1A1 è R2,λ = (E − λA2)
−1A2.

Ëåììà 3. Åñëè y = R1,λf , òî

−(E +N)

(
1

ϕ′(x)
y′(1− x)

)
− λy(x) = f(x), y(1) = 0,

ãäå (E + N) = (E + N1)
−1, N1f =

x∫
0

N1(x, t)f(t) dt è N1(x, t) =

1
ϕ′(x)A

′
1x(x, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = R1,λf . Òîãäà

y(x)− λ
1−x∫
0

A1(1− x, t)y(t) dt =

1−x∫
0

A1(1− x, t)f(t) dt. (3)

Îòñþäà ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ y(1) = 0 î÷åâèäíà.
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Äàëåå, âûïîëíèâ â (3) çàìåíó x íà 1− x, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x
è ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî íà ϕ′(x), ïîëó÷èì

− 1

ϕ′(x)
y′(1−x)−λ

y(x) +

x∫
0

N1(x, t)y(t) dt

 = f(x)+

x∫
0

N1(x, t)f(t) dt.

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð (E +N), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. �
Ëåììà 4. Åñëè y = R2,λf , òî

− 1

ϕ′(x)
y′(1− x)− λy(x) = f(x), y(1) = 0.

Ýòà ëåììà î÷åâèäíà.
Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è â ðàáîòå [2], ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé f(x) ∈ L[0, 1] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

lim
r→∞

∥∥∥∥∥
∫
|λ|=r

[R1,λ −R2,λ]f dλ

∥∥∥∥∥
∞

= 0,

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â L∞[0, 1].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
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Î ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß

Äëÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ïðèâåäåí ìåòîä åãî ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ â ñëó÷àå, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå óäîâäåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óñëî-
âèþ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Au ≡
∫ x

0

u(t)dt = f(x). (1)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C[0,1], òî÷-
íîå ðåøåíèå u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

U(u) ≡
∫ 1

0

u(t)dt = 0, (2)

à ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) çàäàíà åå ïðèáëèæåíèåì fδ(x) : ‖fδ(x)− f(x)‖ ≤ δ.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïî fδ(x) è δ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1) òàêîãî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2). Ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Rr, r > 0 èç [1].

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Rru =

∫ 1

0

Kr(x, t)u(t)dt = 0,

ãäå

Kr(x, t) = −(1− e−r)−1er(x−t)
{
e−r, t ≤ x,
1, t > x.

}
Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç ëåììû 1 â [1].

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

Trf = −rRrA
−1f.

Ëåììà 2. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëëåíèå

Trf = −r2

∫ 1

0

Kr(x, t)f(t)dt− rf(x). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: A−1f = f ′, f(0) = 0. Îòñþäà RrA
−1f =

= Rrf
′ =
∫ 0

1 Kr(x, t)f
′(t)dt.

Áåðåì ýòîò èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷àåì

Rrf
′ = [Kr(x, t)f(t)]x0 + [Kr(x, t)f(t)]1x −

∫ 1

0

K ′rt(x, t)f(t)dt =

= [Kr(x, x− 0)−Kr(x, x+ 0)] · f(x)−Kr(x, 0)f(0)+

Kr(x, 1)f(1)−
∫ 1

0

K ′rt(x, t)f(t)dt.

Ïîñêîëüêó ñêà÷îê ÿäðà Kr(x, t) ïðè t = x ðàâåí 1, f(0) = 0, f(1) ≡∫ 1

0 u(t)dt = 0, à K ′rt(x, t) = −rKr(x, t), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Rrf
′ =

f(x)+r
∫ 1

0 Kr(x, t)f(t)dt. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
ëåììû.
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Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆(δ, Tr, u) ≡ sup {‖Trfδ − u‖ : ‖fδ − f‖ ≤ δ}

Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ åå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïðè r → ∞, δ → 0
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî: 1) ñõîäèìîñòè

‖TrAu− u‖ → ∞ ïðè r →∞, (4)

2) ñîãëàñîâàíèÿ

r = r(δ), ïðè êîòîðîì r(δ)→∞
∥∥Tr(δ)∥∥ δ →∞ ïðè δ → 0.

Ëåììà 3. Äëÿ ñõîäèìîîñòè (4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (2) è óñëîâèþ u(0) = u(1).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà TrA = −rRr è ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû 2 â [1].

Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

r

2
(1− e−r) ≤ ‖Tr‖ ≤ 2r. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçKr èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â âû-
ðàæåíèè (3). Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Trf‖ ≤ ‖Kr‖ ‖f‖+ r ‖f‖ .

Äàëåå, èìååì

‖Kr‖ = r2 max
0≤x≤1

∫ 1

0

|Kr(x, t)| dt.

Îòñþäà âûòåêàåò ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè (5). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
ñíèçó ïîëüçóåìñÿ îöåíêîé:

‖Kr‖ ≥ ‖Trf0‖ ≥ |Trf0|x=0 ,

ãäå f0(x) = e−rx.

Èç ëåìì 3 è 4 ñëåäóåò
Òåîðåìà. Ñõîäèìîñòü ∆(δ, Tr, u)→ 0 ïðè r →∞, δ → 0 èìååò ìåñòî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) è
óñëîâèþ u(0) = u(1), à r = r(δ) òàêîå, ÷òî r(δ) → ∞ è r(δ)δ → 0 ïðè
δ → 0.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÑÒÅÊËÎÂÀ

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåí ïðîñòîé ïî êîíñòðóêöèè îïåðàòîð, ïîëó÷åí-
íûé èç îïåðàòîðà Ñòåêëîâà, ñ ðàçðûâíîé â òî÷êå x = 1/2 îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê ïðîèçâîëüíîé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà âñåì îòðåçêå [0, 1] (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà Ñòåêëîâà). Â [1] ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà, â êîòîðîé ïîëó÷åíà
äâóñòîðîííÿÿ íåóëó÷øàåìàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæå-
íèé ê ôóíêöèÿì èç êëàññà Ëèïøèöà, ïðè÷åì, ñ ëó÷øèìè êîíñòàíòàìè
è áîëåå ïðîñòûì äîêàçàòåëüñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì ìîäèôèöèðî-
âàííûì îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà èç [2].

Îïåðàòîðû èç [1] èìåþò âèä

Th u =


1
h

x+h∫
x

u(t) dt ≡ T2hu, x ∈ [0, 1/2] ;

1
h

x∫
x−h

u(t) dt ≡ T1hu, x ∈ [1/2, 1] .
(1)

Ôóíêöèÿ Th u ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L∞[0, 1] ñ

íîðìîé: ‖·‖∞ = max
{
‖·‖C[0,1/2] , ‖·‖C[1/2,1]

}
.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷èíû:

∆ (δ, Th, Lip11) = sup
{
‖Thuδ − u‖∞ : u ∈ Lip11, ‖uδ − u‖L2[0,1] ≤ δ

}
,

∆1 (Th, Lip11) = sup {‖Thu− u‖∞ : u ∈ Lip11} .

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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∆ (δ, Th, Lip11) ≥ max
{

∆1 (Th, Lip11) , δ ‖Th‖L2→L∞

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç äâóõ îöåíîê:

∆1 (Th, Lip11) ≤ ∆ (δ, Th, Lip11) ,

δ ‖Th‖L2→L∞ ≤ ∆ (δ, Th, Lip11) ,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

∆1 (Th, Lip11) = ∆|δ=0, δ ‖Th‖L2→L∞ = ∆|u=0.

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

δ2/3 ≤ ∆
(
δ, Th(δ), Lip11

)
≤ 3/2 δ2/3 (2)

ãäå h(δ) = δ2/3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ∆ (δ, Th, Lip11) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆ (δ, Th, Lip11) ≤ ∆1 (Th, Lip11) + δ ‖Th‖L2→L∞ . (3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖Th‖L2→L∞ =
1√
h
. (4)

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ∆1 (Th, Lip11), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êëàññà
Ëèïøèöà. Èìååì

|T1h u− u| =

∣∣∣∣∣∣1h
x∫

x−h

|u(t)− u(x)| dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

h

x∫
x−h

(x− t) dt =
h

2
.

Òàêàÿ æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ |T2h u− u|.
Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

∆1 (Th, Lip11) ≤ h

2
.

Îíà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè u0(x) = x. Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

∆1 (Th, Lip11) =
h

2
. (5)

Ïîäñòàâèâ (4) è (5) â (3), ïðèäåì ê îöåíêå
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∆ (δ, Th, Lip11) ≤ h

2
+

δ√
h
. (6)

Âûáèðàÿ h = h(δ) èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (6) è
ïîäñòàâëÿÿ ýòî h(δ) â (6), ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó â (2).

Èç (4), (5) è ëåììû ïðè h = h(δ) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó â (2).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî Th ðàññìîòðåòü ìîäèôèöèîâàííûé îïåðà-
òîð Ñòåêëîâà S̃h èç [2] è ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ ïî òîé æå ñõåìå, òî ïðè-
äåì ê îöåíêå

2−1/3δ2/3 ≤ ∆
(
δ, S̃h, Lip11

)
≤ 3 · 2−1/3δ2/3.
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åêò 10-01-00270).
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ÓÄÊ 517.51
Î.È. Øàòàëèíà

ÌÅÒÎÄ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ À.Í. ÒÈÕÎÍÎÂÀ
Â ÇÀÄÀ×Å ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè u(x), çàäàííîé åå δ-ïðèáëèæåíèåì uδ(x) â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà L2[0, 1]. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ìåòî-
äîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
îïåðàòîðîâ Tα [1]. Ïî Òèõîíîâó òî÷íîå ðåøåíèå äîëæíî ïðèíàäëåæàòü
ïðîñòðàíñòâó W 1

2 [0, 1]. Íî â [2] äîêàçàíî, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî
ñíÿòü, è ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x). Ïðè ýòîì áåðåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöè-
îíàë Òèõîíîâà ïðåäñòàâèì â âèäå

Mα
δ [u, uδ] = ‖u− uδ‖2

L2
+ α‖u‖2

W 1
2
, α > 0. (1)

87



Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé uαδ (x), ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàë (1). Ïóñòü
ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ β1u(0)+β2u(1) = 0. Ñëó-
÷àé β2 = 0 ðàññìîòðåí â [3]. Ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà äëÿ ôóíê-
öèîíàëà (1), ïîëó÷àåì, ÷òî uαδ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

−y′′ + α2
1y = 1

αuδ,

β1y(0) + β1y(1) = 0,

β2y
′
(0) + βy

′
(1) = 0,

(2)

ãäå α1 =
√

1
α + 1.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ

β1u(0) + β2u(1) = 0, òî ñåìåéñòâî ðåãóëÿðèçóþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ
ìåòîäà Òèõîíîâà èìååò èíòåãðàëüíûé âèä è ïðåäñòàâèì â âèäå

Tαuδ =
1

α

1∫
0

G(x, t,− 1

α
)uδ(t)dt,

ãäå

G(x, t,− 1

α
) =

1

2α1A

{
−3

4shα1(x− t)A+ C(α1, β1, β2, x, t) t ≤ x

−3
4shα1(t− x)A+ C(α1, β1, β2, x, t), t ≥ x

(3)

A(α1, β1, β2) = (β2
1 + β2

2)chα1 + 2β1β2.

C(α1, β1, β2, x, t) =shα1(t+ x)[(β2
1 − β2

2)chα1]+

+ chα1(x− t)[(β2
1 + β2

2)shα1]−
− chα1(x+ t)[(β2

1 − β2
2)shα1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàëüíûé âèä îïåðàòîðîâ Tα ñëåäóåò èç (2).
Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ðåøåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èùåòñÿ â âèäå ñóììû:

y(x) = C1(x)eα1x + C2(x)e−α1x.

Äëÿ C1
1(x) è C1

2(x) ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
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{
C ′1(x)eα1x + C ′2(x)e−α1x = 0

−C ′1(x)αeα1x + C ′2(x)αe−α1x = 1
αuδ,

ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì
C1(x) = − 1

2α1

x∫
0

uδ(t)e
−α1tdt+ C0

1 ,

C2(x) = 1
2α1

x∫
0

uδ(t)e
α1tdt+ C0

2 .

C0
1 è C

0
2 âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïðîâåðêå êðàåâûõ óñëîâèé.

Íàéäåííîå ðåøåíèå âûãëÿäèò â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ, ãäå
êàæäîå ïðåäñòàâèìî èíòåãðàëîì ëèáî ïî îòðåçêó [0, x], ëèáî ïî îòðåçêó
[0, 1]. Ðàñêëàäûâàÿ èíòåãðàëû ïî ïîëíîìó îòðåçêó [0, 1] íà ñóììû äâóõ
èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó [0, x] è ïî îòðåçêó [x, 1] è ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëà-
ãàåìûå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

y(x) =
1

α

x∫
0

G(x, t,− 1

α
)uδ(t)dt+

1

α

1∫
x

G(x, t,− 1

α
)uδ(t)dt,

ãäå ôóíêöèÿ G(x, t,− 1
α) èç ïåðâîãî èíòåãðàëà � ýòî ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðè

t ≤ x, à ôóíêöèÿ G(x, t,− 1
α) èç âòîðîãî èíòåãðàëà � ôóíêöèÿ Ãðèíà

ïðè t ≥ x.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.984

Â.À. Þðêî

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À // ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ // Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ïî èõ ñïåêòðàì. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè
è ïðèëîæåíèÿõ (ñì. [1, 2] è ëèòåðàòóðó â íèõ). Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå
çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ èçó÷åíû äî-
ñòàòî÷íî ïîäðîáíî [3]. Íàëè÷èå çàïàçäûâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì â èññëåäîâàíèè îá-
ðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò
ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü {λnj}n≥1, (j = 0, 1) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
Lj(q):

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), x ∈ (0, π), y(0) = y(j)(π) = 0, (1)

ãäå q(x) ∈ L(a, π), a ∈ (0, π) è q(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, a]. Ïóñòü N ∈ N
òàêîå, ÷òî aN < π ≤ a(N + 1). Ïóñòü S(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
ïðè óñëîâèÿõ S(0, λ)) = 0, S ′(0, λ) = 1. Òîãäà

S(x, λ) = S0(x, λ) + S1(x, λ) + . . .+ SN(x, λ), (2)

ãäå S0(x, λ) =
sin ρx

ρ
, x ≥ 0, λ = ρ2,

Sk(x, λ) =

∫ x

ka

sin ρ(x− t)
ρ

q(t)Sk−1(t− a, λ) dt,

x ≥ ka, Sk(x, λ) = 0, x ≤ ka,

(3)

ïðè k ≥ 1. Â ÷àñòíîñòè,

S1(x, λ) = −cos ρ(x− a)

2ρ2

∫ x

a

q(t) dt+
1

2ρ2

∫ x

a

q(t) cos ρ(2t− x− a) dt. (4)

Èñïîëüçóÿ (3),(4), ìîæíî ïîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî

90



S
(j)
k (x, λ) = O(ρj−k−1 exp(|Imρ|(x− ka))), |ρ| → ∞, x ≥ ka. (5)

Îáîçíà÷èì ∆j(λ) := S(j)(π, λ), j = 0, 1. Ôóíêöèè ∆j(λ) ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ïî λ ïîðÿäêà 1/2. Íóëè ∆j(λ) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè {λnj}n≥1 çàäà÷ Lj(q). Ôóíêöèÿ ∆j(λ) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé çàäà÷è Lj(q). Ó÷èòûâàÿ (2), (4) è (5), âûâîäèì ñëåäóþùèå
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè |ρ| → ∞:

∆0(λ) =
sin ρπ

ρ
− cos ρ(π − a)

2ρ2

∫ π

a

q(t) dt+

+o
( 1

ρ2
exp(|Imρ|(π − a))

)
,

∆1(λ) = cos ρπ +
sin ρ(π − a)

2ρ2

∫ π

a

q(t) dt+

+o
(1

ρ
exp(|Imρ|(π − a))

)
.


(6)

Èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λnj = ρ2

nj ïðè n→∞:

ρn0 = n+
cosna

2πn

∫ π

a

q(t) dt+ o
(1

n

)
,

ρn1 =
(
n− 1

2

)
+

cos(n− 1/2)a

2πn

∫ π

a

q(t) dt+ o
(1

n

)
.

 (7)

Ëåììà 1. Çàäàíèå ñïåêòðà {λnj}n≥1, j = 0, 1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ∆j(λ) ïî ôîðìóëå

∆0(λ) = π
∞∏
n=1

λn0 − λ
n2

, ∆1(λ) =
∞∏
n=1

λn1 − λ
(n− 1/2)2

.

Îáîçíà÷èì L(ρ) := ∆1(λ)+iρ∆0(λ). Ôóíêöèÿ L(ρ) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è òèïà Ðåäæå L(q) äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(0) = y′(π) + iρy(π) = 0. Èç (2) ñëåäóåò,
÷òî

L(ρ) = L0(ρ) + L1(ρ) + . . .+ LN(ρ), (8)

ãäå Lk(ρ) = S ′k(π, λ)+ iρSk(π, λ). Â ÷àñòíîñòè, L0(ρ) = exp(iρπ). Èñïîëü-
çóÿ (3), âû÷èñëÿåì

Lk(ρ) =

∫ π

ka

exp(iρ(π − t))q(t)Sk−1(t− a, λ) dt, k ≥ 1. (9)
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Êðîìå òîãî, èç (4) âûòåêàåò, ÷òî

L1(ρ) =
exp(iρ(π − a))

2iρ

∫ π

a

q(t) dt− exp(iρ(π + a))

2iρ

∫ π

a

q(t) exp(−2iρt) dt.

(10)
Ó÷èòûâàÿ (9) è (5), ïîëó÷àåì

Lk(ρ) = O
( 1

ρk

∫ π

ka

q(t) exp(−iρ(2t− π − ka)) dt
)
,

Imρ ≥ 0, |ρ| → ∞, k ≥ 1.

Ïóñòü {λ̃nj}n≥1, j = 0, 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
L̃j = Lj(q̃) ñ q̃(x) ≡ 0. Îáîçíà÷èì L̃(ρ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ L̃ = L(q̃).

Òåîðåìà 1. Åñëè λnj = λ̃nj ïðè âñåõ n ≥ 1, j = 0, 1, òî q(x) = 0
ï.â. íà (a, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 èìååì L(ρ) = exp(iρπ). Èñïîëü-
çóÿ (8), âûâîäèì

L1(ρ) = −L+(ρ), L+(ρ) :=
N∑
k=2

Lk(ρ). (11)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî
∫ π

a

q(t) dt = 0. Âìåñòå ñ (10) ýòî äàåò

L1(ρ) = −exp(iρ(π + a))

2iρ

∫ π

a

q(t) exp(−2iρt) dt.

Ïðè N = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà. Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N ≥ 2.

Ëåììà 2. Åñëè q(x) = 0 ï.â. íà (2a, π), òî q(x) = 0 ï.â. íà (a, π).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü q(x) = 0 ï.â. íà (2a, π). Òîãäà â ñèëó (9)
Lk(ρ) ≡ 0 ïðè k ≥ 2, ïîýòîìó L+(ρ) ≡ 0. Âìåñòå ñ (11) ýòî äàåò L1(ρ) ≡ 0,
è ñëåäîâàòåëüíî, q(x) = 0 ï.â. íà (a, π).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî N = 2M + 1, M ≥ 1, ò.å. N
íå÷åòíî (ñëó÷àé ÷åòíîãî N òðåáóåò íåáîëüøèõ òåõíè÷åñêèõ èçìåíåíèé).

Ëåììà 3. Çàôèêñèðóåì ν = 0, 2M − 1. Åñëè q(x) = 0 ï.â. íà èíòåð-
âàëå (π − νa/2, π), òî q(x) = 0 ï.â. íà èíòåðâàëå (π − (ν + 1)a/2, π).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè ν = 0, 1, . . . , 2M − 1, ïîëó-
÷àåì, ÷òî q(x) = 0 ï.â. íà èíòåðâàëå (π −Ma, π).
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Ëåììà 4. Åñëè q(x) = 0 ï.â. íà èíòåðâàëå (π−Ma, π), òî q(x) = 0
ï.â. íà èíòåðâàëå ((M + 2)a/2, π).

Åñëè M = 1 èëè M = 2, òî ìû äîêàçàëè, ÷òî q(x) ï.â. íà (2a, π).
Ñîãëàñíî ëåììå 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî q(x) ï.â. íà (a, π). Èòàê, òåîðåìà 1
äîêàçàíà äëÿ M = 1 è M = 2. Ïóñòü òåïåðü M ≥ 3. Çàôèêñèðóåì
ν = 5,M + 2. Îáîçíà÷èì s := [(ν + 1)/2]. ßñíî, ÷òî s < ν.

Ëåììà 5. Åñëè q(x) = 0 ï.â. íà èíòåðâàëå (νa/2, π), òî q(x) = 0
ï.â. íà èíòåðâàëå (sa/2, π).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5 ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêî ðàç, íà÷èíàÿ ñ
ν = M + 2, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ q(x) = 0 ï.â. íà (2a, π). Òîãäà,
â ñèëó ëåììû 2, q(x) = 0 ï.â. íà èíòåðâàëå (a, π). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëü-
íîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-
ÍÍÑ).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.3
Í.Ñ. Àíîôðèêîâà, Ì.Â. Âèëüäå

ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÏÐÎÄÎËÜÍÛÅ
ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ

ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÅ

Â ðàáîòàõ [1, 2] îïèñàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå
äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ îäíîñëîéíûõ
ïëàñòèí è òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è îá îïðå-
äåëåíèè äâóìåðíîé áåçìîìåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñëó÷àå âÿçêîóïðóãîé
äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû.

Ðàññìîòðèì ïîëóáåñêîíå÷íóþ äâóõñëîéíóþ ïëàñòèíó, îáà ñëîÿ êîòî-
ðîé âûïîëíåíû èç âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî âÿçêîóïðóãîå
ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãî-
ãî òåëà ñ óñëîâèåì óïðóãîãî îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ââåäåì äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, z), ñîâìåùàÿ ïëîñêîñòü Ox1x2 ñî ñðåäèí-
íîé ïëîñêîñòüþ ïëàñòèíû è íàïðàâëÿÿ îñü z ïî íîðìàëè ê ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè. Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: l−íîìåð ñëîÿ (l = 1, 2),
2hl � òîëùèíà ñëîÿ, 2h� òîëùèíà ïëàñòèíû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íàðóæíûå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ñâîáîäíû îò íàãðóçêè. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà ñòûêå äâóõ ñëîåâ ïëàñòèíû � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî êîíòàê-
òà. Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ áåçìîìåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé â óêàçàííîì
ñëó÷àå áûëè ïîëó÷åíû â [3] èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè
ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé
çàäà÷è ïîñëåäíèå çàïèøóòñÿ â âèäå

∂T1

∂x1

− 2ρh
∂2u1

∂t2
= 0,

2
[
h1E1f21f31(f

2
32 − f 2

42) + h2E2f22f32(f
2
31 − f 2

41)
]
∂u1

∂x1
=

= (f 2
31 − f 2

41)(f
2
32 − f 2

42)T1,

−2
[
h1E1f21f41(f

2
32 − f 2

42) + h2E2f22f42(f
2
31 − f 2

41)
]
∂u1

∂x1
=

= (f 2
31 − f 2

41)(f
2
32 − f 2

42)T2,

(1)
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ãäå fil =
(

1
til

+ ∂
∂t

)
, f3l = 1

3

(
1−2νl
t2l

+ 21+νl
t1l

)
+ ∂

∂t , f4l =

1
3

(
1−2νl
t2l
− 1+νl

t1l

)
− νl

∂
∂t , i 6= j = 1, 2; l = 1, 2, u1 � ïåðåìåùåíèå

âäîëü îñè x1, Ti � íîðìàëüíûå óñèëèÿ, t1l � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðå-
ëàêñàöèè, t2l � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïîëçó÷åñòè, El, νl � ìãíîâåííûå
çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà l-ãî ñëîÿ,
ρ � óñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

ρ =
ρ1h1 + ρ2h2

h
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê òîðöó ïëàñòèíû x1 = 0, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòî-
ÿíèè ïîêîÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèêëàäûâàåòñÿ óäàðíîå ïðî-
äîëüíîå âîçäåéñòâèå òàíãåíöèàëüíîãî òèïà, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî
x2. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà òîðöå x1 = 0 ìîæíî âçÿòü â âèäå

T1 = 2hIH(t), (2)

ãäå I� àìïëèòóäà, H(t) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áåðåì â ôîðìå

u =
∂ u

∂ t
= 0, ïðè t = 0. (3)

Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó (1) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿõ (2) è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3).

Ïåðåéäåì â óðàâíåíèÿõ (1), ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2) è íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ (3) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåò-
ðàì

ξ =
x1

h
, τ =

tc

h
, τil =

tilc

h
, (4)

ãäå c2 = Ẽ
ρh , Ẽ =

∑2
l=1

Elhl
1−ν2

l
. Òàê æå ââåäåì áåçðàçìåðíûå óñèëèÿ è ïåðå-

ìåùåíèÿ

Ti = 2ẼT ∗i , u1 = hu∗1. (5)

Ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â áåçðàçìåð-
íîé ôîðìå, èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé τ . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ uL1 :

d2uL1
dξ2
− s2

A(s)
uL1 = 0, (6)
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ãäå s � ïàðàìåòð èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è

A(s) = E1h1

Ẽ
L21

L11
+ E2h2

Ẽ
L22

L12
, L1k =

(
1
3

(
1−2νk
τ2k

+ 21+νk
τ1k

)
+ s
)2

−

−
(

1
3

(
1−2νk
τ2k
− 1+νk

τ1k

)
− νks

)2

,

L2k =
(

1
τ2k

+ s
)(

1
3

(
1−2νk
τ2k

+ 21+νk
τ1k

)
+ s
)
.

Âûðàæåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîäîëüíîãî óñèëèÿ ïîëó÷àåì â âèäå

TL1 = A(s)
duL1
dξ

. (7)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) â èçîáðàæåíèÿõ ïðèíèìàåò âèä

TL1 =
Ih

Ẽs
ïðè ξ = 0. (8)

Ðåøåíèå (6) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä, îïðåäåëÿåìûé êâàäðàò-
íûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïðè ïîñòðîåíèè áåçìîìåíòíîãî
ðåøåíèÿ, çàòóõàþùåãî ñ óäàëåíèåì îò òîðöà ξ = 0, âûáèðàåì êîðåíü,
èìåþùèé îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå â (7) è óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèþ (8), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå
äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîäîëüíîãî óñèëèÿ:

TL1 =
Ih

Ẽs
exp

((
− s√

A(s)

)
ξ

)
. (9)

Ðåøåíèå â îðèãèíàëàõ áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ èçîáðà-
æåíèé â ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì

TL1 =
Ih

Ẽs
exp

(
−
(
s+D1 −

D2

s

)
ξ

)
, (10)

D1 =
1

2

(
b1
a1
− b2
a2

)
, D2 =

1

2
D2

1 −
1

2

(
c1
a1
− c2
a2
− 2D1

b2
a2

)
, a1 =

(
1− ν21

) (
1− ν22

)
,

b1 =
2∑

k=1

(nk + νkmk)
(
1− ν2l

)
, c1 =

2∑
k=1

(
n2
k −m2

k

) (
1− ν2l

)
+ 4 (n1 + ν1m1) (n2 + ν2m2) ,

a2 =
2∑

k=1

pk
(
1− ν2l

)
, b2 =

2∑
k=1

(
2pl (nk + νkmk) + pl

(
nl +

1

τ2l

)(
1− ν2k

))
, pl =

Elhl

Ẽ
,
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c2 =
2∑

k=1

(
pl
(
n2
k −m2

k

)
+ 2pl

(
nl +

1

τ2l

)
(nk + νkmk) + pl

nl

τ2l

(
1− ν2k

))
,

ni =
1

3

(
1− 2νi
τ2i

+ 2
1 + νi
τ1i

)
,

mi =
1

3

(
1− 2νi
τ2i

− 1 + νi
τ1i

)
, i = 1, 2, l 6= k = 1, 2.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé îáðàòíîãî ïåðåõîäà (ñì. [1])

1

sn+1
exp

(
−
(s
c
− g

s

)
ξ
)
⇒
(
cτ − ξ
cgξ

)n
2

In

(
2

√
g

c
ξ (cτ − ξ)

)
H (cτ − ξ) ,

ãäå In(t) � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ.
Âûïèøåì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿ-

äà:

T ∗1 =
Ih

Ẽ
e−D1ξI0

(
2
√
D2ξ (τ − ξ)

)
H (τ − ξ) . (11)

Ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â âûðàæåíèè (11) ïðè t1l → ∞ è
t2l → ∞ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ óïðóãîé äâóõñëîéíîé ïëàñòè-
íû. Åñëè êðîìå òîãî â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ïîëîæèòü E1 = E2 è
ν1 = ν2, òî ïðèäåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ îäíîñëîé-
íûõ ïëàñòèí.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-
01-00545).
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ÓÄÊ 539.3

Ý.Â. Àíòîíåíêî, À.À. Èâàíîâ

ÂËÈßÍÈÅ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ ÎÑÈ ÍÀ
ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÎÉ

ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Óäëèíåííûå öèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè (òðóáîïðîâîäû áîëüøîãî äèà-
ìåòðà, ãîðèçîíòàëüíûå ðåçåðâóàðû, êîðïóñà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ) ïîä
äåéñòâèåì ïîïåðå÷íûõ íàãðóçîê èçãèáàþòñÿ êàê áàëêè ñ äåôîðìàöèåé
êîíòóðà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ôîðìà ïðîäîëüíîé îñè òàêîé îáîëî÷êè çà-
âèñèò îò óñëîâèé å¼ çàêðåïëåíèÿ êàê áàëêè. Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû
äåéñòâèþ íà îáîëî÷êó äîïîëíèòåëüíûõ íàãðóçîê.

Ïðè èçãèáå êðèâûõ òðóá êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ [1] ýòè íàãðóç-
êè âûçûâàëè îâàëèçàöèþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ýôôåêò Ò. Êàðìàíà), ÷òî
ïðèâîäèëî ê ïîÿâëåíèþ íàïðÿæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèåé êîíòó-
ðà ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé. Ýôôåêò Êàðòìàíà äëÿ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê,
êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ [2,3], ìîæåò áûòü îöåíåí ñ ïîçèöèé òåîðèè
îáîëî÷åê â ôîðìå [4].

Ðåøàÿ çàäà÷ó â ðÿäàõ, âñå óñèëèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ
÷åðåç ôóíêöèþ êîëüöåâûõ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ

m2 =
∞∑
n=2

�ψn(x) cosnϕ,

ãäå ψn(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îñåâîé êîîðäèíàòû, n = 2, 3 . . . � ÷èñ-
ëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Îñåâóþ äåôîðìàöèþ ïðîäîëüíîãî âîëîêíà îáî-
ëî÷êè òàê æå ïðåäñòàâèì ñóììîé äåôîðìàöèé, â êîòîðóþ âõîäèò ðàäèóñ
êðèâèçíû îñè îáîëî÷êè ρ [3]. Ïîëó÷èì ñèñòåìó çàöåïëÿþùèõñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

ψIVn (x) + 4k4
n(1 + p̄n)ψn(x)− λn±1ψ

′′
n±1(x) = 4k4

nN(x); (1)

k4
n =

D2n
4(n2 − 1)2

4R6E1δ1
;

p̄n =
pR3

D2(n2 − 1)
;λn±1 =

an∓1 ± bn∓1

cnρ(x)
;N(x) =

{
ψn0(x)− R3E1δ1

4ρ2(x) (n = 2)

ψn0(x) (n = 3)

ãäå p � âåëè÷èíà âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ.
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Â âûðàæåíèè êîýôôèöèåíòà λn∓1 çíàê ¾ïëþñ¿ ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíàì
n− 1, çíàê ¾ìèíóñ¿ � ÷ëåíàì n+ 1:

λn−1 =
1

ρ(x)R

n2(n+ 1)

n− 2
|n≥3 ;

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
n = 2, ñîäåðæèò ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé çàêîí èçìåíåíèÿ êðèâèçíû îñè
îáîëî÷êè, êîòîðûé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

ρ(x) =
EI

M(x)
,

ãäåM(x) � èçãèáàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè îáîëî÷êè, äåôîðìèðóþùåéñÿ
êàê áàëêà; EI � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè ñ
ìîìåíòîì èíåðöèè I = πR3δ1; çàâèñèìîñòüM(x) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäàìè
ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ.

Äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê äëèííîé l, êðàÿ êî-
òîðûõ øàðíèðíî îïåðòû, ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé ÿâëÿåòñÿ âåñ æèäêîñòè
è îáîëî÷êè (áàêà), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ïî äëèíå:

q = γR2f(β), f(β) = β − 0, 5 sin 2β,

ãäå ïðèâåäåííûé óäåëüíûé âåñ

γ = k6γ6, k6 = 1 +m1/m6,

åñëè γ6 � óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè, m1 è m6 � ìàññà áàêà è ìàññà æèä-
êîñòè. Êîýôôèöèåíò k6 ó÷èòûâàåò óâåëè÷åíèå óäåëüíîãî âåñà æèäêîñòè
çà ñ÷åò âåñà áàêà:

k6 = 1 +
γ1

γ6

2π

f(β)

δ

R
(1 + k∂

R

l
),

ãäå γ1 � óäåëüíûé âåñ ìàòåðèàëà áàêà, k∂ � êîýôôèöèåíò ôîðìû äíèùà
(äëÿ ïëîñêèõ äíèù k4 = 1, äëÿ ïîëóñôåðû � 2), β � óãîë çàïîëíåíèÿ
áàêà æèäêîñòüþ (β=0 � ïóñòîé áàê, β = π � ïîëíûé áàê). Ìàêñèìàëü-
íûé èçãèáàþùèé ìîìåíò â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ñå÷åíèþ
(M = ql2/8). Â ñëó÷àÿõ ïóñòîãî è ïîëíîãî áàêà âåëè÷èíà ãðóçîâîãî ÷ëåíà
â (1) ψn0 = 0.

Íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (ñì. [4]), ïðåîáðàçîâàííûì ê
âèäó
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σ1 = σ10 + σ14>äîï;σ2 = ±6m2

δ2 , ãäå σ10 = M
I R cosϕ; σ14>äîï =

= − 1,65N
δ2
√

1+p
ψ̄′′(x) cos 2ϕ;

m2 =
N

1 + p
[1 + ψ̄4>äîï(x)] cos 2ϕ;

ãäå ψ̄′′(x), ψ̄4>äîï(x) � ôóíêöèè âëèÿíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàâèñÿ-

ùèå îò ïàðàìåòðà l
R

√
δ
R , âõîäÿùåãî â êîýôôèöèåíò äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ïðè äëèíå îáîëî÷êè l.
Âûðàçèì èçãèáàþùèé ìîìåíò, âõîäÿùèé â N, ÷åðåç îñåâûå íîðìàëü-

íûå íàïðÿæåíèÿ è, ñ÷èòàÿ p̄ = 0, ïîëó÷èì

σ1 = σ10 max[cosϕ− 0, 412Aψ̄′′(x) cos 2ϕ];
σ2 = ±σ10 max

{
1, 5A[1 + ψ̄4>äîï(x)] cos 2ϕ

}
,

(2)

ãäå σ10 max = M
I R, A = σ10 max

E
R
δ .

Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (2) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1, 2.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî òðåòüåé òåîðèè ïðî÷íîñòè ïîêàçàë,

÷òî îïàñíûì ó÷àñòêîì êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåå âîëîêíî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå óãëó ϕ = 0. Äëÿ îáîëî÷åê ñ îòíîñèòåëüíîé äëèííîé

l̄ = l
R

√
δ
R < 0, 4 ó÷åò îâàëèçàöèè íå öåëåñîîáðàçåí, òàê êàê ýêâèâàëåíò-

íûå íàïðÿæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíû σ10 max.

Mech/Antonenko/image1.jpg

Ðèñ. 1

Mech/Antonenko/image2.jpg

Ðèñ. 2
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Îâàëèçàöèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé íàèáîëåå îïàñíà äëÿ êîíñòðóêöèé ñ
ïàðàìåòðîì l̄ ≈ 3. Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèÿ ìîãóò ïðåâûøàòü íàïðÿæåíèå
σ10 max â òðè ðàçà. Ó÷åò òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè îáÿçàòåëåí ïðè ïàðà-
ìåòðå A>0.6.
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÂßÇÊÎ-ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ ÒÐÓÁÛ
ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÂÎËÍÛ

ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ

Âîëíîâûå ïðîöåññû â âÿçêîóïðóãèõ è íåëèíåéíûõ âÿçêîóïðóãèõ îáî-
ëî÷êàõ, íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ, ðàññìîòðåíû â [1�3].

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî äëèííóþ âÿçêîóïðóãóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáî-
ëî÷êó, âíóòðè êîòîðîé íàõîäèòñÿ âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϑ, x çàïèñûâàþò-
ñÿ â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ â âèäå

∂V̄

∂t
+ grad

1

2
V 2 + rotV̄ × V̄ +

1

ρ
grad · p = −νrotrotV̄ ,

divV̄ = 0.

(1)

ρ� ïëîòíîñòü; p� äàâëåíèå; ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè.
Íà ãðàíèöàõ ñ îáîëî÷êàìè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè

Vr = −∂W
∂t

, Vx =
∂U

∂t
ïðè r = R1 −W. (2)

Çäåñü Vr, Vx � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà îñè öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; t � âðåìÿ; W � ïðîãèá, ïîëîæèòåëüíûé ê
öåíòðó êðèâèçíû îáîëî÷êè; U � ïðîäîëüíîå óïðóãîå ïåðåìåùåíèå îáîëî-
÷åê ïî îñè x; R1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ îáîëî÷êè.
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Ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé σx, σy è äåôîðìàöèé çàäà-
äèì óðàâíåíèÿìè êâàäðàòè÷íîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè [4], ó÷èòûâàþ-
ùåé ëèíåéíóþ óïðóãîñòü îáú¼ìíûõ äåôîðìàöèé

σx =
E

1− µ2
0

(εx + µ0εy)−
E

1 + µ0
α

∫ t

−∞
e−β(t−τ)(1 + aε2

u)exdτ, (3)

σy =
E

1− µ2
0

(εy + µ0εx)−
E

1 + µ0
α

∫ t

−∞
e−β(t−τ)(1 + aε2

u)eydτ. (4)

Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà, µ0 � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà îáîëî-
÷åê (ñ÷èòàÿ èõ îäèíàêîâûìè), t � âðåìÿ; α, β � ïàðàìåòðû âÿçêîóïðó-
ãîñòè; ε2

u � êâàäðàò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé, ex, ey � êîìïîíåíòû
äåâèàòîðà äåôîðìàöèé:

ε2
u =

4

3
(ε2
x + ε2

y − εxεy); ex =
2

3
εx −

1

3
εy, ey =

2

3
εy −

1

3
εx. (5)

Ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè äåôîðìàöèè ex, ey è ïåðåìåùåíèÿìè U,W
� ñòàíäàðòíàÿ.

Ðàçëàãàÿ ôóíêöèè (1 + aε2
u)ex, (1 + aε2

u)ey â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
(t− τ), ïðè óñëîâèè βt� 1 ñîõðàíÿåì äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ èõ ôîðìóë
(3), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (ñì. [1�3])

σx =
E

1− µ2
0

(εx + µ0εy) + p[
2

3
εx −

1

3
εy + a(e

2

uex)],

σy =
E

1− µ2
0

(εy + µ0εx) + p[
2

3
εy −

1

3
εx + a(ε

2

uey), ]
(6)

ãäå ââåäåí îïåðàòîð p òàêîé, ÷òî

pf =
E

1 + µ0
(
α

β2

∂f

∂t
− α

β
f). (7)

Âû÷èñëÿÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (6) óñèëèÿ è ìîìåíòû ïî ôîðìóëàì

Nx =

∫ h0
2

−h0
2

σxdz,Ny =

∫ h0
2

−h0
2

σydz,Mx =

∫ h0
2

−h0
2

σxzdz,My =

∫ h0
2

−h0
2

σyzdz (8)

è ïîäñòàâèì (8) â ñèñòåìó óðàâíåíèé äèíàìèêè îáîëî÷åê

∂Nx

∂x
−p0h0

∂2U

∂t2
= −qx,

∂2Mx

∂x2
+

1

R
Ny+

∂

∂x
(
∂W

∂x
Nx)−p0h0

∂2W

∂t2
= −qn. (9)
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Çäåñü h0 � òîëùèíà îáîëî÷êè; qx, qn � íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå ñî ñòî-
ðîíû æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, ñíåñåííûå íà íåâîçìóùàåìóþ
ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè (W � R), R � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
îáîëî÷êè.

qx = [ρν(
∂Vx
∂r

+
∂Vr
∂x

)]r=R, qn = [−ρ+ 2ρν
∂Vr
∂r

]r=R

Çà õàðàêòåðíóþ äëèíó ïðèìåì äëèíó âîëíû äåôîðìàöèè l, ïåðåéäåì ê
áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì

W = wmu30, U = umu10, t
∗ =

c0

l
t, x∗ =

x

l
, c0 =

√
E

ρ0 (1− µ2
0)
,

ãäå c0 � ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå îáîëî÷êè.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû âîçìóùåíèé, íàéäåì ñâÿçü

wm
R
u30 = µ1

um
l

∂u10

∂ξ
, µ1 =

µ0 + 1
3(1− µ0)

α
β

1− 2
3(1− µ0)

α
β

,

îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü âîëíû

c2 = [1− 2

3
(1− µ0)

α

β
](1− µ1

2)

è óðàâíåíèå

∂2u10

∂ξ∂τ
+
um
lε

c

2

∂u10

∂ξ

∂2u10

∂ξ2
+

1

ε
(
R

l
)2µ1

2 c

2

∂4u10

∂ξ4
−

− 2

3

a

ε
(
um
l

)
2
(1− µ0)

α

β

1 + µ1
4 + (1 + µ1)

4

c
(
∂u10

∂ξ
)
2∂2u10

∂ξ2
−

− 1

3

α

β2

c0

lε
(1− µ0)(1 + µ1 + µ1

2)
∂3u10

∂ξ3
− 2[1− (2µ1)

2]
ρlν

ρ0h0R1c0ε

∂u10

∂ξ
= 0.

Çäåñü
ξ = x∗ − ct∗, τ = εt∗,

um
l

= ε = o(1),

à ε � ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è.
Ïðè îòñóòñòâèè æèäêîñòè (ρ = 0) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âûïàäàåò è

óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà � äå
Âðèçà � Áþðãåðñà äëÿ ∂u10

∂ξ , èìååþùåå òî÷íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
Â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åêèõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà µ1 ìîæåò áûòü

áîëüøå 1
2 , ìåíüøå

1
2 èëè ðàâíà

1
2 . Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ýêâèâàëåíòåí îòñóò-

ñòâèþ æèäêîñòè, íî îçíà÷àåò, ÷òî æèäêîñòü íå âëèÿåò íà âîëíó äåôîð-
ìàöèè.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
(ïðîåêò ÌÄ-1025.2012.8).
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ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÐÀÑÒßÆÅÍÈß ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ
ÏËÀÑÒÈÍÊÈ Ñ ÏÎÄÊÐÅÏËÅÍÍÛÌ È ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ

ÎÒÂÅÐÑÒÈßÌÈ

Â ñòàòüÿõ [1�4] ðàçðàáîòàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàò-
íûõ çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è èçãèáà òîíêèõ èçîòðîïíûõ ïëèò
äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé. Â äàííîé ñòàòüå
ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîïðî÷íûõ êîíòóðîâ
äâóõ îòâåðñòèé â ðàñòÿãèâàåìîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíêå ïðè óñëîâèè, ÷òî
îäíî èç íèõ ïîäêðåïëåíî æåñòêèì êîëüöîì, à äðóãîå ñâîáîäíî îò âíåø-
íèõ óñèëèé.

Ðàññìîòðèì âñåñòîðîííåå ðàñòÿæåíèå óñèëèÿìè p òîíêîé èçîòðîïíîé
ïëàñòèíêè, îñëàáëåííîé äâóìÿ êðèâîëèíåéíûìè îòâåðñòèÿìè, ïðè÷åì
ðàçìåð îäíîãî èç íèõ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð äðóãîãî. Íà ïåð-
âîì ðàâíîïðî÷íîì êîíòóðå, ïîäêðåïëåííûì æåñòêèì êîëüöîì, äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

σr = P ; σθ = νP ; τrθ = 0, (1)

à íà âòîðîì ðàâíîïðî÷íîì êîíòóðå, ñâîáîäíîì îò âíåøíèõ óñèëèé, �
óñëîâèÿ:

σr = 0; σθ = Q; τrθ = 0. (2)

Çäåñü ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, P , Q � ïîñòîÿííûå ïîäëåæàùèå
îïðåäåëåíèþ.
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Ïóñòü ôîðìû èñêîìûõ êîíòóðîâ L1 è L2 îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæàþ-
ùèìè ôóíêöèÿìè

z = R1ω1(ζ1), z = R2ω2(ζ2) + l, (3)

ãäå l � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îòâåðñòèé, à R2 > R1.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) è (2) íà ðàâíîïðî÷íûõ êîíòóðàõ Lk(k = 1, 2)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ReΦ(tk) = Ak; (4)

σ2ω′k(σ)(tkΦ
′(tk) + Ψ(tk)) = Bkω′k(σ). (5)

Çäåñü

A1 = P (1 + ν)/4; B1 = −P (1− ν)/2; A2 = Q/4; B2 = Q/2. (6)

Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ [2]

Φ(z) = p/2; Ψ(z) = Ψ1(z) + Ψ2(z). (7)

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ψk(z), õàðàêòåðèçóþùàÿ âîçìóùåíèå íàïðÿæåííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ âîçëå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòâåðñòèÿ, ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé
âíå åãî êîíòóðà è èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ïîðÿäîê O(1/z2).

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) íàõîäèì âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïîñòî-
ÿííûå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ êàæäîãî èç ðàâíîïðî÷íûõ êîíòóðîâ:

σr = P =
2

1 + ν
p; σθ = νP =

2ν

1 + ν
p; τrθ = 0 íà L1; (8)

σr = 0; σθ = Q = 2p; τrθ = 0 íà L2. (9)

Äëÿ îñòàâøèõñÿ íåîïðåäåëåííûìè ôóíêöèé âûáåðåì ïðåäñòàâëåíèÿ

ωk(ζk) = ζk +
∞∑
n=1

mkn

ζnk
; Ψk(z) = Ψ∗k(ζk) =

∞∑
n=2

bkn
ζnk
. (10)

Ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà êîíòóðå áîëüøåãî îòâåð-
ñòèÿ ïðåíåáðåæåì âîçìóùåíèåì íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî
íàëè÷èåì ìàëîãî îòâåðñòèÿ, ïîëàãàÿ Ψ1(t2) = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî íàéòè ôóíêöèè
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ω2(ζ2) = ζ2; Ψ2(z) =
B2R

2
2

(z − l)2
. (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèé ðàâíîïðî÷íûé êîíòóð, ñâîáîäíûé îò âíåø-
íèõ óñèëèé, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ìåíüøåì ïîäêðåïëåííîì ðàâíî-
ïðî÷íîì êîíòóðåþ. Âáëèçè ýòîãî êîíòóðà ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Ψ2(z)
ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε1 = R1/l. Ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòà
ýòîãî ïàðàìåòðà èìååì

Ψ2(t1) = B2ε
2
2(1 + 2ε1ω1(σ) + 3ε2

1ω
2
1(σ) + ...). (12)

Çäåñü îòíîøåíèå ε2 = R2/l òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì (ìåíüøèì 1). Ôóíê-
öèþ Ψ2(z) áóäåì ñ÷èòàòü îïðåäåëåííîé âòîðûì âûðàæåíèåì (12). Èñ-
ïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå (13), èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà
ìåíüøåì ðàâíîïðî÷íîì êîíòóðå ìåòîäîâ ðÿäîâ äëÿ ôóíêöèè, îïðåäå-
ëÿþùåé ôîðìó ýòîãî êîíòóðà, íàéäåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

ω1(σ) = σ +
m11

σ
+
m12

σ2
+
m13

σ3
. (13)

Çäåñü

m11 =
ε2

2

(1− ν)/(1 + ν)− 3ε2
1ε

2
2

; m12 = ε1ε
2
2

1 + ν

1− ν
; m13 = ε2

1ε
2
2

1 + ν

1− ν
. (14)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà ïîäêðåïëåííîãî ðàâíîïðî÷íîãî êîíòóðà îò îò-
íîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ îòâåðñòèé è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, òàê è îò
ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè.
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ÓÄÊ 629.7.072.1

Ì.Ê. Èâàíîâ

ÔÎÐÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÏÎÂÎÐÎÒÎÂ
Â ÊÎÑÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÕ

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì äâèæóùèõñÿ àïïàðàòîâ âàæíîå ìå-
ñòî çàíèìàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè àïïàðàòà â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî åãî èçìåðåííîé àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè. Îðè-
åíòàöèþ òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî
îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíà � ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà, êîìïîíåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû Ýéëåðà (Ðîäðèãà-Ãàìèëüòîíà):

λ = λ01 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3, (1)

λ0 = cos
ϕ

2
, λi = sin

ϕ

2
cos γi, i = 1, 2, 3, (2)

ãäå γ = (γ1, γ2, γ3) � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû îñè êîíå÷íîãî ïîâîðîòà,
ϕ � óãîë êîíå÷íîãî ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé îñè.

Äëÿ êâàòåðíèîíîâ ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàòåðíèîíîâ ïîëó÷àåòñÿ êâà-
òåðíèîí, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ äâóõ ïîâîðî-
òîâ. Òàêèì îáðàçîì, â êâàòåðíèîííûõ ïåðåìåííûõ λ ôîðìóëà ñëîæåíèÿ
êîíå÷íûõ ïîâîðîòîâ èìååò âèä

λ12 = λ1 ◦ λ2. (3)

Öåëûé êëàññ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïåðåéäÿ îò êëàññè÷åñêèõ êâàòåðíèîííûõ ïåðåìåííûõ λ ê ïåðåìåííûì â
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ x, êîòîðûå ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

λ =
1− ||x||+ 2x

1 + ||x||
, (4)

ãäå ||x|| = x · x = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3.
Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü ôîðìóëó ñëîæåíèÿ êîíå÷íûõ ïî-

âîðîòîâ â êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ x, à òàê æå ïîëó÷èòü åå ïðè-
áëèæåííûå àíàëîãè âìåñòå ñ îöåíêîé èõ ïîãðåøíîñòè.

Ïîëó÷åíèå òî÷íîé ôîðìóëû ñëîæåíèÿ.
Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî èçâåñòíûì êâàòåðíèîíàì x1

è x2, ñîîòâåòñòâóþùèì äâóì ðàçëè÷íûì ïîâîðîòàì, íàéòè êâàòåðíèîí
x12, ñîîòâåòñòâóþùèé ñóììå ýòèõ äâóõ ïîâîðîòîâ.
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Èç ôîðìóëû (4) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó îáðàòíîãî ïåðåõîäà:

x =
vect(λ)

scal(λ) + 1
, (5)

ãäå scal(λ) = λ0 � ñêàëÿðíàÿ, vect(λ) = λ1i1 +λ2i2 +λ3i3 � âåêòîðíàÿ
÷àñòè êâàòåðíèîíà λ.

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñíà÷àëà ôîðìóëîé ïåðåõîäà (4), íàéäåì
êâàòåðíèîíû λ1 è λ2 êàê ôóíêöèè îò x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî, çàòåì,
ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ñëîæåíèÿ (3), íàéäåì êâàòåðíèîí λ12, è, íàêîíåö,
ïî ôîðìóëå (5) ìîæíî íàéòè èñêîìûé êâàòåðíèîí x12. Îïóñêàÿ ïðîìå-
æóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîñëå óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé:

x12 =
x1 + x2 + 2(x1 × x2)− x1||x2|| − x2||x1||

1 + ||x1|| · ||x2|| − 2(x1 · x2)
. (6)

Ïðèáëèæåííûå âàðèàíòû ôîðìóëû ñëîæåíèÿ.
Ôîðìóëà (6) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêîé è íåóäîáíîé êàê äëÿ òåî-

ðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê, òàê è äëÿ ïðîãðàììíûõ âû÷èñëåíèé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïîâîðîòû äîñòàòî÷íî ìàëû, ò.å.

óãëû êîíå÷íîãî ïîâîðîòà ϕi èìåþò ìàëóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó. Èç ñî-
îòíîøåíèé (2) è (5) âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ ϕ êîíå÷íîãî ïîâîðîòà
êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà x òàêæå ìàëû. Ïîýòîìó íàøåé çàäà÷åé áóäåò
ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå âàðèàíòû ôîðìóëû (6) ïðè |x1|, |x2| → 0.

Ïóñòü x1 è x2 òàêîâû, ÷òî èõ ìîäóëè ìåíüøå íåêîòîðîé ìàëîé ôèê-
ñèðîâàííîé êîíñòàíòû δ:

max(|x1|, |x2|) < δ, (7)

ãäå δ � 1.
Òîãäà â ÷èñëèòåëå âûðàæåíèÿ (6) ñòîèò ñóììà ïÿòè âåëè÷èí: O(δ),

O(δ), O(δ2), O(δ3), O(δ3), à â çíàìåíàòåëå � ñóììà åäèíèöû è äâóõ âå-
ëè÷èí: O(δ4) è O(δ2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíó çíàìåíàòåëÿ ìîæíî
ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå, à â ÷èñëèòåëå � îñòàâèòü òîëüêî
íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ñ íàèìåíüøèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè.

Ðàññìîòðèì äâà ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ
îòáðàñûâàíèåì âñåõ ÷ëåíîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî è ñ òðåòüåãî ïîðÿäêà
ñîîòâåòñòâåííî:

x12 ≈ x1 + x2, (8)

x12 ≈ x1 + x2 + 2(x1 × x2). (9)
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Îöåíèì ôîðìàëüíî ïîãðåøíîñòü, äîïóñêàåìóþ ïðèáëèæåííûìè ôîð-
ìóëàìè (8) è (9) ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (6).

Ðàçëîæèì â òî÷íîé ôîðìóëå (6) çíàìåíàòåëü â ðÿä Òåéëîðà, îñòàâèâ
òîëüêî ÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà:(

x1 + x2 + 2(x1 × x2)− x1||x2|| − x2||x1||
)
·

·
(

1 +O
(∣∣∣||x1|| · ||x2||+ x1 · x2

∣∣∣)) =

=
(
x1 + x2 + 2(x1 × x2)− x1||x2|| − x2||x1||

) (
1 +O(δ2)

)
. (10)

Âûïèñûâàÿ ðàçíîñòü âûðàæåíèÿ (10) è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (8), ðàñ-
êðûâàÿ ñêîáêè è ïåðåõîäÿ ê îöåíêàì îòíîñèòåëüíî δ, ïîëó÷àåì, ÷òî îïðå-
äåëÿþùèì ÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå x1 × x2, ÿâëÿþùååñÿ âåëè÷èíîé
O(δ2).

Ïðîäåëûâàÿ òî æå ñàìîå ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì (9), ìû ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå, â êîòîðîì îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû òðåòüåãî è áîëüøåãî
ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, ò.å. âûðàæåíèå ïîðÿäêà O(δ3).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (8) è (9) èìåþò ñîîòâåòñòâåí-
íî âòîðîé è òðåòèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ñòàòüå áûëà ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå (6) ôîð-
ìóëà ñëîæåíèÿ êîíå÷íûõ ïîâîðîòîâ â êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ.
Òàê æå ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âàðèàíòû ýòîé ôîðìóëû (8) è (9), è èñ-
ñëåäîâàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü, äîïóñêàåìàÿ ýòèìè ôîðìóëàìè.

Ïðîñòîòà ôîðìóëû (9) è òî, ÷òî îíà îáåñïå÷èâàåò òðåòèé ïîðÿäîê
ïîãðåøíîñòè, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åå â àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ, à
òàê æå ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè, ðàáîòàþ-
ùèõ íåïîñðåäñòâåííî â êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ. Êðîìå òîãî, ýòà
ôîðìóëà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â áîðòîâûõ êîìïüþòåðàõ, ðàáîòàþùèõ ñ
âûñîêîé ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè âõîäíûõ äàííûõ.
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ÓÄÊ 531.383:532.516

Ñ.Â. Èâàíîâ

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÂßÇÊÎÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈ

È ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÒÅÍÊÎÉ ÒÐÓÁÛ ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß

ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÂÎËÍÛ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî äëèííóþ óïðóãóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷-
êó, âíóòðè êîòîðîé íàõîäèòñÿ âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϑ, x çàïèñûâàþòñÿ â ñëó÷àå îñå-
ñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ â âèäå

∂V̄

∂t
+ grad

1

2
V 2 + rotV̄ × V̄ +

1

ρ
grad · p = −νrotrotV̄ ,

divV̄ = 0.

(1)

Çäåñü p � äàâëåíèå; ρ � ïëîòíîñòü; ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöè-
åíò âÿçêîñòè. Íà ãðàíèöå ñ îáîëî÷êîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ
æèäêîñòè è óñëîâèÿ íà îñè

Vr = −∂W
∂t

, Vx =
∂U

∂t
ïðè r = R1 −W ; Vr, Vx <∞ ïðè r = 0. (2)

Çäåñü Vr, Vx � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà îñè öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; t � âðåìÿ; W � ïðîãèá, ïîëîæèòåëüíûé ê
öåíòðó êðèâèçíû îáîëî÷êè; U � ïðîäîëüíîå óïðóãîå ïåðåìåùåíèå îáî-
ëî÷åê ïî îñè x; R1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ îáîëî÷êè.

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ ìîäåëè Êèðõãîôà � Ëÿâå, ñ÷èòàåì ìàòåðèàë
íåëèíåéíî-óïðóãèì ñ êóáè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-
íèé σ1 îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé e1 [1-3]

σ1 = Ee1 −me3
1. (3)

Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà; m � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìàÿ èç
îïûòîâ íà ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì (3)
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
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Eh0

1− µ
∂

∂x
〈[∂U
∂x

+
1

2
(
∂U

∂x
)2 +

1

2
(
∂W

∂x
)2 +

h0

24
(
∂2W

∂x2
)2 − µ0

W

R
]{1−

− 4

3

m

E
[(
∂U

∂x
)2 − ∂U

∂x

W

R
+ (

W

R
)2]}〉 − ρ0h0

∂2U

∂t2
= −qx;

Eh0

1− µ0
〈h0

12

∂2

∂x2
(
∂2W

∂x2
+
U

∂x

∂2W

∂x2
)− ∂

∂x
{∂W
∂x

[
∂U

∂x
+

+
1

2
(
U

∂x
)2 +

1

2
(
∂W

∂x
)2 +

h0

24
(
∂2W

∂x2
)2 − µ0

W

R
]{1−

− 4

3

m

E
[(
∂U

∂x
)2 − ∂U

∂x

W

R
+ (

W

R
)2]}} − 1

R
{µ0[

∂U

∂x
+

+
1

2
(
∂U

∂x
)2 +

1

2
(
∂W

∂x
)2 +

h0

24
(
∂2W

∂x2
)2]− W

R
}{1 +

+
4

3

m

E
[(
∂U

∂x
)2 − ∂U

∂x

W

R
+ (

W

R
)2]}〉 − ρ0h0

∂2W

∂t2
= qn. (4)

Çäåñü µ0 � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; R � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
îáîëî÷êè; ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè; h0 � òîëùèíà îáîëî÷êè;
qx, qn � íàïðÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè êîëüöå-
âîãî ñå÷åíèÿ.

Åñëè ñíåñòè íàïðÿæåíèÿ íà íåâîçìóùåííóþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷åê
(W � R), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû
æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

qx =

[
ρν

(
∂Vx
∂r

+
∂Vr
∂x

)]
r=R

, qn =

[
−p+ 2ρν

∂Vr
∂r

]
r=R

. (5)

Çà õàðàêòåðíóþ äëèíó ïðèìåì äëèíó âîëíû l, ïåðåéäåì ê áåçðàçìåð-
íûì ïåðåìåííûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé (4)

W = wmu30, U = umu10, t∗ =
c0

l
t, x∗ =

x

l
, c0 =

√
E

ρ0 (1− µ2
0)
,

ãäå c0� ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå îáîëî÷êè.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû âîçìóùåíèé, íàéäåì ñâÿçü

wml

umR
u30 = µ0

∂u10

∂ξ
,

îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü âîëíû

c2 = 1− µ2
0
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è óðàâíåíèå

∂2u10

∂ξ∂τ
+

1

ε

um
l

√
1− µ2

0

2

∂u10

∂ξ

∂2u10

∂ξ2
+

1

ε

(
R

l

)2
µ2

0

√
1− µ2

0

2

∂4u10

∂ξ4
−

− 2m

Eε

(um
l

)2 (
1− µ0 + µ2

0

)√
1− µ2

0

(
∂u10

∂ξ

)2
∂2u10

∂ξ2
−

−2
[
1− (2µ0)

2
] ρlν

ρ0h0εR1c0

∂u10

∂ξ
= 0. (6)

Çäåñü
ξ = x∗ − ct∗, τ = εt∗,

um
l

= ε = o(1),

à ε � ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìåíà

∂u10

∂ξ
= cϕ, η = c1ξ, t = c2τ (7)

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå (6) â âèäå

∂ϕ

∂t
+ 6ϕ

∂ϕ

∂η
+
∂3ϕ

∂η3
− 6σ1ϕ

2∂ϕ

∂η
− σϕ = 0. (8)

Çäåñü σ = +1 (ïðè µ0 < 1/2 � íåîðãàíè÷åñêèå ìàòåðèàëû), σ = −1 (ïðè
µ0 > 1/2 � æèâûå îðãàíèçìû) è σ = 0 (ïðè µ0 = 1/2 � ðåçèíà), à

σ1 =
2m

Eε

(um
l

)2 (
1− µ0 + µ2

0

) c2c1

c2
.

Ïîñòîÿííûå c, c1, c2 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû çàäà÷è
è σ.

Ïðè îòñóòñòâèè æèäêîñòè (ρ = 0) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â óðàâíå-
íèè (8)âûïàäàåò è îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà, èìååþùåå òî÷íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
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ÓÄÊ 531.383:532.516

È.À. Êîâàëåâà

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÂßÇÊÎÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈ

È ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌÈ
ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ ÒÐÓÁÛ ÊÎËÜÖÅÂÎÃÎ

ÑÅ×ÅÍÈß
ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÂÎËÍÛ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî äëèííûå ñîîñíûå óïðóãèå öèëèíäðè÷åñêèå
îáîëî÷êè, ìåæäó êîòîðûìè íàõîäèòñÿ âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü.

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî-
÷åê â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ ìîäåëè Êèðõãîôà � Ëÿâå, ñ÷èòàåì ìàòåðèàë
íåëèíåéíî-óïðóãèì ñ êóáè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-
íèé σ1 îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé e1 [1-3]

σ1 = Ee1 −me3
1. (1)

Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà; m � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìàÿ èç
îïûòîâ íà ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì (1)
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

E(i)h
(i)
0

1− µ(i)2

∂

∂x
〈[∂U

(i)

∂x
+

1

2
(
∂U (i)

∂x
)2 +

1

2
(
∂W (i)

∂x
)2+

+
h

(i)
0

24
(
∂2W (i)

∂x2
)2 − µ(i)

0

W (i)

R(i)
]{1− 4

3

m(i)

E(i)
[(
∂U (i)

∂x
)2 − ∂U (i)

∂x

W (i)

R(i)
+

+(
W (i)

R(i)
)2]}〉 − ρ(i)

0 h
(i)
0

∂2U (i)

∂t2
= −q(i)

x ;

E(i)h
(i)
0

1− µ(i)2
0

〈h
(i)2
0

12

∂2

∂x2
(
∂2W (i)

∂x2
+
U (i)

∂x

∂2W (i)

∂x2
)− ∂

∂x
{∂W

(i)

∂x
[
∂U (i)

∂x
+

+
1

2
(
U (i)

∂x
)2 +

1

2
(
∂W (i)

∂x
)2 +

h
(i)
0

24
(
∂2W (i)

∂x2
)2 − µ(i)

0

W (i)

R(i)
]{1−
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− 4

3

m(i)

E(i)
[(
∂U (i)

∂x
)2 − ∂U (i)

∂x

W (i)

R(i)
+ (

W (i)

R(i)
)2]}} − 1

R(i)
{µ(i)

0 [
∂U (i)

∂x
+

+
1

2
(
∂U (i)

∂x
)2 +

1

2
(
∂W (i)

∂x
)2 +

h
(i)
0

24
(
∂2W (i)

∂x2
)2]− W (i)

R(i)
}{1 +

+
4

3

m(i)

E(i)
[(
∂U (i)

∂x
)2 − ∂U (i)

∂x

W (i)

R(i)
+ (

W (i)

R(i)
)2]}〉−

−ρ(i)
0 h

(i)
0

∂2W (i)

∂t2
= qn (−1)i−1 .

Çäåñü µ(i)
0 � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; R(i) � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõ-

íîñòè îáîëî÷êè; ρ(i)
0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè; h(i)

0 � òîëùèíû

îáîëî÷åê;
(
h

(1)
0 /2 = R(1) −R1, h

(2)
0 /2 = R2 −R(2)

)
; q(i)

x , qn � íàïðÿæåíèÿ
ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ.

Âîëíîâûå ïðîöåññû â óïðóãèõ îáîëî÷êàõ, íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
âÿçêîé æèäêîñòüþ, ðàññìîòðåíû â [1, 2].

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϑ, x çàïèñûâàþò-
ñÿ â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ â âèäå

∂V̄

∂t
+ grad

1

2
V 2 + rotV̄ × V̄ +

1

ρ
grad · p = −νrotrotV̄ ,

divV̄ = 0.

(2)

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü; p � äàâëåíèå; ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
âÿçêîñòè. Íà ãðàíèöàõ ñ îáîëî÷êàìè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ
æèäêîñòè

Vr = −∂W
(i)

∂t
, Vx =

∂U (i)

∂t
ïðè r = Ri −W (i). (3)

Çäåñü Vr, Vx � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà îñè öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; t � âðåìÿ; W (i) � ïðîãèá, ïîëîæèòåëüíûé
ê öåíòðó êðèâèçíû îáîëî÷êè; U (i) � ïðîäîëüíîå óïðóãîå ïåðåìåùåíèå
îáîëî÷åê ïî îñè x; R1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ âíåøíåé îáîëî÷êè; R2 �
âíåøíèé ðàäèóñ âíóòðåííåé îáîëî÷êè (R1 = R2 + δ); δ � òîëùèíà ñëîÿ
æèäêîñòè â êîëüöåâîì ñå÷åíèè òðóáû; i = 1 îòíîñèòñÿ ê âíåøíåé, à i = 2
� ê âíóòðåííåé îáîëî÷êå.

Åñëè ñíåñòè íàïðÿæåíèÿ íà íåâîçìóùåííóþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷åê(
W (i) � Ri

)
, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ ñî ñòî-
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ðîíû æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

q(i)
x =

[
ρν

(
∂Vx
∂r

+
∂Vr
∂x

)]
r=Ri

, qn =

[
−p+ 2ρν

∂Vr
∂r

]
r=Ri

. (4)

Ïðèíèìàÿ çà õàðàêòåðíóþ äëèíó äëèíó âîëíû l è ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîîñíûå
îáîëî÷êè èçãîòîâëåíû èç îäíîãî ìàòåðèàëà, òî åñòü, îïóñêàÿ èíäåêñ i
ó E,m, ρ0, µ0, ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ
óðàâíåíèé (2)

W (i) = wmu
(i)
30 , U (i) = umu

(i)
10 , t∗ =

c0

l
t, x∗ =

x

l
, c0 =

√
E

ρ0 (1− µ2
0)
,

ãäå c0� ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå îáîëî÷êè.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû âîçìóùåíèé, íàéäåì ñâÿçü

wml

umR(i)
u

(i)
30 = µ0

∂u
(i)
10

∂ξ
,

îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü âîëíû

c2 = 1− µ2
0

è óðàâíåíèå

∂2u
(i)
10

∂ξ∂τ
+

1

ε

um
l

√
1− µ2

0

2

∂u
(i)
10

∂ξ

∂2u
(i)
10

∂ξ2
+

1

ε

(
R

l

)2
µ2

0

√
1− µ2

0

2

∂4u
(i)
10

∂ξ4
−

− 2m

Eε

(um
l

)2 (
1− µ0 + µ2

0

)√
1− µ2

0

(
∂u

(i)
10

∂ξ

)2
∂2u

(i)
10

∂ξ2
−

−6µ2
0

ρl

ρ0h0

ν

δc0ε

(
R

δ

)2
(
∂u

(1)
10

∂ξ
− ∂u

(2)
10

∂ξ

)
(−1)i = 0. (5)

Çäåñü
ξ = x∗ − ct∗, τ = εt∗,

um
l

= ε = o(1),

à ε � ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ æèäêîñòè (ρ = 0), ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ

∂u
(1)
10 /∂ξ − ∂u

(2)
10 /∂ξ â óðàâíåíèÿõ (6) èñ÷åçàþò è ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ

íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ ÌÊäÂ (ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà), êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò òî÷íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå
â âèäå êèíê�àíòèêèíê äëÿ ∂u(i)

10/∂ξ.
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ÓÄÊ 532.5:533.6.011.5

Â.Ñ. Êîæàíîâ

Î ÄÂÓÕ ÐÅÆÈÌÀÕ ÑÕËÎÏÛÂÀÍÈß
ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎËÎÑÒÈ

Èçó÷àåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûé (àâòîìîäåëüíûé) ýòàï ñõëîïûâàíèÿ îä-
íîìåðíîé ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ðåøå-
íèå ñòðîèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òå÷åíèå íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå
íå ÿâëÿåòñÿ ãîìýíòðîïè÷åñêèì. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðåçóëüòàòàìè [1], ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà,
ñîãëàñíî êîòîðîìó òå÷åíèå âïëîòü äî ìîìåíòà ôîêóñèðîâêè ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî ãîìýíòðîïèè.

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåóñòàíîâèâøèåñÿ îäíî-
ìåðíûå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ñîâåðøåííîãî ãà-
çà, èìååò âèä

dρ

dt
+ ρ

∂u

∂r
+ 2

ρu

r
= 0,

du

dt
+

1

γ

(
∂c2

∂r
+
c2

ρ

∂ρ

r

)
= 0,

d

dt

(
c2

ργ−1

)
= 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂r
,

(1)

ãäå ρ = ρ(r, t) � ïëîòíîñòü, t � âðåìÿ, u = u(r, t) � ñêî-
ðîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè, r � êîîðäèíàòà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû,
c2 = c2(r, t) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè ðàñïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå
ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ρ0 = arω, a, ω = const. Ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîìî-
äåëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä (α � ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè)

r = C(−t)αξ, u = −αC(−t)α−1F (ξ), c2 = α2C2(−t)2α−2G(ξ),

ρ = aCω(−t)αωR(ξ), C = const.
(2)
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Çäåñü ξ � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, F (ξ), G(ξ) è
R(ξ) � àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè u,
êâàäðàòà ñêîðîñòè çâóêà c2 è ïëîòíîñòè ρ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1), ïîëó÷èì òðè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ), êîòîðûå ñ ó÷¼òîì çàìåíû F (ξ) = ξV (ξ),
G(ξ) = ξ2Z(ξ) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (V, Z) è
äâóì êâàäðàòóðàì:

dZ(V )

dV
=
Z(V ) [[2(1− αV )− (γ − 1)κ] ∆0 − (γ − 1)(V − 1)∆4]

[−2αV + κ]∆0 + (V − 1)∆4
, (3)

∆0 = (1− V )2 − Z(V ), ∆4 = 2αV 2 + (1− 3α− κ)V + κ,
κ = 2(1− α− αω/2)/γ.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ýíòðîïèéíóþ ôóíêöèþ s(r, t):

s = pργ = γ−1c2ρ1−γ. (4)

Ïîäñòàíîâêà (2) â (4) äà¼ò

s = α2C2+ω(1−γ)a1−γ(−t)2α−2+αω(1−γ)S(ξ),

S(ξ) = γ−1G(ξ)R1−γ(ξ).
(5)

Èç (5), ïðèâëåêàÿ 1-å ñîîòíîøåíèå (2), ìîæíî âîññòàíîâèòü íà÷àëü-
íûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ s:

s0 = α2C2/αa1−γr2−2/α+ω(1−γ). (6)

Âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû s ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòî-
ðîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå. Èç
(6) ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ, ω è
α) ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ äî íà÷àëà ïðîöåññà íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò
öåíòðà, áóäóò íåñòè â ñåáå ðàçëè÷íóþ ýíòðîïèþ. Ïðè ýòîì áóäåò ñôîð-
ìèðîâàí íåêîòîðûé ïðîôèëü s(r, t) 6= const. Îäíàêî åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âñå ÷àñòèöû áóäóò îáëàäàòü îäèíàêîâîé ýíòðîïèåé, òî ýòî âìåñòå
ñî ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè â ÷àñòèöå ïðèâåä¼ò ê ïîñòîÿíñòâó s
âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Òàêîå âîçìîæíî, åñëè s0, îïðåäåëÿåìîå âûðà-
æåíèåì (6), íå áóäåò ÿâíî çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû r, ò.å. åñëè

ω = ωh = −2(1− α)

α(1− γ)
< 0. (7)

Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè â ïðîñòðàíñòâå íîñèò íàçâàíèå ãîì-
ýíòðîïèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåæèì òå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ãîìýíòðîïè÷å-
ñêèì, à óñëîâèå (7) äëÿ àâòîìîäåëüíûõ äâèæåíèé ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ãîì-
ýíòðîïèè.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì [1, 2] ê èçó÷å-
íèþ çàäà÷è î ñõëîïûâàíèè ïîëîñòè òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ãîì-
ýíòðîïè÷åñêèì âïëîòü äî ìîìåíòà ôîêóñèðîâêè ïîëîñòè â öåí-
òðå. Âìåñòî 3-ãî óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå γ−1c2ρ1−γ =
= s0 = const, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïëîòíîñòü.
Ïðè èçó÷åíèè àâòîìîäåëüíûõ äâèæåíèé îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå
s0 = const íåÿâíî çàäà¼ò ñòåïåííîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ïëîò-
íîñòè æèäêîñòè ρ0 = arωh. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü ρ0 = const, òî ω = 0, è
ðåæèì ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè â ñîîòâåòñòâèè ñ
(6) óæå íå áóäåò ãîìýíòðîïè÷åñêèì. Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ àâòîìîäåëü-
íîé òåîðèè íåëüçÿ ïîñòðîèòü òå÷åíèå ñ îäíîâðåìåííî ïðîèçâîëüíûìè
íà÷àëüíûìè ïðîôèëÿìè ïëîòíîñòè è ýíòðîïèè.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ðåæèìà: 1) ρ0 = const, s0 =
= s0(r) è 2) s0 = const, ρ0 = ρ0(r).

×òîáû íàéòè òå÷åíèå â îáëàñòè çà ãðàíèöåé ïîëîñòè, íåîáõîäèìî ïðè
çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ γ è ω ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (3),
ñâÿçàííóþ ñ ïîäáîðîì ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè α. Ïðè èñêîìîì çíà-
÷åíèè α èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (3), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè P1(1, 0)
è P4(0, 0), áóäåò îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ïðîõîäèòü ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó
òèïà óçåë P23 ñ êîîðäèíàòàìè (ñì. [1])

V23 =
(
−B ±

√
B2 − 8ακ

)
/(4α), Z23 = (1− V23)

2, B = 1− 3α− κ.

Òî÷êè P1 è P4 îòâå÷àþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
è íà ∞, òî÷êà P23 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè (ÏÕ).

Åñëè γ1 ≤ γ, òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó P23 âäîëü óñà îòäåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, à åñëè
3/2 ≤ γ < γ1, � òî âäîëü óñà îáùåãî íàïðàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå
ρ0 = const γ1 = 10.0813, à â ñëó÷àå s0 = const γ1 = 8.4635. Ïðè
γ = 3/2 ïîêàçàòåëü α = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ωh = 0, è ðåøåíèÿ äëÿ
äâóõ ðåæèìîâ ñîâïàäàþò. Ïðè γ < 3/2 èñêîìûé ïîêàçàòåëü α > 1, ò.å.
ñêîðîñòü ãðàíèöû ïîëîñòè â öåíòðå ôîêóñèðîâêè ðàâíà íóëþ.

Íà ðèñ. 1�4 äåìîíñòðèðóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè íà
ñòàäèè ñõëîïûâàíèÿ äëÿ äâóõ ðåæèìîâ. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâó-
þò 1-ìó ðåæèìó, à ïóíêòèðíûå � 2-ìó ðåæèìó; çíàêîì ¾�¿ îòìå÷åíà
ãðàíèöà ïîëîñòè, çíàêîì ¾♦¿ � ÏÕ.
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Mech/Kozhanov/ris2.pdf

Ðèñ. 2

Mech/Kozhanov/ris3.pdf

Ðèñ. 3

Mech/Kozhanov/ris4.pdf

Ðèñ. 4

Èç ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ â ðàñïðåäå-
ëåíèè èìåþò ïëîòíîñòü è ýíòðîïèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé ìîäåëè ýíòðî-
ïèÿ ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíî âûñîêèå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòè. Ïî-
äîáíîå ïîâåäåíèå ýíòðîïèè íàáëþäàåòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè ïðè èçó÷å-
íèè àâòîìîäåëüíûõ çàäà÷ î ñèëüíîì âçðûâå è ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíå
äëÿ ñëó÷àÿ íåãîìýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé. Íàïðîòèâ, â ïîâåäåíèè ñêîðî-
ñòåé ÷àñòèö êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå äëÿ äâóõ ìîäåëåé
íå ñóùåñòâåííî.
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ÓÄÊ 629

Ì.Þ. Ëîãèíîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÎØÈÁÎÊ ÁÈÍÑ,

ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÓÞÙÅÉ Â ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ
ÃÅÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ,

ÄËß ÑËÓ×Àß ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÃÎ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ
ÇÅÌËÈ ÎÁÚÅÊÒÀ

Ïðè ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè àëãîðèòìîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áåñïëàò-
ôîðìåííûõ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì (ÁÈÍÑ) èñïîëüçóþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ðàáîòû ÁÈÍÑ, ò.å. äèôôåðåíöè-
àëüíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïðîåêöèè âåêòî-
ðîâ êàæóùåãîñÿ óñêîðåíèÿ è àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îáúåêòà, èç-
ìåðÿåìûå ÷óâñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ÁÈÍÑ (ïðè óñëîâèè èõ èäåàëü-
íîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ), ñ íàâèãàöèîííûìè ïàðàìåòðàìè (êîîðäèíàòà-
ìè ìåñòîíàõîæäåíèÿ è ïðîåêöèÿìè ñêîðîñòè) è ïàðàìåòðàìè îðèåíòà-
öèè îáúåêòà. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òàêèõ óðàâíåíèé [1�3]. Â
äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ èäåàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ÁÈÍÑ â íîðìàëüíîé ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ÍÃÑÊ), â êî-
òîðûõ â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îðèåíòà-
öèè èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû Ýéëåðà (Ðîäðèãà � Ãàìèëüòîíà) (ñì. [3]).
Òàêîãî ðîäà óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ âûñîêîòî÷íûõ àëãîðèòìîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ îòå÷å-
ñòâåííûõ ÁÈÍÑ, ïîñòðîåííûõ íà âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ èëè ëàçåðíûõ
ãèðîñêîïàõ è êâàðöåâûõ àêñåëåðîìåòðàõ.

Â ðàáîòå [4] äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûâåäåíû ïîëíûå è ëèíåàðèçîâàííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îøèáîê, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçó÷àòü âëè-
ÿíèå íà ðàáîòó ÁÈÍÑ ïîãðåøíîñòåé ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (àêñåëå-
ðîìåòðîâ è ãèðîñêîïîâ), îøèáîê íà÷àëüíîãî çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ îðè-
åíòàöèè è íàâèãàöèè, à òàêæå çàêîíîâ äâèæåíèÿ îáúåêòà. Äëÿ àíàëè-
òè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îøèáîê ÁÈÍÑ.

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äâèæåíèÿ îáúåêòà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îøèáîê. Â ðàáîòå [1] Â.Ä. Àíäðååâûì ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îøèáîê îïðåäåëåíèÿ
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îáúåêòà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìå-
þùåé íà÷àëî â öåíòðå ìàññ Çåìëè è êîîðäèíàòíûå îñè, ïàðàëëåëüíûå
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îñÿì ãåîöåíòðè÷åñêîãî ñîïðîâîæäàþùåãî òð¼õãðàííèêà, äëÿ ñëó÷àåâ, êî-
ãäà îáúåêò íåïîäâèæåí â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêîðîñòüþ â íåïîäâèæíîé
îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð Çåìëè; äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âäîëü çåìíîé ïà-
ðàëëåëè.

Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äëÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà âäîëü ïà-
ðàëëåëè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, Â.Ä. Àíäðååâ íàõîäèò ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îøèáîê äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîãî îòíîñèòåëüíî
Çåìëè îáúåêòà. Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé îøèáîê, êîòîðûå âõîäÿò â ïîñòðî-
åííîå ðåøåíèå, èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà ëèíåéíîãî óòî÷íåíèÿ êîðíÿ. Ýòîò ñëó÷àé, òàêèì
îáðàçîì, ðàññìîòðåí â ïðèáëèæ¼ííîé ïîñòàíîâêå, à äëÿ êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå ïîëó÷åíû òî÷íûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå
âûðàçèòü èõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåííîå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îøèáîê ÁÈÍÑ îïðå-
äåëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò îáúåêòà (äîëãîòû, øèðîòû, âûñîòû)
è ïðîåêöèé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè îáúåêòà íà îñè ÍÃÑÊ (ñì. [4]), îáðà-
çóþùèõ ñëîæíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà, äëÿ ñëó÷àÿ íåïî-
äâèæíîãî ïî îòíîøåíèþ ê Çåìëå îáúåêòà ïðè îòñóòñòâèè ïîãðåøíîñòåé
àêñåëåðîìåòðîâ è ãèðîñêîïîâ. Íàéäåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü
ñâîéñòâà óðàâíåíèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÁÈÍÑ â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå äâèæåíèÿ, à òàêæå àíàëèòè÷åñêè îöåíèòü âëèÿíèå íåòî÷íîãî çàäàíèÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîãðåøíîñòåé íà÷àëüíîé âûñòàâêè
ÁÈÍÑ) íà òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàâèãàöèè, è ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè àíàëèçå òî÷íîñòè ðàáîòû ÁÈÍÑ, óñòàíîâ-
ëåííîé íà íåïîäâèæíîì îòíîñèòåëüíî Çåìëè îñíîâàíèè.

Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â óäîáíîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ âèäå, à äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-
íåíèé îøèáîê ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå òî÷íûå ôîðìóëû, êîòîðûå âûãëÿ-
äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

β1,2 = ±
√
ζ1, β3,4 = ±

√
ζ2, β5,6 = ±

√
ζ3, ζ1 = 2

3
√
L cos

(
φ

3

)
− b

3
,

ζ2 = 2
3
√
L cos

(
φ

3
+

2π

3

)
− b

3
, ζ3 = 2

3
√
L cos

(
φ

3
+

4π

3

)
− b

3
,

L =
√
−p3/27, cosφ = −q/(2L), p =

3c− b2

3
, q =

2b3

27
− bc

3
+ d,
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b = 4u2, c =
1

R∗1

[(
4 (u∗N)2 − 8 (u∗H)2 − 3g∗

R∗1

)
g∗ − 4u∗Nu

∗
Ha25

]
,

d = −2 (g∗/R∗1)3 , u∗N = u cosϕ∗, u∗H = u sinϕ∗, u = 7, 292115·10−5 ñ−1,

g∗ = geoã
2(1 + δ sin2 ϕ∗)/(ã+H∗)2, R∗1 = ã+H∗, geo = 9, 78049ì/ñ2,

a25 = −2geoã
2δ sinϕ∗ cosϕ∗, ã = 6378245ì, δ = 5, 317 · 10−3,

ãäå ϕ∗ è H∗ � íåâîçìóù¼ííûå øèðîòà è âûñîòà îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñòðîåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆X(t) = S(t)M∆X0 +

t∫
0

S(t− τ)MB(τ) dτ, (1)

∆X(t) = [∆vN(t),∆vH(t),∆vE(t),∆H(t),∆ϕ(t),∆λ(t)]T ,

∆X0 = [∆v0
N ,∆v

0
H ,∆v

0
E,∆H

0,∆ϕ0,∆λ0]T .

Çäåñü ∆X � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç ïîãðåøíîñòåé îïðåäåëåíèÿ
ïðîåêöèé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ìåñòî-
ïîëîæåíèÿ îáúåêòà, ∆X0 � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç íà÷àëüíûõ
ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ, S è M ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 6x6, ýëåìåíòû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåâîç-
ìóù¼ííûå (òî÷íûå) ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ îáúåêòà, B � âåêòîð-ñòîëáåö,
ýëåìåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåâîçìóù¼ííûå (òî÷íûå) ïàðà-
ìåòðû äâèæåíèÿ îáúåêòà è ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî çàäàíèÿ åãî îðèåí-
òàöèè.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1) îïèñûâàåò îøèáêè îïðåäåëåíèÿ
ïðîåêöèé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ îáúåêòà, îáóñëîâëåííûå íåòî÷íûì çàäàíèåì íà÷àëüíûõ çíà÷å-
íèé ïðîåêöèé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ìå-
ñòîïîëîæåíèÿ îáúåêòà, à âòîðîå ñëàãàåìîå � îøèáêè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí, îáóñëîâëåííûå íåòî÷íûì çàäàíèåì íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè îáú-
åêòà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Àíàëèç ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå îøèáêè âêëþ÷à-
þò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäàìè, áëèçêèìè ê ïåðèîäó Øóëåðà
(84,4 ìèí). Êðîìå òîãî, ñîáñòâåííîå äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî ïî âñåì ïå-
ðåìåííûì, à èìåííî ∆vN , ∆vH , ∆vE, ∆H, ∆ϕ è ∆λ.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû àâòîðàìè
ñòàòüè íå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîãî îòíîñèòåëüíî Çåìëè îáúåêòà,
íî è äëÿ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ îáúåêòà âäîëü ýêâàòîðà è âäîëü ïàðàëëåëè
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íà ïîñòîÿííîé âûñîòå.
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ÓÄÊ 531.38; 681.5

Å.È. Ëîìîâöåâà, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÁÈÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÎÂ Â ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÅ
ÑÒÀÍÔÎÐÄÑÊÎÃÎ ÐÎÁÎÒÀ-ÌÀÍÈÏÓËßÒÎÐÀ

1. Ñõåìà ìàíèïóëÿòîðà è ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñòàíôîðäñêèé
ìàíèïóëÿòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòèçâåííûé ìàíèïóëÿòîð, èìåþùèé
øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû: ïÿòü âðàùàòåëüíûõ è îäíó ïîñòóïàòåëüíóþ. Â
êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûñòóïàþò óãëû ϕi ïîâîðîòà i-ãî çâåíà
îòíîñèòåëüíî i-1-ãî [1]. Ñõåìà ìàíèïóëÿòîðà è ââîäèìûå ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå.

Mech/Lomovceva/ris.jpg
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2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à êèíåìàòèêè. Äëÿ äàííîãî ìàíèïóëÿòîðà ïî
èçâåñòíîìó âåêòîðó îáîáùåííûõ êîîðäèíàò

q(t) = (q1(t), q2(t), . . . , q6(t)) =

= (ϕ1(t), ϕ2(t), d3(t), ϕ4(t), ϕ5(t), ϕ6(t)), ϕi = θi

è çàäàííûì ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì çâåíüåâ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
è îðèåíòàöèþ ñõâàòà ìàíèïóëÿòîðà îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò X0Y0Z0.

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êèíåìàòèêè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ñõåìà êîíå÷íûõ ïåðåìåùåíèé çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà:

X0Y0Z0 → X1Y1Z1 → X2Y2Z2 → X3Y3Z3 →
→ X4Y4Z4 → X5Y5Z5 → X6Y6Z6

(1)

ÇäåñüXiYiZi �- ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ i-ûì çâåíîì ìàíèïóëÿòî-
ðà, X0Y0Z0 � ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ îñíîâàíèåì ìàíèïóëÿòîðà.

Â îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è êèíåìàòèêè ëåæàò ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ìàòðèöû äóàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ óãëîâ, áèêâàòåðíèîíà
è áèêâàòåðíèîííûõ ìàòðèö M è N òèïà, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ôîðìóë ñëîæåíèÿ êîíå÷íûõ ïåðåìåùåíèé [2]. Ìàòðèöà äóàëüíûõ íà-
ïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ, áèêâàòåðíèîí è áèêâàòåðíèîííûå ìàòðèöûM è
N òèïà êîíå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà)(ñõâàòà) îòíîñèòåëüíî
îñíîâàíèÿ èìåþò âèä

C = C6 · C5 · C4 · C3 · C2 · C1, (2)

Λ = Λ1 ◦ Λ2 ◦ Λ3 ◦ Λ4 ◦ Λ5 ◦ Λ6, (3)

M(Λ) = M(Λ6) ·M(Λ5) ·M(Λ4) ·M(Λ3) ·M(Λ2) ·M(Λ1), (4)

N(Λ) = N(Λ1) ·N(Λ2) ·N(Λ3) ·N(Λ4) ·N(Λ5) ·N(Λ6). (5)

Çäåñü Ci, Λi,M(Λi), N(Λi) � ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà äóàëüíûõ íàïðàâ-
ëÿþùèõ êîñèíóñîâ, áèêâàòåðíèîí è áèêâàòåðíèîííûå ìàòðèöû M è N
òèïà êîíå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ i-ãî çâåíà îòíîñèòåëüíî i-1-ãî.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ ïåðâîãî çâåíà îòíîñèòåëüíî
îñíîâàíèÿ îíè èìåþò âèä

C1 =

sinϕ1 + sd1 cosϕ1 − cosϕ1 + sd1 sinϕ1 0
0 0 −1

cosϕ1 − sd1 sinϕ1 sinϕ1 + sd1 cosϕ1 0

 , (6)

Λ1 = 1
2(p1 + sd1

2 q1)− 1
2(p1 + sd1

2 q1)i1 + 1
2(q1 − sd1

2 p1)i2+
+1

2(−q1 + sd1

2 p1)i3),
(7)
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M(Λ1) =


m1 m1 −n1 n1

−m1 m1 n1 n1

n1 −n1 m1 m1

−n1 −n1 −m1 m1

 , (8)

N(Λ1) =


m1 m1 −n1 n1

−m1 m1 −n1 −n1

n1 n1 m1 −m1

−n1 n1 m1 m1

 . (9)

ãäå p1 = cos ϕ1

2 + sin ϕ1

2 , q1 = cos ϕ1

2 − sin ϕ1

2 ,m1 = 1
2(p1 + sd1

2 q1) , n1 =
= 1

2(q1 − sd1

2 p1) , s � ñèìâîë(êîìïëåêñíîñòü) Êëèôôîðäà: s2 = 0.
3. Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà. Êè-

íåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû èç âûðàæåíèé äëÿ ëèíåéíîé è
óãëîâîé ñêîðîñòè âûõîäíîãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà

ω̄ = ϕ̇1k̄0 + ϕ̇2k̄1 + ϕ̇4k̄3 + ϕ̇5k̄4 + ϕ̇6k̄5, (10)

v̄ = ω̄1 × d̄1 + (ω̄1 + ω̄2)× d̄2 + ḋ3k̄2 + (ω̄1 + ω̄2)× (d3k̄2)+
+(ω̄1 + ω̄2 + ω̄4 + ω̄5 + ω̄6)× d̄6,

(11)

ãäå d̄i � âåêòîð ëèíåéíîãî ïåðåìåùåíèÿ i-ãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà îòíî-
ñèòåëüíî i-1-ãî.

Ïîëó÷åííûå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìåþò
âèä 

ϕ̇1

ϕ̇2

ḋ3

ϕ̇4

ϕ̇5

ϕ̇6

 = A−1 ·


ω1

ω2

ω3

v1

v2

v3

 , (12)

ãäå ϕi �� îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìàíèïóëÿòîðà, ωk, vk � ïðîåêöèè âåê-
òîðà ìãíîâåííîé àáñîëþòíîé óãëîâîé è ëèíåéíîé ñêîðîñòåé âûõîäíîãî
çâåíà ìàíèïóëÿòîðà íà îñè ñâÿçàííîé ñî ñõâàòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò
X6Y6Z6, ìàòðèöà A ðàçìåðàìè 6 × 6 (ÿêîáèàí)ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèåé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ϕ1, ϕ2, d3, ϕ4, ϕ5, ϕ6.

Ñîîòíîøåíèÿ (12) �- ýòî êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âû-
õîäíîãî çâåíà ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó
øåñòè íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ϕi, d3. Ýòè óðàâíåíèÿ ïëàíèðóåñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êèíåìàòèêè ñòàíôîðäñêîãî ìà-
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íèïóëÿòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèêâàòåðíèîííîé òåîðèè êèíåìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ [3].
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ÓÄÊ 624.131+539.215
À.Ã. Ìàðêóøèí

Ê ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÞ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀ
ÏÎ ÈÑÒÅ×ÅÍÍÈÞ ÑÛÏÓ×ÅÃÎ ÒÅËÀ

Ñ ÒÂÅÐÄÛÌ ÇÅÐÍÎÌ

Ïðè ðåøåíèè èíæåíåðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì îáî-
ðóäîâàíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñûïó÷èìè ìàòåðèàëàìè, âîçíèêàåò,
êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìîñòü â çíàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ åãî êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî òðåáóåò, â ñâîþ î÷åðåäü, çíà-
íèÿ äàâëåíèÿ ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà íà ýòè ýëåìåíòû â ïðîöåññå ýêñïëóàòà-
öèè îáîðóäîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî áåç ñîçäàíèÿ òåîðèè äâèæåíèÿ
ñûïó÷åé ñðåäû, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé åå ãëàâíûå ñâîéñòâà, ïðîÿâëÿþ-
ùèåñÿ, íàïðèìåð, ïðè èñòå÷åíèè èç áóíêåðíûõ óñòðîéñòâ. Ê ÷èñëó òàêèõ
ñâîéñòâ ñûïó÷åãî òåëà îòíîñèòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ñâîéñòâî îáðàçîâàíèÿ
çàïèðàþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîäîâ, ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàþùèõ èñòå÷åíèå
èëè îòâåòñòâåííûõ çà ÿâëåíèå ïóëüñàöèè ïðè èñòå÷åíèè [1]. Ïîñòàâùè-
êàìè ïîäîáíûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ïèùåâàÿ, ãîðíî-ðóäíàÿ,
òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïðîìûøëåííîñòè, à òàêæå ïðîèçâîäñòâà ñòðî-
èòåëüíûõ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ è äð.

Ïîñòðîåíèå óêàçàííîé òåîðèè íà÷àòî â ðàáîòàõ [2-8]. Â êà÷åñòâå ïî-
âåðî÷íîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçðàáàòûâàåìîé òåîðèè áûë âûáðàí ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì îáîáùåííûé è óñîâåðøåíñòâîâàííûé ýêñïåðèìåíò
Ð. Êâàïèëà [9].

Ïîä àïïàðàòíûì îáåñïå÷åíèåì òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ çäåñü ïîíèìàåò-
ñÿ êîìïëåêñ ñïåöèàëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ, ñîñòîÿùèé èç ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñòå÷åíèÿ ñûïó÷èõ òåë è íàáîðà óêîì-
ïëåêòîâàííûõ ïîðøíÿìè òîëñòîñòåííûõ ñòàëüíûõ ñòàêàíîâ ñ ïîëèðî-
âàííûìè âíóòðåííèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èñïûòàíèÿ
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ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ íà ñæàòèå ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ èõ ìåõàíè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè (ðèñóíîê) ñîñòîÿ-
ùåé èç: A � ðàìíîãî ñòîëà ðàçìåðàìè a, b, c; B � äåìîíñòðàöèîííîãî
øêàôà ðàçìåðàìè H, c, h; C � ïðèåìíîãî ÿùèêà íà êîëåñèêàõ ðàçìåðàìè
a1, b1, c1; D � íèæíåé çàñëîíêè; E � ðàñòðîâîãî çàòâîðà, ñîñòîÿùåãî
èç äâóõ çàäâèæåê, ðàñïîëîæåííûõ âûøå çàñëîíêè D è âûäâèãàåìûõ-
çàäâèãàåìûõ ñ áîêîâ øêàôà; F � óêëàäî÷íîé ðåøåòêè c ðàçìåðàìè h1 =
0.34h è c1, H1 íåñêîëüêî ìåíüøèìè c, H; G � ïðåïÿòñòâèå äëÿ òå÷åíèÿ
ìàòåðèàëà.

Mech/MarcushinAG/ris_1.pdf

Ïåðåäíÿÿ ñòåíêà øêàôà B ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îñòåêëåííîé äâåð-
êîé. Â çàäíåé ñòåíêå øêàôà íà âåðòèêàëüíîé îñè åãî ñèììåòðèè èìåþòñÿ
íåñêîëüêî îòâåðñòèé, áëàãîäàðÿ êîòîðûì íàä îòâåðñòèåì âûïóñêà ìîæåò
áûòü óñòàíîâëåíà ïëàíêà � êðîíøòåéí äëèíîé h, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ïðåïÿòñòâèå äëÿ èñòåêàþùåãî ìàòåðèàëà. Ïëàíêà ìîæåò áûòü óñòàíîâ-
ëåíà íàä âûïóñêíûì îòâåðñòèåì íà ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ è ìîæåò èìåòü
ðàçëè÷íóþ øèðèíó. Ïðåäóñìîòðåííîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ èñòåêàþùåãî ñû-
ïó÷åãî òåëà êàê ðàç è ÿâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ýêñïåðèìåíòà Ð. Êâàïèëà
è ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü íàáëþäàåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî äèíàìè÷åñêèé
óãîë îòêîñà ñûïó÷åãî òåëà íà ýòîé ïëàíêå ñ ðàñ÷åòíûì, îïðåäåëÿåìûì
òåîðåòè÷åñêè ðåøåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíî
� êðàåâûõ çàäà÷ [6-8]. Øêàô B èìååò îñü âðàùåíèÿ Q, æåñòêî ñâÿçàí-
íóþ ñî ñòîëîì A, íà êîòîðûé ïåðåä çàñûïêîé ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà îí
è êëàäåòñÿ. Äëÿ óñòàíîâêè øêàôà â ñòðîãî ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè
ïîä íåãî äîëæåí ïîäêëàäûâàòüñÿ äåðåâÿííûé áðóñîê ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ðàçìåðîâ. Ïðè îòêðûòîé äâåðêå â ãîðèçîíòàëüíî ïîëîæåííûé øêàô B
çàñûïàåòñÿ ñûïó÷èé íåîêðàøåííûé ìàòåðèàë äî âûñîòû h2 = 0.66h, è çà-
òåì âñòàâëÿåòñÿ óêëàäî÷íàÿ ðåøåòêà. Â êëåòêè-ÿ÷åéêè óêëàäî÷íîé ðå-
øåòêè çàñûïàåòñÿ ñûïó÷èé îêðàøåííûé è íåîêðàøåííûé ìàòåðèàë (â
øàõìàòíîì ïîðÿäêå). Ïîñëå ÷åãî ðåøåòêà âûíèìàåòñÿ, äâåðêà çàêðûâà-
åòñÿ, øêàô B óñòàíàâëèâàåòñÿ â âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî
ïåðåä çàñûïêîé ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ ðàñòðîâîãî çàòâîðà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ íóæíàÿ øèðèíà âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ.

Çàòåì óñòàíàâëèâàþòñÿ è âêëþ÷àþòñÿ îñâåòèòåëüíûå ïðèáîðû è âè-
äåîêàìåðà ñ òàéìåðîì. Âûäåðãèâàíèå èç ïàçîâ çàñëîíêè D ïðèâîäèò óñòà-
íîâêó â äåéñòâèå, ïðè÷åì âûäåðãèâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ÷åðåç ùåëü ñçàäè
øêàôà.

Ðàçìåðû óñòàíîâêè è åå äåòàëåé äëÿ ïîâåðêè òåîðèè áûëè âûáðàíû
äëÿ ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà ¾ãðàíèòíàÿ êðîøêà¿.

Âíóòðåííèé äèàìåòð òîëñòîñòåííîãî ñòàêàíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïå-
ðèìåíòà íà ñæàòèå ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ åãî ìå-
õàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê: ïðåäåëîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è òåêó÷åñòè
ïðåäïîëàãàåòñÿ âçÿòü áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê áîëüøèì, ÷åì ñðåäíèé ìàê-
ñèìàëüíûé ðàçìåð çåðíà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà è òàêèì, ÷òîáû óñèëèÿ â 50
òîíí èìåþùåéñÿ ìàøèíû ñæàòèÿ îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñûïó÷åãî òåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü êàê äëÿ ìàòåðèàëà ñ
åñòåñòâåííîé óêëàäêîé çåðåí (íàñûïüþ), òàê è äëÿ èäåàëüíî óëîæåííîãî
ìàòåðèàëà.
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ÓÄÊ 539.3

Â.Þ. Îëüøàíñêèé, À.Â. Ñåðåáðÿêîâ, È.Ô. Ïàðøèíà

ÂËÈßÍÈÅ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ
×ÓÂÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÝËÅÌÅÍÒÀ

ÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÄÀÒ×ÈÊÀ ÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÎÉ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äàò÷èê èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè. Ýòî óñòðîéñòâî
ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ èçìåðåíèÿ îäíîãî èç êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ êîíòðîëèðóåìîãî îáúåêòà. Êîíñòðóêöèÿ äàò÷èêà âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò â ôîðìå óïðóãîãî êóáà ìàññîé M ñ ðåáðîì
l, à òàêæå ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñòðóêòóðû â âèäå äâóõ âçàèìíî,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí Π1 è Π2. Îáå ïëàñòèíû
èìåþò ðàâíûå òîëùèíû h1 = h2 = h. Ó êàæäîé ïëàñòèíû îäíî èç îñ-
íîâàíèé çàêðåïëåíî, à äðóãîå íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ ÷óâñòâèòåëüíûì
ýëåìåíòîì. Êîíòàêò ðåàëèçîâàí òàê, ÷òî íà ïëàñòèíû ïåðåäàþòñÿ òîëüêî
íîðìàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå óñèëèÿ. Íà ïëàñòèíó Π1 ïîäàåòñÿ ïåðåìåííûé
òîê. Âñëåäñòâèå ýòîãî çà ñ÷åò îáðàòíîãî ïüåçîýôôåêòà âîçáóæäàþòñÿ
óïðóãèå âîëíû, êîòîðûå âûçûâàþò êîëåáàíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåí-
òà. Ïðè íàëè÷èè óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðåíîñíîãî âðàùåíèÿ ÷óâñòâèòåëü-
íûé ýëåìåíò êàê ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà âîçäåéñòâóåò íà ïëàñòèíó Π2.
Çà ñ÷åò ïðÿìîãî ïüåçîýôôåêòà â ýòîé ïëàñòèíå ãåíåðèðóåòñÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèé òîê. Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âûáîð ìàòåðèàëà äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà îïðåäåëÿåò åãî ïîäàòëèâîñòü, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü
âëèÿåò íà ðàñïðîñòðàíåíèå â ÷óâñòâèòåëüíîì ýëåìåíòå óïðóãèõ âîëí
è òåì ñàìûì � íà ïîëîæåíèå åãî öåíòðà ìàññ. Òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äàò÷èêà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ýëåêòðîóïðóãî-
ñòè äëÿ ñèñòåìû óïðóãèõ òåë. Ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñòðóêòóðû
(ÌÝÌÑ) � ïëàñòèíû, ó êîòîðûõ ïî òîëùèíå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ óïðóãèå
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âîëíû. Ýòè âîëíû ñâÿçàíû ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì çà ñ÷åò ÿâëåíèÿ ïüå-
çîýôôåêòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, ïîòîìó
÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ïëàñòèí ìàë è çà îäèí ïåðèîä óãëîâàÿ ñêîðîñòü
Ω èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå âÿçêîãî òðåíèÿ. Âû-
áðàâ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè, íîðìàëüíûìè ê îñíîâàíèÿì ïëàñòèí,
ïðåäñòàâèì óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ ôóíêöèÿìè uk(xk, t) è ýëåêòðè÷åñêèå
ïîòåíöèàëû � ôóíêöèÿìè ψk(xk, t), ãäå k = 1, 2.

Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

∂2uk
∂t2

+ 2α
∂uk
∂t

=
∂2uk
∂x2

k

, k = 1, 2. (1)

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ âûíóæäåííîé
ýëåêòðîñòàòèêè [1] â âèäå

∂2ψk
∂x2

k

=
k2

33

1− k2
33

∂2uk
∂x2

k

, k = 1, 2. (2)

Â ôîðìóëû (2) âõîäèò êîýôôèöèåíò k2
33 � ïðîäîëüíûé ñòàòè÷åñêèé

êîýôôèöèåíò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáå ïëàñòèíû
çàïêðåïëåíû íà êîðïóñå äàò÷èêà.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíòàêòå ÌÝÌÑ ñ ÷óâñòâèòåëüíûì ýëåìåíòîì
(×Ý) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂u1(h1, t)

∂x1
+
∂ψ1(h1, t)

∂x1
= m

(
−∂

2uC1(t)

∂t2
+ 2ω

∂uC2(t)

∂t

)
,

∂u2(h2, t)

∂x2
+
∂ψ2(h2, t)

∂x2
= m

(
−∂

2uC2(t)

∂t2
− 2ω

∂uC1(t)

∂t

)
, (3)

êóäà âõîäÿò áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû m = Ms33c
2/Ah, ω = Ω3h/c.

Äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ C ×Ý ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ ïî
îáúåìó ×Ý ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ñïëîøíîé ñðåäû. Èñïîëüçóåòñÿ ïðè-
áëèæåííàÿ îöåíêà ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ×Ý. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ,
÷òî êîëåáàíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü íà íåçàâèñèìûå ñîñòàâëÿþùèå v1(x1, t)
è v2(x2, t) âäîëü îñåé êîîðäèíàò. Òîãäà

∂uCk(t)

∂t
=

1

l

hk+l∫
hk

∂vk(xk, t)

∂t
dxk,

∂2uCk(t)

∂t2
=

1

l

hk+l∫
hk

∂2vk(xk, t)

∂t2
dxk, k = 1, 2.

(4)
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Äëÿ ïåðåìåùåíèé v1(x1, t), v2(x2, t) ïðèõîäèì ê âîëíîâûì óðàâíåíèÿì
âèäà

∂2vk
∂t2

+ 2αv
∂vk
∂t

= a2∂
2vk

∂x2
k

, k = 1, 2, (5)

ãäå âåëè÷èíà a2 îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñêîðîñòåé óïðóãèõ âîëí â
ÌÝÌÑ è â ×Ý. Ê óðàâíåíèÿì (5) äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåðàçðûâíîãî
êîíòàêòà ìåæäó ïüåçîïëàñòèíàìè è ×Ý, à òàêæå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíûõ
ïîâåðõíîñòÿõ ×Ý.

Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âíåøíåå íàïðÿæåíèå èç-
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó U(t) = U0sinβt. Ïåðåìåùåíèÿ óäàåòñÿ âûðàçèòü â
âèäå

uk(xk, t) = 2Re ((Ak1chλxk + Ak2shλxk)exp(iβt)) , k = 1, 2,

vk(xk, t) = 2Re ((Bk1chµxk +Bk2shµxk)exp(iβt)) , k = 1, 2. (6)

Â ôîðìóëû (6) âõîäÿò âîëíîâûå ÷èñëà λ, µ. Ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò îò
óïðóãèõ è âÿçêèõ ñâîéñòâ ïüåçîêåðàìèêè è ìàòåðèàëà ×Ý. Êîíñòàíòû
A11, . . . , B22 îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ñèëó òîêà óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü [2] â âèäå

I(t) =
(
A
c

h

)
· ∂
∂t

(
d33

s33
· ∂u2(h2, t)

∂x2
− ε33

d33
· ∂ψ2(h2, t)

∂x2

)
. (7)

Çäåñü d33 � ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ε33 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ.

Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è ïîëó÷åíû àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äàò÷èêà ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ ñêîðî-
ñòåé óïðóãèõ âîëí â ÌÝÌÑ è ×Ý. Ïðè ýòîì óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè
ÌÝÌÑ âçÿòû äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ìàðêè ÖÒÑ-19. Óïðóãèå ñâîéñòâà ×Ý
âàðüèðîâàëèñü â äèàïàçîíå çíà÷åíèé, êîòîðûå õàðàêòåðíû äëÿ ñîåäèíå-
íèé íà îñíîâå êðåìíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ æåñòêî-
ñòè ×Ý ðàñ÷åòíûå ðåçóëüòàòû ïðèáëèæàþòñÿ ê ïîëó÷åííûì ðàíåå [3]
äëÿ ìîäåëè ñ íåäåôîðìèðóåìûì ×Ý. Òàê, ïðè cv = 1, 6 · c íàáëþäàåòñÿ
íåñêîëüêî ïèêîâ àìïëèòóä òîêà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÌÝÌÑ è ×Ý
ðàáîòàþò êàê îäíî òåëî, â íåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ óïðóãèå âîëíû. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ìàòåðèàë ×Ý áîëåå æåñòêèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïüåçîêåðàìèêîé
(cv = 6 · c), âûäåëÿåòñÿ îäíî ïèêîâîå çíà÷åíèå, äîñòèãàåìîå ïðè çíà-
÷åíèè âûíóæäàþùåé ÷àñòîòû β, áëèçêîì ê ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ïëàñòèíû.
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ÓÄÊ 517.51
È.À. Ïàíêðàòîâ, ß. Ã. Ñàïóíêîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÎÐÁÈÒÛ

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÎÐÁÈÒÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ): íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííîå ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå u :

−umax ≤ u ≤ umax <∞, u = ±|u|,

îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ, äâèæåíèå
öåíòðà ìàññ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

2
dλ

dt
= λ ◦ ωη, ωη = u

r

c
i1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cosϕ
, c = const,

èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, λ(0) = λ(0) = Λ0 ◦
(

cos
ϕ0

2
+ i3 sin

ϕ0

2

)
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

t = t1 =?, ϕ(t1) = ϕ1, vect
[
λ̃(t1) ◦Λ∗ ◦

(
cos

ϕ

2
+ i3 sin

ϕ

2

)]
= 0.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J1 =

∫ t1

0

(α1 + α2u
2) dt èëè J2 =

∫ t1

0

(α1 + α2|u|) dt, α1, α2 = const ≥ 0.

Ïðè α1 = 1, α2 = 0 èìååì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ.
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Çäåñü λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ, r � ìîäóëü
ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ, c � ïîñòîÿííàÿ ïëî-
ùàäåé, p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû,
ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ. Âåðõíÿÿ âîëíà � ñèìâîë ñîïðÿæåíèÿ.
Âåëè÷èíû c, p, e, ϕ0, Λ0, Λ∗ � çàäàíû; ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ t1, ϕ1

è îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ u = u(t).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà. Áûëè ïîñòðîåíû ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåíûõ, çàêîíû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Èñõîä-
íàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðà-
åêòîðèè 10-ãî ïîðÿäêà. Àâòîðàìè ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ, ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäîâ
Ðóíãå � Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, Íüþòîíà, ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.
Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè îïòèìàëüíûõ òðà-
åêòîðèé è óïðàâëåíèé, ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû çàäàâà-
ëèñü ðàâíûìè:

Ω0 = 40.00◦, I0 = −70.57◦, ωπ0 = 84.98◦;
Ω1 = 72.00◦, I1 = 47.00◦, ωπ1 = 45.02◦.

Çäåñü Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà, I � íàêëîíåíèå îðáèòû, ωπ �
óãëîâîå ðàññòîÿíèå äî ïåðèöåíòðà.

Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ îðáèòû ÊÀ ðàññ÷èòàíû ïî çíà÷å-
íèÿì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ïðîåêöèé ñêîðîñòè ÊÀ, ïðèâåäåííûì â [1,
ñòð. 95].

Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáèòû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì óãëîâûõ ýëåìåíòîâ, ðàâíû:

Λ0 = ( 0.678275, −0.245862, −0.593909, −0.353860);
Λ∗ = ( −0.440542, −0.522476, −0.125336, −0.719189).

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàâíî (ϕ0 = 3.940323 ðàä.):

λ(0) = (0.061834, −0.451574, 0.457446, 0.763545).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-
íûõ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà

∫ t1
0 (1 + 4.2u2)dt→ min (e = 0.25),

133



íà ðèñ. 2 � äëÿ
∫ t1

0 |u|dt→ min (e = 0.5), íà ðèñ. 3 � äëÿ ñëó÷àÿ áûñòðî-
äåéñòâèÿ (e = 0.0). µj, νj, j = 0, 3, � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà µ, ñîïðÿ-
æåííîãî ïî îòíîøåíèþ ê ôàçîâîìó êâàòåðíèîíó λ, è ν = λ̃ ◦µ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì â óðàâ-
íåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð N = umaxp

3/c2.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîëàãàëîñü, ÷òî N = 0.35.

Mech/Pankratov/Energy_lambda_t_lit.pdfMech/Pankratov/Energy_mu_t_lit.pdf

Mech/Pankratov/Energy_nu_t_lit.pdfMech/Pankratov/Energy_U_t.pdf

Ðèñ. 1

Mech/Pankratov/Module_lambda_t_lit.pdfMech/Pankratov/Module_mu_t_lit.pdf

Ðèñ. 2
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Mech/Pankratov/Module_nu_t_lit.pdfMech/Pankratov/Module_U_t.pdf

Ïðîäîëæåíèå ðèñ. 2

Mech/Pankratov/Time_lambda_t_lit.pdfMech/Pankratov/Time_mu_t_lit.pdf

Mech/Pankratov/Time_nu_t_lit.pdfMech/Pankratov/Time_U_t.pdf

Ðèñ. 3

Îòìåòèì, ÷òî äëèòåëüíîñòè ïðîöåññà ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ
è çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè â [2]. Ïðè ýòîì îòëè÷àþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è çàêîíû
èçìåíåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ.

Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Íàèëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü íàáëþäàëàñü
ïðè âûáîðå óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè

ïðè t = t1 2χ+ ν3 = 0, ν0 cos
ϕ

2
+ 2χ sin

ϕ

2
= 0,

ãäå χ � ïåðåìåííàÿ, ñîïðÿæåííàÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñòèííîé àíîìàëèè ϕ.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 12-
01-00 165).
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Þ.Î. Ðàñòåãàåâ

ÂËÈßÍÈÅ ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ
ÐÀÑØÈÐÅÍÈß ÏÚÅÇÎÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÂÅËÈ×ÈÍÓ

ÂÛÕÎÄÍÎÃÎ ÑÈÃÍÀËÀ ÏÚÅÇÎÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà õà-
ðàêòåðèñòèêè ïüåçîãèðîñêîïà. Ó÷èòûâàåòñÿ òåìïåðàòóðíîå ðàñøèðåíèå
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèíîê è íåñèììåòðè÷íîñòü èõ ðàñïîëîæåíèÿ ïî
îòíîøåíèþ ê èñòî÷íèêó òåïëà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïüåçîãèðîñêîïà,
ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [1].

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîâîäèëîñü â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ïîäçàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òåìïå-
ðàòóðíîãî ïîëÿ ïüåçîãèðîñêîïà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ
âàðèàöèÿõ êîíôèãóðàöèè ïðèáîðà.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðèáîð ñîñòîèò èç n îáîñîáëåííûõ
÷àñòåé, äàëåå íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìè êîíñòðóêöèè (ÝÊ), êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè òåìïåðàòóðíîé ìîäåëè ïðèáîðà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä òåïëîâî-
ãî áàëàíñà [2]. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èñïîëüçîâàëàñü òðåõìåðíàÿ ñåòêà
è âñå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè ðàçáèâàëèñü íà ðàâíûå êóáû. Äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ (ÝÐ) ñîñòàâëÿëîñü óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà.
Áëàãîäàðÿ äàííîìó ñïîñîáó ðàçáèåíèÿ, êàæäûé ÝÐ èìååò êîíòàêò ìàê-
ñèìóì ñ øåñòüþ äðóãèìè ýëåìåíòàìè è ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íèìè ïî âñåé
ïîâåðõíîñòè ãðàíè.

Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû ÝÐ èìååò âèä
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T i+1 = T i + ∆t · 2

Cyρ · V0 · h
×

×
[S0

h
·K ·KL ·

T iL − T i

K +KL
+
S0

h
·K ·KR ·

T iR − T i

K +KR
+

+
S0

h
·K ·KBK ·

T iBK − T i

K +KBK
+
S0

h
·K ·KF ·

T iF − T i

K +KF
+

+
S0

h
·K ·KT ·

T iT − T i

K +KT
+
S0

h
·K ·KB ·

T iB − T i

K +KB

]
.

(1)

Èíäåêñû L,R,BK,F, T,B � îáîçíà÷àþò îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå
ñîñåäíèõ ÝÐ ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó. L(Left) � ýëåìåíò ñëåâà
îò òåêóùåãî, R(Right) � ñïðàâà,BK(BacK) � ñçàäè, F(Front) � ñïåðåäè,
T(Top) � ñâåðõó îò òåêóùåãî , B(Bottom) � ñíèçó îò òåêóùåãî. Íà îñ-
íîâå äàííîé ìîäåëè áûë íàïèñàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ PiezoGiroskope
Temprature Field Calculater 1.1.

Â ñîñòàâ PTFC 1.1 âõîäÿò ñëåäóþùèå ìîäóëè:

1. Ìîäóëü âèçóàëèçàöèè, ñîçäàþùèé 3D èçîáðàæåíèÿ îáñ÷èòûâàåìî-
ãî ïðèáîðà, ñ ôóíêöèÿìè âðàùåíèÿ, ïðèáëèæåíèÿ è óäàëåíèÿ ïðèáîðà.
Âåëè÷èíå òåìïåðàòóðû ñîîòâåòñòâóåò ãðàäàöèÿ öâåòà îò ñèíåãî ê êðàñíî-
ìó. 2. Ìîäóëü ïîëó÷åíèÿ ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ñî âðåìåíåì
â ðàçëè÷íûõ ÝÐ ïðèáîðà. 3. Ìîäóëü, èíòåãðèðóþùèé òåìïåðàòóðíóþ
ìîäåëü è ìîäåëü ïüåçîãèðîñêîïà äëÿ ðàñ÷åòà âûõîäíîãî ñèãíàëà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû âûõîäíîãî ñèãíàëà â çàâèñèìîñòè îò àì-
ïëèòóäû è ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, âîçáóæäàþùåãî ïëîñêèå
äåôîðìàöèîííûå âîëíû â ïüåçîýëåìåíòå íà âõîäå â ïðèáîð, èñïîëüçîâà-
ëàñü ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [3]:

1

(cE)2

∂2ξi
∂t2

+
2α

cE
∂ξi
∂t

=
∂2ξi
∂x2

i

, i = 2, 3 (2)

Çäåñü ξ(xi, t) � ïåðåìåùåíèå ïëîñêîãî ñëîÿ ñ êîîðäèíàòîé xi â ïëàñòèíå
Ïi, α � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, cE � ñêîðîñòü çâóêà â ïüåçîêåðàìè÷å-
ñêîé ïëàñòèíå. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû âûõîäíîãî ñèãíàëà îò
òåìïåðàòóðû. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî èçìåíåíèå âåëè÷èíû âûõîäíîãî ñèã-
íàëà ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû è ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå, ñîâïàäàþ-
ùåé ñ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé äëÿ t=0◦C. Ïðè äîñòèæåíèè t=100◦C àì-
ïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ íà 15 % . Ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà 100◦C èìååì
ïîòåðþ 1-2%, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îùóòèìûì äëÿ òî÷íûõ ïðèáîðîâ.
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Mech/Rastegaev/ris1.png

Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî ñèãíàëà îò òåìïåðàòóðû, ó÷èòûâàþùàÿ íåñèììåòðè÷íîå
òåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïúåçîïëàñòèí

Ïðè íàãðåâàíèè ïðèáîðà èçìåíÿòñÿ ëèíåéíûå ðàçìåðû ïëàñòèíîê,
ïüåçîìîäóëü, ìîäóëü Þíãà è ò.ä. Íà âåëè÷èíó âûõîäíîãî ñèãíàëà èìååò
çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå ñîîòíîøåíèå ïëîùàäåé ïüåçîïëàñòèíîê [4]. Â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå ó÷òåíû òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïüåçîïëàñòèíîê è èõ ðàç-
ëè÷íûé ïðîãðåâ, îáóñëîâëåííûé íåñèììåòðè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì îòíî-
ñèòåëüíî èñòî÷íèêà òåïëà. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, â
ïðèáîðå ðàçìåðîì 20ìì x 20ìì x 20ìì è ïåðâîíà÷àëüíîé ïëîùàäüþ ïëà-
ñòèí 12 ìì ðàçíèöà òåìïåðàòóð ñîñòàâèëà 1.5 ãðàäóñà ïðè ìàêñèìàëü-
íîé òåìïåðàòóðå íàãðåâà ïðèáîðà 75◦C. Â äàííîì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîå
òåìïåðàòóðíîå ïîëå îêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçíèöó ïëî-
ùàäåé ïëàñòèí.
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ÓÄÊ 629.78
ß.Ã. Ñàïóíêîâ

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ÊÀ Ñ ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÒßÃÎÉ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÍÛÕ
ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÎÐÁÈÒÛ

Â ñòàòüå äëÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ), ñíàáæåííîãî ñîëíå÷íûì
ïàðóñîì è äâèãàòåëåì ìàëîé òÿãè, ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàòåðíèîííûõ ýëå-
ìåíòîâ îðáèòû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ðåøåíà ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âûâîäå àïïàðàòà íà çàäàííóþ êðó-
ãîâóþ îðáèòó. Äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

1. Â áåçðàçìåðíûõ êâàòåðíèîííûõ ýëåìåíòàõ îðáèòû

A = (A0, A1, A2, A3),B = (B0, B1, B2, B3)

äâèæåíèå ÊÀ ñ êîìáèíèðîâàííîé òÿãîé (äâèãàòåëü ìàëîé òÿãè è ñîëíå÷-
íûé ïàðóñ) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (t � âðåìÿ, ϕ � íåçàâè-
ñèìàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ) [1, 2]

dA

dϕ
= −QF1 sinϕ,

dB

dϕ
= QF1 cosϕ,

dt

dϕ
= u2

√
2Q,

Q = A2 +B2,q = P (u)

(
p + ε

(P T (u)u,n)2

(u2)4
n

)
,F1 = u2q + (w,q)w,

u = A cosϕ+ B sinϕ,w = −A sinϕ+ B cosϕ.

Ðàäèóñ�âåêòîð ïîëîæåíèÿ ÊÀ r è âåêòîð ñêîðîñòè v ñâÿçàíû ñ êâà-
òåðíèîííûìè ýëåìåíòàìè îðáèòû ñîîòíîøåíèÿìè

r = P T (u)u,v =
2

r(2Q)1/2
P T (u)w, P (u) =

u0 −u3 u2

u1 u2 u3

−u2 u1 u0

−u3 −u0 u1

.

Áåçðàçìåðíûå óïðàâëÿþùèå âåêòîðíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå ìàëóþ òÿãó p è åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè n ê ïëîñêîñòè ñîëíå÷íî-
ãî ïàðóñà, óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì |p| ≤ pmax, |n| = 1. Ðàçìåðíûå
ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè äëÿ ðàññòîÿíèÿ, ñêîðîñòè, âðåìåíè, ìàëîé òÿãè
è òÿãè, ñîçäàâàåìîé ñîëíå÷íûì ïàðóñîì, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

R, (γM/R)1/2, R3/2/(γM)1/2, γM/R2, pmax =
p∗max

γMR−2
,
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p∗ñîë. ïàð = d
cos2 θ

r∗2
n = d

(RT (u∗)u∗,n)2

(u∗2)4
n,

d

γM
= ε� 1.

Çäåñü R � ìàñøòàá ðàññòîÿíèÿ,M � ìàññà ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, γ �
ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, p∗max � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàëîé òÿãè,
p∗ñîë. ïàð � âåëè÷èíà òÿãè, êîòîðóþ ñîçäà¼ò ñîëíå÷íûé ïàðóñ (îáå òÿãè
îòíåñåíû ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ), θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ñîëíå÷íîìó
ïàðóñó è ðàäèóñ-âåêòîðîì ÊÀ, d � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàçìåð
ïàðóñà è ìàññó ÊÀ. Ñîñòîÿíèå ÊÀ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t = 0, ϕ = 0,A = Aí,B = Bí. (1)

Êðóãîâàÿ îðáèòà, íà êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè ÊÀ, õàðàêòåðèçóåòñÿ
êëàññè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè îðáèòû a = ak, e = 0, i = ik,Ω = Ωk. Êðèòå-
ðèé îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ñ
âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè αi ≥ 0, i = 0, 1:

I =

∫ tk

0

(α0 + α1p
2)dt =

∫ ϕk

0

(α0 + α1p
2)u2(2Q)1/2dϕ.

Îïòèìàëüíîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà.

2. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîïðÿæåí-
íûå êâàòåðíèîííûå ïåðåìåííûå ψa, ψb, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàòåðíèîí-
íûì ýëåìåíòàì A, B, ïî ôîðìóëå

H = −(α0 + α1p
2)u2(2Q)1/2 +Q(F1,Π),Π = ψb cosϕ−ψa sinϕ.

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Óñëîâèÿ äëÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè èìåþò
âèä

A2 − ak = 0, B2 − ak = 0, (A,B) = 0,
l(B, P (A)j1)− ak sin ik sin Ωk = 0, l(B, P (A)j3)− ak cos ik = 0.

(2)

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ïðàâîì ïîäâèæíîì êîíöå òðàåêòîðèè

l(ψa,A) + l(ψb,B) = 0, l(ψa, P (B)j1) + l(ψb, P (A)j1) = 0,
ak[l(ψa, P (A)j3) + l(ψb, P (B)j3)]+

+l(A, P (B)j2)[l(ψa, P (B)j1)− l(ψb, P (A)j1)] = 0.
(3)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà íà ïðàâîì êîíöå òðàåêòîðèè óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Hopt = 0. (4)
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Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñîãëàñíî óñëîâèþ ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôàçîâûå è ñîïðÿæåííûå
ïåðåìåííûå [1, 2].

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïå-
ðåìåííûõ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è
óñëîâèÿìè (2), (3), (4) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

3. Ïðèìåð ðàñ÷åòà. Íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
Ox1x2x3 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ, ïëîñêîñòü Ox1x2 ñîâïàäàåò
ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû Çåìëè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÊÀ â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÊÀ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè:

x1 = 1.0, x2 = 0, x3 = 0, ν1 = 0, ν2 = 1.0, ν3 = 0.

Êëàññè÷åñêèå ýëåìåíòû êîíå÷íîé îðáèòû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ak = 1.52, ek = 0, ik = 4.0◦,Ωk = 25.0◦.

Âåñîâûå ìíîæèòåëè â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà ïðîöåññà: α0 = 0.5,
α1 = 1.0. Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû: pmax = 1.0, ε =
0.1. Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ÊÀ â ìîìåíò âûõîäà íà çàäàííóþ îðáèòó ïðè
t = 3.7376 îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè

x1 = −1.3263, x2 = 0.7424, x3 = −0.0079,

ν1 = −0.3955, ν2 = −0.7059, ν3 = 0.0564.

Âðåìÿ ïåðåëåòà ñîñòàâëÿåò 0.59486 çåìíîãî ãîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðî-
åêò 12-01-00165).
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ÓÄÊ 531.36 : 521.135

Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÐÀÂÍÎÁÅÄÐÅÍÍÀß ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈß Â ÏËÎÑÊÎÉ
ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÒÐÅÕ ÒÅË. ×ÀÑÒÜ 2.

Â äîïîëíåíèå ê ðàáîòå [1], (ãäå èññëåäîâàíû îòíîñèòåëüíûå òðàåêòî-
ðèè òåë), èçó÷åíû àáñîëþòíûå òðàåêòîðèè òðåõ òåë (îòíîñèòåëüíî öåí-
òðà ìàññ). Èíòåãðàë ýíåðãèè çàïèñàí â îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòÿõ.

Ïóñòü òðè òåëà M0, M1, M2 (c ìàññàìè m0,m1,m2) ïîä äåéñòâèåì
ãðàâèòàöèîííûõ ñèë äâèæóòñÿ â íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè îêîëî öåíòðà
ìàññ G, îáðàçóÿ ðàâíîáåäðåííóþ êîíôèãóðàöèþ (ñ ïîñòîÿííûìè áîêîâû-
ìè ñòîðîíàìè ∆01 = ∆02 = a è ïåðåìåííûìè óãëàìè).

Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ ïîñòîÿííûìè óãëàìè ñâîäèòñÿ ê ðàâíîñòîðîí-
íåé êîíôèãóðàöèè Ëàãðàíæà (1772 ã.) [2, ãë. XXIX, ñ. 590]. Îáçîð è ìå-
òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äàíû â [2-7].

Äëÿ âåêòîðà
−−→
GM 0 = r0 èìååì óðàâíåíèå èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà

m0r̈0 =
∂U

∂r0
= f

m0

a3
(m1∆01 +m2∆02) = −m0k

2r0,

k2 =
µ

a3
, µ = f(m0 +m1 +m2),

(1)

ò.å. òåëî M0 äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû ïî ýëëèïñó ñ öåí-
òðîì â G. Öåíòð ìàññ Γ äëÿ òåë M1 è M2 òàêæå äâèæåòñÿ ïî ïîäîáíîìó
ýëëèïñó (rΓ =

−→
GΓ = − m0

m1+m2
r0).

Òàê êàê

M0Γ = ∆Γ =
m0 +m1 +m2

m1 +m2
r0, m1l1 = m2l2,

ãäå l1 = ΓM1, l2 = ΓM2, ∆ = l1 + l2 = M1M2, òî èç òåîðåìû êîñèíóñà
äëÿ 4M0ΓM1 ïîëó÷èì ( ∆ = 2a cosϕ ) ∆2

Γ = a2 − l1l2.
Òîãäà

l1 =

√
m2

m1
(a2 −∆2

Γ), l2 =

√
m1

m2
(a2 −∆2

Γ), a > max ∆Γ. (2)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òåë M1 è M2 � ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ (îíè � â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ öåí-
òðîì â M0 è îêðóæíîñòè ðàäèóñà l1(l2) c öåíòðîì â Γ).
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Ïðè ïðèáëèæåíèè ïî ýëëèïñó òåëà M0 ê G òåëà M1 è M2 óäàëÿþòñÿ
äðóã îò äðóãà; ïðè óäàëåíèè M0 îò G îíè ñáëèæàþòñÿ. Â áàðèöåíòðè-
÷åñêîé ñèñòåìå Gxy òåëî M0(x0, y0) äâèæåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1) ïî
çàêîíó èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà:

x0 = A sin(kt+ α), y0 = B sin(kt+ β), (3)

ãäå ïîñòîÿííûå A > 0, B > 0, α, β çàäàþòñÿ.
Ïðè B = 0, m1 = m2 òåëî M0 ñîâåðøàåò ïðÿìîëèíåéíîå ãàðìîíè÷å-

ñêîå êîëåáàíèå, à äðóãèå òåëà êîëåáëþòñÿ âäîëü ñèììåòðè÷íûõ äóã (òðè
òåëà èìåþò îäíîâðåìåííóþ îñòàíîâêó, ïðè íåêîòîðîì À òåëà M1 è M2

êàñàþòñÿ).
Èíîãäà îäíî èç òåë îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò

èìåòü òî÷êè "îñòàíîâêè"(ðèñóíîê).

Mech/sevostyanovgd/ris.png

Çàäà÷à çàõâàòà òðåòüåãî òåëà ñèñòåìîé äâóõ òåë èìååò ñâîþ èñòî-
ðèþ (ñì. [3, ñ. 353]).

Â çàäà÷å îäíîãî òåëàM1 îòíîñèòåëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî íåïîäâèæíî-
ãî öåíòðà M0 òðàåêòîðèÿ áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé ïðè óñëîâèè

V 2
1 − 2

µ

r1
< 0, µ = fm0.

Â çàäà÷å äâóõ òåë ýëëèïòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òåëà M1 îòíîñèòåëüíî
òåëà M0 áóäåò ïðè óñëîâèè

(V 1 − V 0)
2 − 2

µ

∆01
< 0, µ = f(m0 +m1). (4)
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Â çàäà÷å òðåõ òåë çàïèøåì èíòåãðàë ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè òåë â
áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

T + Π = E0,

T =
m0V

2
0

2
+
m1V

2
1

2
+
m2V

2
2

2
,

Π = −f
(
m0m1

∆01
+
m1m2

∆12
+
m2m0

∆20

)
.

(5)

Óìíîæèâ èíòåãðàë ýíåðãèè íà 2(m0 + m1 + m2), îáîçíà÷èâ µ =
= f(m0 + m1 + m2) è ó÷èòûâàÿ íåïîäâèæíîñòü öåíòðà ìàññ G (m0V 0+
+m1V 1 +m2V 2 = 0), ïîëó÷èì

m0m1

[
(V 1 − V 0)

2 − 2
µ

∆01

]
+m1m2

[
(V 2 − V 1)

2 − 2
µ

∆12

]
+

+m2m0

[
(V 0 − V 2)

2 − 2
µ

∆02

]
= 2(m0 +m1 +m2)E0.

(6)

Òðè òåëà ìîãóò îáðàçîâàòü ïðè t → +∞ ñèñòåìó â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ïðè îòðèöàòåëüíîñòè òðåõ ñëàãàåìûõ â (6) â íåêîòîðûé ìîìåíò,
êîãäà E0 < 0.

Óñëîâèå âûïîëíåíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåé êîíôèãóðà-
öèè Ëàãðàíæà (ñòîðîíû ïîñòîÿííû).

Ñèñòåìà (M0,M1) ìîæåò çàõâàòèòü òåëî M2, (ñì. [6]), åñëè â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó òðåìÿ òåëàìè è íåêîòîðûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå m2 = 0 èç (6)
ïîëó÷èì óñëîâèå (4).
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ÓÄÊ 539.3

Í.Â. Ñåðãååâà

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÊÎÐÍÅÉ
ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ÑËÓ×ÀÅ

ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎ-ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÑËÎß

Â ðàáîòàõ [1-3] íà ïðèìåðå óïðóãîãî ñëîÿ è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ñ ïîìîùüþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåííûõ òåîðèé. Â [4] ïðèâåäåíî ÷èñëåííîå ðå-
øåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñëîÿ, ìà-
òåðèàë êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ðàáîòíîâà [5], è åãî
àíàëèç. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [4],
ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ.

Mech/Sergeeva/ris1.pdf

Ðèñ. 1

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â
áåñêîíå÷íîì íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì ñëîå, îãðà-
íè÷åííîì ïëîñêîñòÿìè z = ±h, â íàïðàâëåíèè
îñè x (ðèñ. 1). Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áóäåì îïè-
ñûâàòü óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ, âçÿòûìè â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíî-
ãî îïåðàòîðà âîçüìåì äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ôóíêöèþ Ðàáîòíîâà [5]:

Ý− 1
2
(−β, t) = t−

1
2

∞∑
n=0

(−β)nt
n
2

Γ

(
n+ 1

2

) ,
ãäå β � ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, t � âðåìÿ.

Ïðè èçó÷åíèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òåõ
ìîä, êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ ïî âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó è óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ, çàïèñàííûì
â ïåðåìåùåíèÿõ è íàïðÿæåíèÿõ, è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà
ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Òîãäà ðåøåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé vi áóäåì èñêàòü
â âèäå
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vi = vi(z) exp(iωt− (α + iχ)x), (1)

ãäå ω � ÷àñòîòà, χ � âîëíîâîå ÷èñëî, α > 0 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ,
îïðåäåëÿþùèé óáûâàíèå àìïëèòóäû âîëíû ñ óâåëè÷åíèåì êîîðäèíàòû
x.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî ïî íîðìàëüíîé êîîðäèíàòå ÍÄÑ,
êîãäà ïåðåìåùåíèå v1 è íàïðÿæåíèÿ σ11, σ33 ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ïî íîð-
ìàëüíîé êîîðäèíàòå ôóíêöèÿìè, à v3, σ13 � íå÷åòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ

γ4 cosh(a)
sinh(b)

b
− a2χ̃2 sinh(a)

a
cosh(b) = 0, (2)

ãäå γ2 = χ̃2 − Ω2

2
, iχ̃ = α∗ + iχ∗, α∗ = hα, χ∗ = hχ, a2 = χ̃2 − κ2

FΩ2, b2 =

χ̃2 − Ω2, κ2
F =

1− 2νF

2− 2νF
, Ω2 = ω2

∗
2(1 + νF )

(1 + ν)EF
, ω∗ =

h

c2
ω, c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
,

νF = ν +
1− 2ν

2

k∗

β∗ +
√
iω∗

, EF = 1 − k∗

β∗ +
√
iω∗

, k∗ =

√
h

c2
k, β∗ =√

h

c2
β. k � ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, ρ� ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà. Â äàëüíåéøåì

çâåçäî÷êè îïóñêàåì.
Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2) áûëî ðåøåíî ÷èñëåííî â [4] ìåòîäîì

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèêðîñêîïà [6]. Êðîìå òîãî, áûë ïðîâåäåí àíàëèç ïî-
ëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìà-
òåðèàëà. Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè êîðíåé äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ ω .

Àíàëèç óðàâíåíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî îäèí êîðåíü
ïðè ω → 0 âåäåò ñåáÿ êàê O(ω), à îñòàëüíûå èìåþò ïîðÿäîê O(1). Ïî-
ýòîìó àñèìïòîòèêè êîðíåé ïðè ω → 0 èùåì â âèäå

χ1 =
∞∑
m=1

c1mω
m
2 , α1 =

∞∑
m=1

d1mω
m
2 , (3)

χn = cn0 +
∞∑
m=1

cnmω
m
2 , αn = dn0 +

∞∑
m=1

dnmω
m
2 , n > 1. (4)

Íàéäåì ñíà÷àëà êîýôôèöèåíòû ôîðìóë (3), äëÿ ýòîãî ïîäñòàâëÿåì
(3) â óðàâíåíèå (2) è ðàñêëàäûâàåì ôóíêöèè a, b, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñè-
íóñû è êîñèíóñû îò íèõ â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì

√
ω, ãðóïïèðóåì
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ýëåìåíòû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ω. Ïîñêîëüêó ïîëó÷èâøèéñÿ ñòå-
ïåííîé ðÿä ïî

√
ω ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-

ãäà ðàâíû íóëþ âñå åãî êîýôôèöèåíòû, òî ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòå-
ìó çàöåïëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, íàõîäèì ñëåäóþùèå àñèìïòî-
òèêè êîðíåé äëÿ ïåðâûõ ìîä â îêðåñòíîñòè íóëåâîé ÷àñòîòû ñ òî÷íîñòüþ
O(ω2):

χ1 = c12ω + c13ω
3
2 +O(ω2), α1 = d13ω

3
2 +O(ω2), (5)

ãäå c12, c13, d13 � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ν, k, β.
Ïîäñòàâëÿÿ (4) â óðàâíåíèå (2), ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó çàöåï-

ëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ, èç êîòîðîé èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íóëåâûõ
ïðèáëèæåíèé cn0, dn0 ðÿäîâ (4):

sinh (2 (cn0 + idn0)) + (2 (cn0 + idn0)) = 0. (6)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (6) àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì, ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ cn0, dn0 â âèäå

cn0 =
1

2
ln (4πn) , dn0 =

3π

4
n− ln (4πn)

4πn
.

Ïîäñòàâëÿÿ cn0, dn0 â ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõîäèì cn1, dn1

è ò.ä. Àñèìïòîòèêè êîíåé ïðè n > 1 ïðèìóò âèä:

χn = cn0 + cn1ω
1
2 +O(ω), αn = dn0 + dn1ω

1
2 +O(ω), (7)

ãäå cn1, dn1 � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ν, k, β, ïðè÷åì cn1 << 1, dn1 << 1.
Ïðè k = 0 àñèìïòîòèêà êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïåðâîé ìîäå, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé àñèìïòîòèêîé, ïîëó÷åí-
íîé â [1] äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãîãî ñëîÿ.

Mech/Sergeeva/ris2.pdf Mech/Sergeeva/ris3.pdf

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (ω, χ)
âåòâåé äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà è àñèìïòîòèê êîðíåé
äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìîä äëÿ ñëó÷àÿ ν = 0.3,
k = 0.53, β = 1. Àñèìïòîòèêè êîðíåé èçîáðàæåíû ñåðûìè ëèíèÿ-
ìè. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ÷åðíûìè ëèíèÿìè. Íà ðèñ. 3
ïðèâåäåíû ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (ω, α) âåòâåé äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà
è àñèìïòîòèê êîðíåé äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìîä äëÿ òîãî æå ñëó÷àÿ.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ õî-
ðîøî ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå 0 6 ω 6 0.4. À ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà
n íàáëþäàåòñÿ ðàñøèðåíèå èíòåðâàëà ñîâïàäåíèÿ àñèìïòîòèê ñ ÷èñëåí-
íûì ðåøåíèåì.
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Ñàðàòîâ. 2004. Ñ. 119�122.

ÓÄÊ 532.5:533.6.011.5

È.À. ×åðíîâ

ÎÁ Ó×ÅÒÅ ÏÐÎÒÈÂÎÄÀÂËÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å Î ÂÇÐÛÂÅ
Ñ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅÌ ÏÓÑÒÎÒÛ Â ÖÅÍÒÐÅ ÂÇÐÛÂÀ

Ë.È Ñåäîâ è íåçàâèñèìî îò íåãî Òåéëîð [1] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ñèëüíîì
òî÷å÷íîì âçðûâå â ñëó÷àÿõ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû γ > 7 â öåíòðå âçðû-
âà (ÖÂ) âîçíèêàåò ïóñòîòà, ãðàíèöà êîòîðîé äâèæåòñÿ îò ÖÂ. Â ñòàòüå
ïðèâåäåíû äåòàëè äâóõ òèïîâ (ñ- è áåç êàâåðíû) òàêèõ òå÷åíèé â àâòîìî-
äåëüíîé ïîñòàíîâêå, äàíî îáñóæäåíèå çàäà÷è îá ó÷åòå ïðîòèâîäàâëåíèÿ
äëÿ òå÷åíèÿ ñ êàâåðíîé è ðàñ÷åò ïîïðàâêè ê àâòîìîäåëüíîìó òå÷åíèþ.
Îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî çàäà÷å î òî÷å÷íîì âçðûâå åñòü â [2].
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1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåóñòàíîâèâøèåñÿ îäíîìåðíûå
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ñîâåðøåííîãî ãàçà, èìååò
âèä

dρ
dt + ρ∂u∂r + 2ρur = 0, du

dt + 1
γ

(
∂c2

∂r + c2

ρ
∂ρ
∂r

)
= 0,

d
dt

(
c2

ργ−1

)
= 0, d

dt = ∂
∂t + u ∂

∂r ,
(1)

ãäå t � âðåìÿ, r � êîîðäèíàòà, u = u(r, t) � ñêîðîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè,
a2 = a2(r, t) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà, ρ = ρ(r, t) � ïëîòíîñòü, γ �
ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Åñëè óäàðíàÿ âîëíà (ÓÂ) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îáëàñòè ïîêîÿ ñ ρ = ρ1,
c = c1, u1 = 0, òî ñðàçó çà ÓÂ èìååì u2, ρ2, p2 � äàâëåíèå:

u2 =
2

γ + 1

1− q
√
q
a1, ρ2 =

γ + 1

γ − 1 + 2q
ρ1, p2 =

2γ − (γ − 1)q

(γ + 1)q
p1, (2)

ãäå q = a2
1

c2 = 1
M2

1
, c � ñêîðîñòü ÓÂ, r2 = r2(t) � çàêîí äâèæåíèÿ ÓÂ.

Â çàäà÷å î òî÷å÷íîì âçðûâå ïðè óñëîâèè àäèàáàòè÷íîñòè åñòü 5 îïðå-
äåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ {γ, r, t, ρ1, p1, E0− ýíåðãèÿ çàðÿäà}. Òàê êàê ðàç-
ìåðíîñòè {ρ1, p1, E0} íåçàâèñèìû è èõ òðè, à íå äâå, òî ýòî îçíà÷àåò [1],
÷òî çàäà÷à íåàâòîìîäåëüíà.

Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì
{λ, q} âìåñòî {r, t} ïî ôîðìóëàì{

λ =
r

r2(t)
, q

}
(3)

â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è

f(λ, q) =
u

u2
, g(λ, q) =

p

p2
(4)

� â ðîëè èñêîìûõ áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ.
Òðàåêòîðèÿ ÓÂ îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (çäåñü

êîýôôèöèåíòû A1, A2, · · · îïðåäåëÿþò åå îòêëîíåíèå îò îáîáùåííîé ïà-
ðàáîëû r2 q

1
3 , ÷òî ðåàëèçóåòñÿ â àâòîìîäåëüíîì ñëó÷àå (êîãäà ïðåíåáðå-

ãàþò äàâëåíèåì p1 â çîíå ïîêîÿ))

r2 ·
d

dr2
q =

3q

1 + A1q + · · ·
. (5)

Â [3, ñ. 44, ô-ëû (1.44)] âûïèñàíà ñèñòåìà òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå (1) äëÿ {f, g, h} â çàâèñèìîñòè îò
{λ, q}.
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Ðåøåíèå çàäà÷è î òî÷å÷íîì âçðûâå ïðåäñòàâëÿþò â âèäå àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðÿäîâ (ñì. [3]) ïî ñòåïåíÿì q:

{f, g, h} (λ, q) = {f0, g0, h0} (λ) + q {f1, g1, h1}+O(q2). (6)

Ôóíêöèè
{f0, g0, h0}

ýòî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå Ñåäîâà-Òåéëîðà [1]. Óäèâèòåëüíî òî, ÷òî ýòî
ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Â ôàçîâûõ ïåðå-
ìåííûõ

V =
f0(λ)

λ
, z =

h0(λ)

λ2g0(λ)
(7)

îíî ñâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé òðåòüåãî ïîðÿäêà (ga = γ):

z(V ) = −V
2(−ga+ 2V − 1)

−1− ga+ 2gaV
(8)

Mech/Chernov/ChernovIA-pic1-JPG.pdf

Ðèñ. 1

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà êðèâûå (8) äëÿ γ = 7
5 , 3,

15
2 , 10, 20. Íà÷àëî êîîðäè-

íàò (0, 0) èçîáðàæàåò îáëàñòü ïîêîÿ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÓÂ. Ñêà÷îê
èç òî÷êè (0, 0) â (1, 1), � ýòî ðàçðûâ íà ÓÂ. Òå÷åíèå ïîçàäè ÓÂ ìîæåò
ðàçâèâàòüñÿ äâîÿêî: 1) åñëè γ < 7 (íà ðèñ.1 ýòî äâå êðèâûå ñ γ = 7

5è3),
òî ñëåäóåò èäòè íàëåâî-ââåðõ ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé âïëîòü äî áåñ-
êîíå÷íîñòè ïî z, ãäå èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ ñåïàðàòðèññîé
ðàñïîëîæåííîé òàì îñîáîé òî÷êè òèïà ñåäëà. Òàêîå ïîâåäåíèå ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèõîäó â ÖÂ ñ óñëîâèåì f0 = 0 ïðè λ = 0; 2) åñëè γ > 7 (íà
ðèñ.1 ýòî òðè êðèâûå ñ γ = 15

2 , 10, 20), òî òå÷åíèå èçîáðàæàåòñÿ êðèâîé,
èäóùåé îò (1, 1) âïðàâî è çàòåì âíèç äî îñè z = 0 è ïîïàäàþùåé íà
ñåïàðàòðèññó äðóãîãî ñåäëà ïðè z = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå êà-
âåðíû ñ 0 < λ0 < 1, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå g0(λ0) = h0(λ0) = 0. Ïðè
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γ = 7 òå÷åíèå ïîçàäè ÓÂ âûðîæäàåòñÿ (èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêà-
öèè (1, 1)).

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà êàâåðíû λ0 ïðè
ðàçëè÷íûõ γ > 7. Ìàêñèìóì åãî ðåàëèçóåòñÿ ïðè γ áëèçêîì ê 15.4987.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ñêîðîñòü ÷àñòèö f0, ïëîòíîñòü g0 è äàâëåíèå
h0 äëÿ àâòîìîäåëüíîãî òå÷åíèÿ ïðè γ = 15, êîòîðîå âûáðàíî â êà÷åñòâå
ïðèìåðà.

Mech/Chernov/ChernovIA-pic2-JPG.pdfMech/Chernov/ChernovIA-pic3-JPG.pdf

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

3. Ïîñòðîåíèå ïîïðàâêè ê àâòîìîäåëüíîìó ïðèáëèæåíèþ
{f1, g1, h1} (λ) â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â [1-3],
íî îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì âòîðîé äåôîðìèðóåìîé â ñèëó ìåòîäà ÏËÃ
ãðàíèöû â êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ � ýòî ãðàíèöà êàâåðíû:
λk = λ0 + q · λ1 + O(q2). Äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ôîðìû â íåàâòîìîäåëüíîì
ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ÎÄÓ âèäà (5) ñ çàìåíîé r2 íà rk; à (1 +A1 · q+ . . . )
� íà (λ0 + λ1 · q+ . . . ). Äðóãàÿ äåòàëü �� ýòî âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà
α (ñì. [1-3]), êîòîðûé îòâå÷àåò çà ñîõðàííîñòü ïîëíîé ýíåðãèè äâèæóùå-
ãîñÿ îáúåìà æèäêîñòè è ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå E0 = (α0 + q ·α1 + . . . ) ·E
, ïðè ýòîì

α0 =
16

25
π

∫ 1

λ0

(
h1

γ − 1
+

1

2
g1f

2
0 + g0f0f1

)
dλ.

Ïî àâòîìîäåëüíîìó ïðèáëèæåíèþ íàõîäèì λ0 = 0.249384;α0 =
= 0.269510.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè {f1, g1, h1} ïåðâîé ïîïðàâêè. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ {A1, λ1} èñïîëüçîâàëèñü êðàåâûå óñëî-
âèÿ:

h1(λ0) ·
d

dλ
g0(λ0)− g1(λ0) ·

d

dλ
h0(λ0) = 0, λ1 = − h1(λ0)

d
dλh0(λ0)

,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ: h(λk) = g(λk) = 0, λk = λ0 + q · λ1 +
O(q2) Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü: Ax1 = 1.802244876422, λ1 = −?.255763;
α1 = −0.0449122.
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Mech/Chernov/ChernovIA-pic4-JPG.pdf

Ðèñ. 4

Ýòèõ äàííûõ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèå òðàåêòîðèé ÓÂ è êàâåðíû
íà ïëîñêîñòè ((R2, Rk), τ), à òàêæå îöåíêè ýâîëþöèè òå÷åíèÿ íà ìàëîì
èíòåðâàëå âðåìåíè, êîãäà íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ïðîòèâîäàâëåíèå.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ñåäîâ Ë.È. Ìåòîäû ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè â ìåõàíèêå. Ì. : Íàóêà, 1965. 386 ñ.
2. Êîðîáåéíèêîâ Â.Ï. Çàäà÷è òî÷å÷íîãî âçðûâà. Ì. : Íàóêà, 1985. 400 ñ.
3. Êîðîáåéíèêîâ Â.Ï., Ìåëüíèêîâà Í.Ñ., Ðÿçàíîâ Å.Â. Òåîðèÿ òî÷å÷íîãî âçðûâà.
Ì. : Ôèçìàòãèç, 1961. 332 ñ.

ÓÄÊ 517.984

Ã.Ï. Øèíäÿïèí, Ð.È. Ëèâåðîâñêèé

ÐÅÆÈÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ
ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÃÀÇÎÆÈÄÊÎÑÒÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Èññëåäîâàíû ïðîöåññû íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè óäàðíûõ âîëí (ÓÂ) íà
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ãàçîæèäêîñòíûå ñðåäû (ÃÀÇ/ÃÀÇ;
ÃÀÇ/ ÃÆÑ; ÃÆÑ/ÃÆÑ), ìåòîäàìè àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîòêèõ
âîëí [1]. Äëÿ ðåæèìîâ ñ âîçíèêíîâåíèåì âîëíû ðàçðåæåíèÿ (RR, RRW)
è ðåæèìîâ ñ âîçíèêíîâåíèåì îòðàæåííîé óäàðíîé âîëíû (RW) ïðè ïà-
äåíèè óäàðíîé âîëíû ñî ñòîðîíû áîëåå ïëîòíîé ñðåäû (ðåæèì fast-
slow ) ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê
(q+ = (p3−p0)/(p1−p0), ω) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ. Ðåçóëü-
òàòû ðàçâèâàþò [2, 3] è ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ ìíîãî-
÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé [4].

1. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ (AR) (ðèñ. 1, 2) îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâ-
íîñòè P10 = (p1 − p0)/B

−
0 , B−0 = ρ−0 c

−
0

2 ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà
ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AE, ðàçäåëÿþùóþ ðàçëè÷íûå ãàçîæèäêîñòíûå
ñðåäû γ+, γ−, âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè: RR (ðèñ. 1),

152



RW (ðèñ. 2), õàðàêòåðèçóåìûå ôðîíòàìè ÓÂ (AR � ïàäàþùèé, AD � ïðå-
ëîìëåííûé, AC � îòðàæåííûé), âîëíîé ðàçðåæåíèÿ B1ABk è èçëîìîì
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AE. Ïàðàìåòð q+ õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü
âîëíû ðàçðåæåíèÿ èëè îòðàæåííîé ÓÂ, p3 = p2.

Mech/Shindyapin/RRtex.pdf Mech/Shindyapin/RWtex.pdf

RR RW

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Àíàëèç çàäà÷ ðåôðàêöèè ÓÂ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè
ïàäàþùåé ÓÂ (AR) (ε̄� 1; ε̄ = P10R0(γ−) = ε10L(γ−); ε10 = (p1−p0)/p0),
õàðàêòåðíûõ äëÿ ÃÆÑ ïóçûðüêîâîãî òèïà, ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà òðåõ
ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ òî÷íîñòè: òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé íà ôðîíòàõ ÓÂ è ðå-
øåíèé äëÿ âîëí ðàçðåæåíèÿ (ìîäåëü Ýéëåðà); àäèàáàòè÷åñêèõ ïîòåíöè-
àëüíûõ òå÷åíèé (îáîáùåííàÿ íà ÃÆÑ ìîäåëü Ëàéòõèëëà) ñ òî÷íîñòüþ
P 2

10 âêëþ÷èòåëüíî; àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîòêèõ âîëí (ÒÊÂ) äî P10

âêëþ÷èòåëüíî (ñì. [1-3]).
Ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå çàäà÷ ðåôðàêöèè îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ

ÓÂ ñ ïîìîùüþ ÒÊÂ â îêðåñòíîñòè òî÷êè âçàèìîäåéñòâèÿ A (ξA, ηA = 0)
â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ = x

c0t
, η = y

c0t
ââîäÿò ðàçëîæåíèå

ξ = 1 + ε̄X, η = ε̄1/2Y,
R

c0t
= 1 + ε̄δ, Θ = ε̄1/2Y, δ = X +

1

2
Y 2,

u

c0
= P10

u(1)

c0
+ . . . ,

v

c0
= P

3/2
10 R

1/2
0

v(1)

c0
+ . . . ,

U

c0
= P10µ+ . . . ,

V

c0
= P

3/2
10 R

1/2
0 ν + . . . ,

p− p0

B0
= P10p

(1) + . . . ,
ρ− ρ0

ρ0
= P10H

(1) + . . . , ε̄ = R0P10 = Lε10. (1)
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ïîëó÷èì, ÷òî òå÷åíèå â îáëàñòè âîçìóùåíèÿ (çà ôðîíòîì ÓÂ) îïèñûâà-
åòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé êîðîòêèõ âîëí (ñì. [1])

[µ(µ− 2δ)]δ + νY + 3µ = 0, µY = νδ, µ = P (1) = H(1) (2)

ñ óñëîâèÿìè íà ôðîíòàõ ÓÂ (X = X∗(Y ), µ′, ν ′ � çíà÷åíèÿ ïåðåä ôðîí-
òîì)

X−ΨνY =
1

2

(
Ψν2

+µ+µ′
)
, Ψν =

dX

dY
, (µ−µ′)

(
Ψν+Y

)
= ν ′−ν, P (1) = µ

(3)
Ðåøåíèå (2) äëÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ B1ABk èìååò âèä

µ = −1

2
z2 + δA, ν =

1

3
z3 − µY + d, z = (X −XA)/Y. (4)

2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé ïó-
çûðüêîâîé ñðåäû, ñ ãàçîñîäåðæàíèåì γ = mII/mI , áûëî óñòàíîâëåíî â
[2], ÷òî äëÿ ïðîöåññîâ ðåôðàêöèè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ξ = ξ(η),
ðàçäåëÿþùåé ÃÆÑ ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−, èìåþò ìåñòî â òî÷êå A
(ξA, ηA = 0) èíâàðèàíòû (I è II)

c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , (v± − c±0 η±A)/(u± − c±0 ξ±A) = 1/ξ′,

êîòîðûå äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ ïðèíèìàþò âèä

c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , v

+ = v− = c−0 ξ
−
A tg δ. (5)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ (4) è óñëîâèé íà ïðÿìîëèíåéíûõ ôðîíòàõ
ÓÂ (3) äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â âåðõíåé è íèæíåé îáëàñòÿõ (q+ = (p3 −
p0)/(p1 − p0), p3 = p2) ïîëó÷èì èíâàðèàíò äëÿ ñëó÷àÿ RR (ñ âîëíîé
ðàçðåæåíèÿ)

I : ων
2

= 2cγ + αν
2 − q+

L̄
+ 1, ων = tgω/ε̄1/2, αν = tgα/ε̄1/2;

II : q+2

(ρ̄c̄)2
(
2cγ + αν

2 − q+

L̄
+ 1
)

=
[1
3

(
2XA − 2q+

)3/2
+ d
]2
. (6)

Â ñëó÷àå RW (ñ îòðàæåííîé ÓÂ) â ïðàâîé ÷àñòè (6) äëÿ II (â ñêîáêàõ)
èìååì âûðàæåíèå: ν2 = αν − (q+ − 1)

√
αν2 − q+. Èñêëþ÷àÿ ων èç I, II,

ïîëó÷èì äëÿ RR

q+2

(ρ̄c̄)2
(
2cγ + αν

2 − q+

L̄
+ 1
)

=
[1
3

(
2XA − 2q+

)3/2
+ d
]2
, (7)
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XA = (αν
2

+ 1)/2, d = αν − 1

3

(
αν

2 − 1
)3/2

,

äëÿ RW

q+2

(ρ̄c̄)2
(
2cγ + αν

2 − q+

L̄
+ 1
)

=
[
αν − (q+ − 1)

√
αν2 − q+

]2
.

Âûðàæåíèå (7) óñòàíàâëèâàåò çàâèñèìîñòü q+ îò ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ
(ρ̄ = ρ−/ρ+, c̄ = c−0 /c

+
0 )

L̄ = L−/L+, cγ =
c−0 − c+

0

c−0 ε̄
, αν, ρ̄c̄. (8)

3. Îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå çàâèñèìîñòè (7) q+ îò ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ
(8). Ðàíåå ðàññìàòðèâàëàñü ýòà çàâèñèìîñòü äëÿ ñëó÷àÿ ðåôðàêöèè íà
ïîâåðõíîñòÿõ, ðàçäåëÿþùèõ ÃÀÇ/ÃÀÇ (ñì. [2]), êîãäà ïàðàìåòð ïîäîáèÿ
ρ̄c̄ = 1.0. Îòìå÷àëîñü, ÷òî ëèíèÿ ðàçäåëà K ïîâåðõíîñòåé RR è RW, ãäå
q+ = 1.0, ñîâïàäàåò ïðè ðàçëè÷íûõ αν è äàåòñÿ óðàâíåíèåì

2cγ =
1

L̄
− 1. (9)

Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíû ïîâåðõíîñòè äëÿ q+/L̄, cγ äëÿ ðåæèìîâ RR è RW
ïðè αν = 1.0 (ïåðåõîä ê NR) è αν = 2.1 (ïåðåõîä ê RRW). Îòìå÷åíû
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ q+ ïðè ïðåäåëüíûõ L̄.

Mech/Shindyapin/pic1tex.pdf

ÃÀÇ/ÃÆÑ (ρ̄c̄ = 1.0)
Ðèñ. 3

Äëÿ ñëó÷àåâ ðåôðàêöèè íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ÃÀÇ/ÃÆÑ
(ïîâåðõíîñòü îêåàíà è äð.), õàðàêòåðíû áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
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ρ̄c̄ (90 ≤ ρ̄c̄ ≤ 3500 ïðè 10−4 ≥ γ ≥ 0). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðàâûå ÷à-
ñòè (7) äëÿ RR è RW ìîãóò áûòü îòáðîøåíû è ðåøåíèå äëÿ q+ äàåòñÿ
âûðàæåíèåì

q+ = L̄
(
2cγ + αν

2

+ 1
)
. (10)

Ïðè çíà÷èòåëüíûõ cγ (10 < cγ ≤ 1.5 ·105, 10−7 > γ ≥ 0) ëèíèÿ ðàçäåëà K
(q+ = 1.0) ïîâåðõíîñòåé RR è RWíå çàâèñèò îò αν è äàåòñÿ âûðàæåíèåì

2cγL̄ = 1, (11)

à ïîâåðõíîñòü q+/L̄, cγ äàåòñÿ óðàâíåíèåì q+ = 2cγL̄. Íà ðèñ. 4 ïîñòðîå-
íû ïîâåðõíîñòè RR è RW q+/L̄, cγ ïðè αν = 1.0 ñîãëàñíî (7). Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ q+ íà ïîâåðõíîñòè RW ñîîòâåòñòâóþò
ïåðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì L̄. Ýòè çíà÷åíèÿ q+ âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèâåì
cγ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), ò.å. ñ óìåíüøåíèåì γ.

Mech/Shindyapin/pic2tex.pdf

ÃÀÇ/ÃÆÑ (ρ̄c̄ = 3500)
Ðèñ. 4

Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò αν ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðè âîçðàñòà-
íèè ãàçîñîäåðæàíèÿ γ (ò.å. óìåíüøåíèè cγ), êîãäà çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè è ëèíèÿ K äîñòèãàþò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé L̄ (ïðè γ ≥ 10−6). Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñëóæèòü ïðè÷èíîé èñ÷åçíîâåíèÿ ðåæèìà RW ïðè
îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ (ïðåäåëüíûõ γ∗) ãàçîñîäåðæàíèÿõ (γ > γ∗).

Â òî æå âðåìÿ ðåæèì RR õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè L̄ è
ñîîòâåòñòâåííî ïðè áîëüøèõ cγ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè q+. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî èçâåñòíî â ëèòåðàòóðå (ñì. [4]) êàê âûðîæäåíèå ôðîíòà ïðåëîì-
ëåííîé ÓÂ. Ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ñ ïîìîùüþ áîëåå
îáùåé ìîäåëè àäèàáàòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé ÃÆÑ (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî P 2

10) ïðîâåäåíû àâòîðàìè â [3]. Ïîêàçàíî, ÷òî q+ èìååò çíà÷åíèÿ
10−5 ≤ q+ ≤ 10−3 ïðè 10−8 ≤ γ ≤ 10−4 â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ
óãëîâ α.
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ÓÄÊ 539.3

Ä.À. Øèøêîâ, Þ.Â. Ëûñóíêèíà

Î ÐÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×È ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ
ÒÎËÑÒÎÉ ÓÏÐÓÃÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÊÈ

ÏÐÈ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÌ ÇÀÊÐÅÏËÅÍÈÈ ÊÎÍÒÓÐÀ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à âèáðàöèîííîãî èçãèáà òîëñòîé ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ
êðàÿ êîòîðîé ñâîáîäíî îïåðòû ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêðåïëåíèè îñòàëüíîé
÷àñòè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) ïëàñòèíêè ïðè ñòà-
òè÷åñêîì èçãèáå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíå-
íèé ðàâíîâåñèÿ ñïëîøíîé ñðåäû è óðàâíåíèé çàêîíà Ãóêà â ôîðìå [2]:

divσ = 0, (1)

σ =
2µν

1− 2ν
Idivu+ µ (∇u+ (∇u)∗) . (2)

Çäåñü σ � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé, u � âåêòîð ïåðåìåùå-
íèÿ, I � åäèíè÷íûé òåíçîð, µ, ν � ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðàÿ ïëàñòèíêè çàêðåïëåíû ïðîèçâîëüíî, à íà
âåðõíåé ëèöåâîé ïëîñêîñòè ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà-
ãðóçêà èíòåíñèâíîñòè q = q(x, y) (ðèñ. 1).
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Mech/Shishkov/plastinka.pdf

Ðèñ. 1

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÍÄÑ ÿâëÿåòñÿ
òðåõìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äëÿ ïîíèæåíèÿ ðàçìåð-
íîñòè ñèñòåìû ïðèìåíèì ìåòîä ñïëàéí-êîëëîêàöèé [3], ñëåäóÿ êîòîðîìó
èñêîìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, y, z) =
N∑
i=0

N∑
j=0

γi(x)αj(y)Ui,j(z) =
R∑
r=0

Fr(x, y)Ur(z),

v(x, y, z) =
N∑
i=0

N∑
j=0

αi(x)γj(y)Vi,j(z) =
R∑
r=0

Φr(x, y)Vr(z),

w(x, y, z) =
N∑
i=0

N∑
j=0

αi(x)αj(y)Wi,j(z) =
R∑
r=0

Ψr(x, y)Wr(z).

(3)

Çäåñü R = (N + 1)2 − 1, αi, γi � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè Â-ñïëàéíîâ
3-é ñòåïåíè, ïîäîáðàííûå òàê, ÷òîáû óñëîâèÿ íà êðàÿõ ïëàñòèíêè x = 0,
x = a, y = 0, y = b òîæäåñòâåííî âûïîëíÿëèñü.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèè

Y (ζ) = {U ,V ,W ,
dU

dζ
,
dV

dζ
,
dU

dζ
}, U = {Ur(ζ)}Rr=0

V = {Vr(ζ)}Rr=0 , W = {Wr(ζ)}Rr=0

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à, çàïèñàííàÿ â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ, ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âåêòîðíîé ôîðìå:

dY

dζ
= DY (ζ)

HlY (0) = 0, HrY (1) = b (4)
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Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â (4) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëà òî÷åê
êîëîêàöèè R + 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé.

Â ñòàòüå áûë ðåàëèçîâàí ìåòîä Þ.È. Âèíîãðàäîâà [4] íà îñíîâå òåõ-
íîëîãèè NVIDIA CUDA [5]. Ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé íà âèäåîêàðòå ïîç-
âîëèëà â íåñêîëüêî ðàç óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, îñíîâíûå
øàãè êîòîðîãî ðàçîáðàíû â [6]. Â ÷àñòíîñòè, âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà
óìíîæåíèå ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè NVIDIA CUDA íà ÏÊ
ñ âèäåîêàðòîé GeForce 9600 è 2-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Core2Duo
E8400 3.00GHz è íà îäíîé èç ìàøèí êëàñòåðíîãî ñåðâåðà, íà êîòîðîì
äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëîñü îäíî ÿäðî 8-ÿäåðíîãî ïðîöåññîðà, ïðè-
âåäåíî íà ðèñ. 2.

Mech/Shishkov/worktime.pdf

Ðèñ. 2

Â òàáëèöå óêàçàíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îðòîãîíàëèçàöèè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òåõíîëîãèè NVIDIA CUDA, âûïîëíÿþùåãîñÿ íà 10 ìàøèíàõ ñ âè-
äåîêàðòîé GeForce 9600 è 2-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Core2Duo E8400
3.00GHz, à òàê æå íà îäíîé ìàøèíå ñ òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè è íà îä-
íîé èç ìàøèí êëàñòåðà, íà êîòîðîì äëÿ âû÷èñëåíèé ïîëíîñòüþ èñïîëü-
çîâàëñÿ 8-ÿäåðíûé ïðîöåññîð Intel Xeon E5335 2.00GHz ïðè M=10000
(ïàðàìåòð ìåòîäà), N=5000.
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Âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà Âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà Âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì

NVIDIA CUDA NVIDIA CUDA NVIDIA CUDA

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì íà îäíîé èç ìàøèí

10 ìàøèí 1 ìàøèíû êëàñòåðíîãî ñåðâåðà

40 ìèí. 4.5 ÷. 62 ÷.

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè NVIDIA
CUDA ïîçâîëèëà ñóùåñòâåííî ñíèçèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ øàðíèðíî îïåðòîé ïî êîíòóðó ñòàëüíîé ïëàñòèíêè
ñîãëàñóþòñÿ ñ [1].
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