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1. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î âíåøíåé îöåíêå ñåãìåíò-
íîé ôóíêöèè ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñîé ïîñòîÿííîé íàèìåíüøåé øèðèíû
çà ñ÷åò âûáîðà ïîëèíîìèàëüíîé îñè. Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëîãè÷-
íóþ ïî õàðàêòåðó çàäà÷ó, â êîòîðîé íå òîëüêî îñü ïîëîñû, íî è å¼ øè-
ðèíà ìîãóò ïîëèíîìèàëüíî ìåíÿòüñÿ. Èòàê, ïóñòü ñåãìåíòíàÿ ôóíêöèÿ
F (t) = [f1(t), f2(t)] çàäàåòñÿ íà îòðåçêå [c, d] íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè
f1(t) ≤ f2(t). ×åðåç Pn(A, t) = a0 + a1t + · · · + ant

n îáîçíà÷èì ïîëèíîì
ñòåïåíè n ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1. Ãðà-
ôèê ñåãìåíòíîé ôóíêöèè Πn,m(A,B, t) = [Pn(A, t) − Pm(B, t), Pn(A, t)+
+ Pm(B, t)] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîìèàëüíóþ ïîëîñó, îñüþ êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê ïîëèíîìà Pn(A, t), à å¼ øèðèíó â òî÷êå t âûðàæàåò
2Pm(B, t). Çäåñü B = (b0, b1, . . . , bm) � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíî-
ìà Pm(B, t).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ψ(A,B) ≡ 1

d− c

∫ d

c

Pm(B, t)dt→ min
(A,B)∈Rn+m+2

, (1)

ϕ(A,B) ≡ max
t∈[c,d]

max{Pn(A, t)− Pm(B, t)− f1(t),

f2(t)− Pm(b, t)− Pn(A, t)} ≤ 0. (2)

Âåëè÷èíà (d − c)ψ(A,B) âûðàæàåò ïëîùàäü ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñû
Πn,m(A,B, ·) íà îòðåçêå [c, d], à óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî îíà ñîäåðæèò â
ñåáå ãðàôèê ñåãìåíòíîé ôóíêöèè F (t) íà ýòîì îòðåçêå. Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷à (1)�(2) òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñû Πn,m(A,B, ·)
ñ íàèìåíüøåé ïëîùàäüþ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñåáå ãðàôèê ñåãìåíòíîé
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ôóíêöèè F (t). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè m = 0 äàííàÿ çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ
çàäà÷åé èç [1].

Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)�(2).

2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(A,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî
(A,B) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn+m+2, à ôóíêöèÿ ψ(A,B) � äàæå ëè-
íåéíîé. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñðåäñòâà âûïóêëîãî àíàëèçà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: D = {(A,B) ∈ Rn+m+2 : ϕ(A,B) ≤ 0},
∂ϕ(A,B) � ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ(A,B),
co{ } � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà { },
R(A,B) = {t ∈ [c, d] : ϕ(A,B) = 0},
R1(A,B) = {t ∈ R(A,B) : Pn(A, t)−Pm(B, t)− f1(t) > f2(t)−Pm(B, t)−
− Pn(A, t)},
R2(A,B) = {t ∈ R(A,B) : f2(t) − Pm(B, t) − Pn(A, t) > Pn(A, t)−
− Pm(B, t)− f1(t)},
R3(A,B) = {t ∈ R(A,B) : Pn(A, t)−Pm(B, t)− f1(t) = f2(t)−Pm(B, t)−
− Pn(A, t)}.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ(A,B) äîñòèãàëà â òî÷êå
(A∗, B∗) ∈ D ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî íà D çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

(0, . . . , 0, 1,
d+ c

2
,
d2 + dc+ c2

3
, . . . ,

∑m
k=0 d

m−kck

m
) ∈

∈ co


[(−1,−t, . . . ,−tn, 1, t, . . . , tm), (1, t, . . . , tn, 1, t, . . . , tm)],

t ∈ R3(A,B),

(1, t, . . . , tn, 1, t, . . . , tm), t ∈ R2(A,B),

(−1,−t, . . . ,−tn, 1, t, . . . , tm), t ∈ R1(A,B).

(3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2, c. 142] òî÷êà (A∗, B∗) ∈ D äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì ôóíêöèè ψ(A,B) íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå D òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

∂ψ(A∗, B∗)
⋂

K+((A∗, B∗), D) 6= ∅, (4)

ãäå K+((A∗, B∗), D) � ñîïðÿæåííûé êîíóñ ê êîíóñó K((A∗, B∗), D) âîç-
ìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà D â òî÷êå (A∗, B∗).

Èçâåñòíî [3, c. 31, 39], ÷òî

K((A,B), D) =

{
Rn+m+2, åñëè ϕ(A,B) < 0,

−K+(∂ϕ(A,B)), åñëè ϕ(A,B) = 0.
(5)
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Çäåñü ïîä K(∂ϕ(A,B)) ïîíèìàåòñÿ êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñóáäèôôåðåí-
öèàëà ∂ϕ(A,B).

Ôóíêöèÿ ψ(A,B) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, è ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
å¼ ÿâíûé âèä ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

∂ψ(A,B) = (0, . . . , 0, 1,
d+ c

2
,
d2 + dc+ c2

3
, . . . ,

∑m
k=0 d

m−kck

m
). (6)

Èç (5)�(6) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (4) âîçìîæíî òîëüêî â
ñëó÷àå ϕ(A∗, B∗) = 0. Êàê è â [1], èñïîëüçîâàíèå ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

∂ϕ(A,B) = co


[(−1,−t, . . . ,−tn,−1,−t, . . . ,−tm),

(1, t, . . . , tn,−1,−t, . . . ,−tm)], t ∈ R3(A,B),

(−1,−t, . . . ,−tn,−1,−t, . . . ,−tm), t ∈ R2(A,B),

(1, t, . . . , tn,−1,−t, . . . ,−tm), t ∈ R1(A,B).

(7)

Ïîäñòàíîâêà (6) è (7) â (4) ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (5) äëÿ ñëó÷àÿ
ϕ(A∗, B∗) = 0 è íåñëîæíûé àíàëèç ïðèâîäÿò ê çàêëþ÷åíèþ îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñîîòíîøåíèé (3) è (4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âêëþ÷åíèå (3) âëå÷åò âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ

0n+1 ∈ co


[−(1, t, . . . , tn), (1, t, . . . , tn)], t ∈ R3(A,B),

−(1, t, . . . , tn), t ∈ R2(A,B),

(1, t, . . . , tn), t ∈ R1(A,B).

(8)

Êàê è â [1], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (8) ýêâèâàëåíòíî âûïîë-
íåíèþ îäíîãî èç óñëîâèé:

1) R3(A
∗, B∗) 6= ∅,

2) ∃{ti}n+2
i=1 ∈ R1(A

∗, B∗)
⋃
R2(A

∗, B∗):
åñëè ti ∈ R1(A

∗, B∗)(R2(A
∗, B∗)), òî ti+1 ∈ R2(A

∗, B∗)(R1(A
∗, B∗)).

Óñëîâèå 2) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ÿâëåíèÿ àëüòåðíàíñà äëÿ èçâåñòíîé çà-
äà÷è Ï.Ë. ×åáûøåâà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîëèíîìîì.
Îäíàêî ïðîñòûå ïðèìåðû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëî-
âèé 1)�2) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ(ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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Íà ìíîãîîáðàçèè ñ ìåòðèêîé Áåðâàëüäà � Ìîîðà åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèàôôèíîðíàÿ àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì
àëãåáðû ïîëè÷èñåë [1, 2]. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîãîîá-
ðàçèå ñ ïîëèàôôèíîðíîé àëãåáðîé íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâà
íàä àëãåáðîé ïîëè÷èñåë.

Ââåäåíèå. Ïîä ïðîñòðàíñòâîì ïîëè÷èñåë ïîíèìàåòñÿ êîììóòàòèâ-
íàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèåé Áåðâàëüäà � Ìîîðà (ÁÌ). Àëãåáðà ïîëè÷èñåë Pn
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àëãåáðû äâîéíûõ ÷èñåë. Â àëãåáðå ïîëè÷èñåë Pn
ñóùåñòâóåò áàçèñ (~e1, ~e2, ..., ~en) òàêîé, ÷òî ~eα~eβ = δαβ~eα. Èññëåäîâàíèå
ïðîñòðàíñòâ òàêîãî âèäà ïîëó÷èëî ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [1, 2]. Åñëè
àëãåáðó ïîëè÷èñåë ðàññìàòðèâàòü êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M , òî ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà ÁÌ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé, íå çàâèñÿùåé îò
âûáîðà òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M . Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà ìíîãîîáðàçèè M
ñ ìåòðèêîé ÁÌ, îïðåäåëÿåìîé ïîëèëèíåéíîé ôîðìîé g, åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì çàäàåòñÿ ïîëèàôôèíîðíàÿ àëãåáðà ñ àôôèíîðàìè (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn).
Â ñëó÷àå, êîãäà òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, g) èíòåãðèðóåìà, ìû
ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëè÷èñåë. Èñïîëüçóÿ ñâåäåíèÿ ïî
èíòåãðèðóåìûì àôôèíîðíûì ñòðóêòóðàì è ïðîñòðàíñòâàì íàä àëãåáðà-
ìè, ñîäåðæàùèåñÿ â îáçîðàõ [3, 4], à òàêæå ðàáîòó ïî ãèïåðêîìïëåêñíûì
ñòðóêòóðàì [5], ìû íàõîäèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôèíñëåðîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ ìåòðèêîé ÁÌ è ñîãëàñîâàííîé ñ íåé ïîëèàôôèíîðíîé ñòðóêòóðîé
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íàä àëãåáðîé ïîëè÷èñåë.

1. Îïðåäåëåíèå ïîëèàôôèíîðíîé ñòðóêòóðû. ÏóñòüM � ñâÿç-
íîå C∞-ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ íàM ôóíêöèè
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è ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû áóäåì ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûìè. Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè M àëãåáðàè÷åñêóþ ìåòðèêó n-ãî
ïîðÿäêà, ò.å. ïîëå n-ëèíåéíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôîðì g ñ êîìïîíåíòàìè
gα1α2...αn(x) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåãîëîíîìíîãî
ïîëÿ áàçèñîâ (~e1, ~e2, ..., ~en).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåíóëåâîé âåêòîð ~e îïðåäåëÿåò íóëåâîå íàïðàâ-
ëåíèå ôîðìû g, åñëè

g(~e,~e, ~x3, ..., ~xn) = 0.

Íå íóëåâàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Áåðâàëü-
äà � Ìîîðà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëå áàçèñîâ (~e1, ~e2, ..., ~en) òàêèõ, ÷òî êàæ-
äûé âåêòîð ~eα áàçèñà çàäàåò íóëåâîå íàïðàâëåíèå ôîðìû g. Òàêîå ïî-
ëå áàçèñîâ áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííûì áàçèñîì ôîðìû g èëè ïðî-
ñòî àäàïòèðîâàííûì áàçèñîì. Ôîðìà g â àäàïòèðîâàííîì áàçèñå èìååò
åäèíñòâåííóþ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, îòëè÷íóþ îò íóëÿ
êîìïîíåíòó g12...n. Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ àäàïòèðîâàííûõ áàçèñîâ
(~e1, ~e2, ..., ~en) îïðåäåëèì n-ãëàäêèõ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé D1, D2,...,
Dn, ïîëàãàÿ

Dα = 〈~eα〉 . (1)

Èç ñôîðìóëèðîâàííîãî íèæå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèÿ D1, D2,..., Dn ìîãóò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà âñåì ìíîãîîáðà-
çèè M .

Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêèé âåêòîð ~e, çàäàþùèé íóëåâîå íàïðàâëåíèå
ôîðìû g, êîëëèíåàðåí îäíîìó èç âåêòîðîâ àäàïòèðîâàííîãî áàçèñà
(~e1, ~e2, ..., ~en).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëåíèé Dα íå çàâèñèò îò âûáî-
ðà àäàïòèðîâàííîãî áàçèñà, è ìåòðèêà ÁÌ îïðåäåëÿåò íà M ñòðóêòóðó
ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ:

TM = ⊕nα=1Dα . (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî äâå ìåòðèêè g1, g2 ÁÌ êîíôîðìíû (g1 = λ(x)g2) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ðàçëîæåíèå (2).

Ðàññìîòðèì n ðàñïðåäåëåíèé Dα̂ , îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Dα̂ = D1 ⊕ · · ·Dα−1 ⊕Dα+1 · · · ⊕Dn .

Äëÿ ëþáîãî α, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

TM = Dα ⊕Dα̂ . (3)
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Ðàçëîæåíèå (3) îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ

ϕα : TM → Dα .

Ñîâîêóïíîñòü àôôèíîðîâ ϕα îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè îá-
ðàçóåò n-ìåðíóþ ïîëèàôôèíîðíóþ àëãåáðó, îáîçíà÷àåìóþ íàìè AHn,
èçîìîðôíóþ àëãåáðå Pn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðà AHn ñîãëàñîâà-
íà ñ ìåòðèêîé g. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäàíèå ìåòðèêè ÁÌ âëå÷åò
çàäàíèå ïîëèàôôèíîðíîé àëãåáðû ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îáðàòíî, åñëè íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ïîëèàôôèíîðíàÿ àëãåáðà, îïðåäåëÿåìàÿ
ðàçëîæåíèåì (2), òî âñÿêàÿ ïîëèëèíåéíà ôîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðà-
âåíñòâó

g(~x1, ~x2, ..., ~xn) =
∑
σ

g(ϕ1(~xσ(1)), ϕ2(~xσ(2)), ..., ϕn(~xσ(n))), (4)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòðèêó ÁÌ, ñîãëàñîâàííóþ ñ ïîëèàôôèíîðíîé
ñòðóêòóðîé. Ëþáûå äâå òàêèå ìåòðèêè êîíôîðìíû.

Áàçèñ, àäàïòèðîâàííûé ôîðìå g, åñòåñòâåííî íàçâàòü àäàïòèðîâàí-
íûì ê ïîëèàôôèíîðíîé àëãåáðå. Âïðåäü òàêîé áàçèñ áóäåì íàçûâàòü
àäàïòèðîâàííûì.

Åñëè íà ìíîãîîáðàçèèM ñóùåñòâóåò àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç êàðò, àäàï-
òèðîâàííûõ ê ìåòðèêå g, òî àëãåáðà AHn îêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Â
ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîîáðàçèå
M(Pn, g) íàä àëãåáðîé ïîëè÷èñåë Pn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèàôôèíîð-
íàÿ àëãåáðà èíòåãðèðóåìà, à ëþáàÿ èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò �
àäàïòèðîâàííàÿ.

2. Ñâÿçíîñòè, ñîâìåñòèìûå ñ ìåòðèêîé ÁÌ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ ñâÿçíîñòè, ñîâìåñòèìîé ñ ìåòðèêîé ÁÌ. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Íà ìíîãîîáðàçèè M(Pn, g) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ñâÿçíîñòü íóëåâîãî êðó÷åíèÿ, ñîâìåñòèìàÿ ñ ìåòðèêîé ÁÌ g.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M(Pn, g) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇,
ñîâìåñòèìàÿ ñ ìåòðèêîé g. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî ∇g = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
å¼ êîýôôèöèåíòû Γαβγ îáðàùàþòñÿ â íóëü, åñëè β 6= γ, êðîìå òîãî, âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Γβαβ =
∂αg12...n

g12...n
.

Åñëè ïîòðåáîâàòü îáðàùåíèÿ êðó÷åíèÿ S â íóëü, òî îòëè÷íûìè îò
íóëÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ∇ áóäóò

Γααα =
∂αg12...n

g12...n
. (5)
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Â ðàâåíñòâå (5) ñóììèðîâàíèÿ ïî α íåò.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçíîñòè íóëåâîãî êðó÷åíèÿ,

ñîâìåñòèìîé ñ ìåòðèêîé ÁÌ g, äîñòàòî÷íî â àäàïòèðîâàííûõ êàðòàõ
çàäàòü å¼ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5) è ïîêàçàòü
êîððåêòíîñòü òàêîãî çàäàíèÿ ñâÿçíîñòè.

Òåíçîðíîé ñòðóêòóðîé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ îïðå-
äåëåííàÿ ñîâîêóïíîñòü òåíçîðíûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ðàñ-
ñìîòðåíèè íàõîäèòñÿ òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ñèñòåìó
ïîëèàôôèíîðîâ è ñîãëàñîâàííóþ ñ ýòîé ñèñòåìîé ïîëèëèíåéíóþ ôîðìó.

Òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè íà ìíîãîîá-
ðàçèè ìîæíî íàéòè òàêîé àòëàñ, ÷òî âñÿêèé òåíçîð ñòðóêòóðû èìååò â
ëþáîé êàðòå èç ýòîãî àòëàñà ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû. Ã. È. Êðó÷êîâè÷ â
ñâîåé ðàáîòå [5] ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: �Åñëè òåíçîð-
íàÿ ñòðóêòóðà äîïóñêàåò ñîâìåñòèìóþ ñâÿçíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû áåç
êðó÷åíèÿ, òî òàêàÿ ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìà. Âñÿêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ òåí-
çîðíàÿ ñòðóêòóðà äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû áåç êðó÷åíèÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå, ëîêàëüíî �.

Ïðåäëîæåíèå Êðó÷êîâè÷à ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, g) èíòåãðèðóåìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè (5) ðàâåí íó-
ëþ.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà ìíîãîîáðàçèè ñ òåíçîðíîé ñòðóêòó-
ðîé (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, g) äîïóñêàåòñÿ ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé
ïîëè÷èñåë. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè äåéñòâèòåëüíûõ êàðò ìîæ-
íî ñîñòàâèòü àòëàñ èç êàðò, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé H-àíàëèòè÷åñêèìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Èçâåñòíî [5], ÷òî H-àíàëèòè÷íîñòü ýêâèâàëåíòíà âû-
ïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: CαD=DCα. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî äâå äåéñòâèòåëüíûå êàðòû χ1(x

α), χ2(y
α) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

H-àíàëèòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂yα

∂xβ
=

0, α 6= β. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 3. Ìíîãîîáðàçèå ñ òåíçîðíîé ñòðóêòóðîé (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, g)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íàä àëãåáðîé ïîëè÷èñåë òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè (5) ðàâåí íóëþ.
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À. Â. Áóêóøåâà, Ñ. Â. Ãàëàåâ, È. Ï. Èâàí÷åíêî

Î ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÀÕ, ÎÏÐÅÄÅËßÅÌÛÕ ÑÂßÇÍÎÑÒÜÞ

ÍÀÄ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ Ñ ÔÈÍÑËÅÐÎÂÎÉ ÌÅÒÐÈÊÎÉ

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âíóòðåííåé è ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè íàä ãëàä-
êèì ðàñïðåäåëåíèåì D êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðî-
âîé ìåòðèêîé. Ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè íà ðàñïðåäåëåíèè D
êàê íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ è
èññëåäóåòñÿ ìåòîäàìè âíóòðåííåé ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Ââåäåíèå. Â ðàáîòå R. Miron [1] áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî èññëåäîâà-
íèþ ãåîìåòðèè ôèíñëåðîâûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáîáùåíèåì êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ ôèíñëå-
ðîâîé ìåòðèêîé. Ôèíñëåðîâî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ çà-
äàíèåì íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ êëàññà ëèíåé-
íûõ ñâÿçíîñòåé, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì àññîöèèðóåìûõ ñ íåêîòîðîé èíôè-
íèòåçèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ. Â ðàáîòå [2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãëàäêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ D ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé, ïîçâîëÿþùåå ñ
íîâîé òî÷êè çðåíèÿ âçãëÿíóòü íà ïðîáëåìàòèêó ôèíñëåðîâûõ âåêòîð-
íûõ ðàññëîåíèé. Â ðàáîòå [2] ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì áûëà íà-
çâàíà âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, òàì æå áûëî äàíî îïðåäå-
ëåíèå ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè è îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïåðåéòè îò âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè
ê íåêîòîðîé ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîäîëæåííàÿ
ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëî-
åíèè (D, π, X), ãäå D � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ñ
äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé [2]. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
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D ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðîé íàäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé (âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíîé) è ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå íà
ðàñïðåäåëåíèè D åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ñâîéñòâà êîòîðîé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðå-
äåëÿòñÿ ãåîìåòðèåé ðàñïðåäåëåíèÿ D. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû èíâàðèàíò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ êëàññîâ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ íà ðàñïðåäåëåíèè D.

1. Ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîä âíóòðåííåé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè D [3] ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå ∇ : ΓD × ΓD → ΓD, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1)∇f1 ~u1+f2 ~u2
= f1∇ ~u1

+ f2∇ ~u2
, 2)∇~uf~v = f∇~u~v + (~uf)~v,

ãäå ΓD � ìîäóëü äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êîýôôèöèåíòû ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ∇~ea~eb = Γcab~ec.

Êðó÷åíèå âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè S ïî îïðåäåëåíèþ ïîëà-
ãàåòñÿ ðàâíûì S( ~X, ~Y ) = ∇ ~X

~Y − ∇~Y
~X − P [ ~X, ~Y ]. Òàêèì îáðàçîì, â

àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ [4] ìû èìååì Scab = Γcab − Γcba. Òàê æå
êàê è ñâÿçíîñòü â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà çàäàíèåì ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàä
ïðîñòðàíñòâîì íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Â ñëó÷àå âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè â êà÷åñòâå òàêîãî ðàññëîåíèÿ âûñòóïàåò òðîéêà µ = (D, π, X),
ãäå π : D → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü ñâÿç-
íîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì D, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ââåñòè íà D
ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Êàæäîé àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) íà ìíîãîîáðàçèè X ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå êàðòà K̃(xα, xn+α) íà ìíîãîîáðàçèè D, ãäå xn+α � êîîðäè-
íàòû äîïóñòèìîãî âåêòîðà â áàçèñå ~ea = ∂a − Γna∂n.

Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðåäåëåíèåì D, åñëè ðàñïðåäå-
ëåíèå D̃ = π−1

∗ (D), ãäå π : D → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ðàçáèâàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD⊕ V D, ãäå V D � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ñâÿçíîñòè
íàä ðàñïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îáúåêòà Ga

b(X
a, Xn+a) òàêî-

ãî, ÷òîHD = Span(~εa), ãäå ~εa = ∂a−Γna∂n−Gb
a∂n+b. Â ðàáîòå [2] áûëî ââå-

äåíî ïîíÿòèå ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè. Ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü ïîëó-
÷àåòñÿ èç âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà TD = H̃D⊕ V D,
ãäå HD ⊂ H̃D. Ïî ñóùåñòâó, ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-
íîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè. Áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëæåííóþ ñâÿç-
íîñòü åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè
H̃D = HD⊕ Span(∂n). Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ∂n çàäàíî ãëîáàëü-
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íî íà âñåì ìíîãîîáðàçèè D. Èñïîëüçîâàíèå âíóòðåííåé è ïðîäîëæåííîé
ñâÿçíîñòåé äàåò âîçìîæíîñòü ïî-íîâîìó îõàðàêòåðèçîâàòü óæå èçâåñò-
íûå ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà [5].

Òåîðåìà 1 ([4]). Êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ: L~ξϕ = 0, ∇ϕ, ãäå ∇ � âíóòðåííÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü.

Òåîðåìà 2 ([4]). Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∇1ϕ = 0, ãäå
∇1 � åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ñâÿçíîñòè ∇.

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

[~εa, ~εb] = 2ωab ∂n +Rc
ab ∂n+c,

[~εa, ∂n] = ∂nΓ
n
a∂n + ∂nG

b
a∂n+b, (1)

[~εa, ∂n+b] = Gc
ab∂n+c,

ãäå Rc
ba = 2(~e[bG

c
a] − Gd

[aG
c
b]·d) è ∂nΓ

n
a ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé

òåíçîðû êðèâèçíû Ñõîóòåíà. Åñëè îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå H̃D ðà-
âåíñòâîì H̃D = HD ⊕ Span(~u), ãäå ~u = ∂n − Ga

n∂n+a, Gd
n(x

α, vc) =
= ωba(xα)Rd

ab(x
α, vc), òî ðàâåíñòâà (1) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå [~εa, ~εb] =

2ωab~u + +Kc
ab∂n+c, [~εa, ~u] = ∂nΓ

n
a~u + Kc

na, ãäå K
c
ab è K

c
na îïðåäåëÿþò

òåíçîð êðèâèçíû Âàãíåðà [3].
2. Äîïóñòèìûå ôèíñëåðîâû ñòðóêòóðû è ïî÷òè êîíòàêòíûå

ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ãëàäêîì ðàñïðåäåëåíèè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè D çàäàíà ôóíêöèÿ L(xα, xn+a) òàêàÿ, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1.L � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà D0 = D\~0;
2.L � îäíîðîäíà ñòåïåíè 1 îòíîñèòåëüíî ñëîåâûõ êîîðäèíàò;
3.Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L2

· a· bξ
aξb = ∂2L2

∂ xn+a∂ xn+b ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà.

Íàçîâåì ôóíêöèþ L(xα, xn+a) äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé, à
ïàðó (D, L) � êîíòàêòíûì ôèíñëåðîâûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äîïóñòèìûì
ôèíñëåðîâûì òåíçîðíûì ïîëåì òèïà (p, q)) íàçîâåì ìîðôèçì t : D0 →
→ T pq (X) òàêîé, ÷òî t(z) ∈ T pπ(z)q(X), ãäå T pq (X) � ðàññëîåíèå òåíçîðîâ
òèïà (p, q) íà ìíîãîîáðàçèè X. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáú-
åêò gab(xα, xn+c) = 1

2
∂2F

∂ xn+a∂ xn+b = 1
2F· a· b ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ôèíñëåðî-

âûì òåíçîðíûì ïîëåì. Ïîêàæåì, ÷òî ñ êàæäûì êîíòàêòíûì ôèíñëåðî-
âûì ðàñïðåäåëåíèåì àññîöèèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ åé ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü. Êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî âûøå,
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äëÿ çàäàíèÿ âíóòðåííåé è ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòåé íåîáõîäèìî çàäàòü
îáúåêò âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè Ga

b(x
a, xn+a), à òàêæå çàäàòü ðàçëîæåíèå

TD = H̃D ⊕ V D, ãäå HD ⊂ H̃D. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 3 ([2]). Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé

ìåòðèêîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîäîëæåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿç-
íîñòü òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ga

b· c = Ga
c· b.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðîäîëæåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ïîðîæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
åì H̃D = HD ⊕ Span(~u). Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè X çàäàíà äîïóñòèìàÿ
ôèíñëåðîâà ñòðóêòóðà, òî â D âîçíèêàåò âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü, ïîðîæ-
äàåìàÿ ðàñïðåäåëåíèåì HD = span(~εα), ãäå ~εa = ∂a−Γna∂n−Gb

acx
n+c∂n+b,

Ga
bc = Ga

· b · c = ∂n+b∂n+cG
a, Ga = gab(∂cL

2
·bx

n+c − ~ebL
2), gab = 1

2L
2
·a·b.

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè D äîïóñòèìîå ê ðàñïðåäåëåíèþ D̃ ïîëå àô-
ôèíîðà J , ïîëàãàÿ J(~εa) = ∂n+a, J(∂n+a) = −~εa. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
g̃(~uh, ~vh) = g̃(~uv, ~vv) = g(~u,~v), g̃(~uh, ~vv) = 0, ãäå g � äîïóñòèìàÿ ôèíñëå-
ðîâà ñòðóêòóðà, íà ìíîãîîáðàçèè D îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìàÿ ðèìàíîâà
ìåòðèêà. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî g̃(J(~u), J(~v)) = g̃(~u,~v), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ïàðà äîïóñòèìûõ ñòðóêòóð (J, g̃) îïðåäåëÿåò íà ìíî-
ãîîáðàçèè D ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äîïóñòèìàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-
òóðà J ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ñâåðõêàðòà ïîðîæäàåò íà ìíîãîîáðà-
çèè D ïîëå íåãîëîíîìíîãî áàçèñà (~ε, ∂n, ∂n+a). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1)
è òåîðåìó 2, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 5. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðó-
åìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
Rc
ab = 0, ∂nG

b
a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà ðàñïðåäåëåíèèD âîçíèêàåò ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåò-
ðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (g̃, J, D̃, ~ε, λ), λ = η ◦ π∗, ~ε = ∂n.

Òåîðåìà 6. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ
êâàçèñàñàêèåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîðû êðèâèçíû Ñõî-
óòåíà îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñòðóêòóðû èìååò âèä Ω = gabdx

a ∧ Θn+b. Ïîñëå âû-
÷èñëåíèÿ åå äèôôåðåíöèàëà, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû.
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ÓÄÊ 517.984
Ì.Ø. Áóðëóöêàÿ, À.Ï. Õðîìîâ

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÐÅØÅÍÈÉ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÐÀÊÀ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ýëåìåíòàðíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Èñïîëü-
çóÿ ýòîò ìåòîä, ïîëó÷åíû óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøå-
íèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà Äèðàêà:

y′(x) + P (x)y(x) = λDy(x), (1)

ãäå y(x) = (y1(x), y2(x))T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), yj ∈ C1[0, 1],

P (x) =

(
0 q2(x)

q1(x) 0

)
, D =

(
1 0
0 −1

)
, qj ∈ C1[0, 1], λ � êîìïëåêñíûé

ïàðàìåòð.
Â ñëó÷àå ïîäîáíîãî ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (åñëè P (x), y(x) � ñêàëÿð-

íûå ôóíêöèè) ñëàãàåìîå P (x)y(x) óíè÷òîæàåòñÿ èçâåñòíîé ïîäñòàíîâ-
êîé. Â âåêòîðíîì ñëó÷àå ýòîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñäåëàòü íåëüçÿ. Çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, íàçûâàåìûé L-äèàãîíàëèçàöèåé: ñ ïîìîùüþ îïðå-
äåëåííîé ïîäñòàíîâêè ñëàãàåìîå P (x)y(x) íå óíè÷òîæàåòñÿ, íî äåëàåòñÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëûì (èìååò îöåíêó O

(
1
λ

)
). Ýòîò ìåòîä, îïèñàííûé, íà-

ïðèìåð, ó È.Ì. Ðàïïîïîðòà [1], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó:

y(x, λ) =
(
E +O

(
λ−1
))
eλDxc, (2)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2, c = (c1, c2)
T � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,

ìàòðèöà-ôóíêöèÿ O
(
λ−1
)
ðåãóëÿðíàÿ 1 â ïîëóïëîñêîñòÿõ Reλ ≥ 0 è

1Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè âíóòðè îáëàñòè è íåïðå-
ðûâíîñòü íà ãðàíèöå.

14



Reλ ≤ 0 ïðè |λ| äîñòàòî÷íî áîëüøèõ. Ôîðìóëà (2) èìååò âàæíîå çíà÷å-
íèå ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ è
â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïðîñòîé ýëåìåíòàðíûé ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2), èñïîëüçóÿ êîòîðûé ïîëó÷àþòñÿ óòî÷íåí-
íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ |λ|. Ýòè ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì
Ôóðüå ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ èíâîëþöèåé, ïîðîæäàþùèõ óðàâíåíèå âèäà
(1) [2].

Îòìåòèì, ÷òî P (x) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé ñ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîìïîíåíòàìè pij(x), i, j = 1, 2. Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî çàìåíà y(x) = diag
(
e
−

x∫
0

p11(t)
dt, e

−
x∫
0

p22(t)
dt
)
u(x) ïðèâîäèò ê óðàâíå-

íèþ ñ ìàòðèöåé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.
1. Ïðèâåäåì îïèñàíèå íîâîãî ýëåìåíòàðíîãî ìåòîäà, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü (2). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ îöåíîê áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèå, ëåãêî ñëåäóþùåå èç ôîðìóëû èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ëåììà 1. Åñëè Reλ ≥ 0 è q(x) ∈ C1[0, 1], òî

x∫
t

e−2λτq(τ) dτ = O
(
λ−1e−2λt

)
,

x∫
t

e2λτq(τ) dτ = O
(
λ−1e2λx

)
. (3)

Ñèñòåìà (1) â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè èìååò âèä

y′1(x)− λy1(x) = −q2(x)y2(x), (4)

y′2(x) + λy2(x) = −q1(x)y1(x). (5)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (4), (5) è âûïîëíèâ çàìåíó w1(x) = y1(x)e−λx, w2(x) =
= y2(x)eλx, ïîëó÷èì

w1(x) = c1 −
x∫

0

e−2λtq2(t)w2(t) dt, (6)

w2(x) = c2 −
x∫

0

e2λtq1(t)w1(t) dt. (7)

×òîáû ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé ñèñòåìû (6),
(7), íàéäåì äâå ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
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Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Reλ ≥ 0. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (7) â (6):

w1(x) = c1 − c2

x∫
0

e−2λtq2(t) dt+
x∫
0

e2λtq1(t)w1(t) dt
x∫
t

e−2λτq2(τ) dτ. (8)

Ïîëàãàÿ c1 = 1, c2 = 0 è ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷èì w1(x) = 1 + O
(
λ−1
)
, è

îòñþäà è èç (7) w2(x) = O
(
λ−1e2λx

)
.

Äàëåå, ïîëîæèì c2 = 1 è ïîäñòàâèì (6) â (7). Òîãäà

w2(x) = 1−
x∫
0

e2λtq1(t)

[
c1 −

t∫
0

e−2λτq2(τ)w2(τ) dτ

]
dt =

= 1− c1

x∫
0

e2λtq1(t) dt+
x∫
0

e−2λtq2(t)w2(t) dt
x∫
t

e2λτq1(τ) dτ.

Ïîëîæèì ϕ(x, λ) =
x∫
0

e2λtq1(t) dt. Òîãäà
x∫
t

e2λτq1(τ) dτ = ϕ(x, λ)−ϕ(t, λ),

è

w2(x) = 1− ϕ(x, λ)

[
c1 −

x∫
0

e−2λtq2(t)w2(t) dt

]
−

−
x∫
0

e−2λtq2(t)w2(t)ϕ(t, λ) dt.
(9)

Ïî ëåììå 1 ϕ(x, λ) = O
(
λ−1e2λx

)
. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ c1 =

=
1∫

0

e−2λtq2(t)w2(t) dt è ñíîâà ó÷èòûâàÿ îöåíêè (3), èç (9) ïîëó÷èì, ÷òî

w2(x) = 1 +

1∫
0

O
(
λ−1
)
w2(t) dt.

Îòñþäà w2(x) = 1 + O
(
λ−1
)
. Òîãäà w1(x) =

1∫
x

e−2λtq2(t)w2(t)dt =

= O
(
λ−1e−2λx

)
.

Âûïîëíÿÿ îáðàòíóþ çàìåíó, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. Ïðè qj(x) ∈ C1[0, 1] ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøå-
íèé ñèñòåìû (1) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Y (x, λ) =
(
E +O

(
λ−1
))
eλDx.

2. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé â ï. 1 ìåòîä, ïîëó÷èì óòî÷íåííûå àñèìï-
òîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè áîëüøèõ |λ|.
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Òåîðåìà 2. Åñëè Reλ ≥ 0, qj(x) ∈ C1[0, 1], òî äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) èìååì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó:

y(x, λ) = U(x, λ)eλDxc,

ãäå U(x, λ) = (uij(x, λ))i,j=1,2, c = (c1, c2)
T � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð è

u11(x, λ) = 1 + 1
2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O
(

1
λ2

)
,

u12(x, λ) = 1
2λ

(
q2(x)− q2(1)e−2λ(1−x) +

1∫
x

e2λ(x−t)q′2(t) dt

)
+O

(
1
λ2

)
,

u21(x, λ) = − 1
2λ

(
q1(x)− q1(0)e−2λx −

x∫
0

e−2λ(x−t)q′1(t) dt

)
+O

(
1
λ2

)
,

u22(x, λ) = 1− 1
2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O
(

1
λ2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (6), (7). Êîíñòàíòû ck âûáèðàåì òàê æå, êàê â ï. 1.

1) Ïîëîæèì ñíà÷àëà â (6), (7) c1 = 1, c2 = 0, îòêóäà ïî äîêàçàííîìó
w1(x) = 1 +O

(
λ−1
)
. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòó îöåíêó â ïðàâóþ ÷àñòü (8),

ïîëó÷èì

w1(x) = 1 +
x∫
0

e2λtq1(t) dt
x∫
t

e−2λτq2(τ) dτ+

+
x∫
0

e2λtq1(t)O
(
λ−1
)
dt

x∫
t

e−2λτq2(τ) dτ.

Â ñèëó ëåììû 1 ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå èìååò îöåíêó O
(
λ−2
)
. Òàê êàê

x∫
t

e−2λτq2(τ) dτ = − 1

2λ
e−2λτq2(τ)

∣∣∣∣x
t

+
1

2λ

x∫
t

e−2λτq′2(τ) dτ,

òî

w1(x) = 1 + 1
2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt− 1
2λ

x∫
0

e2λ(t−x)q1(t)q2(t) dt+

+ 1
2λ

x∫
0

e2λtq1(t) dt
x∫
t

e−2λτq′2(τ) dτ +O
(

1
λ2

)
=

= 1 + 1
2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O
(

1
λ2

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòî âûðàæåíèå â (7), ïîëó÷èì

w2(x) = −
x∫
0

e2λtq1(t)
[
1 + 1

2λ

t∫
0

q1(τ)q2(τ) dτ +O
(

1
λ2

) ]
dt =

= −
x∫
0

e2λtq1(t) dt− 1
2λ

x∫
0

e2λtq1(t) dt
t∫

0

q1(τ)q2(τ) dτ +O
(

1
λ2

)
e2λx =

= − 1
2λ

[
e2λxq1(x)− q1(0)−

x∫
0

e2λtq′1(t) dt
]
+O

(
1
λ2

)
e2λx.

Îòñþäà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (4), (5) èìååì

y1(x) = w1(x)eλx =

1 +
1

2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

λ2

) eλx,

y2(x) = w2(x)e−λx = − 1

2λ

[
q1(x)− q1(0)e−2λx −

x∫
0

e2λ(t−x)q′1(t) dt
]
eλx+

+O

(
1

λ2

)
eλx. (10)

2) Ïîëîæèì òåïåðü â (6), (7) c1 =
1∫

0

e−2λtq2(t)w2(t) dt, c2 = 1. Òîãäà

ïî äîêàçàííîìó â ï. 1 èç (9) èìååì

w2(x) = 1−ϕ(x, λ)

1∫
x

e−2λtq2(t)w2(t) dt−
x∫

0

e−2λtq2(t)w2(t)ϕ(t, λ) dt, (11)

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà w2(x) = 1 +O
(
λ−1
)
. Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (11):

w2(x) = 1− ϕ(x, λ)

1∫
x

e−2λtq2(t) dt− ϕ(x, λ)

1∫
x

e−2λtq2(t)O
(
λ−1
)
dt−

−
x∫

0

e−2λtq2(t)ϕ(t, λ) dt−
x∫

0

e−2λtq2(t)O
(
λ−1
)
ϕ(t, λ) dt. (12)
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Äàëåå èìååì

x∫
0

e−2λtq2(t)ϕ(t, λ) dt =
x∫
0

e−2λtq2(t) dt
t∫

0

e2λτq1(τ) dτ =

=
x∫
0

e−2λtq2(t)
{

1
2λ [q1(t)e

2λt − q1(0)]− 1
2λ

t∫
0

e2λτq′1(τ) dτ
}
dt =

= 1
2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O
(

1
λ2

)
.

Îñòàëüíûå èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â (12) èìåþò îöåíêó O
(
λ−2
)
. Ïî-

ýòîìó èç (12)

w2(x) = 1− 1

2λ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

λ2

)
. (13)

Ïîäñòàâèì (13) â (6):

w1(x) =
1∫
x

e−2λtq2(t)w2(t) dt =
1∫
x

e−2λtq2(t) dt−

− 1
2λ

1∫
x

e−2λtq2(t) dt
t∫

0

q1(τ)q2(τ) dτ +O
(

1
λ2

) 1∫
x

e−2λtq2(t) dt.

(14)

Âûïîëíÿÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, âî âòîðîì �
çàìåíó ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèìåíÿÿ îöåíêè (3), ïîëó÷èì èç (14)

w1(x) =
1

2λ

q2(x)e−2λx − q2(1)e−2λ +

1∫
x

e−2λtq′2(t) dt

+O

(
1

λ2

)
e−2λx.

(15)
Òàêèì îáðàçîì èç (15) è (13):

y1(x) = w1(x)eλx =
1

2λ

q2(x)− q2(1)e2λ(x−1) +

1∫
x

e2λ(x−t)q′2(t) dt

 e−λx+
+O

(
1

λ2

)
e−λx, (16)

y2(x) = w2(x)e−λx =

1− 1

2λ

x∫
0

q1(t)q2(t)dt+O

(
1

λ2

) e−λx.
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Èç (10) è (16) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè Reλ ≤ 0.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ï. 1 ïðèíàäëåæàò À.Ï. Õðîìîâó, à

ðåçóëüòàòû ï. 2 � Ì.Ø. Áóðëóöêîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1 ).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ðàïïîïîðò È.Ì. Î íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êèåâ : Èçä-âî ÀÍ ÓÑÑÐ, 1954. 258 ñ.

2. Áóðëóöêàÿ Ì.Ø., Õðîìîâ À.Ï. Î êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé // Âåñòíèê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. Âîðîíåæ, 2010. � 2. Ñ. 26�33.

ÓÄÊ 512.7
À.Ì. ÂÎÄÎËÀÇÎÂ

ÀËÃÅÁÐÛ ÖÅËÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÄËß ÐÀÇËÎÆÈÌÛÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÎÐÎÂ

Ïóñòü k � ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, O � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë, T � àëãåáðàè÷åñêèé k-òîð. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåëûõ ìîäåëåé àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òîðîâ â ðàáîòàõ [1, 2] ââåäåíà àëãåáðà

A = {f ∈ k[T ] | f(Uk) ⊂ O} ,
ãäå Uk � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû T (k). Â ðàáîòå [1]
áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ýòà àëãåáðà èìååò áåñêîíå÷íûé íàáîð îáðàçóþùèõ è
ïîñòàâëåí âîïðîñ î íàõîæäåíèè âñåõ îáðàçóþùèõ äëÿ ðàçëîæèìûõ òîðîâ
T = Gn

m. Äëÿ ðàçëîæèìûõ òîðîâ îáðàçóþùèå áûëè íàéäåíû â ðàáîòå [3].
Êðîìå àëãåáðû ïðîñòî öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó-
÷åíèå åå ðàçëè÷íûõ ïîäàëãåáð. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà íà
àëãåáðàè÷åñêèõ òîðàõ íàäî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, öåëîçíà÷íûå âìå-
ñòå ñî ñâîèìè ðàçäåëåííûìè èëè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè. Ýòè àëãåáðû
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

A{r} = {f ∈ k[T ] | f(Uk) ⊂ O, Φf(Uk, x) ∈ A{r−1}}

è
A[r] = {f ∈ k[T ] | f(Uk) ⊂ O, ∀h ∈ Uk ∆hf(x) ∈ A[r−1]}
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ñîîòâåòñòâåííî. Ãäå ïåðâàÿ ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü Φf äëÿ f ðàâíà

Φf(x0, x1) =
f(x0)− f(x1)

x0 − x1
,

à k-ÿ ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü Φkf(x0, . . . , xk) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ k > 1 èí-
äóêöèîííî ïî ôîðìóëå

Φkf(x0, . . . , xk) =
Φk−1f(x0, . . . , xk−2, xk−1)− Φk−1f(x0, . . . , xk−1, xk)

xk − xk−1
.

Îïåðàòîðû êîíå÷íûå ðàçíîñòè ∆ ïðè k = 1 äåéñòâóåò íà f ïî ïðàâèëó

∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
,

ïðè k > 1 ∆ ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåì îáðàçîì:

∆h1,...,hkf(x) =
∆h1,...,hk−1

f(x+ hk)−∆h1,...,hk−1
f(x)

hk
.

Ìû òðåáóåì, ÷òîáû x è âñå x+ hi äîëæíû ïðèíàäëåæàòü Uk.
Àëãåáðà A{r} ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé A[r], ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ïî÷òè

âñåãäà ñòðîãîå. Àëãåáðà A{r} èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ, è
îíè áûëè íàéäåíû â [4], èñïîëüçóÿ àíàëîãè v-ïîðÿäêîâ, ââåäåííûõ M.
Bhargava. Â íàøåé ñòàòüå ìû íàõîäèì îáðàçóþùèå àëãåáðû A[r].

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé T = Gm. Äëÿ òàêîãî òîðà
âåðíà

Òåîðåìà 1. Ìíîãî÷ëåíû

Hn(x) =
1

pdn

pk−1∏
i=1, (i,p)=1

(x− i)
∏

ϕ(pk)<j≤n

(x− xj),

ãäå n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ϕ(pk) < n ≤ ϕ(pk+1) (ϕ(n) � ôóíêöèÿ
Ýéëåðà) è èìååò ðàçëîæåíèå

n = nkϕ(pk) + · · ·+ n1ϕ(p) + n0,

à ÷èñëà dn = 0, åñëè sn < r, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå dn = sn − r è sn
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

sn = nkαk + · · ·+ n1α1,
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ãäå 0 ≤ ni < p, αi = pi−1
p−1 , ïðè 0 < i ≤ k nk 6= 0, n0 < p − 1, ÿâëÿþòñÿ

îáðàçóþùèìè àëãåáðû A[r], ò.å.

A[r] = O[x, x−1, H1(x), . . . , Hn(x), . . . ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Hn ∈ A[r]. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

Pn(x) =
n∏
i=1

(x− xi).

Íàì íàäî îïðåäåëèòü íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ïðîñòîãî p, íà êîòîðóþ äåëèò-
ñÿ îáðàç Pn(x), ∆h1

Pn(x), . . . , ∆h1...hrPn(x) ïðè x ∈ Uk. Â [3] ïîêàçàíî, êàê
ýòî äåëàåòñÿ äëÿ Pn(x). Ôàêòè÷åñêè ìû îïðåäåëÿåì òî÷íîå êîëè÷åñòâî
ïðèâåäåííûõ ñèñòåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì ps, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ
÷èñëà xi.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå

∆hPn(x) =
Pn(x+ h)− Pn(x)

h
= P ′n(x) +

P ′′n (x)

2!
h+ . . . ,

òàê êàê P ′n(x) =
∑n

j=1

∏n
i=1,j 6=i(x−xi), òî ó íàñ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîòåðÿ

â êîëè÷åñòâå ïðèâåäåííûõ ñèñòåì âû÷åòîâ íà åäèíèöó. Åñëè h p - àäè÷å-
ñêàÿ åäèíèöà, òî ïîêàçàòåëü ó ∆hPn(x) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïîêàçàòåëåì
Pn(x) ïî ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû. Åñëè p-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ordph > 0,
òî íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ó P ′n(x), à çäåñü ïðî-
èñõîäèò ïîòåðÿ íà åäèíèöó. Ïî èíäóêöèè ïîêàçûâàåì, ÷òî ó r-ðàçíîñòè
ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ïîêàçàòåëÿ íà r. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ dn
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç sn, íàéäåííûõ â [3], èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Òàê
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Hn ∈ A[r].

Äàëåå, òàê êàê degHn = n, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ ÷å-
ðåç ìíîãî÷ëåíû Hn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k. Îïðåäåëÿÿ ÷èñëà xn, êàê
â [3], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∆h1,...,hkHi(xn) ïðè i > n ðàâíû 0 èëè èìåþò
áîëüøèé p-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî P ∈ A[r] òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè P ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû
H ïðèíàäëåæàò O, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 1 îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà T = Gn
m.

Òåîðåìà 2.Ìíîãî÷ëåíû

Hα1,...αn(x1, . . . , xn) = Hα1
(x1) . . . Hαn(xn),

ãäå (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn0 , ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè àëãåáðû A[r] äëÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîãî òîðà T = Gn

m.

A[r] = O[x1, . . . , xn, x
−1
1 , . . . , x−1

n , . . . , Hα1,...αn(x1, . . . , xn) . . . ].
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È.Þ. Âûãîä÷èêîâà

Î ÇÀÄÀ×Å ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÐÈÑÊÀ
ÔÈÍÀÍÑÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

Ïóñòü θi � äîëè àêòèâîâ n âèäîâ, èç êîòîðûõ èíâåñòîð ôîðìèðóåò
ïîðòôåëü, bi, i = 1, s, s ≤ n � îãðàíè÷åíèÿ íà äîëè àêòèâîâ, çàñòàâëÿ-
þùèå èíâåñòîðà îòêàçàòüñÿ îò ïîäíåâîëüíîãî æåëàíèÿ ¾ïîëó÷èòü âûñî-
êèé äîõîä ëþáîé öåíîé¿ è ó÷åñòü íåöåíîâûå îöåíêè êà÷åñòâà àêòèâîâ.
Â êà÷åñòâå ðèñêîâûõ ïîêàçàòåëåé σi ìîãóò âûñòóïàòü ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêèå îòêëîíåíèÿ äîõîäíîñòåé, ëèáî èíûå ïîêàçàòåëè íåãàòèâíîãî äëÿ
èíâåñòîðà õàðàêòåðà.

Òðåáóåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü ðèñêè (σi) ìåæäó âñåìè àêòèâà-
ìè, âçâåñèâ èõ ïî äîëÿì àêòèâîâ â ïîðòôåëå, çà ñ÷¼ò âûáîðà ýòèõ äîëåé:

Ψ(θ) := max
i=1,n

σiθi −→ min
θ∈D

, (1)

D =

{
θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn :

n∑
i=1

θi = 1, θi ≤ bi, i = 1, s

}
. (2)

Â [1] ðåøåíà çàäà÷à ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðèñêà ñ öåëåâîé
ôóíêöèåé (1) è òàêèìè æå îãðàíè÷åíèÿìè, êàê â èçâåñòíîé çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè ðèñêà ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ Ã. Ìàðêîâèöà.

Tåîðåìà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëèáî s < n, ëèáî s = n è

∑n
i=1 bi ≥ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðè s = n ìíîæåñòâî D íå ïóñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑n
i=1 bi ≥ 1, íàïðèìåð,

θ =
(
b1, . . . , bn−1, 1−

∑n−1
i=1 bi

)
∈ D, à ïðè s < n ìíîæåñòâî D íå ïóñòî

äëÿ ëþáûõ bi, íàïðèìåð, θ =

b1, . . . , bs, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s−1

, 1−
∑s

i=1 bi

 ∈ D.
2. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíî θ̃ ∈ D, ïîëîæèì D0 :={

θ = (θ1, ..., θn) : 1−Ψ(θ̃)
∑n

j=1,j 6=i σ
−1
i ≤ θi ≤ min

{
Ψ(θ̃)/σi, bi

}
, i = 1, n

}
.

Ëåâàÿ ÷àñòü i -ãî íåðàâåíñòâà, i = 1, n, � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
θj ≤ Ψ(θ̃)/σj, j = 1, n\ {i} â ñîîòíîøåíèå

∑n
j=1 θj = 1. ßñíî, ÷òî

ðåøåíèå çàäà÷è (1�2) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è: Ψ(θ) −→ minθ∈D0
,

ïðè÷¼ì θ̃ ∈ D0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ(·) íåïðåðûâíà, à ìíîæåñòâî D0

íå ïóñòî, îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äàëåå, åñëè òîëüêî s = n, ñ÷èòàåì, ÷òî

∑n
i=1 bi ≥ 1. Ïîëîæèì ν =

=
∑n

i=1 σi
−1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íàäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà D:

D(0) =

{
θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn :

n∑
i=1

θi = 1

}
, (3)

D(l) =

{
θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn :

n∑
i=1

θi = 1, θl ≤ bl

}
, l ∈ 1, s. (4)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

max
i=1,n

σiθi −→ min
θ∈D(0)

. (5)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Tåîðåìà 2. Ðåøåíèåì çàäà÷è (5), à òàêæå çàäà÷è (1),(2), ïðè âû-

ïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

max
j=1,s

(1/ (σjν)− bj) ≤ 0 (6)

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð θ∗ = (θ1
∗, . . . , θn

∗): θ∗i = 1/ (σiν), i = 1, n.

Äëÿ θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn îáîçíà÷èì I(θ) =
{
i = 1, n : Ψ(θ) = σiθi

}
,

IB(θ) =
{
j = 1, s : θi = bi

}
.

Ëåììà 1. Ïóñòü âåêòîð θ ∈ D ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2).
Òîãäà I(θ) ∪ IB(θ) = 1, n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃i0 ∈ 1, n\ {I(θ) ∪ IB(θ)}. Ïðè
ìàëîì ε > 0 âåêòîð θε = (θε1, . . . , θ

ε
n) : θεi0 = θi0 + ε, θεi = θi − ε/(n − 1),

i = 1, n\ {i0}, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D, ïðè÷åì Ψ(θε) < Ψ(θ), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè θ.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

max
i=1,n

σiθi −→ min
θ∈D(l)

. (7)

Tåîðåìà 3. 1. Ïðè 1/ (σlν) − bl ≤ 0 ðåøåíèåì çàäà÷è (7) áóäåò
âåêòîð θ∗ = (θ1

∗, . . . , θn
∗): θ∗i = 1/ (σiν), i = 1, n. 2. Ïðè 1/ (σlν)− bl > 0

ðåøåíèåì çàäà÷è (7) áóäåò âåêòîð âåêòîð θ∗ = (θ1
∗, . . . , θn

∗):

θ∗l = bl, θ
∗
i = (1− bl) /

1 +
n∑

j=1,j 6=i,j 6=l

σi/σj

 , i ∈ 1, n\ {l} . (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ðåøåíèå çàäà÷è (7) ñóùåñòâóåò. Ñëó-
÷àé 1/ (σlν) − bl ≤ 0 ðàññìîòðåí â òåîðåìå 2. Ïóñòü 1/ (σlν) − bl > 0. Â
ñèëó ëåììû 1 è ââèäó I(θ∗) 6= 1, n èìååì IB(θ∗) = {l}, I(θ∗) = 1, n\ {l},
òî åñòü θ∗l = bl, θ∗i σ

∗
i /θ

∗
jσ
∗
j = 1, i, j = 1, n\ {l},

∑n
i=1 θ

∗
i = 1, îòêóäà ïîëó-

÷àåì (8).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Tåîðåìà 4. Ïóñòü l ∈ 1, s óäîâëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó

max
i=1,s\{l}

(bl/bi) /

1 +
n∑

j=1,j 6=i,j 6=l

σi/σj + bl/bi

 < bl < 1/ (σlν) . (9)

Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) áóäåò âåêòîð θ∗ = (θ1
∗, . . . , θn

∗), êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî îïðåäåëåíû â (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3 âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè, îïðåäå-
ë¼ííûìè â (8), áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (7). Ïîêàæåì, ÷òî îí áó-
äåò è ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2). Îöåíèì ∀i = 1, s\ {l}, θ∗i − bi =

=
(

1− bi
(

1 +
∑n

j=1,j 6=i,j 6=l σi/σj + bl/bi

))
/
(

1 +
∑n

j=1,j 6=i,j 6=l σi/σj

) (9)
< 0.

Èòàê, θ∗, ÿâëÿÿñü ðåøåíèåì çàäà÷è (7), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D ⊂
⊂ D (l), ñëåäîâàòåëüíî, minθ∈D Ψ(θ) = minθ∈D(l) Ψ(θ) = Ψ(θ∗).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð. Ïóñòü n = 3, σ1 = 5, σ2 = 4, σ3 = 1, b1 = 0.25, b2 = 0.4,

b3 = 0.5. Âûïîëíÿåòñÿ (9) äëÿ l=3, θ∗ = (2/9, 5/18, 1/2).
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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Î ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÈ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ
ÍÅÃÎËÎÍÎÌÍÎÃÎ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß

Ñ ÔÈÍÑËÅÐÎÂÎÉ ÌÅÒÐÈÊÎÉ
Â ñòàòüå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè è ïðîäîëæåííîé

ñâÿçíîñòè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 1. Äëÿ ñëó÷àÿ
êîíòàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ìåòðè÷åñêîé ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè. Òåí-
çîð êðèâèçíû ïðîäîëæåííîé ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè â ñëó÷àå íåãîëîíîì-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì òåíçîðó
êðèâèçíû Âàãíåðà, ïîñòðîåííîãî èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåãîëîíîìíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 1 ñ âíóòðåííåé àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ [1].
Ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé ñîäåð-
æàòñÿ â [2].

Ââåäåíèå. Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ èçâåñòíîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ
ñâÿçíîñòè ñ ïîìîùüþ ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàííîãî íà êà-
ñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ X â ðàáîòå [3] ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðåäåëåíèåì. Â [4] àíàëîãè÷íûé îáúåêò íàçû-
âàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ íà ðàññëîåíèè âäîëü ðàñïðåäåëåíèÿ íà áàçå. Íåãîëî-
íîìíîå ìíîãîîáðàçèå åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííûì íà íåì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì D. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå, â ðÿäå ñëó÷àåâ íàçûâàåìîå íåãîëî-
íîìíûì ìíîãîîáðàçèåì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèíòåãðèðóåìî. Ïîíÿòèå âíóò-
ðåííåé ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áûëî ââåäåíî Âàãíåðîì
(ñì. [4]). Ðàçâèâàÿ ãåîìåòðèþ íåãîëîíîìíûõ ìíîãîîáðàçèé, Â. Â. Âàãíåð
ââîäèò ïîíÿòèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê
ñîâîêóïíîñòè òåõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ, çàäàííûõ â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîá-
ðàçèè, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ñàìîãî íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è
îò åãî îñíàùåíèÿ [5]. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âíóòðè íåãîëîíîìíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè ∇, êîòîðóþ, ñëåäóÿ òåð-
ìèíîëîãèè Â. Â. Âàãíåðà, ìû íàçûâàåì âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ íåãîëî-
íîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîìèìî âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè â ðÿäå ðàáîò ðàñ-
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ñìàòðèâàþòñÿ ñâÿçíîñòè, îñóùåñòâëÿþùèå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòî-
ðîâ, ëåæàùèõ â ðàñïðåäåëåíèè D, âäîëü ïðîèçâîëüíûõ êðèâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿ X. Òàêèå ñâÿçíîñòè íàçûâàþòñÿ óñå÷åííûìè ñâÿçíîñòÿìè. Ïî
ñóòè, óñå÷åííàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè,
îïðåäåëÿåìîì íåãîëîíîìíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ñðåäè óñå÷åííûõ ñâÿçíî-
ñòåé â ðàáîòå [2] áûë âûäåëåí êëàññ ïðîäîëæåííûõ ñâÿçíîñòåé íåãîëî-
íîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê íåãîëîíîìíîìó ìíîãîîáðàçèþ
ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé âíóòðåííèå ñâÿçíîñòè èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ [6, 7]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìåòðè-
÷åñêîé ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòüþ êîíòàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé.

1. Âíóòðåííèå ñâÿçíîñòè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âñþ-
äó â ðàáîòå ïîä ìíîãîîáðàçèåì X ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíîå C∞-ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè (2n + 1), n ≥ 2. Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ íà X ôóíêöèè è ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñ÷èòàþòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè X çàäàíà 1-ôîðìà λ òàêàÿ, ÷òî ðàíã
ôîðìû ω = dλ ðàâåí 2n è èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå TX = D ⊕ D⊥, ãäå
D = kerλ, D⊥ = kerω. Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D ìû, ñëåäóÿ Â. Â. Âàãíå-
ðó, áóäåì íàçûâàòü íåãîëîíîìíûì ìíîãîîáðàçèåì, à ðàñïðåäåëåíèå D⊥

� åãî îñíàùåíèåì. Ïîä äîïóñòèìûì âåêòîðíûì ïîëåì ê ïðîèçâîëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþD áóäåì ïîíèìàòü òàêîå âåêòîðíîå ïîëå, âñå çíà÷åíèÿ êî-
òîðîãî ëåæàò â äàííîì ðàñïðåäåëåíèè, à ïîä äîïóñòèìîé 1-ôîðìîé áóäåì
ïîíèìàòü âñÿêóþ 1-ôîðìó, îáðàùàþùóþñÿ â íóëü íà ñîîòâåòñòâóþùåì
îñíàùåíèè D⊥. Íàêîíåö, äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå ê ðàñïðåäåëåíèþ D

� åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé äîïóñòèìûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé è äîïóñòèìûõ 1-ôîðì. Äîïóñòèìûå òåíçîðíûå ïîëÿ òèïà
(p, q) ê ðàñïðåäåëåíèþ D îáîçíà÷èì f pq (D).

Êàðòó K(xα) (α, β, γ = 1, 2, ...., 2n + 1; a, b, c = 1, 2, ..., 2n) íà ìíîãî-
îáðàçèè X áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé ê íåãîëîíîìíîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ D, åñëè ∂n = ∂

∂xn ∈ f
1
0 (D⊥). Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáûå äâå

àäàïòèðîâàííûå êàðòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà:
xa = xa(xã), xn = xn(xã, xñ).

Ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TX =
D⊕D⊥, è K(xa) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà. Âåêòîðíûå ïîëÿ P (∂α) = ~eα =
∂a−Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
êàðòû ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå D: D = span(~eα). Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì íà ìíîãîîáðàçèè X íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ (~eα, ∂n) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó ïîëå êîáàçèñîâ (dxa, θn = dxn + Γnadx

a). Âåêòîðíûå ïîëÿ
(~eα) îïðåäåëÿþò â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíûå êîîðäèíàòû,
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íàçûâàåìûå Âàãíåðîì ãðàäèåíòíûìè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèèD çàäàíà âíóòðåí-

íÿÿ ñâÿçíîñòü, åñëè ðàñïðåäåëåíèå D̃ = π−1
∗ (D) ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó âèäà D̃ = HD ⊕ V D, ãäå V D - âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ
îáúåêòà Ga

n(x
a, xn) òàêîãî, ÷òî HD = span(~εα), ãäå ~εα = ∂n − Γna∂n −

Gb
a∂n+b. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ëè-

íåéíîé ñâÿçíîñòüþ, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Ga
b(x

α, xn+a) = Γabc(x
α)xn+a.

2. Ïðîäîëæåííûå ñâÿçíîñòè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ
äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé. Áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíîñòü â
âåêòîðíîì ðàññëîåíèè D, îïðåäåëÿåìóþ ãîðèçîíòàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì HT = HD ⊕ span~u, ãäå π∗~u = ∂n, ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ íåãî-
ëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ~u â ýòîì
ñëó÷àå äîëæíî èìåòü âèä ~u = ∂n−Ga

n∂n+a. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ïðî-
äîëæåííîé ñâÿçíîñòè ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ îáúåêòà Ga

n. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü

íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ äîïóñòèìîé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé, ñî-
õðàíÿþùåé äëèíó ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â [2]. Çäåñü ëèøü çà-
ìåòèì, ÷òî äîïóñòèìàÿ ôèíñëåðîâà ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíê-
öèåé, çàäàííîé íà ðàñïðåäåëåíèè D êàê íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, è óäî-
âëåòâîðÿþùåé îáû÷íûì ñâîéñòâàì. Ïî ñóùåñòâó, äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îáúåêòà Ga

n.
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ÓÄÊ 514.764
Ñ. Â. Ãàëàåâ, À. Â. Ãîõìàí

Î ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÎ×ÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Â ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèÿ ïî-
÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â òåðìèíàõ âíóòðåííåé ãåîìåò-
ðèè äàåòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé
ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ââîäèòñÿ íîâûé òèï ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ � ýðìèòîâûõ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Ââåäåíèå. Â òåðìèíîëîãèè Â. Â. Âàãíåðà [1, 2] ìíîãîîáðàçèå ïî÷òè
êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ íåãîëîíîìíûì ìíîãîîáðà-
çèåì êîðàçìåðíîñòè 1 ñ äîïîëíèòåëüíûìè, íàçûâàåìûìè èì âíóòðåí-
íèìè, ñòðóêòóðàìè. Ìû îïðåäåëÿåì âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ ïî÷òè êîí-
òàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X êàê ñîâîêóïíîñòü òåõ ñâîéñòâ,
êîòîðûìè îáëàäàþò: ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D, çàäàâàåìîå êîíòàêòíîé
ôîðìîé η; äîïóñòèìîå ïîëå àôôèíîðà ϕ (íàçûâàåìîå íàìè äîïóñòèìîé
ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé) òàêîå, ÷òî ϕ2 = −1; ïîëå äîïóñòèìûõ
òåíçîðîâ ðèìàíîâîé ìåòðèêè g, ñâÿçàííîå ñ äîïóñòèìîé ïî÷òè êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðîé ðàâåíñòâîì g(ϕ ~X,ϕ~Y ) = g( ~X, ~Y ), ãäå ~X, ~Y � äîïóñòè-
ìûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Ê îáúåêòàì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïî÷òè êîíòàêò-
íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò îòíåñòè è òå îáúåêòû, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò óæå óêàçàííûõ âíóòðåííèõ ñòðóêòóð: êîñî-
ñèììåòðè÷åñêàÿ 2-ôîðìà ω = dη; âåêòîðíîå ïîëå ~ξ, íàçûâàåìîå ïîëåì
Ðèáà, îïðåäåëÿþùåå îñíàùåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ D � ~ξ ∈ D⊥, è îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè η(~ξ) = 1, kerω = Span(~ξ) â ñëó÷àå, êîãäà
ôîðìà ω èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã; âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü ∇, îñóùåñòâ-
ëÿþùàÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âäîëü äîïóñòèìûõ
êðèâûõ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ ïîëåì g; ñâÿçíîñòü ∇1, ÿâëÿþùàÿñÿ
åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñâÿçíîñòè∇ è îñóùåñòâëÿþùàÿ ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âäîëü ïðîèçâîëüíûõ êðèâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿ X.

1. Äîïóñòèìûå òåíçîðíûå ñòðóêòóðû. Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, Ξ(X) � C∞(X)-ìîäóëü ãëàäêèõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé íà X, d � îïåðàòîð âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âñå
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ìíîãîîáðàçèÿ, òåíçîðíûå ïîëÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè êëàññà C∞. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ òåíçîðíîå
ïîëå â äàëüíåéøåì èíîãäà íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì. Ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåò-
ðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà X íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (ϕ, ~ξ, η, g) òåíçîð-
íûõ ïîëåé íà X, ãäå ϕ � òåíçîð òèïà (1, 1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì
ýíäîìîðôèçìîì, ~ξ è η � âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåí-
íî ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è êîíòàêòíîé ôîðìîé, g � (ïñåâäî) ðèìàíîâà
ìåòðèêà. Ïðè ýòîì

η(~ξ) = 1, ϕ(~ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0, ϕ2 ~X = − ~X + η( ~X)~ξ,
g(ϕ ~X,ϕ~Y ) = g( ~X, ~Y )− η( ~X)η(~Y ),

~X, ~Y ∈ Ξ(X). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîð Ω( ~X, ~Y ) = g( ~X, ϕ~Y ) êî-
ñîñèììåòðè÷åí. Îí íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ñòðóêòóðû.
Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Â ñëó÷àå, êîãäà Ω = dη, ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçû-
âàåòñÿ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè Nϕ + 2dη⊗ ~ξ = 0, ãäå Nϕ �
êðó÷åíèå Íåéåíõåéñà, îáðàçîâàííîå òåíçîðîì ϕ. Íîðìàëüíàÿ êîíòàêòíàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðîé. Ìíîãîîáðà-
çèå, ñ çàäàííîé íà íåì ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ ñàñàêèåâûì
ìíîãîîáðàçèåì. ÏóñòüD � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîðàçìåðíîñòè 1, îïðå-
äåëÿåìîå ôîðìîé η,D⊥ = Span(~ξ) � åãî îñíàùåíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω = dη íà ðàñïðåäåëåíèè D ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííîé ôîðìîé. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ~ξ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óñëîâèé η(~ξ) = 1, kerω = Span(~ξ) è íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì Ðèáà.
Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèåD ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü íåãîëîíîìíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ è, âîîáùå, äëÿ èçó÷åíèÿ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàðòû, îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
ÊàðòóK(xα) (α, β, γ = 1, ..., n) (a, b, c, e = 1, ..., n−1) íà ìíîãîîáðàçèèX
áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé [3, 4] ê íåãîëîíîìíîìó ìíîãîîáðàçèþ D,
åñëèD⊥ = Span( ∂

∂xn ). Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáûå äâå àäàïòèðîâàí-
íûå êàðòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà: xa = xa(xã),
xn = xn(xã, xñ). Òàêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ Âàãíåðîì â ðàáî-
òå [2] ãðàäèåíòíûìè.

Ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TX =
D⊕D⊥, è K(xα) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà. Âåêòîðíûå ïîëÿ P (∂a) = ~ea =
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∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êàðòû ïîðîæäàþò ñèñòåìó D: D = Span(~ea). Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì íà ìíîãîîáðàçèè X íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ (~ea, ∂n) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó ïîëå êîáàçèñîâ (dxa, θn = dxn + Γnadx

a). Íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî [~ea~eb] = Mn

ab∂n, ãäå êîìïîíåíòû Mn
ab îáðàçóþò òàê íà-

çûâàåìûé òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè (ñì. [2]). Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ
âñåõ àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàò âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ~ξ = ∂n, òî îêà-
æåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî [~ea~eb] = 2ωba∂n, ãäå ω = dη. Â äàëüíåé-
øåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èñêëþ÷èòåëüíî àäàïòèðîâàííûõ êîîð-
äèíàò ñ óñëîâèåì ~ξ = ∂n. Àäàïòèðîâàííûì áóäåì íàçûâàòü òàêæå áàçèñ
~ea = ∂a − Γna∂n êàê áàçèñ, îïðåäåëÿåìûé àäàïòèðîâàííîé êàðòîé. Ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðû àäàïòèðî-
âàííîãî áàçèñà ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ~ea = ∂xã

∂xa~eã.

Òåíçîðíîå ïîëå, çàäàííîå íà ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè, íàçîâåì äîïóñòèìûì (ê ðàñïðåäåëåíèþ D), åñëè îíî îáðàùàåòñÿ
â íóëü êàæäûé ðàç, êîãäà åãî âåêòîðíûé àðãóìåíò ïðèíàäëåæèò îñíàùå-
íèþ D⊥, à êîâåêòîðíûé àðãóìåíò êîëëèíåàðåí ôîðìå η. Êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå äîïóñòèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (p, q) â àäàïòèðîâàí-
íîé êàðòå èìååò âèä: t = t

a1...ap
b1...bq

~ea1
⊗ ...⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ ...⊗ dxbq .

Òàê, â ÷àñòíîñòè, ïîä äîïóñòèìûì âåêòîðíûì ïîëåì áóäåì ïîíèìàòü
òàêîå âåêòîðíîå ïîëå, âñå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ëåæàò â ðàñïðåäåëåíèè D, à
ïîä äîïóñòèìîé 1-ôîðìîé áóäåì ïîíèìàòü âñÿêóþ 1-ôîðìó, îáðàùàþùó-
þñÿ â íóëü íà îñíàùåíèè D⊥. Ïîíÿòíî, ÷òî âñÿêàÿ òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà,
çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè X, îïðåäåëÿåò íà íåì åäèíñòâåííóþ äîïóñòè-
ìóþ òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó òîãî æå òèïà. Èç îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè êîíòàêò-
íîé ñòðóêòóðû ñëåäóåò, ÷òî àôôèíîð ϕ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì òåíçîðíûì
ïîëåì òèïà (1, 1). Ïîëå àôôèíîðà ϕ ìû íàçûâàåì äîïóñòèìîé ïî÷òè êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé. Ôîðìà ω = dη òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì òåíçîð-
íûì ïîëåì. Â ãåîìåòðèè ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ äîïóñòèìîå òåíçîðíîå
ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëóáàçèñíûì.

Íàçîâåì äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå èíòåãðèðóåìûì, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé àòëàñ àäàïòèðîâàííûõ êàðò, ÷òî â êàæäîé èç êàðò ýòîãî àòëà-
ñà êîìïîíåíòû ïîëÿ ïîñòîÿííû. Èç òåîðåìû 1 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì,
÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè äîïóñòèìîãî ïîëÿ t ÿâëÿåò-
ñÿ îáðàùåíèå â íóëü ïðîèçâîäíûõ ∂nt. Íàçîâåì äîïóñòèìóþ òåíçîðíóþ
ñòðóêòóðó t êâàçèèíòåãðèðóåìîé, åñëè â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∂nt = 0. Ôîðìà ω = dη ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðèìå-
ðîì èíòåãðèðóåìîé äîïóñòèìîé òåíçîðíîé ñòðóêòóðû. Ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå òåíçîð Ñϕ( ~X, ~Y ) = (P ◦ Nϕ)( ~X, ~Y ), ãäå ~X, ~Y ∈ Ξ(X). Ñëåäóþùèå
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äâå òåîðåìû óêàçûâàþò íà âàæíîñòü òîëüêî ÷òî äàííûõ îïðåäåëåíèé.
Òåîðåìà 1. Àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ñϕ = 0.
Òåîðåìà 2. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåò-

ñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: Ñϕ = 0, ω(ϕ~uϕ~v) = ω(~u,~v).

2. Âíóòðåííèå õàðàêòåðèñòèêè ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé: äîïóñòèìûå ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ è ðèìàíîâà
ìåòðèêà ïî-ïðåæíåìó áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ ϕ è g;
ñèìâîë ∇ áóäåò îáîçíà÷àòü âíóòðåííþþ ìåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü, à ñèì-
âîë g̃ � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 3. Êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðóêòóðà ϕ êâàçèèíòåãðèðóåìà
è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∇ϕ = 0, ãäå ∇ � âíóòðåííÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ñâÿçíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ∇ϕ = 0 îêàçûâàåòñÿ íå âåðíûì, åñëè ñâÿç-
íîñòü ∇ è àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà ϕ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñòðóêòóðû,
çàäàííûå íà âñåì ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü ∇1 � ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü, êîíñòðóèðóåìàÿ èç âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: H̃D = HD⊕ Span(∂n) (çäåñü ∂n âåêòîð-
íîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè D). Ïðîäîëæåííàÿ ñâÿçíîñòü ïîçâîëÿåò ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïðèçíàê èíòåãðèðóåìîñòè
ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ϕ.

Òåîðåìà 4. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ϕ èíòåãðèðóåìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∇1ϕ = 0.

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ
K-êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 5. Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåò-
ñÿ K-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìà g
êâàçèèíòåãðèðóåìà.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ýêâèâàëåíò-
íîñòåé: L~ξg̃ = 0⇔ L~ξg = 0⇔ ∂ng = 0.
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ÓÄÊ 517.984

Ð.À. Èâàíîâ, Â. Å. Ôèðñòîâ

ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÈÍÈÌÓÌÀ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ
ÏÐÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÃÐÓÏÏÎÂÎÃÎ ÑÎÒÐÓÄÍÈ×ÅÑÒÂÀ

Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

Ïðè îðãàíèçàöèè ãðóïïîâîãî ñîòðóäíè÷åñòâà â ó÷åáíîì ïðîöåññå íàè-
áîëåå âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ðàçáèåíèÿ îáó÷àåìî-
ãî êîíòèíãåíòà íà êîàëèöèè, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ îïòèìàëüíûé
ó÷åáíûé ýôôåêò. Ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè â äàííîì ñëó÷àå èñõîäèò èç
ñëåäóþùåé èíôîðìàöèîííîé ìîäåëè [1 � 3].

1. Ìîäåëü. Ïóñòü A = {a1; a2; . . . ; am} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ïðåä-
ñòàâëÿþùåå îáó÷àåìûé êîíòèíãåíò, êîòîðîìó ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü
íåêîòîðîå çàäàíèå (òåñò), è êîíòðîëèðóåòñÿ âðåìÿ åãî âûïîëíåíèÿ îò-
äåëüíûìè ó÷àùèìèñÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî èçìåðåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ
öåïî÷êà íåðàâåíñòâ 0 < t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm < T , ãäå ti � îáùåå âðå-
ìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ i-ì ó÷àùèìñÿ, â êîòîðîì îïðåäåëåííûì îáðàçîì
ó÷òåíî êà÷åñòâî ïðîäåëàííîé ðàáîòû; i = 1;m;T � âðåìåííîé ðåãëàìåíò,
îïðåäåëÿåìûé ïàðàìåòðàìè òåñòà. Ïóñòü äàííàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ åñòü
íåêîòîðîå óñòîé÷èâîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå, íà îñíîâå êîòîðîãî îïðå-
äåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè αi = 1− ti/T , õàðàêòåðèçóþùèå óðîâåíü îáó÷åí-
íîñòè i-ãî ó÷àùåãîñÿ, è çàäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííûõ âåðî-
ÿòíîñòåé

p(αi) =
αi
α

=
αi

α1 + α2 + . . .+ αm
, i = 1;m. (1)

Ïóñòü äëÿ óëó÷øåíèÿ ïîêàçàòåëåé îáó÷åíèÿ êîíòèíãåíòà A çàäåéñòâîâà-
íà òåõíîëîãèÿ ãðóïïîâîãî ñîòðóäíè÷åñòâà, ÷òî ôîðìàëüíî âûðàæàåòñÿ
â âèäå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà

A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An, Aj ∩ Ak = �, j 6= k, j; k = 1, n, (2)

ãäå
|A1|+ |A2|+ . . .+ |An| = |A| = m. (3)
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè â ðàìêàõ èçëàãàåìîé ìîäåëè
îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîâûå âåðîÿòíîñòè

pj =
m∑
i=1

p(ai), ∀ai ∈ Aj, (4)

ãäå pj � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò èç À âõîäèò â êëàññ Aj.
Ñ âåðîÿòíîñòÿìè pj ñâÿçûâàåòñÿ ãðóïïîâàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ

H(p) = −
n∑
j=1

pj log2 pj. (5)

Îïòèìóì â ðàññìàòðèâàåìîé èíôîðìàöèîííîé ìîäåëè äîñòèãàåòñÿ, åñëè
ìèíèìàëüíà ýíòðîïèÿ H(p). Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçàöèè ãðóïïîâîãî ñî-
òðóäíè÷åñòâà â ó÷åáíîì ïðîöåññå ðàçáèåíèå (2) äîëæíî ôîðìèðîâàòüñÿ
ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåíèÿ (1) òàê, ÷òîáû ïðè îïðåäåëåíèè ãðóïïîâûõ âåðî-
ÿòíîñòåé (4) îáåñïå÷èâàëñÿ ìèíèìóì ýíòðîïèè H(p) â (5), ò.å. êðèòåðèé
îïòèìèçàöèè èìååò âèä

H(p)→ min . (6)

2. Àíàëèç ìîäåëè. Èç ôîðìóë (1) � (5) âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæ-
äó ýíòðîïèåé H(A) ïðè îáó÷åíèè êîíòèíãåíòà A è ýíòðîïèåé H(p) ïðè
îáó÷åíèè òîãî æå êîíòèíãåíòà, ðàçáèòîãî íà ãðóïïû, ïîëîæèòåëüíà:

∆H = H(A)−H(p) =
n∑
j=1

pj log2 pj −
m∑
i=1

p(ai) log2 p(ai) ≥ 0. (7)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçâîðà÷èâàÿ âåðîÿòíîñòè pj ïî êîìïîíåíòàì ðàçáèåíèÿ

p1 = p11 + p12 + . . .+ p1j1; p2 = p21 + p22 + . . .+

+p2j2; . . . ; pn = pn1 + pn2 + . . .+ pnjn, (8)

ãäå j1 + j2 + . . .+ jn = m; 1 ≤ j1; . . . ; jn ≤ m, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (8) â (7)
ïîëó÷àåì

(p11+. . .+p1j1) log2(p11+. . .+p1j1)+. . .+(pn1+pnjn)−(p(a1) log2 p(a1)+. . .+

+p(am) log2 p(am)) =

= p(a1) log2(1 +
p(a2) + . . .+ p(aj1)

p(a1)
) + . . .+
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+p(am) log2(1 +
p(am−jn) + . . .+ p(am−1)

p(am)
) ≥ 0. (9)

Ïîñêîëüêó â ñâÿçè ñ (8) p11; . . . ; pnjn � ýòî ïåðåñòàíîâêè p(a1); . . . ; p(am),
òî, çäåñü ìû ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, p11 = p(a1); . . . ; pnjn = p(am),
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî H(A) ≥ H(p), ò.å. ðåàëèçàöèÿ òåõíî-
ëîãèè ñîòðóäíè÷åñòâà â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ èíôîð-
ìàöèîííîé ýíòðîïèè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè
ðàçáèåíèè íà ãðóïïû ó÷åáíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðîðàáàòûâàåòñÿ íå îòäåëü-
íûì ó÷àùèìñÿ, à ïîñðåäñòâîì åå îáñóæäåíèÿ â ãðóïïå, ÷òî ðàâíîñèëü-
íî ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ êàíàëîâ öåëåâîãî îáùåíèÿ, ðåàëèçóþùèõ
ðåæèì óñèëåíèÿ ïðè âîñïðèÿòèè öåëåâîé èíôîðìàöèè, ò.å. åå ëó÷øåå ïî-
íèìàíèå è óñâîåíèå.

3. Ýêñïåðèìåíòû íà øêîëüíîì óðîâíå ïðîâîäèëèñü íà áàçå ÌÎÓ
¾Ãèìíàçèÿ � 5¿ Çàâîäñêîãî ðàéîíà Ñàðàòîâà íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè â
4 ¾À¿ êëàññå è 10�11-õ êëàññàõ. Íà ïåðâîé äèàãðàììå (ðèñ. 1) ïî îñè
àáñöèññ çàíóìåðîâàíû ôàìèëèè ó÷àùèõñÿ; ïî îñè îðäèíàò � êîëè÷åñòâî
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà òåñòîâîå çàäàíèå. Òåñò ñîäåðæàë 20 âîïðîñîâ.
Êàê âèäíî èç äèàãðàììû ðèñ. 1, ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ÈÊÒ ïîêàçàòåëè àêà-
äåìè÷åñêîé óñïåøíîñòè øêîëüíèêîâ óëó÷øèëèñü â ñðåäíåì íà 27,5%. Íà
âòîðîé äèàãðàììå (ðèñ. 2) óñëîâèÿ òå æå, òîëüêî ïî îñè îðäèíàò îòëî-
æåíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òåñòîâûõ çàäàíèé (â ìèí.).

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Çäåñü ñèòóàöèÿ íåîäíîçíà÷íàÿ, îñîáåííî â ãðóïïå ó÷àùèõñÿ ñ áûñò-
ðûì ìûøëåíèåì, õîòÿ â ñðåäíåì âñå-òàêè ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê
óìåíüøåíèþ çàòðàò âðåìåíè ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ÈÊÒ. Àíàëîãè÷íûå èç-
ìåðåíèÿ, ïðîâåäåííûå â 10�11-õ êëàññàõ, äàëè óâåëè÷åíèå ïîêàçàòåëåé
óñïåâàåìîñòè íà 20�25%.

4. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èçìåðåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìè-
íèìóìà ýíòðîïèè (6) ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà ïåðå÷èñëåíèÿ
âñåâîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ðàçáèåíèÿ m - ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, êî-
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ëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Áåëëà [4]:

B(m+ 1) =
m∑
i=0

cimB(i), (10)

ãäå B(0) = 1. ×èñëà Áåëëà ñ óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè m ìíîæåñòâà A
ðàñòóò äîâîëüíî áûñòðî, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ äàííûìè ñëåäóþùåé òàá-
ëèöû.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
B(m) 1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570

m 12 13 14 15 16
B(m) 4213597 27644437 190899322 1382958545 10480142147

m 17 18 19 20
B(m) 82864869804 682076806159 5832742205057 51724158235372

Â ñâÿçè ñ ýòèì, êàê ïîêàçûâàåò îïûò îòëàäêè ïðîãðàììû ïåðå÷èñëå-
íèÿ êîíôèãóðàöèé ðàçáèåíèÿ, ïðè m>30 ïîÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû ñ ðåñóð-
ñîì êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè è â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çàäà÷à îïòèìèçà-
öèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïåðå÷èñëåíèÿ êîíôèãóðàöèé ðàçáèåíèÿ, õîòÿ
äëÿ ñîâðåìåííîé øêîëû èëè âóçà òàêèå çíà÷åíèÿ êîíòèíãåíòîâ âñòðå÷à-
þòñÿ ðåäêî.
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Ò.Â. Èîôèíà

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÑÐÅÄÍÈÌÈ ÝÉËÅÐÀ
ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÀÌ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ

Ïóñòü {pi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, 2 ≤ pi < N ,
m0 = 1, mn = p1p2 . . . pn ïðè n ∈ N. Êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàç-
ëîæåíèå x =

∑∞
n=1 xn/mn, xn ∈ Z è 0 ≤ xn < pn. Äëÿ òàêèõ

x, y ∈ [0, 1) îïðåäåëèì ðàçíîñòü z = x 	 y, ãäå z =
∑∞

n=1
zn
mn
, zi =

= xi−yi (mod pi). Êàæäîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå k ïðåäñòàâèìî â âèäå
k =

∑∞
n=1mn−1kn, kn ∈ Z ∩ [0, pn). Äëÿ x ∈ [0, 1) è k ∈ Z+ îïðåäåëèì

χk(x) = exp
(

2πi
∑∞

j=1
xjkj
pj

)
. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0, íàçûâàå-

ìàÿ ñèñòåìîé Âèëåíêèíà, îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L[0, 1) (ýòè è äðó-
ãèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ñì. â [1]). Åñëè f ∈ L[0, 1), òî f̂(k) =

∫ 1

0 f(t)χk(t) dt,
Sn(f)(x) =

∑n−1
k=0 f(k)χk(x). Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ îöåíêè ïðèáëèæåíèé

ôóíêöèé âåëè÷èíàìè En+1(f) = 2−n
∑n

k=0

(
n
k

)
Sk+1(f), íàçûâàåìûìè ñðåä-

íèìè Ýéëåðà. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1), 1 ≤ p <∞,

ñ íîðìîé ‖f‖p =
(∫ 1

0 |f(t)|p dt
)1/p

. Ïóñòü ‖f‖∞ = sup
0≤x<1

|f(x)|. Òîãäà

C∗[0, 1) åñòü ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî lim
h→0+

‖f(x 	

	h) − f(x)‖∞ = 0. Ïóñòü Pn := {f ∈ L1[0, 1) : f̂(k) = 0, k ≥ n}. Òîãäà
íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà ïîðÿäêà n ââîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: En(f)p := inf{‖f−tn‖p : tn ∈Pn}. Ïóñòü ε = {εn}∞n=1 �
óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî îïðåäåëåíèþ
Ep(ε) ñîñòîèò èç f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p <∞, èëè f ∈ C∗[0, 1), p =∞, òàêèõ
÷òî ‖f‖Ep(ε) = ‖f‖p + supk∈NEk(f)p/εk <∞.

Ïóñòü òàêæå Ar,p = 1 ïðè 1 < p <∞ è Ar,p = ln(r + 2) ïðè p = 1,∞.
Ëåììà 1. Äëÿ f ∈ Lp[0, 1), 1 < p < ∞, âåðíî íåðàâåíñòâî

‖Sn(f, x)‖p ≤ C‖f‖p, n ∈ N, ãäå C íå çàâèñèò îò f è n.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (â òîì ÷èñëå è íåîãðàíè÷åííûõ) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {pn}∞n=1 ëåììà óñòàíîâëåíà Øèïïîì [2] è Øèìîíîì [3].

Ëåììà 2 [4, ãëàâà 4, �4]. Ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
n ∈ N âåðíà îöåíêà ‖Dn‖1 ≤ C ln(n+ 2).

Èç ëåìì 1 è 2 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Äëÿ f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞, è f ∈ C∗[0, 1) (p = ∞) ïðè
n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖En+1(f)‖p ≤ C(p)‖f‖pAn,p .
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞, èëè f ∈ C∗[0, 1)
(p = ∞), òîãäà ïðè k ≥ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî En(Ek+1(f))p ≤
≤ CpEn(f)pAk,p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî Ek+1(f) ∈ Pk+1, è ñëåäîâàòåëüíî,
En(Ek+1(f))p = 0 ïðè k + 1 ≤ n. Ïóñòü k + 1 > n è tn ∈ Pn òàêîâ, ÷òî
‖f − tn‖p = En(f)p. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ek+1(tn) ∈ Pn,
âûâîäèì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

En(Ek+1(f))p ≤ ‖Ek+1(f)− Ek+1(tn)‖p ≤
≤ C1‖f − tn‖pAk,p = C1En(f)pAk,p.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p <∞, èëè f ∈ C∗[0, 1)(p =∞).

Òîãäà ‖En+1(f)− f‖p ≤ C(p)2−n
n∑
k=0

(
n
k

)
Ak,pEk+1(f)p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü En+1(f)p = ‖f − tn+1‖p, tn+1 ∈Pn+1. Òîãäà
â ñèëó îöåíêè ëåììû 3 èìååì

‖En+1(f)−f‖p ≤ ‖En+1(f)−En+1(tn+1)‖p+‖En+1(tn+1)−tn+1‖p+‖tn+1−f‖p ≤

≤ ‖En+1(tn+1)− tn+1‖p + C1An,pEn+1(f)p.

Òàê êàê ïðè k ≤ n ñïðàâåäëèâî

Ek+1(tn+1)p ≤ Ek+1(tn+1 − f)p + Ek+1(f)p ≤

≤ En+1(f)p + Ek+1(f)p ≤ 2Ek+1(f)p,

îöåíêà äëÿ ‖En+1(tn+1)− tn+1‖p ïðèìåò âèä

‖En+1(tn+1)− tn+1‖p ≤ 2−n
n∑
k=0

(
n

k

)
Ak,p‖Sk+1(tn+1)− tn+1‖p ≤

≤ C22
−n

n∑
k=0

(
n

k

)
Ak,pEk+1(tn+1)p ≤ C22

−n+1
n∑
k=0

(
n

k

)
Ak,pEk+1(f)p.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîêàçàòü íåðàâåíñòâî

An,pEn+1(f)p ≤ C32
−n

n∑
k=0

(
n

k

)
Ak,pEk+1(f)p. (1)

Ïðè 1 < p < ∞ èìååì An,p = 1, è íåðàâåíñòâî (1) ñ êîíñòàíòîé C3 = 1
ñëåäóåò èç óáûâàíèÿ Ek(f)p ïî k.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 1,∞. Òîãäà

2−n
n∑
k=0

n!

(n− k)!k!

k + 2

n+ 2
≥ 2−n

(
3−1

n−1∑
k=0

(n− 1)!

(n− 1− k)!k!

)
=

1

6
.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è óáûâàíèå lnx/x ïðè x ≥ e, ïðè
n ∈ N ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåì îöåíêó (1):

ln(n+ 2)En+1(f)p ≤

≤ C42
−n

n∑
k=0

(
n

k

)
(k + 2) ln(n+ 2)En+1(f)p/(n+ 2) ≤

≤ C42
−n

n∑
k=0

(
n

k

)
(k + 2) ln(k + 2)Ek+1(f)p/(k + 2) =

= C42
−n

n∑
k=0

(
n

k

)
ln(k + 2)Ek+1(f)p.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü f ∈ Ep(ε), 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì
k ∈ N èìååì Ek(f) ∈ Ep(ε), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖Ek+1(f)‖Ep(ε) ≤
≤ C(p)Ak,p‖f‖Ep(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ íîðì, ëåììû 3 è ñëåäñò-
âèÿ 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Ep(ε), 1 ≤ p ≤ ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ε, δ, λ òàêîâû, ÷òî εn, δn è λn = εn/δn ïîëîæèòåëüíû è óáûâàþò ê 0,
ïðè÷åì

n∑
k=0

(
n

k

)
εk+1 = O(2nεn+1). (2)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖En+1(f)− f‖Ep(δ) ≤ C(p)An,pλn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ek(En+1(f)− f)p ≤ Ek(En+1(f))p +Ek(f)p ≤ (1 +An,p)Ek(f)p ≤ C1An,pεk,

è êàê ñëåäñòâèå sup
k≥n

Ek(En+1(f)− f)p/δk ≤ C1An,pλn.

Òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp âåðíî Ek(f)p ≤ ‖f‖p, èìååì

sup
0≤k<n

Ek(En+1(f)− f)p/δk ≤ ‖En+1(f)− f‖p/δn.
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Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèå (2) â íåðàâåíñòâî òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì

‖En+1(f)− f‖p = O(An,p εn),

îòêóäà
sup

0≤k≤n
Ek(En+1(f)− f)/δk = O(An,pλn).

Îöåíêà
‖En+1(f)− f‖p = O(An,pλn)

â ñèëó óáûâàíèÿ δn ê 0 î÷åâèäíà.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè â îïðåäåëåíèå íîðìû, ïîëó÷àåì

íóæíîå íåðàâåíñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû, äîêàçàííîé äëÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ðÿäîâ â [5] äëÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ã¼ëüäåðà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü εk = k−β, δk = k−α, 0 < α < β, n ∈ N. Òîãäà
äëÿ f ∈ Ep(ε) èìååì ‖En+1(f)− f‖Ep(δ) ≤ CAn,pn

α−β.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ñ. Ñ. Âîëîñèâöó çà ïîñòàíîâêó çàäà-
÷è è öåííûå îáñóæäåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00097-a), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1 ).
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Å.Â. Êîðîá÷åíêî

ÈÇÎÌÎÐÔÍÎÑÒÜ ÃÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÐÓÏÏ
ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ, ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ

×ÅÐÅÇ ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÅ ÑÔÅÐÎÈÄÛ ÐÀÇÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÐÀ

Â ñòàòüå [1] îïðåäåëåíû âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû òîëåðàíò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèõ ñôåðîèäîâ. Îäíàêî â ðàçëè÷-
íûõ ïðèìåíåíèÿõ òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï òðåáóåòñÿ áîëåå
ãèáêîå îïðåäåëåíèå, èñïîëüçóþùåå ñôåðîèäû ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà.

Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëåðàíòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû,
îïðåäåëåííûå ýòèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòå-
ñòâåííî èçîìîðôíûå ôóíêòîðû.

Îïðåäåëåíèå 1. n-ìåðíûì òîëåðàíòíûì ñôåðîèäîì (Ò-ñôåðîèäîì)
òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â òî÷êå x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òî-
ëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå αm : (Im(n), ιm(n)) −→ (X, τ) òàêîå, ÷òî

αm(∂I
(n)
M ) = x0, m ∈ N, ãäå I(n)

m =
n
× Im, Im =

{
k
m | k = 0,m

}
, ι

(n)
m =

n
× ιm,

k
mιm

l
m

df⇐⇒ |k − l| 6 1.

Åñëè αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) −→ (X, τ) � Ò-ñôåðîèä è M ∈ N, M > n, òîãäà

îïðåäåëèì Ò ñôåðîèä αM,m : (I
(n)
M , ι

(n)
M ) −→ (X, τ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∀ki = 0,M, i = 1, n) αM,m

(
(kim)i=1,n

)
=

=

{
αm

(
(kim)i=1,n

)
, (∀i = 1, n) ki 6 m;

x0, (∃i = 1, n) ki > m.

Ñôåðîèä αM,m íàçûâàåòñÿ ïðîäëåíèåì ñôåðîèäà αm.
Îïðåäåëåíèå 2. Äâà n-ìåðíûõ ñôåðîèäà αm1

, α′m2
ïðîñòðàíñòâà

(X, τ) â òî÷êå x0 íàçûâàþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè è îáîçíà÷à-
þòñÿ αm1

' α′m2
, åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå M > max{m1,m2} è

òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ αM,m1
∼ α′M,m2

(rel ∂I
(n)
M ).

Îòíîøåíèå ' ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñèìâîëîì [αm]
îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýòîãî îòíîøåíèÿ ñ ïðåäñòàâèòåëåì αm.

Íà ìíîæåñòâå n-ìåðíûõ Ò-ñôåðîèäîâ ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â òî÷-
êå x0 îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ äâóì ñôåðîèäàì αm1

:(
I

(n)
m1 , ι

(n)
m1

)
−→ (X, τ), βm2

:
(
I

(n)
m2 , ι

(n)
m2

)
−→ (X, τ) íîâûé ñôåðîèä
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αm1
∗ βm2

:
(
I

(n)
m1+m2

, ι
(n)
m1+m2

)
−→ (X, τ) òàêîé, ÷òî

(∀i = 1, n)(∀ki = 0,m1 +m2) αm1
∗ βm2

((
ki

m1+m2

)
i=1,n

)
=

=


αm1

((
ki
m1

)
i=1,n

)
, (∀i = 1, n) ki 6 m1;

βm2

((
ki−m1

m2

)
i=1,n

)
, (∀i = 1, n) ki > m1;

x0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ n-ìåðíûõ Ò-ñôåðîè-
äîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

[αm1
] ∗ [βm2

] = [αm1
∗ βm2

], (1)

ïðåâðàùàþùàÿ ìíîæåñòâî πn(X, x0) â ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
n-é ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â òî÷-
êå x0.

Âñÿêîå òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå f : ((X, τ)), x0) −→ ((Y, θ), y0)
ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ (ò.å. f(x0) = y0) èíäóöèðó-
åò ãîìîìîðôèçì òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï fπn : πn(X, x0) −→
−→ πn(Y, y0), êîððåêòíî çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

fπn([αm]) = [f ◦ αm]. (2)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî n ∈ N èìååì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð πn
èç êàòåãîðèè ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ
ãðóïï. Íà ñàìîì äåëå ýòîò ôóíêòîð îïðåäåëåí íà êàòåãîðèè òîëåðàíò-
íûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ, òàê êàê âñåì òîëåðàíòíûì îòîáðàæåíèÿì èç
êëàññà [f ] ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì fπn.

Òîëåðàíòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ
è áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå Ò-ñôåðîèäà. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü

n-ìåðíûå Ò-êóáû ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà m = (m1, . . . ,mn) ∈
n
×N,

ò.å. ïðîñòðàíñòâà (Im, ιm)
df
=

(
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi

)
. Îáîçíà÷èì ýòè ãðóïïû

πn(X, x0).
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì êëàññå [αm], m = (m1, . . . ,mn), èìååòñÿ ïðåä-

ñòàâèòåëü αM,m ∈ [αm], ãäå M = (M, . . . ,M), M = max
i=1,n

mi. Îáîçíà÷èì

αM
df
= αM,m è ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕn : πn(X, x0) −→ πn(X, x0),

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

ϕn([αm])
df
= [αM ], (3)
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êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï ϕn : πn(X, x0) ∼= πn(X, x0).
Êîððåêòíîñòü (3) îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

αm(1) ' α′
m(2) =⇒ αM (1) ' α′M (2). (4)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ ñôåðîèäîâ, (4) äîêàçû-
âàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì ãîìîòîïèé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå [αm] = [αM,m], à èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

ϕn[α(m,...,m)] = [αm]. (5)

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ àíàëîã ôîðìóëû (1) äëÿ ñôåðîèäîâ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçìåðà è (3), ïîëó÷àåì

ϕn([αm(1)] ∗ [βm(2)]) = ϕn([αM (1)
,m(1)] ∗ [β

M
(2)
,m(2)]) =

= ϕn([αM (1)
,m(1) ∗ βM (2)

,m(2)]) =

= [α
M

(1) ∗ β
M

(2)] = [α
M

(1)] ∗ [β
M

(2)] = ϕn([αm(1)]) ∗ ϕn([βm(2)]).

Òàêèì îáðàçîì, ϕn � ãîìîìîðôèçì. Åãî ñþðüåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç (5).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíúåêòèâíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕn[αm] = [αM ] =
[εx0

]. Ñëåäîâàòåëüíî αM ' εx0
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. À òàê êàê

αm ' αM,m, òî â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ', èìååì αm ' εx0
,

÷òî ïîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü ϕn.
Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïû πn(X, x0), êàê è ãðóïïû πn(X, x0), äëÿ âñÿêîãî

n ∈ N îïðåäåëÿþò êîâàðèàíòíûå ôóíêòîðû íà êàòåãîðèè ïóíêòèðîâàí-
íûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ (è íà êàòåãîðèè òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè-
÷åñêèõ òèïîâ) ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè ãðóïï. Ïðè ýòîì òîëåðàíòíîå
ïóíêòèðîâàííîå îòîáðàæåíèå f : ((X, τ), x0) −→ ((Y, θ), y0) èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçìû

fπn : πn(X, x0) −→ πn(Y, y0), fπn([αm])
df
= [f ◦ αm]. (6)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2), (3), (6), à òàêæå ñâîéñòâî ïóíêòèðîâàííîñòè
f(x0) = y0 è îïðåäåëåíèå ïðîäëåíèÿ αM,m, íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
äîêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîñòü ïî (X, τ) èçîìîðôèçìîâ ϕn : πn(X, x0) ∼=
∼= πn(X, x0) â êàòåãîðèè ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîäâîäÿ èòîã, êîíñòàòèðóåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ôóíêòîðû πn è πn òîëåðàíòíûõ

ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï åñòåñòâåííî èçîìîðôíû íà êàòåãîðèè ïóíêòè-
ðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï
πn ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ãèáêîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ∗. Äëÿ
ñôåðîèäîâ αm(1) è βm(2), ó êîòîðûõ m(1)

l = m
(2)
l , îïðåäåëÿåì

[αm(1)] ∗ [βm(2)] = [γ
(l)

(m
(1)
1 +m

(2)
1 ,...,m

(1)
l ,...,m

(1)
n +m

(2)
n )

],

ãäå
γ

(l)

(m
(1)
1 +m

(2)
1 ,...,m

(1)
l ,...,m

(1)
n +m

(2)
n )

= α
s(l,kl)

m(1) ∗ β
s(l,kl)

m(2) ,

α
s(l,kl)

m(1)

(
k1

m
(1)
1

,...,
kl−1

m
(1)
l−1

,
kl+1

m
(1)
l+1

,..., kn
m

(1)
n

)
= αm(1)

(
k1

m
(1)
1

,...,
kl

m
(1)
l

,..., kn
m

(1)
n

)
,

β
s(l,kl)

m(2)

(
k1

m
(2)
1

,...,
kl−1

m
(2)
l−1

,
kl+1

m
(2)
l+1

,..., kn
m

(2)
n

)
= βm(2)

(
k1

m
(2)
1

,...,
kl

m
(2)
l

,..., kn
m

(2)
n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ òå æå ãðóïïû, ïðîâîäèòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè, ïðèìåíåííîé â [1. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæå-
íèÿ 5].
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Èññëåäîâàíèÿ ïî àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë, ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è ñìåæíûì âî-

ïðîñàì : ìåæâóç. ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2003. Âûï. 2. Ñ. 15-30.

ÓÄÊ 517.984

À.Ï. Êî÷åðãèí

ÓÒÎ×ÍÅÍÈÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÐÅØÅÍÈß ÉÎÑÒÀ
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïîëó-
îñè

y
′′

+
[
ρ2 + iρq1(x) + q0(x)

]
y = 0, x ≥ 0, (1)

ãäå y(x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ρ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, q1(x),
q0(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, òàêèå ÷òî q1(x) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà íà [0, T ] ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì T > 0 è q0(x), q1(x), q

′

1(x) ∈
∈ L(0,∞).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç WN ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x), x ≥ 0 òàêèõ, ÷òî
ôóíêöèè f (j)(x), j = 0, N − 1, àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0, T ] ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì T > 0 è f (j)(x) ∈ L(0,∞), j = 0, N . Ïîëîæèì

Ω± = {ρ : ±Imρ ≥ 0, ρ 6= 0}.

Ââåäåì ðåøåíèÿ e+(x, ρ) è e−(x, ρ) óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííûå ïðè
ρ ∈ Ω+ è ρ ∈ Ω−, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî lim

x→∞
e±(x, ρ) exp(∓iρx) = 1.

Ôóíêöèè e±(x, ρ) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ðåøåíèÿ Éîñòà äëÿ óðàâíåíèÿ
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ (q1(x) ≡ 0), êîòîðîå ïîäðîáíî èçó÷åíî è ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðè ðåøåíèè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, íàïðèìåð â [1].
Â [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé e±(x, ρ), à òàêæå, ÷òî ïðè ρ→∞
ãëàâíûå ÷àñòè èõ àñèìïòîòèê èìåþò âèä

h+(x, ρ) = exp(iρx+Q(x)), h−(x, ρ) = exp(−iρx−Q(x))

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå Q(x) = 1
2

∞∫
x

q1(t)dt. Îäíàêî ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé

â [2], íå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè. Äàííàÿ
ñòàòüÿ êàê ðàç ïîñâÿùåíà èõ îòûñêàíèþ. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ
èíîé ïîäõîä, íåæåëè â [2], îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãëàâíûõ ÷àñòåé ïðè ñâåäåíèè (1) ê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì äëÿ ôóíêöèé e±(x, ρ). Êðîìå òîãî, êàê è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ, ïîëó÷åíî óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë â ñëó÷àå äîñòà-
òî÷íîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1). Ñôîðìóëèðóåì âñïîìî-
ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, íåîáõîäèìîå â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü q(x) ∈ L(0,∞), òîãäà

lim
|ρ|→∞

sup
x≥0

∣∣∣ ∞∫
x

q(t) exp(2iρ(t− x))dt
∣∣∣ = 0, ρ ∈ Ω+.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [1, ëåììà 2.1.1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1) q0(x) ∈ WN , q1 ∈ WN+1, N ≥ 0,
òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω±sν(x) ∈ WN+2−s, òàêèå ÷òî ïðè ρ → ∞,
ν = 0, 1, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

e
(ν)
± (x, ρ) = (iρ− 1

2
q1(x))νh±(x, ρ)

(
1 +

N+1∑
s=1

ω±sν(x)

(iρ)s
+ o
( 1

ρN+1

))
, (2)
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ïðè÷åì

ω+
10(x) = ω+

11(x) = −ω−10(x) = −ω−11(x) =
1

2

∞∫
x

[1

4
q2

1(t)− 1

2
q
′

1(t) + q0(t)
]
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôóíêöèè e+(x, ρ),
äëÿ e−(x, ρ) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

y
′′

+
[
ρ2 + iρq1(x)− 1

4
q2

1(x)
]
y +

q
′

1(x)

2iρ− q1(x)
y
′
=

= −
[1
4
q2

1(x) + q0(x)
]
y +

q
′

1(x)

2iρ− q1(x)
y
′
, x ≥ 0.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðèõîäèì ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè e+(x, ρ)

e+(x, ρ) = h+(x, ρ)+

+

∞∫
x

1

2iρ− q1(t)

(
h+(x, ρ)h−(t, ρ)−h+(t, ρ)h−(x, ρ)

)[1

4
q2

1(t)+q0(t)
]
e+(t, ρ)dt−

−
∞∫
x

q
′

1(t)

(2iρ− q1(t))2

(
h+(x, ρ)h−(t, ρ)− h+(t, ρ)h−(x, ρ)

)
e
′

+(t, ρ)dt, (3)

ρ ∈ Ω+, x ≥ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ (3) ïî x, ïîëó÷èì

e
′

+(x, ρ) = (iρ− 1

2
q1(x))h+(x, ρ)+

+(iρ− 1

2
q1(x))

∞∫
x

1

2iρ− q1(t)

(
h+(x, ρ)h−(t, ρ) + h+(t, ρ)h−(x, ρ)

)
×

×
[1

4
q2

1(t) + q0(t)
]
e+(t, ρ)dt− (4)

−(iρ−1

2
q1(x))

∞∫
x

q
′

1(t)

(2iρ− q1(t))2

(
h+(x, ρ)h−(t, ρ)+h+(t, ρ)h−(x, ρ)

)
e
′

+(t, ρ)dt.
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé e+(x, ρ) = h+(x, ρ)u(x, ρ), e
′

+(x, ρ) = (iρ−1
2q1(x))×

×h+(x, ρ)v(x, ρ) óðàâíåíèÿ (3) è (4) ïðèìóò âèä

u(x, ρ) = 1+

∞∫
x

1− exp
(
2iρ(t− x) + 2Q(t)− 2Q(x)

)
2iρ− q1(t)

[1

4
q2

1(t)+q0(t)
]
u(t, ρ)dt−

−
∞∫
x

q
′

1(t)

4iρ− 2q1(t)

(
1− exp

(
2iρ(t− x) + 2Q(t)− 2Q(x)

))
v(t, ρ)dt, (5)

v(x, ρ) = 1+

∞∫
x

1 + exp
(
2iρ(t− x) + 2Q(t)− 2Q(x)

)
2iρ− q1(t)

[1

4
q2

1(t)+q0(t)
]
u(t, ρ)dt−

−
∞∫
x

q
′

1(t)

4iρ− 2q1(t)

(
1 + exp

(
2iρ(t− x) + 2Q(t)− 2Q(x)

))
v(t, ρ)dt. (6)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
(5) è (6), ïîëó÷èì

u(x, ρ) = 1 +O
(1

ρ

)
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+, (7)

v(x, ρ) = 1 +O
(1

ρ

)
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+, (8)

ðàâíîìåðíî ïðè x ≥ 0. Ïîäñòàâëÿÿ (7) è (8) â ïðàâûå ÷àñòè (5) è (6)
è èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïðèõîäèì ê (2) äëÿ ñëó÷àÿ N = 0. Äàëåå, ïîä-
ñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ àñèìïòîòèêó ôóíêèé u(x, ρ), v(x, ρ) â ïðàâûå ÷àñòè
(5), (6), èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, íàõîäèì ñëåäóþùèé
÷ëåí àñèìïòîòèêè äëÿ ôóíêöèé e±(x, ρ). Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó N ðàç,
ïðèõîäèì ê (2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû

äëÿ âñåõ ôóíêöèé ω±sν(x).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1.Þðêî Â.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ì. : Ôèçìàòëèò,
2007. 384 ñ.

2. Jaulent M., Jean C. The inverse s-wave scattering problem for a class of potentials

depending on energy// Communications in Mathematical Physics (1965�1997). 1972.

Vol. 28, � 3. P. 177�220.

47



ÓÄÊ 518.9

È.À. Êóçíåöîâà

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÃÐÅ ÒÐ�Õ ËÈÖ

Äàííàÿ ñòàòüÿ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè èåðàðõè÷åñêèõ èãð òð¼õ ëèö
[1 � 4]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è áëèçêà ê ðàññìîòðåííîé â [4], êîãäà ¾õîçÿèí¿
óïðàâëÿåò ¾ïîä÷èí¼ííûì¿ ÷åðåç ¾äèðåêòîðà¿. Îòëè÷èå îò [4] ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äîõîä ¾äèðåêòîðà¿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâíî çàâèñèò íå òîëü-
êî îò äåéñòâèé ¾õîçÿèíà¿, íî è îò åãî ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó
äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà ñòðàòåãèè-ôóíêöèè ¾õîçÿèíà¿
äîëæíû çàâèñåòü íå òîëüêî îò ñòðàòåãèé-ôóíêöèé ¾äèðåêòîðà¿, íî è îò
åãî êîíêðåòíîãî âûáîðà.

Ðàññìîòðèì èãðó Γ = (X, Y, Z, F,G,H), ãäå X, Y , Z � ìíîæåñòâà
ñòðàòåãèé èãðîêîâ, F , G, H � èõ ôóíêöèè âûèãðûøà, ïðè÷¼ì F îòîá-
ðàæàåò X × Z â R, G � X × Y â R, H � Y × Z â R. Îáìåí èíôîðìà-
öèåé ìåæäó èãðîêàìè â äàííîé èãðå îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïåðâûé èãðîê (¾õîçÿèí¿) ïåðâûì âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ-ôóíêöèþ è
ñîîáùàåò å¼ âòîðîìó èãðîêó (¾äèðåêòîðó¿), çàòåì âòîðîé èãðîê âûáè-
ðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ-ôóíêöèþ è ñîîáùàåò å¼ òðåòüåìó èãðîêó (¾ïîä÷è-
í¼ííîìó¿), ïîñëå ÷åãî äåëàåò ñâîé âûáîð òðåòèé èãðîê. Äëÿ óïðîùåíèÿ
èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû.

Èíôîðìàöèîííîå ðàñøèðåíèå èãðû Γ, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ñïî-
ñîáó îáìåíà èíôîðìàöèåé, çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

Γ = (Ψ1,Φ2, Z, F ,G,H),

ãäå Ψ1 = {ψ1}, ψ1 : Φ2 × Y → X, Φ2 = {ϕ2}, ϕ2 : Z → Y . Ïðè âñåõ ψ1,
ϕ2, z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F (ψ1, ϕ2, z) = F (ψ1(ϕ2, ϕ2(z)), z),

G(ψ1, ϕ2, z) = G(ψ1(ϕ2(z), z), ϕ2(z)),

H(ψ1, ϕ2, z) = H(ϕ2(z), z).

Ïîñêîëüêó êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ôóíêöèþ
âûèãðûøà, òî íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â
èãðå Γ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(Γ) = max
ψ1∈Ψ1

min
ϕ2∈M2(ψ1)

min
z∈M3(ϕ2)

F (ψ1(ϕ2, ϕ2(z)), z),
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ãäå

M2(ψ1) =
{
ϕ′2 : ∀ z G(ψ1(ϕ

′
2, ϕ

′
2(z)), ϕ′2(z)) = max

ϕ2

G(ψ1(ϕ2, ϕ2(z)), ϕ2(z))
}
,

M3(ϕ2) =
{
z′ : H(ϕ2(z

′), z′) = max
z
H(ϕ2(z), z)

}
.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñîñòîèò â ñâåäåíèè äàííîé âàðèàöèîííîé
çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì íà èñõîäíûõ ìíîæå-
ñòâàõ X, Y , Z è íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà.

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γ) = max(K13,M13, L1),

ãäå K13 = max
(x,z)∈D13

F (x, z), D13 = {(x, z) : ∃ y G(x, y) > L2, H(y, z) >

> L3}, L2 = max
y

min
x
G(x, y), L3 = max

z
min
y
H(y, z), M13 =

= max
x∈E1

min
z∈E3

F (x, z), E1 = {x : ∃ y G(x, y) > L2}, E3 = {z′ :

min
y
H(y, z′) = L3}, L1 = max

x
min
z
F (x, z) (ìàêñèìóì ïî ïóñòîìó ìíî-

æåñòâó áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì −∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
1. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî max(K13,M13, L1) = K13. Ïîêàæåì, ÷òî

ðåçóëüòàò K13 ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó.
Ïóñòü K13 = max

(x,z)∈D13

F (x, z) = F (x0, z0). Èç îïðåäåëåíèÿ D13 ñóùå-

ñòâóåò y = y0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà G(x0, y0) > L2,
H(y0, z0) > L3.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ0
2 : Z → Y èç óñëîâèÿ

∀ z ∈ Z ϕ0
2(z) =

{
y0, z = z0,

ϕ−2 (z), z 6= z0,

ãäå ϕ−2 � ¾ñòðàòåãèÿ íàêàçàíèÿ¿, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

∀ z ∈ Z H(ϕ−2 (z), z) = min
y
H(y, z).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ0
1 : Φ2 × Y → X ðàâåíñòâîì

∀ ϕ2, y ψ0
1(ϕ2, y) =

{
x0, ϕ2 = ϕ0

2,

ϕ−1 (y), ϕ2 6= ϕ0
2,
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ãäå ϕ−1 � ¾ñòðàòåãèÿ íàêàçàíèÿ¿, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì

∀ y ∈ Y G(ϕ−1 (y), y) = min
x
G(x, y).

Î÷åâèäíû ðàâåíñòâàM3(ϕ
0
2) = {z0},M2(ψ

0
1) = {ϕ0

2}, è ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

min
ϕ2∈M2(ψ0

1)
min

z∈M3(ϕ0
2)
F (ψ0

1(ϕ2, ϕ2(z)), z) = F (ψ0
1(ϕ0

2, ϕ
0
2(z0)), z0) =

= F (x0, z0) = K13

è âåðíî íåðàâåíñòâî γ(Γ) ≥ K13.
2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî max(K13,M13, L1) = M13.
Îïðåäåëèì x0 ∈ E1 èç óñëîâèÿ

min
z∈E3

F (x0, z) = max
x∈E1

min
z∈E3

F (x, z) = M13

è âûáåðåì y0 ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó G(x0, y0) > L2.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ0

2 : Z → Y ðàâåíñòâîì

∀ z ∈ Z ϕ0
2(z) =

{
y0, z ∈ E3,

ϕ−2 (z), z /∈ E3

è îòîáðàæåíèå ψ0
1 : Φ2 × Y → X � ñîîòíîøåíèåì

∀ ϕ2, y ψ0
1(ϕ2, y) =

{
x0, ϕ2 = ϕ0

2,

ϕ−1 (y), ϕ2 6= ϕ0
2.

Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿM3(ϕ
0
2) ⊂ E3,M2(ψ

0
1) = {ϕ0

2} è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

min
ϕ2∈M2(ψ0

1)
min

z∈M3(ϕ0
2)
F (ψ0

1(ϕ2, ϕ2(z)), z) ≥ min
z∈E3

F (ψ0
1(ϕ0

2, ϕ
0
2(z)), z) =

= min
z∈E3

F (x0, z) = M13,

òî åñòü γ(Γ) ≥M13 è ðåçóëüòàò M13 ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó.
3. Âåðíî ðàâåíñòâî max(K13,M13, L1) = L1.
Ðåçóëüòàò L1 âñåãäà ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó. Ýòî íàèáîëüøèé

ðåçóëüòàò, êîòîðûé îí ìîæåò ñåáå îáåñïå÷èòü, ïðèìåíÿÿ ìàêñèìàëüíóþ
ñòðàòåãèþ.
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Òàêèì îáðàçîì, ó ïåðâîãî èãðîêà ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè, îáåñïå÷èâà-
þùèå åìó ïîëó÷åíèå âûèãðûøà, íå ìåíüøåãî max(K13,M13, L1). Ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî áîëüøèé âûèãðûø îí ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü íå ìîæåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî γ(Γ) = max(K13,M13, L1), ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.
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ÓÄÊ 517.984
Â.Ï. Êóðäþìîâ, À.Ï. Õðîìîâ

ÁÀÇÈÑÍÎÑÒÜ ÐÈÑÑÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÛÌÈ ßÄÐÀÌÈ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î áàçèñàõ Ðèññà â L2[0, 1]
èç ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (ñ.ï.ô.) èíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà

Af = α

∫ x

0

A1(x, t)f(t)dt+

∫ 1

1−x
A2(1− x, t)f(t)dt, (1)

ãäå α2 6= 1, δk+l

δxkδtl
A1(x, t)

(
δk+l

δxkδtl
A2(x, t)

)
ïðè 0 ≤ k + l ≤ 2 , ïðè÷åì, åñëè

k + l = 2, òî k = l = 1, íåïðåðûâíû ïðè t ≤ x (t ≥ x), A1(x, x − 0) =
= A2(x, x+ 0) = 1.

Îïåðàòîð (1) è áîëåå îáùåãî âèäà èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, äîïóñêà-
þùèå ðàçðûâû ñàìèõ ÿäåð èëè èõ ïðîèçâîäíûõ, âïåðâûå ðàññìàòðèâà-
ëèñü îäíèì èç àâòîðîâ â [1]. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèþ òàêèõ îïåðà-
òîðîâ áûëî ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (íàïðèìåð, [2 � 4]). Â ÷àñòíîñòè, â [4]
áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î áàçèñíîñòè Ðèññà â L2[0, 1] c.ï.ô. îïåðàòîðà

Af =

∫ 1−x

0

A(1− x, t)f(t)dt. (2)
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Â ýòîé ñòàòüå ðàçðàáîòàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ðå-
çîëüâåíò ñîïóòñòâóþùèõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÷åðåç
ñïåöèàëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû, íàçûâàåìûå
ýëåìåíòàðíûìè. Îïåðàòîð (1) � ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûé, ÷åì (2), è
áàçèñíîñòü Ðèññà åãî ñ.ï.ô. äîêàçûâàåòñÿ çà ñ÷åò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ
ìåòîäà èç [4].

Ñâåäåì îïåðàòîð (1) ê îïåðàòîðó â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé ðàç-
ìåðíîñòè 2. Ââåäåì îïåðàòîð

Ãf̃ =

∫ 1

0

Ã(x, t)f̃(t)dt, (3)

f̃(x) = (f1(x), f2(x))T (T � çíàê òðàíñïîðèðîâàíèÿ),

Ã(x1t) =

(
αε(x, t)A1(x, t) ε(x, t)A2(1− x, 1− t)
ε(t, x)A2(x, t) αε(t, x)A1(1− x, 1− t)

)
,

ãäå ε(x, t) = 1 ïðè x ≥ t, ε(x, t) = 0 ïðè x < t.

Òåîðåìà 1. Åñëè y = Af , òî ỹ = Ãf̃ , ãäå f̃(x) = (f1(x), f2(x))T ,
f1(x) = f(x), f2(x) = f(1 − x), ỹ(x) = (y1(x), y2(x))T , y1(x) = y(x),
y2(x) = y(1− x). Îáðàòíî, åñëè ỹ = Ãf̃ è f1(x) = f2(1− x), òî y1(x) =
= y2(1− x) è y1 = Af1.

Ïðåäñòàâëåíèå (3) âàæíî òåì, ÷òî Ã(x, t) òåðïèò ðàçðûâ ëèøü íà
ëèíèè t = x.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Ã−1ỹ(x) = B−1ỹ
′
(x)+a1(x)ỹ(0)+a2(x)ỹ(1)+a3(x)ỹ(x)+

∫ 1

0

a(x, t)ỹ(t)dt,

ãäå ỹ(x) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ

M̃0ỹ(0) + M̃1ỹ(1) = 0; (4)

B = Ã(x, x − 0) − Ã(x, x + 0) =

(
α 1
−1 α

)
; ai(x)(i = 1, 2, 3), a

′

3(x) �

íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè; ìàòðèöà a(x, t) íåïðåðûâíà ïî x è t,
ãäå ìîãóò áûòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, a(x, x+0), a(x, x−0) íåïðåðûâíû;

M̃0 =

(
1 0
0 0

)
, M̃1 =

(
0 0
0 1

)
.
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Òåîðåìà 3. Åñëè λ òàêîâî, ÷òî ïðè f̃(x) ≡ 0 èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-

íàÿ ñèñòåìà
Ã−1ỹ(x)− λỹ(x) = f̃(x)

ñ óñëîâèåì (4) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ(A) = (E−λA)−1A
(E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð) ñóùåñòâóåò è Rλ(A)f = y1(x), ãäå y1(x) �
ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ỹ(x).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Pi(x) = DΓ−1ai(x)Γ(i = 1, 2, 3), ãäå D =

= diag(ω,−ω), ω =
√
α2 − 1, Γ =

(
1 −1√

α2 − 1− α
√
α2 − 1 + α

)
;

H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x), ãäå H0(x) = diag(h1(x), h2(x)), hi(x) =
= exp

(
−
∫ x

0 pii(t)dt
)
, pii(x) � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû P3(x),

H1(x) =

(
0 r2(x)

r1(x) 0

)
� êîäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøå-

íèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

H
′

0(x) + P3(x)H0(x) + (H1(x)D −DH1(x))=0;

Pi(x, λ) = H−1(x, λ)Pi(x)H(i− 1, λ)(i=1, 2);

P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ)
[
H
′

1(x) + P3(x)H1(x)
]

;

Nλ(x, t) = H−1(x, λ)N(x, t)H(t, λ),

ãäå N(x, t) = DΓ−1a(x, t)Γ;

m(x, λ) = H−1(x, λ)m(x),

ãäå m(x) = DΓ−1f̃(x);

M0λ = M0H(0, λ), M1,λ = M1H(1, λ),

ãäå M0 = M̃0Γ, M1 = M̃1Γ.

Òåîðåìà 4. Åñëè v(x, λ) = (v1(x, λ), v2(x, λ))T � ðåøåíèå ñèñòåìû

v
′
(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v(1) + P3(x, λ)v(x)+

+

∫ 1

0

Nλ(x, t)v(t)dt)− λDv(x) = m(x, λ),

U(v) = M0λv(0) +M1λv(1) = 0,

òî

Rλ(A)f =
2∑
j=1

hj(x)vj(x, λ) + λ−1
2∑
j=1

rj(x)vj(x, λ).
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Îáîçíà÷èì Θ0 = (ω + α)h2(1), Θ1 = (ω − α)h1(1). Òîãäà Θ0Θ1 6= 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sδ îáëàñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç êîìïëåêñíîé λ-ïëîñêîñòè
óäàëåíèåì âñåõ íóëåé ôóíêöèè Θ0 + Θ1e

2λω âìåñòå ñ êðóãîâûìè îêðåñò-
íîñòÿìè îäíîãî è òîãî æå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà δ. Ïðåäñòàâèì
Rλ(A)f ïðè λ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöàì êðóæêîâ Γk èç îïðåäåëåíèÿ
Sδ, â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ îãðàíè÷åííûìè ïî λ êîýô-
ôèöèåíòàìè ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëüíûõ òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàòîðîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü J � ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð äîñòàòî÷íî áîëüøèõ,
ïî ìîäóëüþ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà∥∥∥∥∥∑

k∈J

∫
Γk

Rλdλ

∥∥∥∥∥ ≤ C,

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1], ïîñòîÿííàÿ Ñ íå çàâèñèò îò íàáîðà J .

Ëåììà 2. Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà A, äîñòàòî÷íî
áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå.

Ëåììà 3. Ñèñòåìà ñ.ï.ô. îïåðàòîðà A∗ ïîëíà â L2[0, 1].
Ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè ñ ïîìîùüþ ëåìì 1 � 3 ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà ñ.ï.ô. îïåðàòîðà A îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â
L2[0, 1].

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Õðîìîâ À.Ï. Îá îáðàùåíèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè, ðàçðûâíûìè
íà äèàãîíàëÿõ // Ìàò. çàìåòêè. 1988. Ò. 64, � 6. Ñ. 932�942.

2. Êîðíåâ Â.Â., Õðîìîâ À.Ï. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè, äîïóñêàþùèìè ðàçðûâû ïðîèçâîä-
íûõ íà äèàãîíàëÿõ // Ìàò. ñá. 2001. Ò. 192, � 10. Ñ. 33�50.

3. Õðîìîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè, ðàçðûâíûìè íà ëîìàíûõ
ëèíèÿõ // Ìàò. ñá. 2006. Ò. 197, � 11. Ñ. 115�142.

4. Êóðäþìîâ Â.Ï., Õðîìîâ À.Ï. Î áàçèñàõ Ðèññà èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èíòå-

ãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ // Ìàò. çàìåòêè. 2004.

Ò. 76, � 1. Ñ. 97�110.

54



ÓÄÊ 517.51

Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé, Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé

ÂÑÏËÅÑÊÎÂÛÅ ÁÀÇÈÑÛ È ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈß

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ êðèïòîãðàôèÿ îôîðìèëàñü â íîâóþ ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ òåîðèþ è ñòàëà îáúåêòîì èíòåíñèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
èçó÷åíèÿ. Îñíîâîé ñîâðåìåííûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ
òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ìåòîäû. Ìû õîòèì ðàññìîòðåòü íåïðåðûâíûå
ìåòîäû.

Îñíîâíàÿ èäåÿ íåïðåðûâíûõ ìåòîäîâ â êðèïòîãðàôèè çàêëþ÷àåò-
ñÿ â èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Êëàññè÷åñêèì
ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Õààðà. Åñëè ìû èìååì âåê-
òîð f = (f0, f1, . . . , f2n−1), òî ìû ìîæåì ïî íåìó ïîñòðîèòü âåêòîð-
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Õààðà f̂ = (f̂(0), f̂(1), . . . , f̂(2n−1)). Ïðåîáðàçî-
âàíèå f̂(n) è åñòü çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå f . Íî ýòîò ìåòîä áåñïîëåçåí,
òàê êàê, çíàÿ èíôîðìàöèþ, ÷òî çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå åñòü ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå � Õààðà, ìîæíî ñðàçó âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ñîîáùåíèå
f . Â ïîñëåäíèå ãîäû, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåîðèè ÊÌÀ íà íóëü-ìåðíûõ
ãðóïïàõ, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî äèñêðåòíûõ
ÎÍÑ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë (µk)

N
k=0 ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì µ0 = 1, |µk| = 1 ïðè k ≥ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå êëþ÷à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (µk)

N
k=0, ñòðîèòü êðèïòîãðàôè÷åñêèå àëãîðèò-

ìû êàê ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì, êîòîðûé îáúÿñíèò ñóòü
ïðîèñõîäÿùåãî. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìîòðèì ÎÍÑ, êîòîðûå íå çàâè-
ñÿò îò ãðóïïîâîé îïåðàöèè è ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûì øàãîì â ïîñòðîåíèè
öåëîãî êëàññà ÎÍÑ.

Ïóñòü (G, +̇) � íóëü-ìåðíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ Àáåëåâà ãðóïïà ñ
îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

· · · ⊂ Gn ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 ⊂ G−1 ⊂ · · · ⊂ G−n ⊂ . . . , (Gn/Gn+1)
] = p,

ãäå p � ïðîñòîå, gn ∈ Gn \Gn+1 � áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èçâåñòíî
[1], ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå
ñóììû ðÿäà

x =
+∞∑

n=−∞
xngn (xn = 0, p− 1).
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Îòîáðàæåíèå ψ : G→ R+, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

ψ(x) =
+∞∑

n=−∞

xn
pn+1

,

ïåðåâîäèò êàæäóþ ïîäãðóïïó Gn â ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê
[
0, 1

pn

]∗
.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó G íà ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëóïðÿ-

ìîé, â êîòîðîé òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñäâèãàìè îòðåçêîâ
[
0, 1

pn

]∗
. ×å-

ðåç G⊥n áóäåì îáîçíà÷àòü àííóëÿòîðû ïîäãðóïïû Gn. Õàðàêòåðû rn ∈
∈ G⊥n \ G⊥n+1 áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà. Çíà÷åíèå õàðàê-
òåðà χ íà ýëåìåíòå x áóäåì îáîçíà÷àòü (χ, x).

Ïóñòü r−1 ∈ G⊥0 \ G⊥−1 � ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà. Òàê êàê r−1 ∈ G⊥0 , òî
r−1(G0) = 1. Òàê êàê p � ïðîñòîå, òî (r−1, g−1) åñòü êîðåíü èç 1 ñòåïå-
íè p, ò.å. (r−1, g−1) = e

2πi
p ν. Áàçèñíûé ýëåìåíò g−1 ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òî (r−1, g−1) = e
2πi
p , è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r−1(G0+̇jg−1) = e

2πi
p j

(j = 0, p− 1). Ïóñòü

ϕ(x) =
1

p
1G−1

(x)

p−1∑
j=0

µj(r−1, x)j (1)

ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ è µj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî µ0 = 1,
|µj| = 1. Îòìåòèì ñâîéñòâà ôóíêöèè ϕ [2].

1. ϕ(x) = 0 âíå G−1, ýòî î÷åâèäíî.
2. ϕ(x) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G0+̇jg−1. Ýòî áûëî ïðîâåðåíî

âûøå.
3. Åñëè x ∈ G0+̇λg−1 (λ 6= 0), òî ϕ(x) = ϕ(λg−1), ϕ(x−̇νg−1) =

= ϕ(λg−1−̇νg−1), ò.å. ñäâèã ϕ(x−̇νg−1) åñòü ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà
ñìåæíûõ êëàññàõ G0+̇λg−1 çíà÷åíèÿ ϕλ,ν = ϕ(λg−1−̇νg−1).

4. Ñìåæíûå êëàññû G0+̇jg−1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèöè-
ðîâàííûå îòðåçêè [j, j + 1]∗.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ïîñòîÿííûå çíà-
÷åíèÿ íà ñìåæíûõ êëàññàõ G0+̇λg−1 = [λ, λ + 1]∗, åñòü ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ñäâèãîâ ϕ(x−̇νg−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = (f0, f1, . . . , fp−1) ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ
íà ñìåæíûõ êëàññàõ G0+̇λg−1 è f0, f1, . . . , fp−1 åå çíà÷åíèÿ íà ýòèõ ñìåæ-
íûõ êëàññàõ. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà cν (ν = 0, p− 1) òàêèå,
÷òî

p−1∑
nu=0

cνϕ(x−̇νg−1) = f. (2)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè ϕλ,ν, ò.å. Φ = (ϕλ,ν)λ,ν=0,p−1.
Òîãäà ðàâåíñòâî (2) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

Φ · (c0, c1, . . . , cp−1)
T = (f0, f1, . . . , fp−1)

T . (3)

Òàê êàê ìàòðèöà Φ óíèòàðíà, òî ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(c0, c1, . . . , cp−1)
T = ΦT ·(f0, f1, . . . , fp−1)

T , è, çíà÷èò, f =
p−1∑
ν=0

cνϕ(x−̇νg−1).

�
Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü àëãîðèòì øèôðîâêè ñîîáùåíèÿ.
1. Âûáèðàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (µj)

p−1
j=0 òàêóþ, ÷òî µ0 = 1, |µj| = 1

ïðè j = 1, p− 1.
2. Ïî ôîðìóëàì (1) ñòðîèì ôóíêöèþ ϕ(x).
3. Îáðàçóåì ìàòðèöó Φ =

(
ϕ(λg−1−̇νg−1)

)
λ,ν

.

4. Ïî ñîîáùåíèþ f = (f0, f1, . . . , fp−1)
T ñòðîèì êîýôôèöèåíòû C =

= (c0, c1, . . . , cp−1)
T ïî ôîðìóëàì C = Φf .

5. Âìåñòî ñîîáùåíèÿ f ïåðåäàåì çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå

C = (c0, c1, . . . , cp−1)
T .

Ýòîò ìåòîä ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì. Ïî ñâîèì ïðèí-
öèïàì îí áëèçîê ê ìåòîäó Õèëëà [3]. Êëþ÷îì â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòî-
äå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (µj). Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Õèëëà êëþ-

÷åé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî. Òàê êàê |µj| = 1, òî µj = e
2πi
p κj ,

κj = 0, p− 1, è, çíà÷èò, âåêòîð κ = (κ0, κ1, . . . , κp−1) ìîæíî âûáèðàòü â
êà÷åñòâå êëþ÷à.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè κ = α · (0, 1, . . . , p − 1), ò.å. κj = α · j, òî
âåêòîð (ck)

p−1
k=0 ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîáùåíèÿ f α-é èòåðàöèåé öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè

ψj =
1
√
p

(
e

2πi
p 0j, e

2πi
p 1j, . . . , e

2πi
p (p−1)j

)
,

îïðåäåëåííûå íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå X = {0, 1, . . . , p− 1}, îáðàçóþò
ÎÍÑ íà X. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî

f̂(j) =

p−1∑
ν=0

1
√
p
e−

2πi
p νjfν

îïðåäåëÿåò íà X äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 è îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ϕ èìååì

cν =

p−1∑
λ=0

ϕ̄λνfλ =

p−1∑
λ=0

1

p

p−1∑
j=0

e−
2πi
p αj(r−1, g−1)

−λj(r−1, g−1)
νjfλ =

=
1
√
p

p−1∑
j=0

e−
2πi
p (αj−νj)

p−1∑
λ=0

1
√
p
e−

2πi
p λjfλ =

p−1∑
j=0

1
√
p
e

2πi
p j(ν−α)f̂(j) = fν−α,

îòêóäà è ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå 2, òàê êàê ðàçíîñòü ν−α â fν−α ïîíèìàåòñÿ
êàê âû÷èòàíèå ïî mod 2. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè êëþ÷ κ åñòü ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó [0, p − 1]p, òî çàøèôðî-
âàííîå ñîîáùåíèå C = (ck)

p−1
k=0 íå îáÿçàíî áûòü ïåðå-

ñòàíîâêîé èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè p = 11,
f = (c o e f f i c i e n t) çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå C = (g h k g i g g j o c l).

Ïðè øèôðîâêå ñîîáùåíèå ñëåäóåò ðàçáèòü íà ñëîâà äëèíîé p, è øèô-
ðîâàòü êàæäîå ñëîâî îòäåëüíî. Ñëîâî äëèíû p, î÷åâèäíî, øèôðóåòñÿ
îäèíàêîâî íåçàâèñèìî îò åãî ïîëîæåíèÿ â ñîîáùåíèè. Äåòàëüíîå èçó÷å-
íèå êðèïòîóñòîé÷èâîñòè äàííîãî è áëèçêèõ ê íåìó àëãîðèòìîâ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-01-00097-à).
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Ïóñòü T � ãðàô-çâåçäà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {vj}pj=0 è ìíîæåñòâîì
ð¼áåð {ej}pj=1, ej = [v0, vj]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà êàæäîãî ðåáðà ðàâ-
íà 1. Êàæäîå ðåáðî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòðåçîê [0, 1] è ïàðàìåòðèçóåòñÿ
ïàðàìåòðîì x ∈ [0, 1]. Äëÿ íàñ óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùóþ îðèåíòàöèþ
íà êàæäîì ðåáðå: x = 1 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå v0.

Ôóíêöèÿ Y íà T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê âåêòîð Y (x) =
= [yj(x)]pj=1, x ∈ [0, 1]. Ïóñòü q = [qj(x)]pj=1 � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ íà T òàêàÿ, ÷òî qj(x) = σ′j(x), σj ∈ L2[0, 1]. Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ
σ = [σj(x)]pj=1 ïîòåíöèàëîì. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà ðåáðå ej îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [1]:

ljyj = −(y
[1]
j )′ − σj(x)y

[1]
j − σ

2
j (x)yj,

ãäå y[1]
j := y′j − σjyj � êâàçèïðîèçâîäíàÿ, è

dom(lj) = yj|yj ∈ W 1
2 [0, 1], y

[1]
j ∈ W

1
1 [0, 1], ljyj ∈ L2[0, 1].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà T :

ljyj = λyj, x ∈ [0, 1], j = 1, p, (1)

ãäå yj ∈ dom(lj), è ôóíêöèè yj óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
ñêëåéêè âî âíóòðåííåé âåðøèíå v0:

yj(1) = yk(1), j, k = 1, p, (2)

p∑
j=1

y
[1]
j (1) = 0. (3)

Îáîçíà÷èì Uj(Y ) := y
[1]
j (0), j = 1, p, è ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó B0

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2), (3) è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uj(Y ) = 0, j = 1, p.

Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå çàäà÷è Bk, k = 1, p, äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2), (3) è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

yk(0) = 0, Uj(Y ) = 0, j = 1, p\k.

Ïóñòü Φk(x, λ) = [Φkj(x, λ)]pj=1, k = 1, p � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäî-
âëåòâîðÿþùèå (2), (3) è êðàåâûì óñëîâèÿì

Uj(Φk) = δjk, (4)
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ãäå δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îáîçíà÷èì Mk(λ) := Φkk(0, λ), M(λ) =
= [Mk(λ)]p−1

k=1. Ôóíêöèÿ Mk(λ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéëÿ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) îòíîñèòåëüíî âåðøèíû vk. M(λ) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì Âåéëÿ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à. Ïî çàäàííîìó âåêòîðó Âåéëÿ M îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë σ.
Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå âåêòîðà Âåéëÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ

ôóíêöèè Âåéëÿ (m-ôóíêöèè) äëÿ êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå [2]. Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèè Mk(λ) ÿâëÿþòñÿ ìåðîìîðôíûìè ïî λ:

Mk(λ) =
∆k(λ)

∆0(λ)
,

ãäå ∆k(λ) ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ Bk.
Íóëè Λk := {λkn}n≥0 öåëîé ôóíêöèè ∆k(λ) âåùåñòâåííû è ñîâïàäàþò ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Bk.

Íàðÿäó ñ T ðàññìîòðèì äåðåâî T̃ òîãî æå âèäà, íî ñ äðóãèì ïîòåí-
öèàëîì σ̃. Âñþäó äàëåå, åñëè ñèìâîë α îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ
ê T , òî α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê T̃ , è
α̂ := α− α̃.

Ñîãëàñíî [1] çàäàíèå âåêòîðà ÂåéëÿM îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåí-
öèàë σ íà T . Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå

σk(x) = −mk(x)− 1

πi

∫
Γ

ϕ̂k(x, λ)ϕ̃k(x, λ)M̂k(λ)dλ, (5)

ãäå

mk(x) =
1

πi
lim
N→∞

∫
γN

ρM̂k(ρ
2) cos 2ρxdρ, (6)

à ϕk(x, λ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå ek ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ϕk(0, λ) = 1, ϕ
[1]
k (0, λ) = 0. (7)

γ � êîíòóð â ρ-ïëîñêîñòè, γ = γ(τ) := (−∞ + iτ,+∞ + iτ), ãäå τ > 0
òàêîå, ÷òî inf{Λk ∪ Λ̃k} > −τ 2. Γ � êîíòóð â λ-ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùèéñÿ
îòîáðàæåíèåì γ ïðè λ = ρ2.

Ïóñòü çàäàí âåêòîð Âåéëÿ M , òàêæå ïóñòü âûáðàí è çàôèêñèðîâàí
ìîäåëüíûé îïåðàòîð ñ ïîòåíöèàëîì σ̃. Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå S: ïî çàäàí-
íîìó σ ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî λ ðåøåíèÿ ϕk(x, λ) çàäà÷è Êîøè (1), (7).
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì ϕk(x, λ) â ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøå-
íèé (5), (6), ïîëó÷èì íîâûé ïîòåíöèàë σ̄. Îïðåäåëèì S êàê îòîáðàæåíèå,
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ñòàâÿùåå ïîòåíöèàëó σ â ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûé óêàçàííûì ñïîñîáîì
ïîòåíöèàë σ̄. Èç ïðåäûäóùåãî ÿñíî, ÷òî ïîòåíöèàë σ0, ÿâëÿþùèéñÿ ðå-
øåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ äàííîãî M , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ S. Íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèåì S ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå SN ,
îïðåäåëÿåìîå òàê æå, êàê è S, íî ñ çàìåíîé â ïðàâîé ÷àñòè (6) áåñêîíå÷-
íîãî êîíòóðà íà γN = γN(τ) := (−N+ iτ, N+ iτ). Ïðåäëàãàåìûé ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå ïðè-
áëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ SN ,
êîòîðàÿ èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [3].
Ïðè ýòîì ÷èñëî N äîëæíî áûòü âûáðàíî äî íà÷àëà èòåðàöèé, èñõîäÿ
èç ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà äàííûõ, à òàêæå èç èìåþùåéñÿ àïðèîðè
èíôîðìàöèè î ðåøåíèè.

Àëãîðèòì. Äàí âåêòîð Âåéëÿ M(λ).
1. Âûáèðàåì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó B̃. Íàïðèìåð, σ̃k(x) = 0. Âûáèðà-

åì N .
2. Âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå: σ(0)

k := σ̃k(x).
3. Äëÿ êàæäîãî r = 0, 1, 2, ... âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå øàãè:
(i) äëÿ σk = σ

(r−1)
k íàõîäèì ϕ(x, λ) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (7).

(ii) íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå èç ñîîòíîøåíèé

σ
(r)
k (x) = −mk(x)− 1

πi

∫
Γ

(ϕk(x, λ)− ϕ̃k(x, λ))ϕ̃k(x, λ)M̂k(λ)dλ,

mk(x) =
1

πi

∫
γN

ρM̂k(ρ
2) cos 2ρxdρ.

Äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç îáùåïðè-
íÿòûõ êðèòåðèåâ.

Ïðîâåä¼ííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ
äîñòàòî÷íî áûñòðî (äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ïðè âûáîðå 20 ≤ N ≤ 50
äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåãî êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ îêàçàëîñü äîñòàòî÷-
íî 10 � 20 èòåðàöèé).
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À.È. Ìàëèíñêèé

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÄÅÐÅÂÀ ÑÖÅÍÀÐÈÅÂ Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ
ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñöå-
íàðèåâ, îáëàäàþùåãî çàäàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â îñíîâå
ëåæèò ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå [1].

Ïóñòü S åñòü ìíîæåñòâî âñåõ çàäàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ è ïóñòü Si åñòü çíà÷åíèå çàäàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé
õàðàêòåðèñòèêè i èç ìíîæåñòâà S. Äàëåå, ïóñòü I îçíà÷àåò ÷èñëî ñëó-
÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, T � ÷èñëî ñòàäèé, è Nt åñòü ÷èñëî ðàçâåòâëåíèé íà
ñòàäèè t. Ìû áóäåì ïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì, ò.å. ÷èñëî âåòâåé ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ óñëîâíûõ
ðàñïðåäåëåíèé èç îäíîãî ïåðèîäà. Äåðåâî íà ðèñóíêå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì ñ T = 3, N1 = 3, N2 = 2, N3 = 1. Ïóñòü x åñòü âåêòîð ðàçìåðíî-
ñòè |x| = IN1 + IN1N2 + . . .+ IN1N2 · · ·NT , p åñòü âåêòîð âåðîÿòíîñòåé
ðàçìåðíîñòè |p| = N1 + N1N2 + . . . + N1N2 · · ·NT è ïóñòü fi(x, p) åñòü
ôóíêöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè i èç S (íàïðè-
ìåð, ýòî ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè ìîìåíò íåêîòîðîãî
ïîðÿäêà). Ïóñòü M åñòü ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 0 èëè 1, ÷èñëî ñòðîê è
ñòîëáöîâ êîòîðîé ðàâíî |p| (÷èñëó äóã äåðåâà ñöåíàðèåâ) è |x| (÷èñëó
óçëîâ äåðåâà ñöåíàðèåâ) ñîîòâåòñòâåííî, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé åñòü
èíäèêàòîð óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â çàäàííîì óçëå. Êàæäûé ñòîëáåö
çàäàåò óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå â äåðåâå ñöåíàðèåâ. Îáîçíà÷èì wi âåñ
ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè i èç ìíîæåñòâà S.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêèõ x ∈ R|x| è p ∈ R|p|, ÷òîáû ñòà-
òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãåíåðèðóåìî-
ãî äåðåâîì ñöåíàðèåâ, ñîâïàäàëè ñ çàäàííûìè âíà÷àëå ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äîáèòüñÿ òàêîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ìèíèìèçàöèè ìåðû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâó ñöåíàðèåâ, è çàäàííû-
ìè. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñöåíàðèåâ íà
îòäåëüíîì ýòàïå äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñöåíàðèåâ, àïïðîêñèìèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ñ çà-
äàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
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ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óñëîâíîé íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè:∑
i∈S

wi(fi(x, p)− Si)2 → min
x,p

, (1)

ïðè óñëîâèè ∑
pM = 1, p ≥ 0.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà â
ñðåäå Matlab ñ èñïîëüçîâàíèåì Excel.

Ïðèìåð äåðåâà ñöåíàðèåâ

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåêóðñèâíà. Áàçîâîé ôóíêöèåé àëãî-
ðèòìà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñöåíàðèåâ ñ îäíèì ïåðèî-
äîì. Îïèøåì åå ïîäðîáíåå. Äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû âû÷èñëÿåì
åãî ìîìåíòû (çäåñü îãðàíè÷èâàåìñÿ ÷åòûðüìÿ ïåðâûìè ìîìåíòàìè). Ëè-
öî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), çàäàåò ¾õóäøèé¿ ñëó÷àé ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

WCi = E(xi)− F · SD(xi),

ãäå E(xi) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àêòèâà i, F � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,
SD(xi) � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå àêòèâà i. Âåðîÿòíîñòü íàèõóäøåãî ñöå-
íàðèÿ çàäàåòñÿ ËÏÐ. Ðåøàÿ çàäà÷ó (1), íàõîäèì âåðîÿòíîñòè è çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x. Äåðåâî ñ îäíèì ïåðèîäîì ïîñòðîåíî.

Ïðîäîëæàÿ ðåêóðñèâíî ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñ îäíèì ïåðè-
îäîì äëÿ ïîëó÷èâøèõñÿ óçëîâ è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîððåëÿöèè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìåæäó ñòàäèÿìè, ïîëó÷àåì äåðåâî ñöåíàðèåâ. Ïðè
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîëàãàåì ÷èñëî âåòâåé â êàæäîì óçëå äåðåâà ïî-
ñòîÿííûì äëÿ âñåõ óçëîâ.

Ïîñòðîåííîå äåðåâî ñöåíàðèåâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â çàäà÷àõ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîòèðîâîê àêöèé.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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ÓÄÊ 517.51

Þ.Â. Ìàòâååâà

Î ÊÓÁÈ×ÅÑÊÎÌ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÅ
ÍÀ ×ÅÒÛÐÅÕÃÐÀÍÍÈÊÅ

Íà òðåõìåðíîì ñèìïëåêñå ñòðîèòñÿ Ýðìèòîâ ñïëàéí òðåòüåé ñòåïå-
íè, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíû îöåíêè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïî íàïðàâëåíèÿì â òåðìèíàõ, íå ñîäåðæàùèõ óã-
ëîâ.

Ïóñòü T = (A1, A2, A3, A4) � òðåõìåðíûé çàìêíóòûé ñèìïëåêñ è
d(T ) � åãî äèàìåòð. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà T è èìååò íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ëþáûì íàïðàâëåíèÿì â T . Ïóñòü äà-

ëåå eij =
−−−→
AiAj
|AiAj | , 1 ≤ i, j ≤ 4, i 6= j,− åäèíè÷íûå âåêòîðû.

Áóäåì ñòðîèòü ïîëèíîì Q(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñòåïåíè òðè, êîòîðûé â âåðøèíàõ Ai(i = 1, 4) ñèìïëåêñà T èíòåðïîëèðó-
åò ôóíêöèþ f(x) âìåñòå ñ åå ïðîèçâîäíûìè ïî íàïðàâëåíèÿì ðåáåð, òî
åñòü

f(Ai) = Q(Ai), i = 1, 4, (1)

∂f(Ai)

∂eij
=
∂Q(Ai)

∂eij
, i = 1, 4, i 6= j. (2)

Òàêîé ïîëèíîì èìååò 20 êîýôôèöèåíòîâ. Óñëîâèÿ (1) è (2) îïðåäåëÿþò 16
èç íèõ. Îñòàåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ. Â
çàâèñèìîñòè îò èõ âûáîðà ìîæíî áóäåò ãîâîðèòü î ñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè f(x) ïîëèíîìîì Q(x).

Âîïðîñû î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè íà m-ñèìïëåêñå, îáåñïå÷èâàþùåãî âûñîêóþ ãëàä-
êîñòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè íà òðèàíãóëèðîâàííîé îáëàñòè,
è â òî æå âðåìÿ ïîçâîëÿþùåãî ìèíèìèçèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà òðèàíãó-
ëÿöèþ, à òàêæå î âûáîðå óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè
ñèìïëåêñà, ÷åðåç êîòîðóþ ìîãëè áû âûïèñûâàòüñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè
äëÿ òàêèõ ñïîñîáîâ èíòåðïîëÿöèè, îñòàþòñÿ íà äàííûé ìîìåíò îòêðû-
òûìè. Â ðàáîòàõ [1 � 3] ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíàìè
3-é ñòåïåíè íà òðåõìåðíîì è m-ìåðíîì ñèìïëåêñàõ.

Â [1] ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ
è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ïåðâûõ
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ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç äîâîëüíî ñëîæíûå, íî, ïî ìíåíèþ àâòîðà äàííîé ñòà-
òüè, äàþùèå õîðîøóþ òî÷íîñòü îöåíîê õàðàêòåðèñòèêè. Íàéäåííûå èí-
òåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ñèìïëåê-
ñû, íî íå âñåãäà îáåñïå÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü ðåçóëüòèðóþùåé êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè, à èõ êîððåêòèðîâêà ñ öåëüþ äîáèòüñÿ íåïðå-
ðûâíîñòè èíîãäà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè óñèëåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà
òðèàíãóëÿöèþ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ ñïëàéíà è ïîëó÷åíû îöåíêè â òåðìèíàõ äëèí ðåáåð ñèìïëåêñà.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ðåáåð A1A2, A1A3, A2A3 ÷åòûðåõãðàííèêà T ñî-
îòâåòñòâåííî P12, P13, P23; n

(k)
ij � âåêòîð íîðìàëè, âîññòàíîâëåííûé ê ñå-

ðåäèíå ðåáðà AiAj â ãðàíè AiAjAk. Âûáåðåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂(Q− f)

∂n
(3)
12

(P12) = 0,
∂(Q− f)

∂n
(4)
12

(P12) = 0,

∂(Q− f)

∂n
(4)
13

(P13) = 0,
∂(Q− f)

∂n
(4)
23

(P23) = 0. (3)

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà T íåïðåðûâíûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ∂4f
∂e1∂e2∂e3∂e4

ïî ëþáîìó íàïðàâëå-

íèþ ei (i = 1, 4), d � äèàìåòð T , M4 = max
0≤ij≤4,

∑
ij=4

max
x∈T

∣∣∣ ∂4f(x)

∂e
i1
1 ∂e

i2
2 ∂e

i3
3 ∂e

i4
4

∣∣∣,
è ïóñòü ìíîãî÷ëåí Q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1), (2), (3). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ ∂3(Q− f)

∂e12∂e13∂e14

∣∣∣∣ ≤ CM4d
4

|A1A2| · |A1A3| · |A1A4|
;

∣∣∣∣∣∂n(Q− f)

∂e2
12∂ek1j

∣∣∣∣∣ ≤ CM4d
4−n, n = 2, 3, k ≥ 0 (k + 2 = n), j = 2, 3, 4;

∣∣∣∣∣∂n(Q− f)

∂ek1i∂el1j

∣∣∣∣∣ ≤ CM4d
4

|A1Ai|k · |A1Aj|l
, n = 1, 2, 0 ≤ k, l ≤ n (k + l = n),

i, j = 2, 3, 4;∣∣∣∣∣ ∂n(Q− f)

∂ei12∂ej13∂ek14

∣∣∣∣∣ ≤ CM4d
4−nâ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè f(x)
ñ óñëîâèÿìè (1), (2) èìååò âèä

Q(x) =
4∑
i=1

f(Ai)x
3
i + 3

∑
i6=j, i,j≥0

f(Ai)x
2
ixj+

+
∑

1≤i<j≤4

|AiAj| ·
(
∂f(Ai)

∂eij
xi +

∂f(Aj)

∂eji
xj

)
xixj+

+6a1110x1x2x3 + 6a1101x1x2x4 + 6a1011x1x3x4 + 6a0111x2x3x4.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà x ∈ T çàäàíà ñâîèìè áàðèöåíòðè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè (x1, x2, x3, x4), òîãäà ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó [2]:

∂f(x)

∂eij
=

1

|AiAj|
·
(
∂f(x)

∂xj
− ∂f(x)

∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3, 4, i 6= j. (4)

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü fi = f(Ai), i = 1, 3; ∂fi
∂ekj

= ∂f(Ai)
∂ekj

,

k 6= j; k, j = 1, 4. Îöåíêè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî
êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé e12, e13, e14 áûëè ïîëó÷åíû â [2]. Ðàññìîòðèì
ñìåøaííûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî íàïðàâëåíèÿì e12, e13, e14.

Îöåíèì
∣∣∣∂3(Q−f)
∂e2

14∂e13

∣∣∣. Îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òàê êàê

|AiAj| · eij = |AiAk| · eik + |AkAj| · ekj, i, j, k = 1, 4,

òî
∂f(x)

∂eij
=
|AiAk|
|AiAj|

∂f(x)

∂eik
+
|AkAj|
|AiAj|

∂f(x)

∂ekj
. (5)

Ïðèìåíÿÿ (4)è (5) â âûðàæåíèè ∂3Q
∂e2

14∂e13
, íàõîäÿ èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà

óñëîâèÿ (3) êîýôôèöèåíò 6a1011:

6a1011 = 6f1 + 2|A1A3|
∂f1

∂e13
−|A1A4|

∂f1

∂e14
−|A1A4|

∂f3

∂e14
+ 4|A1A4|

∂f(P13)

∂e14
+

+
|A1A4|
|A1A3|

(e14, e13)

[
6(f3 − f1) + |A1A3|

(
∂f3

∂e31
− ∂f1

∂e13

)
− 4|A1A3|

∂f(P13)

∂e13

]
,

ïîëó÷àåì

∂3Q(x)

∂e2
14∂e13

=
2

|A1A3| · |A1A4|2
·
(

6(f1 − a1011) + |A1A3| ·
∂f1

∂e13
+
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+|A1A3| ·
∂f4

∂e13
+ 2 · |A1A4| ·

∂f1

∂e14

)
=

=
2

|A1A4|2|A1A3|
·
( |A1A4|
|A1A3|

(e13, e14)
[
6(f3 − f1) + |A1A3|

( ∂f3

∂e31
− ∂f1

∂e13

)
−

−4|A1A3|
∂f(P13)

∂e13

]
− 4|A1A4|

∂f(P13)

∂e14
+ |A1A4|

∂f1

∂e14
+ 3|A1A4|

∂f1

∂e14
−

−|A1A3|
∂f1

∂e13
+ |A1A3|

∂f4

∂e13
+ |A1A4|

∂f3

∂e14

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.
Ïðåäñòàâèì ∂f(P13)

∂e14
, ∂f4

∂e13
, ∂f3

∂e14
, ∂f(P13)

∂e13
, f3,

∂f3

∂e13
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè A1, òîãäà

|R| ≤ 1

2
M4|A1A3|4,∣∣∣∂3(Q− f)

∂e2
14∂e13

∣∣∣ =
∣∣∣ ∂3Q

∂e2
14∂e13

− ∂3f

∂e2
14∂e13

+

+
1

3
|A1A4|

∂4f(α)

∂e3
14∂e13

− 1

12

|A1A3|2

|A1A4|
∂4f(β)

∂e3
13∂e14

+

+
1

6

|A1A3|2

|A1A4|
∂4f(γ)

∂e3
13∂e14

− 1

|A1A3|2|A1A4|
(e13, e14)R

∣∣∣ ≤ CM4
d2

|A1A4|
,

ãäå α è β, γ � òî÷êè, ëåæàùèå íà ðåáðàõ e14 è e13 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî
ïîðÿäêîâ ïî íàïðàâëåíèÿì e12, e13, e14 áóäåì ðàññóæäàòü òàê. Ðàññìîò-
ðèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

x∫
B

∂3(Q− f)

∂e12∂e13∂e14
de14 =

∂2(Q− f)

∂e12∂e13
(x)− ∂2(Q− f)

∂e12∂e13
(B),

ãäå B � òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè x íà áîêîâóþ ãðàíü A1A2A3.
Îöåíêà âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, èçâåñòíà. Òàêèì
îáðàçîì, íàì îñòàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà. Íî îíà óæå áûëà íàéäåíà ðàíåå [4]:

∣∣∣∣∣∂2(Q−f)
∂e12∂e13

(B)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ CM4d

2. Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣∂2(Q− f)

∂e12∂e13

∣∣∣∣∣ ≤ CM4
d4

|A1A3||A1A2|
.
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Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, åñëè ðåáðà A1A2, A1A3, A1A4 ÿâëÿþòñÿ äëèííûìè, ò.å. äëè-

íà êàæäîãî èç íèõ áîëüøå ïîëîâèíû äèàìåòðà, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè:∣∣∣ ∂n(Q−f)

∂ei12∂e
k
13∂e

n−i−k
14

∣∣∣ ≤ CM4d
4−n, 1 ≤ n ≤ 3, 0 ≤ i, k ≤ n (i+ k ≤ n).
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ÓÄÊ 519.713.2, 512.534

Â.À. Ìîë÷àíîâ

ÊÎÍÊÐÅÒÍÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈß
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÕ ÏËÀÍÀÐÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ïëàíàðíûå àâòîìàòû, ïîäàâòîìà-
òû êîòîðûõ îõâàòûâàþò ãîìîìîðôíûå îáðàçû âñåõ ïëàíàðíûõ àâòîìà-
òîâ.

Ïîä ïëîñêîñòüþ [1] áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó âèäà Π = (X,L), ãäå X �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê è L � ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, èìåíóåìûõ
ïðÿìûìè, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì: (A1) ÷åðåç ëþáûå
äâå òî÷êè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ; (A2) êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñî-
äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè; (A3) â ìíîæåñòâå X åñòü òðè òî÷êè,
íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòü Π ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêòèâíîé, åñëè ëþáûå äâå åå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, è àôôèííîé,
åñëè äëÿ ëþáîé ïðÿìîé l ∈ L è ëþáîé òî÷êè x ∈ X \ l ñóùåñòâóåò òàêàÿ
åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ l′, ÷òî x ∈ l′ è l ∩ l′ = ∅.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïëàíàðíûå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòó-
ðèçîâàííûìè àâòîìàòàìè [2] A = (Q,A,B, δ, λ) ñ ìíîæåñò-
âîì ñîñòîÿíèé Q è ìíîæåñòâîì âûõîäíûõ ñèãíàëîâ B, íà-
äåëåííûìè ñòðóêòóðàìè ïëîñêîñòåé ΠQ = (Q,LQ) è ΠB =
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= (B,LB), ìíîæåñòâîì âõîäíûõ ñèãíàëîâ A, ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ
δ : A × Q → Q è âûõîäíîé ôóíêöèåé λ : A × Q → B, äëÿ
êîòîðûõ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì a ∈ A ïðåîáðàçîâàíèå
δa(q) = δ(a, q) (q ∈ Q) ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè ΠQ è
îòîáðàæåíèå λa(q) = λ(a, q) (q ∈ Q) � ãîìîìîðôèçìîì ΠQ â ΠB. Äëÿ
àâòîìàòà A áåç ðàâíîäåéñòâóþùèõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ êàæäûé âõîäíîé
ñèãíàë a ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïàðîé îòîáðàæåíèé (δa, λa).

Äëÿ ëþáûõ ïëîñêîñòåé ΠQ è ΠB àâòîìàò A = (ΠQ, A,ΠB, δ, λ) ñ
ìíîæåñòâîì âõîäíûõ ñèãíàëîâ A, ñîñòîÿùèì èç âñåõ ïàð a = (ϕ, ψ)
ýíäîìîðôèçìîâ ϕ ïëîñêîñòè ΠQ è ãîìîìîðôèçìîâ ψ ïëîñêîñòè ΠQ â
ïëîñêîñòü ΠB, ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ(q, a) = ϕ(q) è âûõîäíîé ôóíêöèåé
λ(q, a) = ψ(q) (çäåñü q ∈ Q) ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì àâòîìàòîì. Òàêèå àâ-
òîìàòû íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ïëàíàðíûìè àâòîìàòàìè, òàê êàê
èõ ïîäàâòîìàòû îõâàòûâàþò ãîìîìîðôíûå îáðàçû âñåõ ïëàíàðíûõ àâ-
òîìàòîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [3] ïîêàçûâàåò, ÷òî óíèâåðñàëüíûå
ïëàíàðíûå àâòîìàòû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà) ñâîèìè ïîëóãðóïïàìè âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Äëÿ óíèâåðñàëüíûõ ïëàíàðíûõ àâòîìàòîâ èññëåäîâàíà ïðîáëåìà êîí-
êðåòíîé õàðàêòåðèçàöèè, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ àâòîìàò A = (Q,A,B, δ, λ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì ïëàíàðíûì àâòîìàòîì, ò.å. íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé Q ìîæíî òàê
îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè ΠQ = (Q,LQ) è íà ìíîæåñòâå âûõîä-
íûõ ñèãíàëîâ B � ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè ΠB = (B,LB), ÷òî ìíîæåñòâî
âõîäíûõ ñèãíàëîâ A ñîâïàäåò ñ ìíîæåñòâîì EndΠQ × Hom(ΠQ,ΠB).

Òàêàÿ çàäà÷à èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê èçâåñòíîé ïðîáëåìå Ñ. Óëàìà
[4] îá îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïî äàííîìó ìíîæåñòâó
ýíäîìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ íå ðåøåíà äî ñèõ ïîð íè äëÿ ãðàôîâ, íè äëÿ
ãèïåðãðàôîâ îáùåãî âèäà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àâòîìàòà A = (Q,A,B, δ, λ) îïðåäåëèì êàíîíè-
÷åñêèå òåðíàðíûå îòíîøåíèÿ RQ ⊂ Q3 è RB ⊂ B3 ïî ôîðìóëàì:

RQ = {(q1, q2, q3) ∈ Q3 : (∀(x1, x2, x3) ∈ Q3 \∆)(∃a ∈ A)δa(xi) = qi},

RB = {(b1, b2, b3) ∈ B3 : (∀(x1, x2, x3) ∈ Q3 \∆)(∃a ∈ A)λa(xi) = bi},

ãäå ∆ = {(x1, x2, x3) ∈ Q3 : xi = xj äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i 6= j ≤ 3}.
Òåðíàðíîå îòíîøåíèå R ⊂ X3 íàçûâàåòñÿ 3-ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà

ìíîæåñòâå X, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) R 6= X3,
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(ii) (x, x, x) ∈ R äëÿ ëþáîãî x ∈ X;
(iii) (x1, x2, x3) ∈ R =⇒ (xi1, xi2, xi3) ∈ R äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i1, i2, i3 ≤ 3;
(iv) (x, y, z), (z, y, v) ∈ R =⇒ (x, y, v) ∈ R äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ

x, y, z, v ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ y 6= z.

Ïðè ýòîì 3-ýêâèâàëåíòíîñòü R íàçûâàåòñÿ êâàçèóíèâåðñàëüíîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X íàéäåòñÿ òàêîé îòëè÷íûé îò íèõ ýëåìåíò
z ∈ X, ÷òî (x, y, z) ∈ R.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü A = (Q,A,B, δ, λ) � ïðîèçâîëüíûé àâ-
òîìàò áåç ðàâíîäåéñòâóþùèõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Òîãäà A â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïëàíàðíûì àâòîìàòîì
Atm(ΠQ,ΠB) äëÿ íåêîòîðûõ ïëîñêîñòåé ΠQ = (Q,LQ), ΠB = (B,LB),
åñëè êàíîíè÷åñêèå îòíîøåíèÿ RQ, RB ýòîãî àâòîìàòà ÿâëÿþòñÿ êâà-
çèóíèâåðñàëüíûìè 3-ýêâèâàëåíòíîñòÿìè íà ìíîæåñòâàõ Q è B ñîîò-
âåòñòâåííî, à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) åñëè (q1, q2, q3) ∈ Q3 \RQ, òî äëÿ ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ Q, y1, y2, y3 ∈
∈ B íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî δa(qi) = xi è λa(qi) = yi äëÿ
âñåõ 1 ≤ i ≤ 3;

2) åñëè äëÿ îòîáðàæåíèé ϕ : Q → Q, ψ : Q → B ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ q1, q2, q3 ∈ Q ñóùåñòâóåò x ∈ A, äëÿ êîòîðîãî δx(qi) = ϕ(qi)
è λx(qi) = ψ(qi) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 3, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A,
÷òî δa(q) = ϕ(q) è λa(q) = ψ(q) äëÿ âñåõ q ∈ Q.
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ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÊÀÐÒÀÍÀ
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Êàðòàíà � Ëåðå äëÿ òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì [1, 2] òîëåðàíòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (Ò ïðîñòðàíñòâî) (K, ξ), ãäå K = π × N,

(g1, a1)ξ(g2, a2)⇐⇒
{
g1 = g2, a1 = a2;
a1 6= a2.
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Ïðåäëîæåíèå 1. (K, ξ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå Ò ïðîñòðàíñòâî ñ òðè-
âèàëüíûìè (â ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ) ãîìîòîïè÷åñêèìè è ãî-
ìîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè: (∀n > 1) πn(K) = 0, Hn(K) = 0. �

Íà ïðîñòðàíñòâå (K, ξ) îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû π:

h · (g, a) = (gh−1, a), (g, a) ∈ K, h ∈ π.

Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, íî íå âïîëíå ðàçðûâíûì [3].
Ïîñòðîèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî (K ′, ξ′), â êîòîðîì

K ′ = {g0, . . . , gs; a0, . . . , as|s ∈ N ∪ {0}, gi ∈ π, ai ∈ N, ai < ai+1, i = 0, s, }

(g0, . . . , gs; a0, . . . , as)ξ
′(h0, . . . , ht; b0, . . . , bt)⇐⇒

s6t

g0 = hi0, . . . , gs = his; a0 = bi0, . . . , as = bis, 0 6 i0 < . . . < is 6 t.

Òàê êàê ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
◦
S (K ′) (ñì. [2]) ÿâëÿåòñÿ áàðèöåíòðè-

÷åñêèì ïîäðàçáèåíèåì êîìïëåêñà
◦
S (K), òî Hn(K

′) = Hn(K) = 0, n > 1.
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2, ãë. 3, ï. 3] ñëåäóåò, ÷òî π1(K

′) = π1(K) = 0.
Ïðèìåíèâ äàëåå òåîåðìó Ãóðåâè÷à [4], ïîëó÷èì

Ïðåäëîæåíèå 2. Ò ïðîñòðàíñòâî (K ′, ξ′) ëèíåéíî ñâÿçíîå è

(∀n > 1) πn(K
′) = 0, Hn(K

′) = 0. �

Íà (K ′, ξ′) ìîæíî îïðåäåëèòü âïîëíå ðàçðûâíîå äåéñòâèå (ñì. [3])
ãðóïïû π:

h · (g0, . . . , gs; a0, . . . , as) = (g0h
−1, . . . , gsh

−1; a0, . . . , as).

Îáîçíà÷èì Ò ïðîñòðàíñòâî îðáèò ÷åðåç (π\K ′, ξ′π) (ñì. [3]). Ñ ïîìîùüþ
ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3, 5] äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ãðóïïà π äåéñòâóåò âïîëíå ðàçðûâíî íà ëèíåéíî ñâÿç-
íîì Ò ïðîñòðàíñòâå (K ′, ξ′), ó êîòîðîãî (∀n > 1) πn(K

′) = 0, Hn(K
′) =

= 0. Ôàêòîð-îòîáðàæåíèå p′ : (K ′, ξ′) −→ (π\K ′, ξ′π) ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì Ò íàêðûòèåì, èìåþùèì π â êà÷åñòâå íàêðûâàþùèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Ïðè ýòîì π1(π\K ′) ∼= π, (∀n > 2) πn(π\K ′) = 0. �

Äëÿ ïðîçâîëüíîé ãðóïïû π åå ãðóïïû ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
â (ëåâîì) π-ìîäóëå M îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(∀n > 0) Hn(π;M) = TorZ[π]
n (Z,M),
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ãäå Z[π] � ãðóïïîâîå êîëüöî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðóïï
Hn(π;M), n > 0, íàäî âçÿòü òî÷íóþ (àöèêëè÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñâîáîäíûõ π-ìîäóëåé (ïðàâûõ) âèäà

. . .
∂−→ Cn

∂−→ . . .
∂−→ C1

∂−→ C0
ε−→ Z −→ 0. (1)

Òîãäà Hn(π;M) = Hn(Cn ⊗Z[π] M), n > 0.
Ïóñòü òåïåðü (X, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå Ò ïðîñòðàíñòâî, ó êîòîðîãî

π1(X) = π, (∀n > 2) πn(X) = 0. Òîãäà èç [3] è [5] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óíèâåð-
ñàëüíîãî Ò íàêðûòèÿ p : (X, τ) −→ (X, τ) ïîëó÷èì (∀n > 1) πn(X) = 0,
Hn(X) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ìîæ-
íî âçÿòü ïîïîëíåííûé öåïíîé êîìïëåêñ {C ′n(X), ∂n}n>0 óïîðÿäî÷åííûõ
öåïåé (ñì. [2]). Ñëåäîâàòåëüíî, (∀n > 0) Hn(π;M) = Hn(C

′(X)⊗Z[π] M).
Ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ öåïíîãî èçîìîðôèçìà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

(∀n > 0) Hn(C
′(X)⊗Z[π] M) ∼= Hn(X;M),

ãäå Hn(X;M) � ãîìîëîãèè Ò ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñ ëîêàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè π-ìîäóëåìM . Èòàê, â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷å-
íèÿõ èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. (∀n > 0) Hn(π;M) ∼= Hn(X;M). �
Ïóñòü (X, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå Ò ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì âïîëíå

ðàçðûâíî äåéñòâóåò (ñïðàâà) ãðóïïà π. Òîãäà (ñì. [3]) èìååòñÿ ðåãóëÿðíîå
Ò íàêðûòèå p : (X, τ) −→ (Y = X/π, θ = τπ), p(x) = x · π, ó êîòîðîãî
π ∼= π1(Y )/pπ(π1(X)) � ãðóïïà íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïî òåîîðåìå 1 èìååòñÿ àöèêëè÷íîå Ò ïðîñòðàíñòâî (K ′, ξ′), íà êîòî-
ðîì âïîëíå ðàçðûâíî äåéñòâóåò (ñëåâà) ãðóïïà π, ÷òî îïðåäåëÿåò óíè-
âåðñàëüíîå Ò íàêðûòèå p′ : (K ′, ξ′) −→ (P = π\K, ξ = ξ′π).

Íà ïðîñòðàíñòâå (K ′ ×X, ξ′ × τ) îïðåäåëèì äåéñòâèå π:

g · (u, x) = (g · u, x · g−1), g ∈ π, u ∈ K ′, x ∈ X,

ñ ïðîñòðàíñòâîì îðáèò (E = π\(K ′×X), τ = (ξ′× τ)π). Òîãäà Ò îòîáðà-
æåíèÿ

P
r1←− K ′ ×X r2−→ Y, r1(u, x) = p′(u), r2(u, x) = p(x),

èíäóöèðóþò Ò îòîáðàæåíèÿ P
ϕ1←− E

ϕ2−→ Y , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ Ò ðàñ-
ñëîåíèÿìè [6] ñî ñëîÿìè (X, τ) è (K ′, ξ′) ñîîòâåòñòâåííî.

Èç àöèêëè÷íîñòè (K ′, ξ′) è ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðå �
Ñåððà äëÿ ðàññëîåíèÿ ϕ2 [6] ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå �
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Ñåððà {Em = ⊕
s,t
Ems,t}, ñõîäÿùàÿñÿ ê H(E), òàêàÿ, ÷òî (ñì. òàêæå òåîðåìó

2) E2
s,t
∼= Hs(P ;Ht(X)) ∼= Hs(π;Ht(X)). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2), ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 3 (ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êàðòàíà �
Ëåðå). Ïóñòü (X, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå Ò ïðîñòðàíñòâî, íà êîòî-
ðîì âïîëíå ðàçðûâíî äåéñòâóåò ãðóïïà π, è ïóñòü (Y = X/π, θ =
= τπ) � ïðîñòðàíñòâî îðáèò. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Em = ⊕

s,t
Ems,t}, ñõîäÿùàÿñÿ ê H(Y ), òàêàÿ, ÷òî E2

s,t
∼=

∼= Hs(π;Ht(X)). �
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ÓÄÊ 519.7

Â.Å. Íîâèêîâ

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÈ
ÍÀÄ ÔÎÐÌÀËÜÍÛÌÈ ÊÎÍÒÅÊÑÒÀÌÈ

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ôîðìàëüíûõ êîíòåêñòîâ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ èõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Åñëè â ïðåäûäóùèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ [1, 2] ôîðìàëüíûé êîíòåêñò ðàññìàòðèâàëñÿ êàê íåêîòîðàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ äàííîñòü, òî ýòà ñòàòüÿ îòêðûâàåò èññëåäîâàíèå ïîâå-
äåíèÿ ñòðóêòóðû êîíöåïòîâ ïðè èçìåíåíèè ñîäåðæàíèÿ êîíòåêñòà, ò. å.
äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà â êîíòåêñòå.
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Âîññòàíîâèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ êîíöåïòóàëüíîãî àíàëèçà [3],
îáîáùàÿ èõ íà êîíòåêñò ñ (n + 1)-àðíûì îòíîøåíèåì ñ ïîìîùüþ àï-
ïàðàòà àëãåáðû îòíîøåíèé Â.Â. Âàãíåðà [4]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí
ôîðìàëüíûé ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ), åñëè çàäàíû
G � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, (Mi) � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ n,
ρ ⊆ G×M1× . . .×Mn � íåêîòîðîå (n+ 1)-àðíîå îòíîøåíèå. Ïîä ñëîâîì
¾êîíòåêñò¿ äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ¾ïîëèàòðèáóòíûé êîíòåêñò¿.

Áóäåì ãîâîðèì, ÷òî êîíòåêñò K = (G, (Mi), ρ) îäíîçíà÷åí îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, èëè ïðîñòî îäíîçíà÷åí, åñëè îòíîøå-
íèå ρ èìååò F -çàâèñèìîñòü G → Mn̄. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî âñåõ êîíöåïòîâ îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî-
÷åííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ îáðàçóåò ðåø¼òêó. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî êîíòåêñòà
K = (G, (Mi), ρ) îáîçíà÷èì ÷åðåç L(K) ðåø¼òêó åãî êîíöåïòîâ.

Â [5] áûë ðàññìîòðåí ñïîñîá ìèíèìèçàöèè ñåìåéñòâà àòðèáóòîâ êîí-
òåêñòà ïðè ñîõðàíåíèè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà åãî êîíöåïòîâ. Â ìèíèìèçèðîâàííîì îäíîçíà÷íîì êîíòåêñòå
K = (G, (Mi), ρ), 1 ≤ i ≤ n, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îäèí îáùèé àòðèáóò

a ∈Mj, ò.å. àòðèáóò, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
_
ρ j (G) = {a}.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå àòðèáóò a ïðèñóù âñåì îáúåêòàì êîíòåêñòà, òî
îí ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, ò.å. íå âûäåëÿåò íèêàêèõ ñîáñòâåííûõ êîí-
öåïòîâ. À çíà÷èò, ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ Mj â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî
óäàëèòü èç êîíòåêñòà, íå íàðóøàÿ ñòðóêòóðó êîíöåïòîâ. Òàê ïðåîáðàçî-
âàííûå êîíòåêñòû áóäåì íàçûâàòü êîíòåêñòàìè áåç îáùåãî àòðèáóòà.

Ñîåäèíåíèå K1 B CK2 êîíòåêñòîâ K1 = (G, (Ai), ρ), 1 ≤ i ≤ n, è
K2 = (G, (Bi), ς), 1 ≤ i ≤ m, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

K1 BCK2 = (G, (Mi), ρBCς), 1 ≤ i ≤ n+m,

ãäå Mi = Ai ïðè 1 ≤ i ≤ n, Mi = Bi−n ïðè n + 1 ≤ i ≤ n + m, ρBCς =
=
⋃
g∈G

(ρ)× ςm̄〈g〉. Òàêèì îáðàçîì, ñîåäèíåíèå êîíòåêñòîâ îïðåäåëåíî äëÿ

êîíòåêñòîâ ñ îäèí è òåì æå ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ è ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî ê îäíîìó êîíòåêñòó äîáàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà àòðèáóòîâ äðóãîãî êîí-
òåêñòà, ñîõðàíÿÿ àòðèáóòû êàæäîãî îáúåêòà èç âòîðîãî êîíòåêñòà.

Îáúåäèíåíèå K1 ∪ K2 êîíòåêñòîâ K1 = (G1, (Mi), ρ) è K2 =
= (G2, (Mi), ς) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

K1 ∪K2 = (G1 ∪G2, (Mi), ρ ∪ ς),
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ãäå G1∪G2 è ρ∪ς ÿâëÿþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îáúåäèíåíèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå êîíòåêñòîâ îïðåäåëåíî äëÿ êîíòåêñòîâ ñ
îäíèì è òåì æå ñåìåéñòâîì àòðèáóòîâ.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îäíî-
çíà÷íûõ êîíòåêñòîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñîåäèíåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè K1 = (G, (Ai), ρ), 1 ≤ i ≤ n, è K2 = (G, (Bi), ς), 1 ≤ i ≤ m,

îäíîçíà÷íûå êîíòåêñòû, òî K1BCK2 òàêæå îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò;
2) åñëè K1 = (G1, (Mi), ρ) è K2 = (G2, (Mi), ς) îäíîçíà÷íûå êîíòåê-

ñòû è
⋃

g∈G1∩G2

(σ{g}(ρ)) =
⋃

g∈G1∩G2

(σ{g}(ς)), òî K1 ∪ K2 òàêæå îäíîçíà÷-

íûé êîíòåêñò, â ÷àñòíîñòè, åñëè G1 ∩G2 = ∅.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ õàðàêòåðèçóþò ðåø¼òêè êîíöåïòîâ ñîåäè-

íåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ îäíîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ. Îáúåäèíåíèå ðåø¼òîê
âñþäó ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè K1 = (G, (Ai), ρ), 1 ≤ i ≤ n, è K2 = (G, (Bi), ς), 1 ≤ i ≤ m,

îäíîçíà÷íûå êîíòåêñòû, òî L(K1 BCK2) = L(K1) ∪ L(K2);
2) åñëè K1 = (G1, (Mi), ρ) è K2 = (G2, (Mi), ς) îäíîçíà÷íûå êîíòåê-

ñòû áåç îáùåãî àòðèáóòà ñ óñëîâèåì G1 ∩ G2 = ∅, òî L(K1 ∪ K2) =
= (L(K1) \ {G1}) ∪ (L(K2) \ {G2}) ∪ {G1 ∪G2}.

Çàìå÷àíèå. Âòîðîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåø¼òêà êîíöåïòîâ
îáúåäèíåíèÿ êîíòåêñòîâ ñîâïàäàåò ñ ðåø¼òî÷íûì îáúåäèíåíèåì ðåø¼-
òîê êîíöåïòîâ êàæäîãî èç êîíòåêñòà, êîãäà ñêëåèâàþòñÿ òîëüêî íàèáîëü-
øèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû. Óñëîâèå ¾áåç îáùåãî àòðèáóòà¿ âî âòîðîì
óòâåðæäåíèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïîñêîëüêó â îáúåäèíåíèè îáùèé
àòðèáóò ìîæåò èñ÷åçíóòü êàê îáùèé è âûäåëèòü ñîáñòâåííûé êîíöåïò G1

èëè G2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì èç êîíòåêñòîâ îí ÿâëÿëñÿ îáùèì.
Äîáàâëåíèå êîíöåïòîâ G1 èëè G2 íå ðàçðóøèò ðåø¼òêè L(K1 ∪K1).
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À. À. Îðåë

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÂÈÄÀÕ ÔÀÍÒÎÌÍÛÕ ÒÈÏÎÂ ÄÀÍÍÛÕ

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ôàíòîìíûõ òèïîâ
äàííûõ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåãî îòíîøåíèÿ îòíîøåíèå
ïðåäïîðÿäêà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òèï ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè,
ïðåäñòàâëåííûé íà ÿçûêå Haskell êîíñòðóêòîðîì òèïà (->). Íà îñíîâàíèè
ðàññìîòðåííîãî îòíîøåíèÿ áûëà ðåøåíà çàäà÷à ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè
òèïîâ. Îäíàêî äàííîå îòíîøåíèå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íî-
ñòè, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ. Ôàíòîì-
íûå òèïû äàííûõ, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ýòîãî îòíîøåíèÿ, íå ïîçâî-
ëÿþò, íàïðèìåð, ðåøèòü çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ [2]. Äëÿ
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ñâîéñòâà ðåôëåêòèâíîñòè ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè ñ ñèãíàòóðîé refl :: TE a b, ãäå TE a b - òèï äàí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèé îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, è ðåàëèçàöèÿ äâóõ
ôóíêöèé from è to ñ ñèãíàòóðàìè

from :: TE a b -> a -> b è to :: TE a b -> b -> a

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè, ðåàëèçóåìî-
ãî ôóíêöèåé symm ñ ñèãíàòóðîé symm :: TE a b -> TE b a, äîñòàòî÷íî
èìåòü ëèøü îäíó èç ôóíêöèé from èëè to, íàïðèìåð from, òàê êàê to

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê êîìïîçèöèÿ from . symm.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áàçîâîãî òèïà TE a b ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îòíî-

øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â âèäå (A => B) & (B => A), ðåàëèçóåìûì â
ñèëó èçîìîðôèçìà Êàððè � Õîâàðäà òèïîì ïàðû ôóíêöèîíàëüíûõ çà-
âèñèìîñòåé (a -> b, b -> a) [3], èëè èñïîëüçîâàòü íà îñíîâå ïðèíöèïà
Ëåéáíèöà îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â âèäå ∀ f. f a -> f b (ñì. [2]).

Ðàññìîòðèì äðóãèå âîçìîæíîñòè. Â íà÷àëå îïðåäåëèì îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì àëüòåðíàòèâû ( | ) â ôîðìå
(A | B) => (A & B). Ñîîòâåòñòâóþùèé òèï äàííûõ TE a b ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ñðåäñòâàìè ÿçûêà Haskell â âèäå

type TE a b = Either a b -> (a, b)
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Ôóíêöèè refl, from è to ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

refl :: TE a a
refl (Left x) = (x, x)
refl (Right x) = (x, x)

from :: TE a b -> a -> b
from f x = snd (f (Left x))

to :: TE a b -> b -> a
to f x = fst (f (Right x))

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äîëæíî îáëàäàòü ñâîéñòâàìè
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, îïðåäåëèì ôóíêöèè symm è trans,
îáåñïå÷èâàþùèå ýòè ñâîéñòâà.

symm :: TE a b -> TE b a
symm f (Left x) = case f (Right x) of

(y, z) -> (z, y)
symm f (Right x) = case f (Left x) of

(y, z) -> (z, y)

trans :: TE a b -> TE b c -> TE a c
trans f g (Left x) =

(x, snd (g (Left (snd (f (Left x))))))
trans f g (Right x) =

(fst (f (Right (fst (g (Right x))))), x)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè from èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî âòîðîé (snd) ýëåìåíò ðåçóëüòèðóþùåé ïàðû, à â îïðåäåëåíèè
ôóíêöèè to - òîëüêî ïðàâûé (fst). Ïðèíèìàÿ â ðàñ÷åò ýòî çàìå÷àíèå,
ïîïûòàåìñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîãî âàðèàíòà òèïà äàííûõ
TE a b îòíîøåíèå (A | B) => (A | B), ÿâëÿþùååñÿ òàâòîëîãèåé. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé òèï äàííûõ íà ÿçûêå Haskell áóäåò èìåòü âèä

type TE a b = Either a b -> Either a b

Ôóíêöèè refl, symm, trans, from è to â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì
çàìå÷àíèåì ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

refl :: TE a a
refl (Left x) = Right x
refl (Right x) = Left x

symm :: TE a b -> TE b a
symm f (Left x) = case f (Right x) of
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Left y -> Right y
symm f (Right x) = case f (Left x) of

Right y -> Left y

trans :: TE a b -> TE b c -> TE a c
trans f g (Left x) = case f (Left x) of

Right y -> case g (Left y) of
Right z -> Right z

trans f g (Right x) = case g (Right x) of
Left y -> case f (Right y) of

Left z -> Left z

from :: TE a b -> a -> b
from f x = case f (Left x) of

Right y -> y
Left y -> undefined

to :: TE a b -> b -> a
to f x = case f (Right x) of

Left y -> y
Right y -> undefined

Ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþùåå îòíîøåíèå äëÿ TE a b ÿâëÿåòñÿ òàâòîëî-
ãèåé, òî â ñèëó èçîìîðôèçìà Êàððè � Õîâàðäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f

òèïà TE a b. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f :: TE a b
f = id

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ôàíòîìíîãî òèïà îòëè÷àåò ïîëó÷åííûé òèï
äàííûõ îò òèïîâ, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèÿ, îïðå-
äåëÿþùèå ñèãíàòóðû ôóíêöèé from è to, íå ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.
Âñëåäñòâèå ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ôóíêöèè from è to ìîãóò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ undefined, îäíàêî ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [2].

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [1, 2] îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f âèäà
f (Ñ p1 ... pn) = e ïðè äîáàâëåíèè ê êîíñòðóêòîðó äàííûõ C ïàðà-
ìåòðà p òèïà TE a b, êîíòðîëèðóþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ a è b,
çàìåíÿåòñÿ íà f (Ñ p p1 ... pn) = from p e.
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ÓÄÊ 519.25+519.853

Ï.Þ. Ïàñåêîâ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÒÅÎÐÈÈ ÌÀÐÊÎÂÈÖÀ Ê ÏÎÐÒÔÅËÞ
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÎÐÃÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùåãî èç öåí-
íûõ áóìàã, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû êàê äëÿ èíñòèòóöèîíàëüíûõ, òàê è äëÿ
÷àñòíûõ èíâåñòîðîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, ïî-
ñòðîåííàÿ íà îáúåäèíåíèè ïîíÿòèé ïîðòôåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ, òåî-
ðèè Ã. Ìàðêîâèöà è ìåõàíè÷åñêèõ òîðãîâûõ ñèñòåì.

Â 1952 ã. Ãàððè Ìàðêîâèö îïóáëèêîâàë ôóíäàìåíòàëüíóþ ðàáîòó [1],
êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ îñíîâîé ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîðòôåëüíîãî èíâåñòèðî-
âàíèÿ. Ïî òåîðèè Ìàðêîâèöà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íàáîðà ýôôåêòèâíûõ
ïîðòôåëåé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü, äèñïåðñèþ
äëÿ êàæäîãî ôèíàíñîâîãî àêòèâà è êîâàðèàöèþ ìåæäó àêòèâàìè. Ýô-
ôåêòèâíûé ïîðòôåëü � ïîðòôåëü, îáåñïå÷èâàþùèé ñàìûé íèçêèé ðèñê
ïðè çàäàííîé îæèäàåìîé äîõîäíîñòè. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è
Ã. Ìàðêîâèöà: 

∞∑
i=1

∞∑
j=1

θiθjCovi,j → min

∞∑
i=1

E(ri)θi = E(r)

∞∑
i=1

θi = 1,

ãäå θi � äîëÿ i -ãî àêòèâà â ïîðòôåëå, Covi,j � êîâàðèàöèÿ i -ãî è j -ãî
àêòèâîâ, E(r) � îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, E(ri) � îæèäàåìàÿ
äîõîäíîñòü i-ãî àêòèâà.

Ã. Ìàðêîâèö ââåë ïîíÿòèå ¾ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà¿, íà êîòîðîé ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ âñå ýôôåêòèâíûå ïîðòôåëè. ×òîáû îïðåäåëèòü äàííóþ ãðà-
íèöó, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óäåëüíûå âåñà âõîäÿùèõ
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â ïîðòôåëü àêòèâîâ, ïðè êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåòñÿ çíà÷åíèå äèñïåðñèè
äëÿ êàæäîãî äàííîãî óðîâíÿ äîõîäíîñòè [2].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå â êà÷åñòâå ôèíàíñîâîãî àêòèâà ïðè ôîðìèðî-
âàíèè ïîðòôåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ òîðãîâàÿ ñèñòåìà (ÌÒÑ).
Çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î ïîñòðîåíèè ¾ïîðòôåëÿ ìåõàíè÷åñêèõ òîðãî-
âûõ ñèñòåì¿.

ÌÒÑ � ýòî êîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ íàáîð ñòðîãî
îïðåäåëåííûõ ïðàâèë, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ïðèíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ
îá îòêðûòèè èëè çàêðûòèè ïîçèöèè. Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ êëàññà
ÌÒÑ: òðåíäîâûå è êîíòðòðåíäîâûå. Îñíîâíàÿ öåëü òðåíäîâîé ñèñòåìû �
ýòî âõîä â ïîçèöèþ ïðè îïðåäåëåíèè íà÷àëà òåíäåíöèè è âûõîä ïðè ïåð-
âûõ ïðèçíàêàõ ðàçâîðîòà òåêóùåé òåíäåíöèè. Êîíòðòðåíäîâàÿ ñèñòåìà
âûÿâëÿåò ëîêàëüíûå îáëàñòè ïåðåêóïëåííîñòè/ïåðåïðîäàííîñòè è ñîâåð-
øàåò îïåðàöèè â îæèäàíèè ðàçâîðîòà òåêóùåé òåíäåíöèè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû òðè ìåõàíè÷åñêèå òîðãîâûå ñèñòåìû:

• ÌÒÑ �1: ïåðåñå÷åíèå äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ
ñ ïåðèîäàìè 9 è 22. Ïîêóïêà öåííîé áóìàãè îñóùåñòâëÿåòñÿ, êîãäà
ñêîëüçÿùàÿ ñðåäíÿÿ ñ ïåðèîäîì 9 ïåðåñåêàåò ñêîëüçÿùóþ ñðåäíþþ ñ ïå-
ðèîäîì 22 ñíèçó ââåðõ. Ïðîäàæà ïðîèñõîäèò ïðè îáðàòíîì ïåðåñå÷åíèè;

• ÌÒÑ �2: âûõîä èç îáëàñòè ïåðåêóïëåííîñòè/ïåðåïðîäàííîñòè èíäè-
êàòîðà Stochastic Oscillator ñ ïàðàìåòðàìè 4, 3. Ïîêóïêà áóìàãè ïðè
âûõîäå èíäèêàòîðà Stochastic Oscillator èç îáëàñòè ïåðåïðîäàííîñòè, ò.å.
ïðè ïåðåñå÷åíèè óðîâíÿ 20 ñíèçó ââåðõ, ïðîäàæà ïðè âûõîäå èç îáëàñòè
ïåðåêóïëåííîñòè, ò.å. ïåðåñå÷åíèè óðîâíÿ 80 ñâåðõó âíèç;

• ÌÒÑ �3: ïðîáîé 10-äíåâíîãî ìàêñèìóìà/ìèíèìóìà. Ïîêóïêà ïðè
ïðîáîå öåíîé 10-äíåâíîãî ìàêñèìóìà, ïðîäàæà ïðè ïðîáîå 10-äíåâíîãî
ìèíèìóìà;

Òåñòèðîâàíèå ïðîèçâîäèëîñü íà îáûêíîâåííûõ àêöèÿõ ÎÀÎ ¾Ñáåðáàíê
Ðîññèè¿, òîðãóþùèõñÿ íà Ìîñêîâñêîé ìåæáàíêîâñêîé âàëþòíîé áèðæå
(ÌÌÂÁ) [3], â ïåðèîä ñ 2008 ãîäà ïî 2010 ãîä âêëþ÷èòåëüíî, äíåâíîé
òàéìôðåéì.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îæèäàåìîé äîõîäíîñòè (E) è äèñïåðñèè (V) (ìå-
ñÿ÷íûå äàííûå) êàæäîé èç ñèñòåì, à òàêæå îòäåëüíî àêöèé Ñáåðáàíêà
Ðîññèè è èíäåêñà ÌÌÂÁ êàê ïîêàçàòåëÿ îáùåé ðûíî÷íîé äèíàìèêè ïðè-
âåäåíû â òàáë. 1.
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Òàáëèöà 1
Ðåç. ðàñ÷åòà ÌÒÑ �1 ÌÒÑ �2 ÌÒÑ �3 Ñáåðáàíê ÌÌÂÁ

E 0.05652 0.01099 0.02575 0.01803 0.00360
V 0.02506 0.01959 0.02525 0.03839 0.01303

Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè
êîòîðîé áóäóò êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ðàçëè÷íûõ àêòèâîâ (òàáë. 2).

Òàáëèöà 2

Àêòèâû ÌÒÑ �1 ÌÒÑ �2 ÌÒÑ �3 Ñáåðáàíê ÌÌÂÁ
ÌÒÑ �1 1
ÌÒÑ �2 0.251 1
ÌÒÑ �3 0.884 0.039 1
Ñáåðáàíê 0.798 0.537 0.647 1
ÌÌÂÁ 0.620 0.443 0.478 0.826 1

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, òðåíäîâûå ñèñòåìû (ÌÒÑ �1 è ÌÒÑ �3)
èìåþò äîâîëüíî âûñîêèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, à êîíòðòðåíäîâàÿ
ÌÒÑ �2 èìååò íèçêèé êîýôôèöèåíò ñ îáåèìè ñèñòåìàìè, ÌÒÑ �1 è
ÌÒÑ �3.

Ñëåäóþùàÿ òàáë. 3 ñîäåðæèò ïîêàçàòåëè ïîðòôåëåé, ñîñòîÿùèõ èç
ìåõàíè÷åñêèõ òîðãîâûõ ñèñòåì ñ ðàçíûìè äîëÿìè.

Òàáëèöà 3
Äîëÿ ÌÒÑ �1 Äîëÿ ÌÒÑ �2 Äîëÿ ÌÒÑ �3 E V

1 0.857 0.143 0 0.05001 0.02017
2 0.395 0.463 0.142 0.03107 0.01326
3 0 0.566 0.344 0.01740 0.01146

Òàáë. 3 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ ìåõà-
íè÷åñêèõ òîðãîâûõ ñèñòåì çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò ðèñêè èíâåñòèðîâàíèÿ,
îñòàâëÿÿ ïîòåíöèàëüíóþ äîõîäíîñòü íà ìàêñèìàëüíûõ óðîâíÿõ.

Ëþáîé ïîðòôåëü, íàõîäÿùèéñÿ íà ýôôåêòèâíîé ãðàíèöå Ìàðêîâèöà
(ðèñóíîê), áóäåò õîðîøèì âûáîðîì äëÿ èíâåñòîðà. Ïîðòôåëè âûøå è ëå-
âåå äàííîé ãðàíèöû íåëüçÿ ïîñòðîèòü, âñå ïîðòôåëè, íàõîäÿùèåñÿ íèæå
è ïðàâåå ãðàíèöû, ÿâëÿþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè. Íî âûáîð îïòèìàëüíîãî
ïîðòôåëÿ îñòàåòñÿ çà ñàìèì èíâåñòîðîì è çàâèñèò îò åãî ñòåïåíè íåïðè-
ÿòèÿ ðèñêà.
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Ðàáîòà ïîêàçàëà, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ èíâåñòèðîâàíèÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê èç ðàçíûõ
îáëàñòåé çíàíèé â îäíó êîìïëåêñíóþ ñèñòåìó. Èñïîëüçîâàíèå îïèñàííîé
ìîäåëè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü äèâåðñèôèêàöèþ èíâåñòèöèîí-
íîãî ïîðòôåëÿ, âêëþ÷àþùåãî èíñòðóìåíòû ðîññèéñêîãî ðûíêà öåííûõ
áóìàã, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿÿ íàáîð âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé.
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ÓÄÊ 511

Â.Í. Ïîëÿêîâ

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ

Â äàííîé ñòàòüå äîïîëíÿþòñÿ è îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû Ë. Ýéëåðà è
Æ. Ëàãðàíæà, êàñàþùèåñÿ óðàâíåíèé

ax2 −my2 = zn (1)

ïðè n ≥ 3.
Íåìíîãî èñòîðèè. Óðàâíåíèå ax2 − my2 = z3 (2)

âïåðâûå ðàññìîòðåë Ë. Ýéëåð, ïðåäëîæèâ ñëåäóþùèé êîìïëåêò ôîðìóë
äëÿ êîìïîíåíò x, y è z ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ:

x = au3 + 3muv2, y = 3au2v +mv3, z = au2 −mv2 (3)

(u è v � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà).
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Îäíàêî óæå ñàì Ë. Ýéëåð çàìåòèë, ÷òî åãî ôîðìóëû íå ìîãóò äàòü
ïîëíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2).

Äàëåå íà ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü óðàâíåíèÿ îáðàòèë âíèìàíèå
Æ. Ëàãðàíæ. Îí âèäîèçìåíèë âûâîä ôîðìóë Ë. Ýéëåðà äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2) è ïðåäëîæèë ìåòîä ñâîåîáðàçíîãî ïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ (1) ñ
îäíèì çíà÷åíèåì n ê äðóãîìó, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ n = k
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ n = k+ 1 è ò. ä. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ìåòîä Æ. Ëàãðàíæà äàåò òîëüêî îäèí êîìïëåêò ôîðìóë äëÿ
x, y è z è êðîìå ýòîãî ó íåãî âñåãäà äåéñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî a = 1.
Ìû ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì ïîëüçóåìñÿ òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n, à
óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2), êðîìå ôîðìóë Ë. Ýéëåðà, ñïðàâåä-
ëèâû è ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò åãî ðåøåíèé:

x = au3 −muv2

y = 3au2v −mv3

z = au2 −mv2

. (4)

Òåîðåìà 2. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 −my2 = z4 ïðè-
ãîäíû ñëåäóþùèå òðè êîìïëåêòà ôîðìóë:

x = u4 + 6mu2v2 +m2v4

y = 4u3v + 4muv3

z = u2 −mv2

; (5)


x = u4 −m2v4

y = 2u3v − 2muv3

z = u2 −mv2

; (6)


x = u4 − 2mu2v2 +m2v4

y = 0

z = u2 −mv2

. (7)

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax2 −my2 = z5 ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ëþáîìó èç òðåõ êîìïëåêòîâ ôîðìóë äëÿ êîìïîíåíò:

x = a2u5 + 10amu3v2 + 5m2uv4

y = 5a2u4v + 10amu2v3 +m2v5

z = au2 −mv2

; (8)
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x = a2u5 + 2amu3v2 − 3m2uv4

y = 3a2u4v − 2amu2v3 −m2v5

z = au2 −mv2

; (9)


x = a2u5 − 2amu3v2 +m2uv4

y = a2u4v − 2amu2v3 +m2v5

z = au2 −mv2

. (10)

Òåîðåìà 4. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − my2 = z6 îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ëþáîìó èç ÷åòûðåõ êîìïëåêòîâ ôîðìóë äëÿ åãî êîìïîíåíò:

x = u6 + 15mu4v2 + 15m2u2v4 +m3v6

y = 6u5v + 20mu3v3 + 6m2uv5

z = u2 −mv2

; (11)


x = u6 + 5mu4v2 − 5m2u2v4 −m3v6

y = 4u5v − 4m2uv5

z = u2 −mv2

; (12)


x = u6 −mu4v2 −m2u2v4 +m3v6

y = 2u5v − 4mu3v3 + 2m2uv5

z = u2 −mv2

; (13)


x = u6 − 3mu4v2 + 3m2u2v4 −m3v6

y = 0

z = u2 −mv2

. (14)

Òåîðåìà 5. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax2 −my2 = z7 ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ôîðìóëàì ëþáîãî èç ÷åòûðåõ êîìïëåêòîâ:

x = a3u7 + 21a2mu5v2 + 35am2u3v4 + 7m3uv6

y = 7a3u6v + 35a2mu4v3 + 21am2u2v5 +m3v7

z = au2 −mv2

; (15)


x = a3u7 + 9a2mu5v2 − 5am2u3v4 − 5m3uv6

y = 5a3u6v + 5a2mu4v3 − 9am2u2v5 −m3v7

z = au2 −mv2

; (16)
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x = a3u7 + a2mu5v2 − 5am2u3v4 + 3m3uv6

y = 3a3u6v − 5a2mu4v3 + am2u2v5 +m3v7

z = au2 −mv2

; (17)


x = a3u7 − 3a2mu5v2 + 3am2u3v4 −m3uv6

y = 7a3u6v − 3a2mu4v3 + 3am2u2v5 −m3v7

z = au2 −mv2

. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî è ðàíåå âûâîä ôîðìóë 1-ãî êîìïëåê-
òà ïðîâîäèòñÿ â äóõå ðàññóæäåíèé Ë. Ýéëåðà, îòíîñÿùèõñÿ ê óðàâíåíèþ
(2).

Ïóñòü A =
√
a, M =

√
m è ïóñòü n = 7. Ïîëîæèì

Ax+My = (Au+Mv)7, Ax−My = (Au−Mv)7.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x è y, ïîëó÷èì äëÿ íèõ ôîð-
ìóëû (15), ôîðìóëó äëÿ z íàéäåì, ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ x è y
â óðàâíåíèå. Äëÿ âûâîäà ôîðìóë (16) ïîëàãàåì

Ax+My = (Au+Mv)6 · (Au−Mv), Ax−My = (Au−Mv)6 · (Au+Mv)

è äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ è ò. ä.
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ÓÄÊ 519. 83
Â.Â. Ðîçåí

ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÊÐÀÉÍÈÕ
ÑÁÀËÀÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎÄÌÀÒÐÈÖ

ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èãðû äâóõ èãðîêîâ ñ óïîðÿäî÷åííûìè
èñõîäàìè çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â åå ñìåøàííîì ðàñ-
øèðåíèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäìàòðèö ìàòðè-
öû åå ôóíêöèè ðåàëèçàöèè. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ
ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäìàòðèö äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû (âñå ïðåäâàðè-
òåëüíûå ïîíÿòèÿ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1, 2]). Îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ
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ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäìàòðèö çàäàííîé ìàòðèöû, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì áàëàíñîâûõ âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ñâåäåíî â ñèëó òåîðåìû Êðåé-
íà � Ìèëüìàíà ê íàõîæäåíèþ êðàéíèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäìàòðèö.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà ‖F (i, j)‖(i∈I,j∈J) ôîðìàòà m × n íàä ìíîæå-
ñòâîì A. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sk ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ k-êîìïî-
íåíòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ. Ñ êàæäîé ïàðîé (x, y) ∈ Sm × Sn
àññîöèèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà F̃(x,y) íà ìíîæåñòâå A, îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì

F̃(x,y) (a) =
∑

F (i,j)=a

xi · yj, ãäå x = (x1, . . . , xm) , y = (y1, . . . , yn) .

Êàê îáû÷íî, ìû îòîæäåñòâëÿåì èíäåêñ i ∈ I ñ âåðîÿòíîñòíûì âåêòî-
ðîì âèäà (0, . . . , 1, . . . , 0)

i
. Çàôèêñèðóåì ïàðó ïîäìíîæåñòâ I0 ⊆ I, J0 ⊆

⊆ J . Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà B1
J0
⊆ Sm, B2

I0
⊆ Sn ðàâåíñòâàìè

B1
J0

=
{
x ∈ Sn : (∀j1, j2 ∈ J0) F̃(x, j1) = F̃(x, j2)

}
,

B2
I0

=
{
y ∈ Sm : (∀i1, i2 ∈ I0) F̃(i1, y) = F̃(i2, y)

}
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî B1
J0
è B2

I0
ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîãîãðàí-

íèêàìè, ñëåäîâàòåëüíî, B1
J0
×B2

I0
òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàí-

íèêîì â Sm × Sn.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìàòðèöà F (I0 × J0) = ‖F (i, j)‖(i∈I0,j∈J0) íàçûâà-

åòñÿ êðàéíåé ñáàëàíñèðîâàííîé ïîäìàòðèöåé, åñëè îíà ñáàëàíñèðîâàíà
è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà áàëàíñîâûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
êðàéíåé òî÷êîé â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå B1

J0
×B2

I0
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç
Ext P ìíîæåñòâî åãî êðàéíèõ òî÷åê.

Ëåììà. Âåêòîð x0 ∈ B1
J0

ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé â B1
J0

òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìèíèìàëåí ïî ñïåêòðó, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ B1

J0

âûïîëíåíî óñëîâèå
Sp x ⊆ Sp x0 =⇒ x = x0 (1)

(ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Sp x ñïåêòð âåêòîðà x : Sp x = {i ∈ I : xi 6= 0}).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � êðàéíÿÿ òî÷êà â B1

J0
. Ðàññìîòðèì âåê-

òîð x ∈ B1
J0
, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Spx ⊆ Spx0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x 6= x0. Òàê êàê ∑
i∈Sp x

xi =
∑

i∈Sp x0

x0
i = 1,
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òî ñðåäè íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x ñóùåñòâóåò òàêàÿ xi′, ÷òî
0 < x0

i′ < xi′, ñëåäîâàòåëüíî,

0 < ε = min
i∈Sp x

x0
i

xi
< 1. (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî |εxi| 6 x0
i äëÿ âñåõ i ∈ Sp x, ïîýòîìó x0

i ± εxi >
> 0 (i ∈ I), ò.å. âñå êîìïîíåíòû îáîèõ âåêòîðîâ x0± εx íåîòðèöàòåëüíû.
Ïîëîæèì

x1 =
x0 + εx

1 + ε
, x2 =

x0 − εx
1− ε

.

Ïðîâåðèì, ÷òî x1, x2 ∈ B1
J0
. Èìååì

∑
i∈I

x1
i =

∑
i∈I

x0
i + εxi
1 + ε

=
1

1 + ε

∑
i∈I

x0
i +

ε

1 + ε

∑
i∈I

xi =
1

1 + ε
+

ε

1 + ε
= 1;

∑
i∈I

x2
i =

∑
i∈I

x0
i − εxi
1− ε

=
1

1− ε
∑
i∈I

x0
i −

ε

1− ε
∑
i∈I

xi =
1

1− ε
− ε

1− ε
= 1.

Ââèäó x0, x ∈ B1
J0
è èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöèè F̃(x,y), ïîëó÷àåì

ïðè ëþáûõ j1, j2 ∈ J0

F̃(x1,j1) = F̃( x0

1+ε+ ε
1+εx,j1)

=
1

1 + ε
F̃(x0,j1) +

ε

1 + ε
F̃(x,j1) =

=
1

1 + ε
F̃(x0,j2) +

ε

1 + ε
F̃(x,j2) = F̃( 1

1+εx
0+ ε

1+εx,j2)
= F̃(x1,j2).

Ìû ïîêàçàëè ðàâåíñòâî F̃(x1,j1) = F̃(x1,j2); ðàâåíñòâî F̃(x2,j1) = F̃(x2,j2)

óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòàê, x1, x2 ∈ B1
J0
. Òàê êàê 1+ε

2 x1 + 1−ε
2 x2 =

= x0 è 1+ε
2 + 1−ε

2 = 1, òî èç îïðåäåëåíèÿ êðàéíåé òî÷êè ñëåäóåò, ÷òî
x1 = x2. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

x0 =
1 + ε

2
x1 +

1− ε
2

x2 =
1 + ε

2
x1 +

1− ε
2

x1 = x1,

îòêóäà x0+εx
1+ε = x0 è x = x0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå-

÷èè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõî-
äèìîñòè.

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà x0 âûïîë-
íåíî óñëîâèå (1). Ïóñòü x1 ∈ B1

J0
è x2 ∈ B1

J0
� äâà âåêòîðà òàêèå ÷òî

x0 = α1x
1 + α2x

2, ãäå α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1. Òîãäà Sp x1 ⊆ Sp x0,
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Sp x2 ⊆ Sp x0, è â ñîîòâåòñòâèè ñ (1) ìû ïîëó÷àåì x1 = x0 è x2 = x0, ïî-
ýòîìó x1 = x2. Èòàê, x0 ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé â B1

J0
, ÷òî çàêàí÷èâàåò

äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Èñïîëüçóÿ ëåììó è òåîðåìó 2 èç [2], èìååì
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü M � êðàéíÿÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ ïîäìàòðèöà

ìàòðèöû ‖F (i, j)‖(i∈I,j∈J). Òîãäà
1. Ïîäìàòðèöà M èìååò åäèíñòâåííûé ñòðî÷íûé áàëàíñîâûé âåê-

òîð;
2. Ïîäìàòðèöà M èìååò åäèíñòâåííûé ñòîëáöîâûé áàëàíñîâûé

âåêòîð;
3. Ïîäìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé;
4. Det χ (Ma) 6= 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ pr2M , ãäå χ (Ma) åñòü ìàòðèöà ñ

ýëåìåíòàìè mij, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó:{
mij = 1, åñëè F (i, j) = a,

mij = 0, åñëè F (i, j) 6= a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
(
x0, y0

)
� áàëàíñîâàÿ ïàðà âåêòîðîâ äëÿ

ïîäìàòðèöû M = F (I0 × J0) ïðè óñëîâèè x0 ∈ Ext B1
J0
è y0 ∈ Ext B2

I0
.

Ðàññìîòðèì ñòðî÷íûé áàëàíñîâûé âåêòîð x äëÿ F (I0 × J0): x ∈ B1
J0
,

Sp x = I0. Òàê êàê Sp x = Sp x0, òî èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî x = x0. Òà-
êèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1) ïðîâåðåíî. Äâîéñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå 2). Óòâåðæäåíèÿ 3) è 4) ñëåäóþò èç òåîðåìû 2 ðàáîòû [2].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü ‖F (i, j)‖(i∈I,j∈J) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà íàä ìíî-

æåñòâîì A, I0 ⊆ I, J0 ⊆ J è M = F (I0 × J0) åå ïîäìàòðèöà.
Ïîäìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé ñáàëàíñèðîâàííîé ïîäìàòðèöåé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ a, a1, a2 ∈ pr2M âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

1) ïîäìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé;
2) Det χ (Ma) 6= 0;
3) âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà λa = (1, . . . , 1) [χ (Ma)]−1 ïîëîæèòåëü-

íû;
4) âåêòîðû λa1 è λa2 êîëëèíåàðíû;
5) âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà δa = [χ (Ma)]−1 (1, . . . , 1)T ïîëîæèòåëü-

íû;
6) âåêòîðû δa1 è δa2 êîëëèíåàðíû.
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ÓÄÊ 517.927.25
Â.Ñ. Ðûõëîâ

ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ
ÎÄÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûé îä-
íîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`(y, λ) := y′′ + p1λy
′ + p2λ

2y (1)

è äâóõòî÷å÷íûìè îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uν(y, λ) = Uν0(y, λ) + Uν1(y, λ) :=

:=
(
αν1y

′(0) + λαν2y(0)
)

+
(
βν1y

′(1) + λβν2y(1)
)

= 0, ν = 1, 2, (2)

ãäå pj, ανj, βνj ∈ C.
Ïóñòü ω1, ω2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ω2 + p1ω +

+p2 = 0 è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå: êîðíè ω1, ω2

îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ω1 < ω2.

Îáîçíà÷èì äàëåå y1(x, λ) = exp(λω1x), y2(x, λ) = exp(λω2x). Î÷åâèä-
íî, ôóíêöèè y1, y2 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ `(x, λ) = 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëåå ñ÷èòàåì αν1 6= 0, βν1 6= 0.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ. Îáî-
çíà÷èì vνj = Uν0(yj, λ)/λ = αν1ωj + αν2, wνj = exp(−λωj)Uν1(yj, λ)/λ =
= βν1ωj + βν2, Vj = (v1j, v2j)

T , Wj = (w1j, w2j)
T , ν, j = 1, 2. Ïóñòü ask =

= det(Ws,Wk), as̄k = det(Vs,Wk), ask̄ = det(Ws, Vk), as̄k̄ = det(Vs, Vk).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ïó÷êà èìååò âèä

∆(λ) = det
(
Uν(yj, λ)

)2

ν,j=1
= λ2

(
a1̄2̄ + eλω1a12̄ + eλω2a1̄2 + eλ(ω1+ω2)a12

)
.

Åñëè a1̄2̄ 6= 0 è a12 6= 0, òî ïó÷îê (1),(2) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïî Áèðê-
ãîôó [1, ñ. 66�67] è åãî ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò îöåíêó O( 1

λ) âíå êðóæêîâ
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ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà îêîëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè æå a1̄2̄ = 0
èëè a12 = 0, òî ïó÷îê (1),(2) áóäåò ñèëüíî íåðåãóëÿðíûì. Åãî ôóíêöèÿ
Ãðèíà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò â óãëàõ ðàñòâîðà áîëüøå èëè ðàâ-
íîãî π.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà (1)�
(2) è íà âåêòîð-ôóíêöèþ f = (f0, f1)

T ∈ L1[0, 1], ïðè êîòîðûõ èìååò
ìåñòî äâóêðàòíàÿ ðàçëîæèìîñòü âåêòîð-ôóíêöèè f â áèîðòîãîíàëüíûé
ðÿä Ôóðüå ïî ïðîèçâîäíûì öåïî÷êàì ïó÷êà (1),(2) (ñì. [1, ñ. 102]).

Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà òîëüêî äëÿ äëÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíîãî ïó÷êà
(1),(2), òàê êàê â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ââèäó õîðîøåé îöåíêè ôóíêöèè
Ãðèíà çàäà÷à î ðàçëîæåíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàåòñÿ (ñì. [1, ñ. 124�
129]).

Â ñèëüíî íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà 3-ãî ïîðÿäêà, êîãäà êîðíè {ωj} ëåæàò â âåðøèíàõ ïðàâèëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ðåøåíà â ðàáîòå [2]. Ïðè ýòîì
íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ íàêëàäûâàëèñü î÷åíü ñèëüíûå óñëîâèÿ (è ýòî
ïî ñóùåñòâó): àíàëèòè÷íîñòü è óäîâëåòâîðåíèå íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëü-
íûì ñîîòíîøåíèÿì.

Ðàññìîòðèì äàëåå êîíêðåòíûé ïó÷îê âèäà (1),(2), ïîðîæäåííûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

y′′ − 3λy′ + 2λ2y (3)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè{
3λy(0) + y′(1) + λy(1) = 0,

y′(0)− 2λy(0) = 0.
(4)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ïó÷îê L(λ). Çäåñü ω1 = 1, ω2 = 2 è õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü èìååò âèä

∆(λ) = 3λ2
(
1 + e2λ

)
.

Òî åñòü ïó÷îê L(λ) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíûì.
Íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ∆(λ) è ðàâ-

íû λn = π
2 i + πni, n ∈ Z. Òî åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå. Ïóñòü

yn åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λn. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ öåïî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè yn èìååò âèä(
yn, λnyn

)T
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L(λ) = 0 èëè ïîäðîáíî

y′′ − 3λy′ + 2λ2y = 0, (5)
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{
3λy(0) + y′(1) + λy(1) = 0,

y′(0)− 2λy(0) = 0.
(6)

Ëèíåàðèçóåì çàäà÷ó (5),(6) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì v0 = y,
v1 = λv0. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
óæå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L̂, íî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé:{

v1 = λv0,
−1

2v
′′
0 + 3

2v
′
1 = λv1,{

3v1(0) + v′0(1) + v1(1) = 0,
v′0(0)− 2v1(0) = 0.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà L(λ) è îïåðàòîðà
L̂ ñîâïàäàþò, à ñèñòåìà ïðîèçâîäíûõ öåïî÷åê ïó÷êà L(λ) ñîâïàäàåò ñ
ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà L̂.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû ïîòðåáóþòñÿ êîìïîíåíòû ðå-
çîëüâåíòû îïåðàòîðà L̂. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü(

L̂− λE
)−1

f =
(
v0(x, λ; f), v1(x, λ; f)

)T
,

ãäå f = (f0, f1)
T .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè f ′′0 , f
′
1 ∈ L1[0, 1] è

f0(0) = f0(1) = f ′0(0) = f ′0(1) = f1(0) = f1(1) = 0,

òî

− 1

2πi

∮
Γν

v0(x, λ; f) dλ = f0(x)+

+
(
f0(x)− 2

3f0(2x− 1)− 2F1(x) + 4
3F1(2x− 1)

)
+ o(1) ïðè ν →∞,

− 1

2πi

∮
Γν

v1(x, λ; f) dλ = f1(x)+

+
(
−2f1(x) + 4

3f1(2x− 1) + f ′0(x)− 2
3f
′
0(2x− 1)

)
+ o(1) ïðè ν →∞,

ãäå F1(x) =
∫ x

0 f1(t) dt, à Γν � êðóãîâîé êîíòóð ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäèóñà πν, ν ∈ N.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèè f0 è f1 òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû è

2f1(x) ≡ f ′0(x),
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òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

− 1

2πi

∮
Γν

v0(x, λ; f) dλ = f0(x) + o(1) ïðè ν →∞,

− 1

2πi

∮
Γν

v1(x, λ; f) dλ = f1(x) + o(1) ïðè ν →∞.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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ÓÄÊ 519.83
Ò.Ô. Ñàâèíà

Î ÏÎËÍÛÕ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÕ ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÈÃÐ
Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Äëÿ èãð ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ âèäà G = 〈(Xi)i∈N ,
A, (ρi)i∈N , F 〉 êàê äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [1] åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââåäåíî ïîíÿòèå ãîìîìîðôèçìà [2]. Âîïðîñ î ñîõðàíåíèè îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ ê
äðóãîé ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3] íà áàçå
óñëîâèé êîâàðèàíòíîñòè è êîíòðàâàðèàíòíîñòè ãîìîìîðôèçìîâ. Â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå äàíî òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
[4] èãðû íà îñíîâå ïîëíîòû ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ.

Îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè â èãðå ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ
è äîïóñòèìûå (âïîëíå äîïóñòèìûå) èñõîäû. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèòóàöèÿ x0 =
(
x0
i

)
i∈N ∈ X â èãðå G íàçûâàåòñÿ

• ñèòóàöèåé îáùåãî ðàâíîâåñèÿ , åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ N è ëþáûõ

xi ∈ Xi âûïîëíåíî óñëîâèå F (x0 ‖ xi)
ρi
≯ F (x0);

• ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ F (x0 ‖ xi)
ρi

. F (x0).
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Îïðåäåëåíèå 2. Èñõîä a íàçûâàåòñÿ

• äîïóñòèìûì â èãðå G, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N âûïîëíåíî

¬ (∃xi ∈ Xi)
(
∀xN\i ∈ XN\i

)
F
(
xi, xN\i

) ρi
> a,

• âïîëíå äîïóñòèìûì â èãðå G, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N âûïîë-

íåíî
(
∃xN\i ∈ XN\i

)
(∀xi ∈ Xi)F

(
xi, xN\i

) ρi
≯ a.

Ïóñòü K è K � äâà êëàññà èãð ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî-
÷òåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ N = {1, . . . , n}. Çàôèêñèðóåì â
ýòèõ êëàññàõ íåêîòîðûå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè; áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç OptG ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èã-
ðû G = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ∈ K, ÷åðåç OptΓ � ìíîæåñòâî
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû Γ = 〈(Yi)i∈N , B, (σi)i∈N , Φ〉 ∈ K .

Îïðåäåëåíèå 3. Íàáîð îòîáðàæåíèé f = (ϕ1, . . . , ϕn, ψ), ãäå
ϕi : Xi → Yi (i ∈ N) è ψ : A → B íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èãðû G
â èãðó Γ, åñëè äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i ∈ N , ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ A
è ëþáîé ñèòóàöèè x = (x1, . . . , xn) ∈ X âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:

Hom1: ψ(F (x1, . . . , xn)) = Φ(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)),

Hom2: a1

ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi
. ψ(a2).

Ãîìîìîðôèçì f èãðû G â èãðó Γ íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ N äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Str: a1

ρi
< a2 ⇒ ψ(a1)

σi
< ψ(a2).

Îïðåäåëåíèå 4. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé êëàññ H ãîìîìîðôèçìîâ
èç èãð êëàññà K â èãðû êëàññà K . Ãîìîìîðôèçìû êëàññà H íàçûâàþòñÿ
êîâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êëàññîâ (K,K ), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
èãð G ∈ K è Γ ∈ K è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ H f � îáðàç
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èãðû G åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â èãðå Γ, è
êîíòðàâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êëàññîâ (K,K ), åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ èãð G ∈ K è Γ ∈ K è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ H f � ïðîîáðàç
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èãðû Γ åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â èãðå G.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J íàçûâàåòñÿ êî-
âàðèàíòíî ïîëíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ p ∈ OptG
ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ j ∈ J , ÷òî f j(p) ∈ OptΓj.

Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî
ïîëíûì, åñëè óñëîâèå ¾f j(p) ∈ OptΓj äëÿ âñåõ j ∈ J¿ âëå÷åò p ∈ OptG.
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Ëåììà
1. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîë-

íûì ñåìåéñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ ãîìîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: OptG =

⋃
j∈J
f−1
j (OptΓj).

2. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî
ïîëíûì ñåìåéñòâîì êîâàðèàíòíûõ ãîìîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: OptG =

⋂
j∈J
f−1
j (OptΓj).

Ïóñòü K � êëàññ èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè, K � êëàññ èãð ñ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
èãðû G ∈ K âîçüìåì ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ, â êà÷åñòâå îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû Γ ∈ K � ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ
ïî Íýøó. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1
1. Îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ êëàññîâ èãð è èõ îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé âñå ñòðîãèå ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè.
2. Äëÿ êàæäîé èãðû G ∈ K ñåìåéñòâî âñåõ åå ñòðîãèõ ãîìîìîðôèç-

ìîâ â èãðû êëàññà K ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîëíûì.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàôèêñèðóåì äâå èãðû G ∈ K, Γ ∈ K è

íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì f èç èãðû G â èãðó Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ x0 =
(
x0

1, . . . , x
0
n

)
íå áóäåò ñèòóàöèåé îáùåãî

ðàâíîâåñèÿ â èãðåG, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñèòóàöèÿ ϕ(x0) =
=
(
ϕ1(x

0
1), . . . , ϕn(x

0
n)
)
ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòðîãîãî ãî-
ìîìîðôèçìà f èç èãðû G â íåêîòîðóþ èãðó Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííûìè èñõîäàìè òàêîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè îáùåãî ðàâíîâå-
ñèÿ x0 èãðû G ñèòóàöèÿ ϕ(x0) áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â
èãðå Γ. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ñòðîãîãî ãîìîìîðôèçìà îñíîâàíî íà
ëåììå 2 [5]. Ñèòóàöèÿ x0 áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå
Γ = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè. Ïðè
ýòîì íàáîð òîæäåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé (∆X1

, . . . ,∆Xn
,∆A) áóäåò ñòðî-

ãèì ãîìîìîðôèçìîì èç èãðû G â èãðó Γ.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Äàëåå, äëÿ òåõ æå êëàññîâ èãð ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òèïû îïòè-

ìàëüíûõ ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû G ∈ K âîçü-
ìåì ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, â êà÷åñòâå îïòèìàëü-
íûõ ðåøåíèé èãðû Γ ∈ K � ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2
1. Îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ êëàññîâ èãð è èõ îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé âñå ñòðîãèå ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè.
2. Äëÿ êàæäîé èãðû G ∈ K ñåìåéñòâî âñåõ åå ñòðîãèõ ãîìîìîðôèç-

ìîâ â èãðû êëàññà K ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî ïîëíûì.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàôèêñèðóåì äâå èãðû G ∈ K, Γ ∈ K è

íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì f èç èãðû G â èãðó Γ.
1. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìà Hom2, Hom1

ê ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó x0 â èãðå G, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèòóàöèÿ
ϕ(x0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ñ ïðèìåíåíèåì
ëåììû 2 [5]. Ðàññìîòðèì èãðó 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 = Γ, â êîòîðîé
äëÿ èãðîêà i0 îòíîøåíèå ïîðÿäêà åñòü ρi0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ èãðî-
êîâ j 6= i0 îòíîøåíèå ρj åñòü ëþáîå ëèíåéíîå äîóïîðÿäî÷åíèå ïîðÿäêà
ρj. Â èãðå Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ñèòóàöèÿ x0 íå áóäåò
ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, à ñèñòåìà òîæäåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé
ϕi = ∆Xi

(i ∈ N); ψ = ∆A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ãîìîìîðôèçìîì èç èãðû G

â èãðó Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
ïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñèòóàöèÿ ϕ(x0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó â èãðå ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 517.518.85
À.Þ. Òðûíèí

Î ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÕ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ
ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ È ÏÎÒÎ×Å×ÍÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÏÎ ¾ÂÇÂÅØÅÍÍÛÌ¿ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌ ßÊÎÁÈ

Ïóñòü αn > −1, βn > −1, òîãäà {P (αn,βn)
n }∞n=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîãî÷ëåíîâ òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N P
(αn,βn)
n åñòü êëàññè÷åñêèé îð-

òîãîíàëüíûé íà îòðåçêå [−1, 1] ìíîãî÷ëåí ßêîáè ñòåïåíè n [1, 2] äëÿ ñëó-
÷àÿ α = αn, β = βn. Ñäåëàåì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé x = cos θ.
Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ìíîãî÷ëå-
íû ßêîáè P (αn,βn)

n , ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëèóâèëëÿ [2, �1.8] ïðèâî-
äÿòñÿ ê âèäó (ñìîòðèòå, íàïðèìåð [1, ãë. VII., �3] èëè [2, �4.24, (4.24.2)])

u′′n(θ) +

{
1
4 − α

2
n

4 sin2 θ
2

+
1
4 − β

2
n

4 cos2 θ
2

+

(
n+

αn + βn + 1

2

)2
}
un(θ) = 0. (1)

Ôóíêöèè un(θ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ ýòèì óðàâ-
íåíèåì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

un

(
π

2

)
=

(
sin

π

4

)αn+ 1
2
(

cos
π

4

)βn+ 1
2

P (αn,βn)
n

(
cos

π

2

)
,

u′n

(
π

2

)
=

d

dθ

(
sin

θ

2

)αn+ 1
2
(

cos
θ

2

)βn+ 1
2

P (αn,βn)
n (cos θ)

∣∣∣∣∣
θ=π

2

, (2)

ãäå P (αn,βn)
n êëàññè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ßêîáè ñòåïåíè n ñ ïàðàìåòðàìè

αn, βn è ñòàíäàðòíîé íîðìèðîâêîé [2, ãë. IV, �4.1, (4.1.1)]

P (αn,βn)
n (1) =

(
n+ αn
n

)
. (3)

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå αn > −1, βn > −1 îáåñïå÷èâàåò ñóììèðóå-
ìîñòü âåñîâîé ôóíêöèè êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ßêî-
áè. Â ñèëó [2, òåîðåìà 4.23.2] ïðè αn ≤ −1 èëè βn ≤ −1 ôóíêöèè P (αn,βn)

n

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè òîëüêî êîãäà αn ∈ Z, βn ∈ Z. Òåì íå ìåíåå àíà-
ëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî α è β íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1) âîçìîæíî. Âèä ôóíêöèè P (αn,βn)

n â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåò-
ñÿ ôîðìóëîé [2, (4.21.2)]. Äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ P (αn,βn)

n ïðè
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αn > −1, βn > −1 åñòü êëàññè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ßêîáè, à â ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé αn ≤ −1 èëè βn ≤ −1 P

(αn,βn)
n ,

åñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä [2, (4.21.2)]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåì
ñòàíäàðòíóþ íîðìèðîâêó (3) è íàçûâàåì ôóíêöèè un(θ) ¾âçâåøåííûìè¿
ìíîãî÷ëåíàìè ßêîáè.

Åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn}∞n=1,
{βn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

αn ∈ R, βn ∈ R, αn = o

(√
n

lnn

)
, βn = o

(√
n

lnn

)
ïðè n→∞.

(4)

Ïóñòü f ∈ C[a, b], ãäå [a, b] ⊂ (0, π). Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà
îòðåçîê [0, π] äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (θ) =


f(θ) ïðè θ ∈ [a, b],
0 ïðè θ ∈ [0, π] \ (3a

4 ,
π+3b

4 ),
ëèíåéíàÿ ïðè θ ∈ (3a

4 , a) è (b, π+3b
4 ).

(5)

Â îòëè÷èå îò ïîðÿäêà ìíîãî÷ëåíà P (αn,βn)
n íîìåð íàèáîëüøåãî èç íó-

ëåé ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1) è (2) ñîãëàñíî íîðìèðîâêå [3, (1.6)] áóäåì
îáîçíà÷àòü ñ = ñ(λ). Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà [3, (1.8)], ïîñòðî-
åííîãî ïî ðåøåíèÿì çàäà÷è Êîøè, âûãëÿäèò òàê

S
(αn,βn)
λn

(f, θ) =
ñ∑
k=0

un(θ)

u′n(θk,λn)(θ − θk,λn)
F (θk,λn) =

ñ∑
k=0

sk,λn(θ)F (θk,λn).

(6)

Èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ òðèâèàëüíûé ñëó÷àé f ≡ 0, âîçüì¼ì ôèê-
ñèðîâàííóþ ïîëîæèòåëüíîçíà÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϑn}∞n=1, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

ϑn = o(1), lim
n→∞

ϑn

ω(F, 1
n)

=∞; ïîëîæèì εn = exp

{
− ϑn

ω(F, 1
n)

}
. (7)

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â ñèëó [3, ïðåäëîæåíèå 5] è (1) íà îòðåçêå [a2 ,
π+b

2 ]
ôóíêöèÿ un èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé θk,n. Ïåðåíóìåðóåì èõ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ, à èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà÷èì n̆+1 = n̆(n, αn, βn, a, b)+1. Äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è θ ∈ [a, b] îáîçíà÷èì ÷åðåç p, p1, p2, m1 è m2

òàêèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
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m1 =

[
k1

2

]
+ 1, m2 =

[
k2

2

]
,

θp,n ≤ θ < θp+1,n, (8)

θp1,n ≤ a < θp1+1,n, θp2,n ≤ b < θp2+1,n,

ãäå íîìåðà k1 è k2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íåðàâåíñòâ

θk1−1,n < θ − εn ≤ θk1,n, θk2,n ≤ θ + εn < θk2+1,n.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ηn = ηn(a, αn, βn)

=



√
1
4−α

2
n

4 sin2 a
4

+
1
4−β

2
n

4 cos2 a4
+
(
n+

αn+βn+1
2

)2

2πu′n(a2 ) , åñëè un(a2) = 0,

√
1
4−α

2
n

4 sin2 a
4

+
1
4−β

2
n

4 cos2 a4
+
(
n+

αn+βn+1
2

)2

2π

√
1
4−α

2
n

4 sin2 a
4

+
1
4−β

2
n

4 cos2 a4
+
(
n+

αn+βn+1
2

)2

+
(
u′n (a2 )

un (a2 )

)2 , åñëè un(a2) 6= 0

(9)

è
λn = λn(a, b, αn, βn)

=

(
π + (b− a)

2π

)2
{

1
4 − α

2
n

4 sin2 a
4

+
1
4 − β

2
n

4 cos2 a
4

+

(
n+

αn + βn + 1

2

)2
}
. (10)

Ïîñëå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñõîäèìîñòè â
òî÷êå ïî ¾âçâåøåííûì¿ ìíîãî÷ëåíàì ßêîáè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn, βn óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèÿì (4), f ∈ C[a, b], [a, b] ⊂ (0, π). Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ f äî
F íà îòðåçêå [0, π], êàê â (5). Âîçüì¼ì ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëü-
íîçíà÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϑn}∞n=1 è {εn}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (7). ×èñëà m1,m2 è p âûáåðåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíî-
øåíèÿ (8). Òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (6), ãäå â êà÷åñòâå ðåøåíèé çàäà-
÷è Êîøè áåðóòñÿ ¾âçâåøåííûå¿ ìíîãî÷ëåíû ßêîáè un(θ), ðàâíîìåðíî
ïî θ íà [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∣∣∣S(αn,βn)
λn

(F, θ)− F (θ)−
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−ηnun(θ) ·
m2∑

m=m1

′F (θ2m+1,λn)− 2F (θ2m,λn) + F (θ2m−1,λn)

p− 2m

∣∣∣ = 0, (11)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηn = ηn(a, αn, βn) îïðåäåëåíà (9), à øòðèõ ó
ñóììû îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî ñî çíàìåíàòåëåì, ðàâíûì íó-
ëþ. Åñëè m2 < m1 (ñìîòðèòå (8)), òî ñóììà â (11) ðàâíà íóëþ.

Ñïðàâåäëèâ òàêæå ¾ãëîáàëüíûé¿ àíàëîã òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn, βn óäîâëåòâîðÿþò ñî-

îòíîøåíèÿì (4), f ∈ C[a, b], [a, b] ⊂ (0, π). Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ f äî
F íà îòðåçêå [0, π], êàê â (5). ×èñëî p âûáåðåì, êàê â (8). Òîãäà äëÿ îïå-
ðàòîðîâ âèäà (6), ãäå â êà÷åñòâå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè áåðóòñÿ ¾âçâå-
øåííûå¿ ìíîãî÷ëåíû ßêîáè un(θ), ðàâíîìåðíî ïî θ íà [a, b] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∣∣∣S(αn,βn)
λn

(F, θ)− F (θ)−

−ηnun(θ) ·
[ n̆−1

2 ]∑
m=1

′F (θ2m+1,λn)− 2F (θ2m,λn) + F (θ2m−1,λn)

p− 2m

∣∣∣ = 0,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηn = ηn(a, αn, βn) îïðåäåëåíà (9), à øòðèõ ó
ñóììû îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî ñî çíàìåíàòåëåì, ðàâíûì íó-
ëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñëåäóåò èç [3, òåîðåìà 1] ïðè óñëîâèè (10),
à óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 âûòåêàåò èç [3, òåîðåìà 1] è [3, (4.36)] ïðè
óñëîâèè (10).

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðè-
áëèæåíèÿ çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà (6) ôóíêöèè f ∈ C[a, b] â òî÷êå. Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé âíóòðè (0, π)
ñõîäèìîñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ (6) ïî ¾âçâåøåííûì¿ ìíîãî÷ëåíàì ßêî-
áè. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà αn ≡ βn ≡ −1

2 , êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè êëàññè÷åñêèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà ïî
ìàòðèöå ×åáûø¼âà íà âñ¼ì îòðåçêå [−1, 1] ïîëó÷åí À.À. Ïðèâàëîâûì
â [4].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn, βn óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèÿì (4), f ∈ C[a, b], [a, b] ⊂ (0, π). Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ
f äî F íà îòðåçêå [0, π], êàê â (5). Âîçüì¼ì ôèêñèðîâàííûå ïîëîæè-
òåëüíîçíà÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϑn}∞n=1 è {εn}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì (7). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è θ ∈ [a, b] îáîçíà÷èì
÷èñëà p, p1, p2, m1 è m2, êàê â (8). Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîðû
âèäà (6), ãäå â êà÷åñòâå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè áåðóòñÿ ¾âçâåøåííûå¿
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ìíîãî÷ëåíû ßêîáè un(θ), ðàâíîìåðíî ïî θ íà [a, b] àïïðîêñèìèðîâàëè
ôóíêöèþ f ∈ C[a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå

lim
n→∞

max
p1≤p≤p2

∣∣∣ m2∑
m=m1

′F (θ2m+1,λn)− 2F (θ2m,λn) + F (θ2m−1,λn)

p− 2m

∣∣∣ = 0, (12)

èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó óñëîâèå

lim
n→∞

max
p1≤p≤p2

∣∣∣[ n̆−1
2 ]∑

m=1

′F (θ2m+1,λn)− 2F (θ2m,λn) + F (θ2m−1,λn)

p− 2m

∣∣∣ = 0,

ãäå øòðèõ ó ñóìì îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî ñî çíàìåíàòåëåì,
ðàâíûì íóëþ. Åñëè m2 < m1, òî ñóììà â (12) ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ñëåäóåò èç [3, òåîðåìà 2] ïðè óñëîâèè (10).
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ÓÄÊ 517.518

Ð.Í. Ôàäååâ

ÎÖÅÍÊÈ ÍÀÈËÓ×ØÈÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ
ÏÎ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌ

Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ïóñòü {pj}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî
2 ≤ pj ≤ P äëÿ âñåõ j ∈ N è Zj = {0, 1, ..., pj − 1}. Åñëè m0 = 1,
mj = mj−1pj ïðè j ∈ N, òî êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå
x =

∑∞
j=1 xjm

−1
j , xj ∈ Zj. Ýòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, åñ-

ëè ïðè x = k/mn, 0 < k < mn, k, n ∈ Z+, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì xj 6= 0. Êàæäîå k ∈ Z+ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå
k =

∑∞
j=1 kjmj−1, kj ∈ Zj. Äëÿ ÷èñåë x ∈ [0, 1) è k ∈ Z+ ïîëîæèì ïî
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îïðåäåëåíèþ χk(x) = exp(2πi
∞∑
j=1

xjkj/pj). Ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0 îðòîíîð-

ìèðîâàííà è ïîëíà â L[0, 1). Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôîðìóëîé f̂(n) =

∫ 1

0 f(x)χn(x) dx, n ∈ Z+, è ÷àñòè÷íóþ ñóììó

Sn(f)(x) =
n−1∑
i=0

f̂(i)χi, n ∈ N.

Ïóñòü ‖f‖p =
(∫ 1

0 |f(t)|pdt
) 1
p

� íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1), 1 ≤
≤ p < ∞. Çàäàäèì ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ M(f) ðàâåíñòâîì
M(f)(x) = sup

n∈Z+

Smn
(f)(x). Åñëè ‖f‖H = ‖M(f)‖1 < ∞, òî f ïðèíàä-

ëåæèò P -è÷íîìó ïðîñòðàíñòâó Õàðäè H (P, [0, 1)) ñ íîðìîé ‖.‖H . Ïóñòü
Pn = {f ∈ L1[0, 1) : f̂(k) = 0, k ≥ n} è En(f)p = inf{‖f − tn‖p : tn ∈ Pn}.
Åñëè ‖f‖∞ = sup

x∈[0,1)

|f(x)|, òî ïðîñòðàíñòâî C∗[0, 1) ñîñòîèò èç îãðàíè÷åí-

íûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâîì lim
h→0
‖f(.⊕ h)− f(.)‖∞ = 0. Äëÿ f ∈ C∗[0, 1),

f ∈ H (P, [0, 1)), âåëè÷èíû En(f)∞, En(f)H îïðåäåëÿþòñÿ êàê En(f)p.
Ïî îïðåäåëåíèþ {an}∞n=1 ∈ GM , åñëè äëÿ âñåõ n ∈ N âåðíî íåðàâåí-

ñòâî
2n−1∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ Can. ßñíî, ÷òî êëàññ GM ñîäåðäèò â ñåáå êëàññ

RBV S ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∞∑
k=n

|ak−ak+1| ≤

≤ Can. Âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}∞k=0 ⊂ N íàçûâàåòñÿ ëà-
êóíàðíîé ïî Àäàìàðó, åñëè nk+1/nk ≥ λ > 1 ïðè âñåõ k ∈ Z+.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p <∞, {an}∞n=1 ∈ GM è
∞∑
i=1

api i
p−2 <∞. Òî-

ãäà ðÿä
∞∑
i=1

aiχi(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈  Lp[0, 1) è èìåþò

ìåñòî îöåíêè

En(f)p ≤ C

n1−1/pan +

( ∞∑
i=n

api i
p−2

)1/p
 , (1)

n1−1/pan + En(f)p ≥ C

( ∞∑
i=n

api i
p−2

)1/p

. (2)

Ïðè p ≥ 2 ìîæíî óáðàòü n1−1/pan â ïðàâîé ÷àñòè (1), à ïðè 1 < p ≤ 2
ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óáðàòü èç ëåâîé ÷àñòè (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞,
∞∑
k=0

|ak|2 < ∞ è f(x) =
∞∑
k=0

akχnk(x),

101



ãäå {nk}∞k=0 � ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

C1(
∞∑
k=0

|ak|2)1/2 ≤ ‖f‖p ≤ C2(
∞∑
k=0

|ak|2)1/2,

C1(
∑
nk≥n
|ak|2)1/2 ≤ En(f)p ≤ C2(

∑
nk≥n
|ak|2)1/2, n ∈ N.

Òåîðåìà 3. 1) Ïóñòü
∞∑
k=0

|ak|2 < ∞ è f(x) =
∞∑
k=0

akχnk(x), ãäå

{nk}∞k=0 � ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

C1(
∑
nk≥n
|ak|2)1/2 ≤ En(f)H ≤ C2(

∑
nk≥n
|ak|2)1/2, n ∈ N.

2) Ïóñòü f ∈ C∗[0, 1) è èìååò ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=0

akχnk, ãäå ak ≥ 0,

{nk}∞k=0 � ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . Òîãäà

C3

∑
nk≥n

ak ≤ En(f)∞ ≤ C4

∑
nk≥n

ak.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ
èç [2]. Íåðàâåíñòâà òåîðåìû 2 õîðîøî èçâåñòíû â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì
ñëó÷àå, íî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì ëåâûå íåðàâåíñòâà òåîðåìû 2
â ÿâíîì âèäå íå ôîðìóëèðîâàëèñü. Ïóíêò 2) òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì òåîðåì 4 è 5 èç ðàáîòû Ñ.Á. Ñòå÷êèíà [3].
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ÓÄÊ 519.25

À.Ð. Ôàéçëèåâ

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ×ÈÑËÀ
ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÖÅÍÒÐÎÂ ÍÀ ÒÅÐÐÈÒÎÐÈÈ ÃÎÐÎÄÀ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êëàñòåðèçàöèè, ó÷èòûâàþùèé ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ìåñòîïîëîæåíèå è èíòåíñèâíîñòü. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé
êðèòåðèé äëÿ âûáîðà ÷èñëà êëàñòåðîâ.

Öåëü ðàáîòû: ðàçðàáîòêà ìåòîäà âûäåëåíèÿ ¾ñãóùåíèé¿ íàñåëåíèÿ,
ìàãàçèíîâ è äðóãèõ îáúåêòîâ ãîðîäñêîé ñðåäû íà îñíîâå êîìáèíèðîâàí-
íîãî êðèòåðèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé áëèçîñòè è áëèçîñòè ïî ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ.

Çàäà÷è:
1. Ïîäðàçäåëèòü òåððèòîðèþ ãîðîäà Ñàðàòîâà íà íåïåðåêðûâàþùèå-

ñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ÿ÷åéêè.
2. Ðàçáèòü ìíîæåñòâî òàêèõ ÿ÷ååê {I1, I2, . . . , In} íà íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ ìíîæåñòâà {C1, C2, . . . , Ck} (íàçûâàåìûå êëàñòåðàìè), ÷òîáû â ïðå-
äåëàõ êàæäîãî êëàñòåðà ÿ÷åéêè áûëè êàê ìîæíî áëèæå â ñìûñëå:

à) åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ öåíòðàìè;
á) áëèçîñòè çíà÷åíèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ.
Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò ñîáîé çàäà÷ó êëàñòåðíîãî àíà-

ëèçà [1].
Èñõîäíûå äàííûå:
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÿ÷åéêà, çàðàíåå ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-

ìà ìîçàèêè Âîðîíîâîãî [2], õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ:
1. ìåñòîïîëîæåíèåì xi, yi;

2) ïëîùàäüþ Si;
3) ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòüþ Pi (ïëîòíîñòüþ íàñåëåíèÿ, ïëîòíîñòüþ

êîììåð÷åñêîé íåäâèæèìîñòè).
Îñíîâíûå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè:
1. Ôîðìà ìåðû ¾óäàëåííîñòè¿ äëÿ äâóõ îòäåëüíî âçÿòûõ ÿ÷ååê.
2. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ óäàëåííîñòè ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè êëàñòå-

ðàìè.
3. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà (àãëîìåðàöèÿ, ïîäðàçäåëåíèå è äðóãèå).
Ìåðà óäàëåííîñòè ìåæäó ÿ÷åéêàìè

d(Ki, Kj) = max(dij, c|lnpi − lnpj|),
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ãäå Ki, Kj � êëàñòåðû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé ÿ÷åéêè, dij � åâêëèäîâî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÿ÷ååê, c > 0 � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, ïîç-
âîëÿþùèé ïðèâåñòè ëîãàðèôìè÷åñêóþ âåëè÷èíó ïëîòíîñòè ê øêàëå åâ-
êëèäîâûõ ðàññòîÿíèé (ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè ìåòîäîì ÌÍÊ-îöåíîê.)

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ óäàëåííîñòè ìåæäó êëàñòåðàìè:
1) ìèíèìàëüíîå (single link);
2) ìàêñèìàëüíîå (complete link);
3) ñðåäíåå ïàð ðàññòîÿíèé (pair-group average).
Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà
Àãëîìåðàòèâíàÿ, ò.å., íà÷èíàÿ îò îäíîýëåìåíòíûõ êëàñòåðîâ, îïðåäå-

ëÿþòñÿ äâà ñàìûõ áëèçêèõ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ è ò.ä. Âûáîð ÷èñëà
êëàñòåðîâ:

1. Ïî ñêà÷êàì ðàññòîÿíèÿ (êëàññè÷åñêèé ìåòîä);
2. Ïî ýíòðîïèè Øåííîíà (ïðåäëîæåííûé íàìè) [3]:

H(p) = −
n∑
i=1

pilnpi, ãäå pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1.

Äëÿ óäîáñòâà ìû ðàññìàòðèâàëè âåëè÷èíó eH(p)

n , òàê êàê îíà áóäåò
èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè ïî íàñåëåíèþ
(ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå).

Cêà÷îê ðàññòîÿíèÿ ×èñëî êëàñòåðîâ Ýíòðîïèÿ ×èñëî êëàñòåðîâ
1.8524755 4 0.9597912 3
1.7774426 2 0.8604969 2
1.2235018 6 0.7996000 4
1.0698915 3 0.7631253 11
1.0538180 11 0.7152539 19
0.8566795 7 0.7074681 12
0.4954933 12 0.7050943 5

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïî ñêà÷êàì ðàññòîÿíèÿ õîðîøî âûäåëÿþòñÿ
4 è 2 êëàñòåðà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âûñîêèå ïîêàçàòåëè ýíòðîïèè.
Äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà êëàñòåðîâ õîðîøèé âàðèàíò ñ 11 êëàñòåðàìè, êî-
òîðûé ïîäòâåðæäàåòñÿ è ñêà÷êîì ðàññòîÿíèÿ è ýíòðîïèåé. Ðèñóíîê èë-
ëþñòðèðóåò êëàñòåðèçàöèþ ïî íàñåëåíèþ (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, 11
êëàñòåðîâ).
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Âûâîäû:
1. Ïðåäëîæåí ìåòîä êëàñòåðèçàöèè, ó÷èòûâàþùèé ïðîñòðàíñòâåííîå

ìåñòîïîëîæåíèå è èíòåíñèâíîñòü.
2. Äëÿ âûáîðà ÷èñëà êëàñòåðîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íå òîëü-

êî ñêà÷êè ðàññòîÿíèÿ, íî è íîâûé êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ýíòðîïèè
Øåííîíà.
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ÓÄÊ 517.984
À.Å. Ôåäîñååâ

ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿä-
êîâ íà ïîëóîñè, èìåþùèõ íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü âî âíóòðåííåé
òî÷êå. Ïîëó÷åíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

`y(x) := y(n)(x) +
n−2∑
j=0

( νj
(x− a)n−j

+ qj(x)
)
y(j)(x) = λy(x), x > 0, (1)

ñ íåèíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå 0 < a < ∞, ãäå qj(x) � êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè è νj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ðàíåå óðàâíåíèå
âèäà (1) ïðè a = 0 ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [1]. Ïðè a > 0 óðàâíåíèå
(1) íà êîíå÷íîì îòðåçêå ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòàõ [2,3].

Ïóñòü µ1, . . . , µn � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

∆(µ) =
n∑
j=0

νj

j−1∏
k=0

(µ− k), νn = 1, νn−1 = 0.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2m, µk − µj 6= sn, s ∈ Z;
Reµ1 < . . . < Reµn, µk 6= 0, 1, 2, . . . , n − 3. Îáîçíà÷èì θ = Re(µn − µ1),
θj = n − 1 − θ − j. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî qj(x)|x − a|θj ∈ L(0, T )
è qj(x) ∈ L(T,∞) ïðè j = 0, n− 2 äëÿ íåêîòîðîãî T > a.

Ïóñòü λ = ρn, sj(x, λ), j = 1, n, ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè x > a è x < a:

s
(ν)
j (x, λ) = C

(ν)
j (x, λ)−

x∫
a

∂ν

∂xν
g(x, t, λ)

( n−2∑
p=0

qp(t)s
(p)
j (t, λ)

)
dt, ν = 0, n− 1,

ãäå g(x, t, λ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè: `0y−λy = f(x),
y(ν)(a) = 0, ν = 0, n− 1, `y0 = `y|qj(x)≡0,j=0,n−2,

Cj(x, λ) = (x− a)µj
∞∑
k=0

cjk

(
ρ(x− a)

)nk
, cjk = cj0

( k∏
s=1

∆(µj + sn)
)−1

.
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Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî zµ = eµ(ln |z|+i arg z), arg z ∈ (−π, π].
Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A = [akj]k,j=1,n, detA 6= 0, ãäå akj � êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì

σj(x, λ) =


sj(x, λ), x < a,
n∑
k=1

akjsk(x, λ), x > a.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé {σj(x, λ)} èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñêëåéêè
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x = a. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ðåøåíèå y(x, λ) óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñêëåéêè,
îáðàçîâàííîìó ìàòðèöåé A, åñëè y(x, λ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

y(x, λ) =
n∑
j=1

χj(λ)σj(x, λ) äëÿ âñåõ x 6= a,

ãäå êîýôôèöèåíòû χj(λ) íå çàâèñÿò x.

Ïóñòü Sk0
=
{
ρ : arg ρ ∈

(
k0π
n ,

(k0+1)π
n

)}
. Â êàæäîì ñåêòîðå Sk0

êîðíè

Rk, k = 1, n, óðàâíåíèÿ Rn − 1 = 0 ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî

Re(ρR1) < Re(ρR2) < . . . < Re(ρRn), ρ ∈ Sk0
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà akj = 0 ïðè k < j. Îáîçíà÷èì

[djk]j,k=1,n =
(

[R
µj
k ]k,j=1,n

)−1

, ξ0
kj =

n∑
s=1

assR
µs
k dsje

−iπµs.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ξ0
s = det[ξ0

kj]k=1,s;j=n−s+1,n 6= 0, s = 1, n− 1. (2)

Óñëîâèå (2) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè ñêëåéêè.
Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â êàæäîì ñåêòîðå Sk0

, ïðè x > 0,
x 6= a ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé {yk(x, ρ)}k=1,n

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x < a è äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî ρ∗ > 0 ôóíêöèè y(ν)

k (x, ρ), ν = 0, n− 1, àíàëèòè÷åñêèå
ïî ρ ïðè ρ ∈ Sk0

, |ρ| ≥ ρ∗, íåïðåðûâíûå ïðè ρ ∈ Sk0
, |ρ| ≥ ρ∗ è

|y(ν)
k (x, ρ)(−ρRk)

−νe−ρRk(a−x) − 1| ≤ C
(
|ρ(x− a)|−1 + |ρ|−δ0

)
,

ïðè x < a, ρ ∈ Sk0
, |ρ(x− a)| ≥ 1, ãäå δ0 := min(1, θ).
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Ïîëîæèì

∆j(ρ) = det[yk(0, ρ), . . . , y
(j−1)
k (0, ρ), ξ+

kj+1(ρ), . . . , ξ+
kn(ρ)]Tk=1,n, j = 1, n− 1,

∆n(ρ) = det[y
(ν−1)
k (0, ρ)]k,ν=1,n,

ãäå ξ+
ks(ρ) îïðåäåëåíû â [4] è îáëàäàþò àñèìïîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

ξ+
ks = ξ0

ks +O(ρ−δ1), |ρ| → ∞, δ1 = min(1,min
l

Re(µl+1 − µl)).

Îáîçíà÷èì Gδ,j := {ρ : |ρ− ρlj| ≥ δ}, ãäå ρlj � íóëè ôóíêöèè ∆j(ρ).
Ïóñòü Φj(x, λ), j = 1, n, � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ

Φ
(ν−1)
j (0, λ) = δνj, ν = 1, j, Φj(x, λ) = O(eρRjx), x→∞, j = 1, n, ρ ∈ Sk0

,

è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñêëåéêè, îáðàçîâàííûìè ìàòðèöåé A.

Òåîðåìà 1. Ïðè |ρ(x − a)| ≥ 1, ρ ∈ Sk0
∩ Gδ,j, |ρ| → ∞, j, ν = 1, n,

èìåþò ìåñòî îöåíêè

|Φ(ν−1)
j (x, λ)| ≤ C|ρν−jeρRjx|.

Ïóñòü M(λ) = [Mjk(λ)]j,k=1,n, Mjk(λ) = Φ
(k−1)
j (0, λ), 1 ≤ j < k ≤ n,

Mjk(λ) := δjk ïðè j ≥ k. Áóäåì íàçûâàòü M(λ) ìàòðèöåé Âåéëÿ.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî çàäàííîé ìàòðèöå

Âåéëÿ M(λ) íóæíî âîññòàíîâèòü ÷èñëà νj è ôóíêöèè qj(x) â óðàâíåíèè
(1).

Òåîðåìà 2. Çàäàíèå ìàòðèöû Âåéëÿ M(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé
[5] è òåîðåìà 1.
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Ï.Â. Ôîêèí

ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÁÓËÅÂÛÕ
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ Â ÂÈÄÅ ZDD-ÄÈÀÃÐÀÌÌ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà èñïîëüçîâà-
íèå ZDD-äèàãðàìì, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ðåàëèçàöèè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ïåðåìåííóþ, à íå â îïåðàöèÿõ, ñâÿçàííûõ îáúåäèíåíèåì
è ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ áóëåâûõ ìîíîìîâ.

Áèíàðíûå äèàãðàììû ðåøåíèé (Binary Decision Diagram, BDD) ÿâ-
ëÿþòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ è îïåðèðîâàíèÿ áóëåâû-
ìè ôóíêöèÿìè è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð
äëÿ ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèíàðíûå äèàãðàììû ðåøåíèé (BDD) � íàïðàâ-
ëåííûé àöèêëè÷íûé ãðàô ñ äâóìÿ òåðìèíàëüíûìè óçëàìè {0, 1}, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïðåäñòàâëÿåìîé áóëåâîé ôóíêöèè.
Âûõîäíàÿ ñòåïåíü òåðìèíàëüíûõ âåðøèí ðàâíà 0. Âñå îñòàëüíûå âåð-
øèíû èìåþò âûõîäíóþ ñòåïåíü 2 è íàçûâàþòñÿ óçëàìè ðåøåíèé. Îä-
íà âåðøèíà èìååò âõîäíóþ ñòåïåíü, ðàâíóþ 0, ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì. Ðåáðà, âûõîäÿùèå èç óçëîâ ðåøåíèé (high/low èëè then/else),
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ 0(ðåáðî else) èëè 1(ðåáðî then) äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåìåííîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ âåðøèíû è çàêàí÷èâàþ-
ùàÿñÿ òåðìèíàëüíûì óçëîì, íàçûâàåòñÿ ïóò¼ì. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê
ïåðåìåííûõ äëÿ âñåõ ïóòåé îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì, òàêóþ äèàãðàììó áó-
äåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé (OBDD). Óïîðÿäî÷åííàÿ BDD íàçûâàåòñÿ
ñîêðàùåííîé èëè ðåäóöèðîâàííîé (ROBDD), åñëè îíà íå ñîäåðæèò ïî-
âòîðÿþùèõñÿ ôðàãìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü z áóäåò óïîðÿäî÷åííîé áèíàðíîé äèàãðàì-
ìîé ðåøåíèé è íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ïîääèàãðàìì. Òîãäà z áóäåò
íàçûâàòüñÿ zero-suppressed binary decision diagram (ZDD), åñëè èç íå¼
èñêëþ÷åíû òå óçëû, then-ðåáðà êîòîðûõ çàêàí÷èâàþòñÿ â òåðìèíàëü-
íîé âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé 0.

ZDD áûëè ââåäåíû Shin-ichi Minato â 1993 [1]. Â êíèãå Êíóòà [2] äî-
ñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ìíîãèå ñâîéñòâà òàêèõ äèàãðàìì.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåêóðñèâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà p = abc+ ab+ bc+ b+ c+ 1 ñ ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ a � b � c

p = a(b(c+ 1)) + b(c+ 1) + c+ 1 . (1)
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Ãðàôè÷åñêè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèàãðàììû (ðèñ. 1, à), ãäå
íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ, ïóíêòèðíàÿ � ñëîæåíèþ,
à â óçëàõ õðàíÿòñÿ ïåðåìåííûå èëè 1 è 0.

1

0

a

b  b 

c  c   c  

1

0

a

b  b 

c

à á

Ðèñ. 1

Â ôîðìóëå (1) ìîæíî çàìåòèòü ïîâòîðû, èñïîëüçóÿ êîòîðûå, ìíîãî-
÷ëåí ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p = ay + y + x, ãäå y = bx, x = c+ 1 . (2)

Íà ðèñ. 1, á äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò ZDD.
Íà ðèñ. 2, à äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ, à íà

ðèñ. 2, á ZDD, äëÿ ìíîãî÷ëåíà (a+1)(b+1)(c+1), êîòîðûé ñîäåðæèò âñå
âîçìîæíûå áóëåâñêèå ìîíîìû äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ. Èç äèàãðàììû íà
ðèñ. 2, á âèäíî, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò âñåõ âîçìîæíûõ
áóëåâñêèõ ìîíîìîâ îò n ïåðåìåííûõ âñåãî n óçëîâ.

1

a

b  b 

c  c   c     c   

1

a

b

c

à á

Ðèñ. 2
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Ïàêåò PolyBoRi [3, 4] ïðèìåíÿåò ýòî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñîâ Ãð¼áíåðà, èñïîëüçóÿ âíåøíþþ áèáëèîòåêó
CUDD [5], êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• áèáëèîòåêà CUDD ñîçäàíà äëÿ ðàáîòû ñ ðàçíûìè òèïàìè ïðåäñòàâ-
ëåíèé BDD, ADD è ZDD[5];
• â CUDD, à çíà÷èò, è â PolyBori èñïîëüçóåòñÿ îáùèé êýø äëÿ âñåõ
ïîääåðåâüåâ âñåõ èñïîëüçóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ñòîðîííåé áèáëèîòåêè CUDD íå î÷åíü ýôôåêòèâíî.
Íàìè ïîñòðîåíà ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ, à òàêæå óìíîæåíèå íà ïåðåìåííóþ íà ÿçûêå Python. Åå ãëàâíûå
îòëè÷èÿ îò áèáëèîòåêè CUDD:
• êýø ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñî-
êðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà âîçìîæíîãî ïîääåðåâà èñïîëüçóÿ íîìåð ïåðåìåí-
íîé, à òàêæå ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ñáîðêó ìóñîðà;
• âñòðîåíà ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèå íà ïåðåìåííóþ;
• äëÿ îïòèìèçàöèè ïîèñêà ñòàðøåãî ìîíîìà äëÿ óïîðÿäî÷åíèé ïî ïîë-
íîé ñòåïåíè â óçëàõ ïðåäóñìîòðåíî õðàíåíèå íàèáîëüøåé ïîëíîé ñòåïåíè
ìîíîìà, ñîäåðæàùåãîñÿ â ýòîì ïîääåðåâå.

Âûïîëíåíà ýêñïåðèìåíòàëüíûÿ îöåíêà èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè äëÿ
íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ðàáîòå ñ HFE(Hidden Fi-
elds Equations)[6]. Äëÿ ïðîâåðåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ,
íå ïðåâûøàþùèõ 80, ñòðóêòóðû äàííûõ ZDD ïîêàçàëè áîëåå óñòé÷èâîå
èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïèñêîâ èëè ðåêóðñèâíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, îñîáåííî ïðè óìíîæåíèè íà ïåðåìåííóþ.

Â íàñòîÿùèå âðåìÿ ðàçðàáîòàíà ðåàëèçàöèÿ ZDD ïðåäñòàâëåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íà C++ äëÿ âñòðàèâàíèÿ â ïàêåò ïîñòðîåíèÿ áóëåâñêèõ áàçèñîâ
Ãð¼áíåðà [7].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00200-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ(ïðîåêò ÍØ-3810.2010.2).
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ÓÄÊ 519.53, 519.713

Å.Â. Õâîðîñòóõèíà

ÎÁ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÕ
ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãèïåðãðàôè÷åñêèå àâòîìàòû
áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ò.å. àâòîìàòû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé
íàäåëåíû äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðàôà.

Èññëåäóþòñÿ âçàèìîñâÿçè ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíûõ ãè-
ïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìàòîâ ñ ýëåìåíòàðíûìè ñâîéñòâàìè ïîëóãðóïï èõ
âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Ñëåäóÿ [1], ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà H = (X,L), ãäå
X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà è L � ñåìåéñòâî íåêîòîðûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. Âåðøèíû
ãèïåðãðàôà, ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîìó åãî ðåáðó, íàçûâàþòñÿ ñìåæ-
íûìè.

Ãèïåðãðàô H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ëþáàÿ åãî
âåðøèíà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó åãî ðåáðó.

Ïóñòü p � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãèïåðãðàô H áóäåì íàçû-
âàòü ãèïåðãðàôîì ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè, åñëè â êàæäîì åãî ðåáðå
ãèïåðãðàôà íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå p+1 âåðøèíà è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáûå p âåðøèí ýòîãî ãèïåðãðàôà ñîäåðæàòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîì ðåá-
ðå. Òî åñòü â òàêîì ãèïåðãðàôå êàæäîå ðåáðî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ëþáûìè ñâîèìè p âåðøèíàìè.

Íàïðèìåð, ýôôåêòèâíûé ãèïåðãðàô ñ 1-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè � ýòî
ãèïåðãðàô, ðåáðà êîòîðîãî îáðàçóþò íåòðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà âåðøèí áåç îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ. Êðîìå òîãî, åñëè ðàññìîò-
ðåòü ïëîñêîñòü êàê ãèïåðãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ýòèõ
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ïëîñêîñòåé, à ðåáðàìè � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå, òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñ-
êîñòü è àôôèííàÿ ïëîñêîñòü ñ ÷èñëîì òî÷åê áîëåå ÷åòûðåõ ÿâëÿþòñÿ
ýôôåêòèâíûìè ãèïåðãðàôàìè ñ 2-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè.

Ýíäîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôà H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
ϕ ìíîæåñòâà âåðøèí X, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(∀l ∈ L)(∃l′ ∈ L)(ϕ(l) ⊂ l′).

Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãèïåðãðàôà H ñ îïåðàöèåé êîìïî-
çèöèè îáðàçóåò ïîëóãðóïïó EndH.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîä ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ
ïîëóãðóïïîâîé àâòîìàò áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ [2] A = (X,S, δ), ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî X íàäåëåíî òàêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðàôà
H = (X,L), ÷òî ïðè ëþáîì âõîäíîì ñèãíàëå s ∈ S ôóíêöèÿ ïåðåõî-
äîâ δs ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôà H. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî
ãèïåðãðàôà H àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (H,EndH, δ) ñ ôóíêöèåé
δ(ϕ, x) = ϕ(x), ãäå (ϕ, x) ∈ EndH × X, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôè÷åñêèì
àâòîìàòîì, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Atm(H) è íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì.

Ïîëóãðóïïó âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòà A áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå
Inp(A).

Íàïîìíèì [3], ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A,B ôèêñèðîâàííîé ñèã-
íàòóðû Ω íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè êàæäàÿ ôîð-
ìóëà Φ ñèãíàòóðû Ω, èñòèííàÿ íà îäíîé èç çàäàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
Ω-ñèñòåì, èñòèííà è íà äðóãîé. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: A |= Φ ⇐⇒ B |= Φ. Â ÷àñòíîñòè, èçîìîðôíûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñèãíàòóðû Ω ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû. Ìíîæåñòâî
ïðåäëîæåíèé ÿçûêà óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Ω, èñòèí-
íûõ íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé
ñèñòåìû A èëè ïðîñòî òåîðèåé A è îáîçíà÷àåòñÿ êàê Th(A). ßñíî, ÷òî
ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì A è B ñèãíàòóðû Ω ðàâíîñèëüíà
âûïîëíÿåìîñòè ðàâåíñòâà Th(A) = Th(B).

Ïîëó÷åííàÿ â [4] îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíàÿ îïðåäåëèìîñòü êëàññà
óíèâåðñàëüíûõ ãèïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìàòîâ íàä ýôôåêòèâíûìè ãèïåð-
ãðàôàìè ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè â êëàññå ïîëóãðóïï ïîçâîëÿåò èñ-
ñëåäîâàòü ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà óíèâåðñàëüíûõ ãèïåðãðàôè÷åñêèõ àâ-
òîìàòîâ íàä òàêèìè ãèïåðãðàôàìè.

Òåîðåìà. Ïóñòü H, H1 � ýôôåêòèâíûå ãèïåðãðàôû ñ p-îïðå-
äåëèìûìè ðåáðàìè è Atm(H) = A, Atm(H1) = A1 � óíèâåðñàëüíûå
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ãèïåðãðàôè÷åñêèå àâòîìàòû íàä ãèïåðãðàôàìè H, H1 ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïîëóãðóïïû Inp(A), Inp(A1) âõîäíûõ ñèãíàëîâ ýòèõ àâòîìàòîâ
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ýëåìåí-
òàðíî ýêâèâàëåíòíû àâòîìàòû A è A1.

Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíûå ãèïåðãðàôè÷åñêèå àâòîìàòû íàä ýô-
ôåêòèâíûìè ãèïåðãðàôàìè ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè ñ òî÷íîñòüþ
äî ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ïîëóãðóïïàìè
âõîäíûõ ñèãíàëîâ.
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ïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìàòîâ â êëàññå âñåõ ïîëóãðóïï // Êîìïüþòåðíûå íàóêè è èí-
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ÓÄÊ 517.51

À.À. Õðîìîâ

Î ÂÛÁÎÐÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÏÐÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ
ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ

Â äàííîé ñòàòüå ïîñòðîåííîå ðàíåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ äëÿ ïðè-
áëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíÿåòñÿ
â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ çàäàíà ñ ïîãðåøíîñòüþ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé
ìåòðèêå è âûÿñíÿåòñÿ âîïðîñ î ñîãëàñîâàíèè ïàðàìåòðà, îò êîòîðîãî çà-
âèñèò äàííîå ñåìåéñòâî, ñ ïîãðåøíîñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ.

Ïóñòü f(x) ∈ C[0, 1], p(x) ∈ C1[0, 1], p(1) 6= 0 è

U(f) ≡
1∫

0

p(t)f(t)dt = 0

è ïóñòü âìåñòî f(x) íàì èçâåñòíà fδ(x) òàêàÿ, ÷òî ‖fδ − f‖L2[0,1] ≤ δ.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ èç [1]:
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−rRrf =

1∫
0

Kr(x, t)f(t)dt,

ãäå

Kr(x, t) =

{
er(x−t)ϕ(r,t)

∆(r) , t ≤ x,

er(x−t)
[
r + ϕ(r,t)

∆(r)

]
, t > x,

ϕ(r, t) = p(0) +

t∫
0

p′(τ)erτdτ,

∆(r) =

1∫
0

p(t)ertdt,

è ìíîæåñòâî
M = {f ∈ C[0, 1] : U(f) = U1(f) = 0},

U1(f) = p(1)f(1)− p(0)f(0)−
1∫

0

p′(t)f(t)dt.

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè, àñèìïòîòè÷åñêèå ïî r ïðè r →∞:

ϕ(r, t) = O

(
ert

r

)
, ∆(r) = O

(
er

r

)
,

t∫
0

p′(τ)erτdτ = O

(
ert

r

)
.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî
r ïðè r →∞: √

r

2
− ψ(r) ≤ ‖ − rRr‖L2→C ≤

√
r

2
+ ψ(r),

ãäå ψ(r) = O(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

‖ − rRr‖L2→C = max
0≤x≤1

 1∫
0

K2
r (x, t)dt

1/2

.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè, ïðèâåäåííûå â ëåììå 1, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû 2.
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Ñîãëàñíî [1] äëÿ ôóíêöèé f(x) ∈ M è òîëüêî äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ
ñõîäèìîñòü

‖ − rRrf − f‖C → 0 ïðè r →∞. (1)

Òåïåðü ïðèìåíèì îïåðàòîðû −rRr ê ôóíêöèè fδ(x) è ðàññìîòðèì
âåëè÷èíó

∆(δ,−rRr, f) ≡ sup{‖ − rRrfδ − f‖C[0,1] : ‖fδ − f‖L2
≤ δ}.

Èç îáùåé òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ëåììû 2 è ñõîäè-
ìîñòè (1) ñëåäóåò

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé f(x) ∈M ñõîäèìîñòü

∆(δ,−rRr, f)→ 0 ïðè δ → 0, r →∞

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = r(δ) òàê, ÷òî r(δ)→∞
è (r(δ))1/2δ → 0 ïðè δ → 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
Ñ ¾ÐÀÇÌÀÇÀÍÍÛÌ¿ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ

Â [1] äîêàçàíà ñõîäèìîñòü îäíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì:

U(f) =

1∫
0

p(t)f(t)dt = 0, (1)

ãäå p(t) ∈ C1[0, 1], p(1) 6= 0 è ïðè ýòîì

1∫
0

p(t)dt 6= 0. (2)
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Â äàííîé ñòàòüå ñíÿòî îãðàíè÷åíèå (2). Óêàçàííûé âûøå ìåòîä êîíñò-
ðóèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ âèäà −rRr(L), ãäå Rr(L) �
ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (1),
r > 0 � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â äîêà-
çàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè.

|| − rRrf − f ||c → 0 ïðè r →∞ (3)

äëÿ ôóíêöèé f(x) èç êëàññà M, ãäå

M = {f(x) ∈ C[0, 1] : U(f) = 0, U′(f) = 0},

U′(f) = p(1)f(1)− p(0)f(0)−
1∫

0

p′(t)f(t)dt.

Ìû çäåñü îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû, ïîçâîëÿþùåé ïîëó-

÷èòü ñõîäèìîñòü (3), åñëè
1∫

0

p(t)dt = 0.

Ëåììà. Åñëè p(t) ∈ C[0, 1] è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, òî ñó-
ùåñòâóåò µ > 0 òàêîå, ÷òî

1∫
0

p(t)eµtdt 6= 0. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (4)
ðàâåí íóëþ ïðè ëþáîì µ > 0. Îáîçíà÷è åãî ÷åðåç F (µ). Ïî òåîðåìå åäèí-
ñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F (µ) = 0 ïðè ëþáîì êîìïëåêñíîì µ.
À ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè F (µ)

êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû íóëþ, ò.å.
1∫

0

p(t)tkdt = 0, k = 0, 1, . . .

Çíà÷èò,
1∫

0

p(t)P (t)dt = 0, ãäå P (t) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëå-

íîâ Pn(t), ñõîäÿùàÿñÿ ê p(t) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Èç
1∫

0

p(t)Pn(t)dt = 0

ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

1∫
0

p(t)Pn(t)dt = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì
1∫

0

p2(t)dt = 0, à çíà-

÷èò, p(t) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.
117



Îòïðàâëÿÿñü îò ýòîé ëåììû, ìû ïîâòîðÿåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû î ñõîäèìîñòè (3) â [1], çàìåíÿÿ âñþäó óñëîâèå (2) óñëîâèåì (4), è
ïðèõîäèì ê òåîðåìå:

Òåîðåìà. Ïðè p(t) ∈ C1[0, 1], p(t) 6= 0 äëÿ ñõîäèìîñòè (3) íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u ∈M.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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Ò.Ñ. ×èêèíà

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÑÐÅÄÍÈÌÈ ÇÈÃÌÓÍÄÀ � ÐÈÑÑÀ
Â p-ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÉ ÌÅÒÐÈÊÅ

Ïóñòü 1 < p <∞, f(x) � èçìåðèìàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, 2π−ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ è ξ = {x0 < x1 < ... < xn = x0 + 2π} � ðàçáèåíèå ïåðèîäà.
Ââåäåì ð-âàðèàöèîííóþ ñóììó κpξ (f) = (

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p)1/p, è ð-âà-

ðèàöèîííûå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè [1]:

ω1− 1
p
(f, δ) = sup

|ξ|6δ
κpξ (f), |ξ| = max

16i6n
(xi − xi−1),

ωk− 1
p
(f, δ) = sup

0<h6δ
ω1− 1

p
(∆k−1

h f(x), h), k ∈ N, k > 2.

Çäåñü ∆k
hf(x) =

∑k
i=0(−1)k−i

(
k
i

)
f(x + ih). Ïðîñòðàíñòâî Cp ôóíêöèé f ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó lim
δ→0+

ω1− 1
p
(f, δ) = 0, ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ñ

íîðìîé ‖f‖Cp = max(‖f‖∞, ω1− 1
p
(f, 2π)), ãäå ‖f‖∞ = sup

x∈R
|f(x)|. Åñëè

f(x) èìååò ðÿä Ôóðüå a0/2 +
∑∞

i=1(ai cos ix+ bi sin ix), òî

Zk
n(f)(x) = a0/2 +

n∑
i=1

(1− ik/(n+ 1)k)(ai cos ix+ bi sin ix)
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íàçîâåì íîðìàëüíûìè ñðåäíèìè Çèãìóíäà � Ðèññà ïîðÿäêà k. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äëÿ tn ∈ Tn è ÷åòíîãî k ∈ N ìû èìååì |tn − Zk

n(tn)| =

= (n+1)−k|t(k)
n |, à ïðè íå÷åòíîì k ∈ N âåðíî |tn−Zk

n(tn)| = (n+1)−k|t̃(k)
n |,

ãäå äëÿ tn = c0/2 +
∑n

i=1(ci cos ix + di sin ix) ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì t̃n
áóäåò ðàâåí

∑n
i=1(ci sin ix− di cos ix). Ïóñòü Tn � ïðîñòðàíñòâî òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n, En(f)Cp = inf
tn∈Tn

‖f − tn‖Cp.

Ëåììà 1 [2]. Ïóñòü 1 < p <∞, tn ∈ Tn. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ‖tn‖Cp 6 C n1/p‖tn‖Lp.

Ëåììà 2. (ñì. [1]). 1) Ïóñòü 1 < p < ∞, f ∈ Cp, k ∈ N. Òîãäà
ωk(f, δ)Lp 6 C δ

1
pωk− 1

p
(f, δ).

2) Ïóñòü 1 < p <∞, r ∈ N è f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî f (r−1) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à f (r) ∈ Lp[0, 2π]. Òîãäà f ∈ Cp è

ωr− 1
p
(f, δ) 6 ‖f (r)‖p δr−

1
p .

3) Ïóñòü 1 < p < ∞, f ∈ Cp. Òîãäà ωk(f, δ) ∈ Nk−1/p (ò.å.
ωk−1/p(f, λδ) ≤ (λ+ 1)k−1/pωk−1/p(f, δ), λ > 0).

Tåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞, k ∈ N . Òîãäà äëÿ f ∈ Cp ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

‖f − Zk
n(f)‖Cp 6 Cωk− 1

p
(f, 1/n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáåðåì ñëó÷àé íå÷åòíîãî k. Ïóñòü tn ∈ Tn òàêîâ,
÷òî ‖f − tn‖Cp = En(f)Cp. Èçâåñòíî, ÷òî Z

k
n îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Cp

â ñèëó ñâîåé ñâåðòî÷íîé ïðèðîäû. Èìååì

‖f − Zk
n(f)‖Cp 6 ‖f − tn‖Cp + ‖tn − Zk

n(tn)‖Cp + ‖Zk
n(tn)− Zk

n(f)‖Cp 6

6 (1 + ‖Zk
n‖Cp→Cp)En(f)Cp + C1(n+ 1)−k‖t̃(k)

n ‖Cp) 6

6 C2En(f)Cp + C1(n+ 1)−k‖t̃(k)
n ‖Cp).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, òåîðåìó Ì. Ðèññà î ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè â Lp,
1 < p < ∞ [3, ãë. 3, ï. 3.11.1]), è íåðàâåíñòâî Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî �
Ñ.Á. Ñòå÷êèíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ [3, ãë. 4, ï. 4.8], íà-
õîäèì, ÷òî

‖t̃(k)
n ‖Cp 6 C3n

1/p‖t̃(k)
n ‖p 6 C4n

1/p‖t(k)
n ‖p 6 C4n

1/p

(
n

2 sin 1
2

)k
ωk(f, 1/n)Lp.

Ïî ïðÿìîé òåîðåìå ïðèáëèæåíèÿ â Cp (ñì. [1]) âåðíî íåðàâåíñòâî
En(f)Cp 6 C5ωk− 1

p
(f, 1/n). Ñîãëàñíî ëåììå 2 è íåðàâåíñòâó ωk− 1

p
(tn, δ) 6
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6 C6ωk− 1
p
(f, δ) [4] èìååì

‖tn−Zk
n(tn)‖Cp 6 C7(n+1)−k+ 1

pnkn−
1
pωk− 1

p
(tn,

1

n
)+C8ωk− 1

p
(f,

1

n
) 6 C9ωk− 1

p
(f,

1

n
).

Äëÿ ÷åòíîãî k äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî áåç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû
Ì. Ðèññà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Tåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p <∞, f ∈ Cp, òîulf

ωk− 1
p
(Zk

n(f), δ) 6 Cωk− 1
p
(f, δ),

ãäå Ñ íå çàâèñèò îò n, f, δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè δ > 1/n èìååì â ñèëó òåîðåìû 1

ωk− 1
p
(Zk

n(f), δ) 6 ωk− 1
p
(f, δ) + ωk− 1

p
(Zk

n(f)− f, δ) 6

6 ωk− 1
p
(f, δ) + 2k−1‖f − Zk

n(f)‖Cp 6 ωk− 1
p
(f, δ) + 2k−1C1 ωk− 1

p
(f, 1/n) 6

6 (1 + 2k−1C1)ωk− 1
p
(f, δ). (1)

Ïðè δ < 1/n â ñèëó ëåììû 2, íåðàâåíñòâà Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî �
Ñ. Á. Ñòå÷êèíà è íåðàâåíñòâà (1) ïðè δ = 1/n ïîëó÷àåì

ωk− 1
p
(Zk

n(f), δ) 6 δk−
1
p‖(Zk

n)(k)(f)‖p 6 C2 δ
k− 1

pnkωk(Z
k
n(f), 1/n)p 6

6 C3(nδ)
k− 1

pωk− 1
p
(Zk

n(f), 1/n) 6 C4(nδ)
k− 1

pωk− 1
p
(f, 1/n) 6 C5 ωk− 1

p
(f, δ).

(2)
Îáúåäèíÿÿ (1) è (2), äîêàçûâàåì òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 1 èç [4].
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ÓÄÊ 517.51

Î.È. Øàòàëèíà

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÒÈÏÀ
ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ � ÍÈÊÎËÜÑÊÎÃÎ

ÄËß ÐÅÃÓËßÐÈÇÓÞÙÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÒÈÕÎÍÎÂÀ

Ïóñòü Tα � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ À.Í. Òèõîíîâà, ïîñòðîåííûõ äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïðè r = 1 [1].

Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Tα ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñ ÿäðîì

Tα(x, t) =
1

α
G(x, t,− 1

α
), 0 ≤ x, t ≤ 1, (1)

ãäå

G(x, t,− 1

α
) =

{
chα1tchα1(1−x)

α1shα1
, t ≤ x,

chα1xchα1(1−t)
α1shα1

, t > x.

è α1 =
√

1
α + 1 [2].

Ðàíåå äîêàçàíî [3], ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x) èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü ||Tαu− u||C[0,1] → 0, ïðè α→ 0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ôóíêöèé

MBn = {u ∈ C[0, 1] : u(x) =

1∫
0

Bn(x, t)v(t)dt, ||v||L2
≤ 1},

ãäå

Bn(x, t) =

{
(x−t)n
n! , t ≤ x,

0, t > x.

Äëÿ êëàññà MBn è îïåðàòîðîâ Tα, îïðåäåëåííûõ â (1), ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à òèïà Êîëìîãîðîâà � Íèêîëüñêîãî. Ïðè n = 1 ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
ïîëó÷åíî â [4].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåëè÷èíà ∆1(Tα,MBn), äëÿ êîòîðîé áåðåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå [5]:

∆1(Tα,MBn) = sup
0≤x≤1

 1∫
0

 1∫
0

Tα(x, ξ)Bn(ξ, t)dξ −Bn(x, t)

2

dt


1
2

.
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Òåîðåìà. Åñëè Bn(x, t) =

{
(x−t)n
n! , t ≤ x,

0, t > x, n ∈ N,
òî ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ α âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

1

2n− 1
α

1
2 − ψ2(α) ≤ ∆1(Tα,MBn) ≤

1

2n− 1
α

1
2 + ψ1(α),

ãäå ψ1(α) = O(α), ψ2(α) = O(α).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçáèòî íà íåñêîëüêî

ýòàïîâ. Íà ïåðâîì âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë

Jn(t, x) =

1∫
0

Tα(x, ξ)Bn(ξ, t)dξ −Bn(x, t). (2)

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Jn+1 = Jn + An,

ãäå

An =

{
(x−t)2n

α2
1(2n)!

− chα1x
α1shα1

(1−t)2n+1

(2n+1)! , t ≤ x,

− chα1x
α1shα1

(1−t)(2n+1)

(2n+1)! , t > x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ J1 ëåììà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè
âû÷èñëåíèÿìè, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïî-
ëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Âîçâðàùàåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Òàê êàê Bn(x, t) çàâèñèò îò n, òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè

ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ðåçóëüòàò îòëè÷àåòñÿ ïðè ÷åòíûõ è
íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ. Êðîìå òîãî, îòäåëüíî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àè ïðè t ≤ x è t > x.

Â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ãðóïïèðóþòñÿ ñëàãàåìûå ïðè
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ α1 è âûäåëÿþòñÿ ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ïî α1.

Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë

J̃(x) =

1∫
0

J2
n(t, x)dt =

x∫
0

J2
n(t, x)dt+

1∫
x

J2
n(t, x)dt.

Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå â ëåììå ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì
îöåíêó ñâåðõó ∆(Tα,MBn) = sup

0≤x≤1
(J̃(x))

1
2 . Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ èç
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î÷åâèäíûõ âû÷èñëåíèé sup
0≤x≤1

J̃(x) ≥ J̃(x)|x=1. Ïîëó÷àåì îäèíàêîâûé ïî

α1 ïîðÿäîê.
Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÓÄÊ 516.9

Â.Ð. Øåáàëäèí

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ
Â ÇÀÄÀ×Å ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÎÑÒÀ

Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÔÎÍÄÎÂÎÎÐÓÆÅÍÍÎÑÒÜ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ðàìñåÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðåäïðèÿòèÿ çà-
ìêíóòîãî òèïà. Ïîä òàêèì ïðåäïðèÿòèåì ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäñòâî, íà
êîòîðîì ñîçäàåòñÿ îäèí óíèâåðñàëüíûé ïðîäóêò, êîòîðûé ìîæåò ïîòðåá-
ëÿòüñÿ è èíâåñòèðîâàòüñÿ. Ïðè ýòîì ðûíêè ðàáîòàþò áåñïåðåáîéíî, ïðî-
èçâîäñòâåííûå ôàêòîðû ñóùåñòâåííî íå ìåíÿþòñÿ, ïðè èçìåíåíèè öåí
òåõíîëîãèÿ íå ïîäâåðãàåòñÿ íèêàêèì èçìåíåíèåì.

Ïóñòü K(t) � êàïèòàë ïðåäïðèÿòèÿ, L(t) � êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ (òðó-
äîâûå ðåçåðâû). Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ u(t) óêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ñòîè-
ìîñòè ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà, êîòîðàÿ èäåò íà óâåëè÷åíèå êàïèòàëà
ïðåäïðèÿòèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ìîäåëü [1]:

K̇(t) = u(t)F (K(t), L(t)), K(0) = K0, (1)

L̇(t) = µL(t), L(0) = 0, (2)
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u(t) ∈ Uε = [0, 1− ε], t ∈ [0, T ], (3)

J(K,L, u) =

∫ T

0

{e−ρt[ln(1− u(t)) + lnF (K,L)]}dt→ max, (4)

ãäå µ = const, µ > 0 � çàäàííûé êîýôôèöèåíò ïîòåðè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ;
ρ = const, ρ > 0 � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ; ε = const, ε > 0 � çà-
äàííûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ÷àñòü ñòîèìîñòè ïðîèçâåäåííîãî ïðî-
äóêòà, êîòîðóþ ïðåäïðèÿòèå îáÿçàíî ïîòðàòèòü íà ðàçâèòèå ïðîèçâîä-
ñòâà; ôóíêöèÿ ïðîèçâîäñòâà F (K,L) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ; u(t) �
êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàííàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì èí-
òåðâàëå âðåìåíè. Äîêàçàíî [2], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè òàê íàçûâàåìûõ
¾íåîêëàññè÷åñêèõ¿ óñëîâèé äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ òàêæå ñóùåñòâåííû òàêèå ïîêàçàòå-
ëè, êàê äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ êàïèòàëà â çàäàííûå ìîìåíòû
âðåìåíè, îòíîñèòåëüíûå ïîêàçàòåëè óðîâíÿ ðèñêà äëÿ ñáûòà ïðîäóêöèè
è äðóãèå [3].

Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôîíäîâîîðóæåííîñòü ïðåä-
ïðèÿòèÿ â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (ñì. [3]), òî åñòü

K(tj)

L(tj)
≥ cj, tj ∈ [0, T ], j = 1, q. (5)

Äîêàçàíî (ñì. [1]), ÷òî ïðè çàìåíå x(t) = K(t)
L(t) çàäà÷à (1�3),(5) ñâîäèò-

ñÿ ê ñëåäóþùåé:

ẋ(t) = u(t)f(x(t))− µx(t), x(0) = x0, (6)

u ∈ Uε, (7)

x(tj) ≥ cj, j = 1, q, (8)

J(x, u) =

∫ T

0

{e−ρt[ln(1− u(t)) + ln f(x(t))]}dt→ max, (9)

ãäå f(x) = F (x, 1).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ äàííîé çàäà÷è äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü (x̂(t), û(t)) � îïòèìàëüíàÿ ïàðà çàäà÷è (6�9) . Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ψj(t), j = 0, q, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:
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max
u(t)∈Vε

min
j∈M0

∫ T

0

∆uHj(t)dt = 0,

˙̂x(t) = û(t)f(x̂(t))− µx̂(t), x̂(0) = x0, t ∈ [0, T ],

ψ̇0(t) + ψ0(û(t)f(x̂(t))− µ) +
e−ρt

f(x̂(t))
f ′(x̂(t)) = 0, ψ0(T ) = 0,

M0 = M ∪ {0}, M = {j | x̂(tj) = cj }, j = 1, q,

ψj(t) =

{
ψ̃j(t), t ∈ [0, tj],

0, t ∈ (tj, T ], j = 1, q,

˙̃ψj(t) = −ψ̃j(t)(û(t)f ′(x̂(t))− µ), ψ̃j(tj) = 1, t ∈ [0, tj],

∆uHj(t) = ψj(t)f(x̂(t))(u(t)− û(t)), j = 1, q,

∆uH0(t) = ψ0[f0(x̂(t), u(t))− f0(x̂(t), û(t))],

ãäå f0(x, u) = e−ρt(ln(1 − u) + ln f(x)), a Vε � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ (7).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû ïðîèçâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ çàäà÷è
(6�9) ê âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ çàìåíû t(τ) =

∫ τ
0 v(s)ds, v(s) ≥ 0, ãäå v(s) � óïðàâëåíèå âî

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [4]. Äëÿ ïîëó÷åííîé
çàäà÷è äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó, ïðèâåäåííîìó â [5]. C ïîìîùüþ îáðàòíîé çàìåíû τ = τ(t)
áûëî ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû.
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ÓÄÊ 517.51:518
Å.Â. Øèøêîâà

ÎÁ ÎÖÅÍÊÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÅÊÎÒÎÐÛÌ

ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ ËÈÏØÈÖÀ

Ìîäèôèöèðóÿ îïåðàòîðû èç [1], â [2] àâòîðîì áûëî ïîëó÷åíî ñåìåé-
ñòâî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùåå âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ
âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî l-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà îòðåçêå [a, b].
Ðàññìîòðèì ýòè îïåðàòîðû ïðè l = 0, a = 0, b = 1:

T̂ 0
αkf = ak

x(1−2α)+2α∫
x(1−2α)

(
(t− x(1− 2α)− α)2 − α2

)k
f(t)dt,

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð, ak = (−1)k
(2k + 1)!

(k!)222k+1
α−(2k+1), k = 1, 2, . . .

Â äàííîé ñòàòüå íàõîäèòñÿ òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû

∆1(T̂
0
αk, LipMβ[0, 1]) = sup

{∥∥∥T̂ 0
αkf − f

∥∥∥
C[0,1]

: f ∈ LipMβ[0, 1]

}
,

õàðàêòåðèçóþùåé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèè f(x) ôóíêöèÿìè T̂ 0
αkf

íà êëàññå LipMβ[0, 1].

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

M
(2k + 1)!Γ(k + β + 1)

k!Γ(2k + β + 2)
2βαβ 6 ∆1(T̂

0
αk, LipMβ[0, 1]) 6M2βαβ,

ãäå Γ(x) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, 0 < β 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T̂ 0
αk1 ≡ 1 , èìååì∥∥∥T̂ 0

αkf − f
∥∥∥
C[0,1]

=

= max
06x61

∣∣∣∣∣∣∣ak
x(1−2α)+2α∫
x(1−2α)

(
(t− x(1− 2α)− α)2 − α2

)k
(f(t)− f(x))dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6 max
06x61,|x−t|62α

|f(t)− f(x)| · max
06x61

∣∣∣∣∣∣∣ak
x(1−2α)+2α∫
x(1−2α)

(
(t− x(1− 2α)− α)2 − α2

)k
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =

126



= ω(2α) 6M(2α)β,

ãäå ω(2α) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x). Çàìåòèì, ÷òî îöåí-

êà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû
∥∥∥T̂ 0

αkf − f
∥∥∥
C[0,1]

íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè

f(x), ïîýòîìó ∆1(T̂
0
αk, LipMβ[0, 1]) 6M(2α)β.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∆1(T̂
0
αk, LipMβ[0, 1]) >

∥∥∥T̂ 0
αkf − f

∥∥∥
C[0,1]

>
∣∣∣T̂ 0

αkf0 − f0

∣∣∣
x=0

,

ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè f0(x) âîçüìåì f0(x) = Mxβ ∈ LipMβ[0, 1]. Òàêèì
îáðàçîì

∣∣∣T̂ 0
αkf0 − f0

∣∣∣
x=0

=

∣∣∣∣∣∣Mak

2α∫
0

(
(t− α)2 − α2

)k
tβdt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣Mak(−1)k(2α)2k+1

1∫
0

ξk+β(1− ξ)kdξ

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣Mak(−1)k(2α)2k+1+βΓ(k + β + 1)Γ(k + 1)

Γ(2k + β + 2)

∣∣∣∣ ,
ãäå ξ = t/2α.

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ak, ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó â óñëîâèè òåî-
ðåìû.
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ÓÄÊ 517.984

Â.À. Þðêî

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÍÀ ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ ÃÐÀÔÀÕ

1. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåèíòåãðèðóåìûìè îñîáåííîñòÿìè è ñ îáîá-
ùåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà íåêîìïàêòíûõ çâåçäîîá-
ðàçíûõ ãðàôàõ ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì. Ïðèâåäåíà òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì íåêîìïàêòíûé çâåçäîîáðàçíûé ãðàô T â R` ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V = {v0, . . . , vp} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {e0, . . . , ep},
ãäå ej = [vj, v0], j = 1, p � êîíå÷íûå îòðåçêè, à e0 = [v0, vp+1) � ëó÷,
vp+1 :=∞. Ïóñòü lj � äëèíà ðåáðà ej, j = 1, p. Êàæäîå ðåáðî ej, j = 1, p,
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, lj] òàê, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà vj
ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à êîíå÷íàÿ òî÷êà v0 ñîîòâåòñòâóåò xj = lj. Ëó÷
e0 = [v0,∞) ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì x0 ∈ [0,∞) òàê, ÷òî x0 = 0
ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå v0. Ôóíêöèÿ Y íà T èìååò âèä Y = {yj}j=0,p, ãäå
ôóíêöèÿ yj(xj) îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Ïóñòü q = {qj}j=0,p � èíòåãðèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ íà T. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà T :

−y′′j (xj) +Qj(xj)yj(xj) = λyj(xj), Qj(xj) =
ωj
x2
j

+ qj(xj), j = 0, p, (1)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ωj � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, Q =
= {Qj}j=0,p � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ãðàôå T. Ïóñòü äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè ωj = ν2

j − 1/4, Re νj > 0, νj /∈ N, ν0 = 1/2 (îñòàëüíûå ñëó-

÷àè èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qj(xj)x
1−2νj
j , j = 1, p,

è (1 + x0)q0(x0) èíòåãðèðóåìû. Ôóíêöèÿ Q íà ãðàôå T íàçûâàåòñÿ ïî-
òåíöèàëîì. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à L = L(Q) äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà ãðàôå T ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè
ñêëåéêè [1] âî âíóòðåííåé âåðøèíå v0 è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

yj(xj) = O(x
νj+1/2
j ), xj → 0, j = 1, p, (2)

â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ vj. Ïóñòü {Sjm(xj, λ)}m=1,2 � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé Áåññåëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå ej òàêàÿ, ÷òî
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Sjm(xj, λ) ∼ cjmx
µjm
j , xj → 0, µjm = (−1)mνj + 1/2, cj1cj2 = (2νj)

−1,
〈Sj1, Sj2〉 ≡ 1, ãäå 〈y, z〉 := yz′ − y′z [2].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

G0(λ) =

p∏
j=1

Sj2(lj, λ), g0(λ) = G0(λ)

p∑
j=1

S ′j2(lj, λ)

Sj2(lj, λ)
. (3)

Ïóñòü ôóíêöèè Gk(λ) è gk(λ) ïîëó÷àþòñÿ èç G0(λ) è g0(λ) ñîîòâåòñòâåí-
íî çàìåíîé S

(ξ)
k2 (lk, λ) íà S(ξ)

k1 (lk, λ), ξ = 0, 1. Ïóñòü λ = ρ2, Im ρ ≥ 0.
Ïîëîæèì Ω0 = {ρ : Imρ > 0}, Ω = {ρ : Imρ ≥ 0, ρ 6= 0},
Ω+ = {ρ : Imρ = 0}. ×åðåç Π0 îáîçíà÷èì λ � ïëîñêîñòü ñ äâóõñòî-
ðîííèì ðàçðåçîì Π+ âäîëü ëó÷à γ := {λ : λ ≥ 0}, à Π = Π0 \ {0}. Òîãäà
ïðè îòîáðàæåíèè ρ→ ρ2 = λ ìíîæåñòâà Π,Π+ è Π0 ñîîòâåòñòâóþò ìíî-
æåñòâàì Ω,Ω+ è Ω0. Ïóñòü e(x0, ρ), x0 ≥ 0, Imρ ≥ 0 � ðåøåíèå Éîñòà
äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå e0 (ñì. [1]). Îáîçíà÷èì

∆(ρ) = G0(λ)e′(0, ρ)− g0(λ)e(0, ρ),

∆k(ρ) = Gk(λ)e′(0, ρ)− gk(λ)e(0, ρ). (4)

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè ∆(ρ) è ∆k(ρ), k = 1, p, ÿâëÿþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêèìè â Ω0 è íåïðåðûâíûìè â Ω0. Ïðè âåùåñòâåííîì ρ 6= 0,
∆(ρ) = ∆(−ρ), ∆k(ρ) = ∆k(−ρ).

Çàôèêñèðóåì k = 1, . . . , p. Ïóñòü Ψk = {ψkj}j=0,p � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1) íà T , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñêëåéêè

ψkj(lj, λ) = ψk0(0, λ), j = 1, p,

p∑
j=1

ψ′kj(lj, λ) = ψ′k0(0, λ) (5)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ψkk(xk, λ) = ck1x
−νk+1/2
k (1 + o(1)), xk → 0,

ψkj(xj, λ) = O(x
νj+1/2
j ), xj → 0, j = 1, p \ k,

ψk0(x0, λ) = O(exp(iρx0)), x0 →∞.

 (6)

Ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷àåì

ψkk(xk, λ) = Sk1(xk, λ) +Mkk(λ)Sk2(xk, λ),

ψkj(xj, λ) = Mkj(λ)Sj2(xj, λ), j = 1, p \ k,
ψk0(x0, λ) = Mk0(λ)e(x0, ρ),

 (7)
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ãäå êîýôôèöèåíòû Mkj(λ) íå çàâèñÿò îò xj. Ôóíêöèþ Mk(λ) := Mkk(λ)
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Âåéëÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû vk, à âåêòîð
M(λ) = [Mk(λ)]k=1,p � âåêòîðîì Âåéëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (7) â óñëîâèÿ ñêëåé-
êè (5), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé sk îòíî-
ñèòåëüíî Mkj(λ), j = 0, p. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû sk ðàâåí ∆(ρ). Ðåøàÿ
sk ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, âû÷èñëÿåì

Mk(λ) = −∆k(ρ)

∆(ρ)
,

Mkj(λ) =

p∏
s=1

Ss2(ls, λ)
e(0, ρ)

∆(ρ)Sj2(lj, λ)Sk2(lk, λ)
, j = 1, p \ k. (8)

2. Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô T0 := T \ {e0} ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
e1, . . . , ep è ìíîæåñòâîì âåðøèí v0, . . . , vp. Ïóñòü L0 � êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ãðàôå T0 ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè è ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2).

Òåîðåìà 2. Íóëè öåëîé ôóíêöèè g0(λ) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è L0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà-
÷è L0 âåùåñòâåííû. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ ðàâíà åãî ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Ïóñòü Λ∗ := {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω, ∆(ρ) = 0} � ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè
∆(ρ) â Ω. Òîãäà Λ∗ = Λ′ ∪ Λ′′, ãäå

Λ′ := {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω0, ∆(ρ) = 0},

Λ′′ := {λ = ρ2 : Imρ = 0, ρ 6= 0, ∆(ρ) = 0}.
Ôóíêöèè Âåéëÿ Mk(λ), k = 1, p, ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â Π0 \ Λ′

è íåïðåðûâíûìè â Π \ Λ∗. Ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé M(λ) (êàê àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì S∗ := γ ∪ Λ∗ è íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðîì L. Îáîçíà÷èì

Vk(λ) =
1

2πi

(
M−

k (λ)−M+
k (λ)

)
, λ > 0, k = 1, p,

M±
k (λ) := lim

ε→0
Mk(λ± iε), Re ε > 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ0 = ρ2
0, ρ0 ∈ Ω0, ò.å. λ0 /∈ [0,∞). Äëÿ òîãî

÷òîáû λ0 áûëî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì L íà T , íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû λ0 ∈ Λ′. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èç Λ′ âåùåñòâåí-
íî, åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè, è
êàæäûé ïîëþñ Mk(λ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü λ0 = ρ2
0 > 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû λ0 áûëî ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì L, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λ0 ∈ Λ′′.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Λ′′ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìîæåò áûòü ïóñòûì, êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì íåîãðàíè÷åííûì.

Ïóñòü Λ+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé L.
Òîãäà Λ+ = Λ′′, åñëè λ0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì L, è
Λ+ = Λ′′ ∪ {0}, åñëè λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì L. Îáîçíà-
÷èì Λ− := Λ′. Òîãäà Λ := Λ− ∪ Λ+ � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé L, ïðè÷åì Λ îãðàíè÷åíî ñíèçó è íå èìååò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ
òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, Λ− � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð L
ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè γ = {λ : λ ≥ 0} è äèñêðåòíîãî âå-
ùåñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ìíîæåñòâà Λ = {λn}n∈θ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ θ ∈ N ìîæåò áûòü ïóñòûì, êîíå÷íûì
èëè áåñêîíå÷íûì. Òîãäà Λ± = {λn}n∈θ±, ãäå θ = θ− ∪ θ+.

Òåîðåìà 5. Çàôèêñèðóåì λn ∈ Λ. Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

mkn := lim
λ→λn, λ∈Π

(λ− λn)Mk(λ), k = 1, p.

Îáîçíà÷èì m = {mkn}k=1,p,n∈θ, V (λ) = {Vk(λ)}k=1,p, λ > 0. Äàííûå
S = {V (λ),Λ,m} íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè äëÿ L.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû S, ïîñòðîèòü ïîòåíöèàë Q íà ãðàôå T.
Òåîðåìà 6. Çàäàíèå ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ S îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

ïîòåíöèàë q íà T. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 1 ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùå-
ìó àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì 1. Äàíû ñïåêòðàëüíûå äàííûå S.
1) Äëÿ êàæäîãî k = 1, p ðåøàåì âñïîìîãàòåëüíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó:

ïî S ïîñòðîèòü Mk(λ) è ïîòåíöèàë Qk íà ek. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåì
ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1, 2].

5) Âû÷èñëÿåì Skm(xk, λ), m = 1, 2, è ψkk(xk, λ) èç (7).
6) Íàõîäèì ψkj(lj, λ) ïðè j, k = 1, p, èñïîëüçóÿ (5).
7) Ñòðîèì Mkj(λ), j = 1, p \ k ïî (7).
8) Âû÷èñëÿåì ∆(ρ)/e(0, ρ) èç (8).
9) Ñòðîèì G0(λ) è g0(λ) ïî (3).
10) Íàõîäèì M0(λ) := e′(0, ρ)/e(0, ρ), èñïîëüçóÿ (4).
11) Ñòðîèì ïîòåíöèàë Q íà e0, ðåøàÿ êëàññè÷åñêóþ îáðàòíóþ çà-

äà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè ïî ôóíêöèè Âåéëÿ M0(λ) (ñì.
[1]).

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿÿ àëãîðèòì 1, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå îáðàò-
íîé çàäà÷è 1 è äîêàçûâàåì åãî åäèíñòâåííîñòü.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëà ïî âåêòîðó Âåéëÿ M(λ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Íàöèîíàëü-
íîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è 10-01-92001-
ÍÍÑ).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 629
A.C. Àíòèïîâà, Â. Ã. Áèðþêîâ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ È ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ

ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à êèíåìàòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ðàçâîðîòà òâåðäîãî òåëà. Ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óãëîâîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà îïè-
ñûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì äèôôåðåíöèàëüíûì êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì [1, 2]

2 ˙̄λ = λ̄ ◦ ω̄, (1)

ãäå λ̄ � êâàòåðíèîí, õàðàêòåðèçóþùèé îðèåíòàöèþ òâåðäîãî òåëà îòíîñè-
òåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ω̄ � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè òâåðäîãî òåëà, çàäàííûé ñâîèìè ïðîåêöèÿìè íà îñè ñâÿçàííîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, çíàê ¾◦¿ îçíà÷àåò êâàòåðíèîííîå ïðîèçâåäåíèå, à
òî÷êà � äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå (â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò
âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω̄), ïåðåâîäÿùåå òâåðäîå òåëî èç
çàäàííîãî íà÷àëüíîãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ

λ̄(0) = λ̄0 (2)

â òðåáóåìîå êîíå÷íîå óãëîâîå ïîëîæåíèå

λ̄(T ) = λ̄T (3)

è äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà

I =

T∫
0

(
α1ω

2
1 + α2ω

2
2 + α3ω

2
3

)
dt, (4)
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ãäå α1, α2, α3 = const > 0 � âåñîâûå ìíîæèòåëè ôóíêöèîíàëà. Ôóíêöèî-
íàë (4) õàðàêòåðèçóåò îáùèå ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà óïðàâëåíèå.
Óïðàâëåíèå ïîëàãàåì íåîãðàíè÷åííûì, à âðåìÿ ïåðåîðèåíòàöèè T � ôèê-
ñèðîâàííûì.

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [3]. Ñîñòàâèì ôóíê-
öèþ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà

H = −(α1ω
2
1 + α2ω

2
2 + α3ω

2
3)− 1

2
ψ0(λ1ω1 + λ2ω2 + λ3ω3)+

+
1

2
ψ1(λ0ω1 + λ2ω3 − λ3ω2) +

1

2
ψ2(λ0ω2 + λ3ω1 − λ1ω3)+

+
1

2
ψ3(λ0ω3 + λ1ω2 − λ2ω1),

(5)

ãäå ψj(j = 0, 3) � ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

2ψ̇0 = −ψ1ω1 − ψ2ω2 − ψ3ω3,

2ψ̇1 = ψ0ω1 + ψ2ω3 − ψ3ω2,

2ψ̇2 = ψ0ω2 + ψ3ω1 − ψ1ω3,

2ψ̇3 = ψ0ω3 + ψ1ω2 − ψ2ω1.

(6)

Äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî óïðàâëåíèÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà (5) íàõîäèì

ωopt1 =
p1

4α1
, ωopt2 =

p2

4α2
, ωopt3 =

p3

4α3
, (7)

ãäå
p1 = −ψ0λ1 + ψ1λ0 + ψ2λ3 − ψ3λ2,
p2 = −ψ0λ2 − ψ1λ3 + ψ2λ0 + ψ3λ1,
p3 = −ψ0λ3 + ψ1λ2 − ψ2λ1 + ψ3λ0.

(8)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (8) ïî âðåìåíè è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (1),
(6) è âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (7), ïðèõîäèì ê êðàåâîé
çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2λ̇0 = −λ1ω1 − λ2ω2 − λ3ω3,

2λ̇1 = λ0ω1 + λ2ω3 − λ3ω2,

2λ̇2 = λ0ω2 + λ3ω1 − λ1ω3,

2λ̇3 = λ0ω3 + λ1ω2 − λ2ω1,
α1ω̇1 + ω2ω3(α3 − α2) = 0,
α2ω̇2 + ω1ω3(α1 − α3) = 0,
α3ω̇3 + ω1ω2(α2 − α1) = 0,

(9)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) è êîíå÷íûì óñëîâèåì (3).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèîíàëà (4)

ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. α1 = α2 = α3, çàäà÷à áûëà ðåøåíà àíàëèòè-
÷åñêè. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàâíû ìåæäó ñîáîé òîëüêî äâà èç òðåõ âåñîâûõ
ìíîæèòåëÿ ôóíêöèîíàëà (4), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÷åòû-
ðåõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàëàñü ÷èñëåííî. Â îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà α1, α2, α3 èìåþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, çàäà÷à òàêæå ðå-
øàëàñü ÷èñëåííî.

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) è (3) áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ C#, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [4]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà èñïîëüçîâàëîñü ÷àñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïî-
ñòðîåííîå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà α1 = α2 = α3.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êâàòåðíèîíû íà÷àëü-
íîé è êîíå÷íîé îðèåíòàöèè

λ0
0 = −0.58213, λ0

1 = 0.10822, λ0
2 = 0.641196, λ0

3 = −0.48815;

λT0 = 1, λT1 = 0, λT2 = 0, λT3 = 0.

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèîíàëà α1 = 1000, α2 = 2000, α3 = 5000.
Âðåìÿ ïåðåîðèåíòàöèè T = 300 ñ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, ðèñ. 2 â âèäå
ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
òâåðäîãî òåëà (óïðàâëåíèÿ) è ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò êâàòåð-
íèîíà îðèåíòàöèè (ôàçîâûõ êîîðäèíàò) â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ óãëîâûì
äâèæåíèåì.
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Èç ðèñ. 1, 2 îâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûé çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
îáåñïå÷èâàåò ïåðåâîä òâåðäîãî òåëà èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî â òðåáóåìîå
êîíå÷íîå óãëîâîå ïîëîæåíèå.
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Î ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÐÅØÅÍÈß
ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÂÈÁÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ

ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ � ÏÎËÎÑÛ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëàñòèíêà òîëùèíû h è øèðèíîé a, èçãî-
òîâëåííàÿ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòèíêè
îòíåñåíà ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëàñòèíêà èñïûòûâàåò ìàëûå äå-
ôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïî âíåøíåé ïëîñêîñòè z =
= −h/2 ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè:
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q(x, t) = q1(x) cosωt+q2(x) sinωt, (1)

ãäå ω � ÷àñòîòà âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.
Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ âñå õà-
ðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ.

Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîåêöèé âåê-
òîðà ñìåùåíèÿ uk(x, z) è wk(x, z)(k =
= 1, 2) â [1] ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé, êîòîðàÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê áåç-
ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïðåîáðàçóåòñÿ
ê âèäó (òàíãåíöèàëüíûå ñèëû èíåðöèè
íå ó÷èòûâàþòñÿ)

∂2Uk
∂ζ2

= −h
2
0

υ′
∂2Uk
∂ξ2

− h0

(1− 2υ)

∂2Wk

∂ξ∂ζ
,

∂2Wk

∂ζ2
= −2(1+υ)υ′(−1)k−1ρh2ω2

2∑
j=1

ek+j−1Wj−υ′h2
0

∂2Wk

∂ξ2
− h0

2(1− υ)

∂2Uk
∂ξ∂ζ

,

(2)
ãäå Uk = uk/h,Wk = wk/h � áåçðàçìåðíûå ñîñòàâëÿþùèå êîìïîíåíò âåê-
òîðà ïåðåìåùåíèÿ, ζ = z/h, ξ = x/h, h0 = h/a, υ′ = 0.5(1− 2υ)/(1− υ),
υ = const � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ρ � ïëîòíîñòü.

Äëÿ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíèì ìåòîä ñïëàéí-
êîëëîêàöèé [2]. Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â âèäå

Uk(ξ, ζ) =
N∑
j=0

ϕj(ξ)Ũj+(k−1)(N−1)(ζ),

Wk(ξ, ζ) =
N∑
j=0

ψj(ξ)W̃j+(k−1)(N−1)(ζ). (3)

Çäåñü N � ÷èñëî òî÷åê êîëëîêàöèè, ϕj è ψj � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
êóáè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ, ïîäîáðàííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êðàÿõ
ξ = 0, ξ = 1 âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ, íàïðèìåð, æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ
Uk = Wk = 0.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (2) ê îäíîìåðíîé
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà Z̄ = {zr(ζ)}. Äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà
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â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè:

dZ̄

dζ
= A(ω)Z̄,

ãäå A(ω) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ èçâåñòíûìè êîìïîíåíòàìè,

Zj(ζ) = Ũj(ζ), Zj+2(N+1)(ζ) = Ũ ′j(ζ),

Zj+4(N+1)(ζ) = W̃j(ζ), Zj+6(N+1)(ζ) = W̃ ′
j(ζ), j = ¯0...2N + 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Âèíîãðàäîâà [3],
àëãîðèòì êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí â âèäå áëîê-ñõåìû íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2

ßñíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê êîëëîêàöèé ðàñòåò ÷èñëî óðàâ-
íåíèé â êðàåâîé çàäà÷å è, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ âû÷èñëå-
íèé. Ïðîáíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè N ≥ 80 (âðåìÿ âû÷èñëåíèé � 582,554 ñ). Ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ
àêòóàëüíûìè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñîêðàùåíèåì âðåìåíè ðàñ÷åòîâ.

Äëÿ ýòîãî ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèé ïàðàë-
ëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ OpenMP [4] è MPI [5]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
òåõíîëîãèè OpenMP çà îñíîâó áåð¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà, à
äëÿ ñîçäàíèÿ å¼ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ïðîãðàììèñòó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íà-
áîð äèðåêòèâ, ôóíêöèé è ïåðåìåííûõ îêðóæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷å-
íû äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìíîãîïîòî÷íûõ ïðèëîæåíèé íà ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ASUS
N52D ñ äâóõúÿäåðíûì ïðîöåññîðîì AMD Turion II Dual-Core Mobile
P520, ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.3 ÃÃö, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 3 Ãá.
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Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû
óâåëè÷èëàñü ïî÷òè â äâà ðàçà, ñêîðîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà 27%, à ñêî-
ðîñòü çàïîëíåíèÿ äàííûõ íà 34%. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíîëîãèè ïàðàë-
ëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ OpenMP ðåñóðñû êîìïüþòåðà èñïîëüçóþò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ, íàïðèìåð, çàãðóçêà ÖÏ ñîñòàâëÿåò 95�98%.

Êîä ïðîãðàììû áûë ñîáðàí íà ñåðâåðå 8x Xeon E5335 2GHz ñ äî-
ñòóïíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 32 Ãá. Íà ñåðâåðå óñòàíîâëåíà ðåàëèçà-
öèÿ ñòàíäàðòà MPI � MPICH2, à òàêæå ñîáðàíà áèáëèîòåêà PETSc (âåð-
ñèÿ 3.1) (ñì. [5]). Êëàñòåð ïðåäîñòàâëåí Èíñòèòóòîì íàíîñòðóêòóð è áèî-
ìåõàíèêè ÑÃÓ.

Àíàëèçèðóÿ çíà÷åíèÿ òàáë. 2, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ îäíîãî
ñåðâåðà ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè OpenMP, ðà-
áîòàåò áûñòðåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè MPI. Íàïðèìåð, âðåìÿ âû÷èñëå-
íèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ñîêðàòèëîñü ïðèìåðíî â 4 ðàçà (ïðè çíà÷åíèè
k = 100).

Êîãäà ðàñ÷åò èäåò íà êëàñòåðå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ñåðâåðîâ, ñêîðîñòü
âû÷èñëåíèé ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî íà 30%, à
ðåøåíèå ÑËÀÓ íà 20%. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè âû÷èñëèòåëü-
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íûõ äåéñòâèé àëãîðèòìà, íå ñâÿçàííûõ ñ ïåðåñûëêîé äàííûõ, âðåìÿ çíà-
÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ.
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ÓÄÊ 629
Â. Ã. Áèðþêîâ, Â.Þ. Âàõëþåâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÎÑÒÀÍÎÂÊÀ
ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïîñòðîåí çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîãî ïîëîæåíèÿ
òâåðäîãî òåëà è äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì èíòåãðàëüíîìó êâàäðàòè÷íîìó
ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà [1]

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 = M1,
I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 = M2,
I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 = M3,

(1)

ãäå I1, I2, I3 � îñåâûå ìîìåíòû èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, ω1, ω2, ω3 � ïðîåê-
öèè âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òâåðäîãî òåëà íà îñè ñâÿçàí-
íîé ñ òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè öåí-
òðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè òâåðäîãî òåëà,M1,M2,M3 � ïðîåêöèè ìîìåí-
òà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òâåðäîå òåëî, íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, âåðõíÿÿ òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèéM1,M2,
M3, ïåðåâîäÿùèõ òâåðäîå òåëî, äâèæåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
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îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), èç íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ

ω1(0) = ω0
1, ω2(0) = ω0

2, ω3(0) = ω0
3 (2)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

ω1 = 0, ω2 = 0, ω3 = 0 (3)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì äîëæåí ïðèíèìàòü íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, õàðàêòå-
ðèçóþùèé îòêëîíåíèå ïî óãëîâûì ñêîðîñòÿì ¾â ñðåäíåì¿ è îáùèå ýíåð-
ãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà óïðàâëåíèå:

I =

∫ ∞
0

(
α1

(
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3

)
+ α2

(
M 2

1 +M 2
2 +M 2

3

))
dt, (4)

ãäå α1, α2 = const > 0.
Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ M1, M2, M3 íå

íàëîæåíû íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ.
2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó áóäåì ðå-

øàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [2]. Ñîñòàâèì
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà

H = −
(
α1

(
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3

)
+ α2

(
I2

1u
2
1 + I2

2u
2
2 + I2

3u
2
3

))
+

+ψ1 (u1 − a1ω2ω3) + ψ2 (u2 − a2ω1ω3) + ψ3 (u3 − a3ω1ω2) ,
(5)

ãäå a1 = I3−I2
I1

, a2 = I1−I3
I2

, a3 = I2−I1
I3

, u1 = M1

I1
, u2 = M2

I2
, u3 = M3

I3
,

ψ1, ψ2, ψ3 � ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ψ̇1 = 2α1ω1 + a2ψ2ω3 + a3ψ3ω2,

ψ̇2 = 2α1ω2 + a1ψ1ω3 + a3ψ3ω1,

ψ̇3 = 2α1ω3 + a1ψ1ω2 + a2ψ2ω1.

(6)

Ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàéäåì èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà (5). Äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî óïðàâëå-
íèÿ èìååì

uopt1 =
ψ1

2α2I2
1

, uopt2 =
ψ2

2α2I2
2

, uopt3 =
ψ3

2α2I2
3

. (7)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6)
â óðàâíåíèÿ (1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ω̇1 =
ψ1

2α2I2
1

− a1ω2ω3,

ω̇2 =
ψ2

2α2I2
2

− a2ω1ω3,

ω̇3 =
ψ3

2α2I2
3

− a3ω1ω2.

(8)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ â âèäå

ψ1 = A1ω1, ψ2 = A2ω2, ψ3 = A3ω3, (9)

ãäå A1, A2, A3 � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòû. Ïîäñòàâèì ñîîòíî-
øåíèÿ (9) â óðàâíåíèÿ (6) è (8). Ïîëó÷èì

ω̇1 =
A1ω1

2α2I2
1

− a1ω2ω3,

ω̇2 =
A2ω2

2α2I2
2

− a2ω1ω3,

ω̇3 =
A3ω3

2α2I2
3

− a3ω1ω2,

A1ω̇1 = 2α1ω1 + (a2A2 + a3A3)ω2ω3,
A2ω̇2 = 2α1ω2 + (a1A1 + a3A3)ω1ω3,
A3ω̇3 = 2α1ω3 + (a1A1 + a2A2)ω1ω2.

(10)

Èç óðàâíåíèé (10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàæåíèÿ (9) ÿâëÿëèñü
÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è, ïîñòîÿííûå A1, A2, A3 äîëæíû èìåòü ñëåäó-
þùèå çíà÷åíèÿ:

A1 = ±2
√
α1α2I1, A2 = ±2

√
α1α2I2, A3 = ±2

√
α1α2I3. (11)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé
íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè, èìååò âèä

uopt1 = ±
√
α1α2

α2I1
ω1, u

opt
2 = ±

√
α1α2

α2I2
ω2, u

opt
3 = ±

√
α1α2

α2I3
ω3,

èëè äëÿ óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ

M opt
1 = ±

√
α1α2

α2
ω1, M

opt
2 = ±

√
α1α2

α2
ω2, M

opt
3 = ±

√
α1α2

α2
ω3. (12)

Çíàê â ñîîòíîøåíèÿõ (12) äîëæåí áûòü âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîñòðîåííûé çàêîí óïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàë àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé
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ïåðåâîä òâåðäîãî òåëà èç íà÷àëüíîãî ñîñòÿíèÿ (2) â êîíå÷íîå ñîñòîÿ-
íèå (3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ìåòîäîì
Ëÿïóíîâà [3]. Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ïðèìåì ðàâíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
òâåðäîãî òåëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé

V =
1

2

(
I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)
. (13)

Ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (13), âû÷èñëåííàÿ â ñèëó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1), çàìêíóòûõ çàêîíîì îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ (12), ðàâíà

V̇ = ±
√
α1α2

α2
ω2

1 ±
√
α1α2

α2
ω2

2 ±
√
α1α2

α2
ω2

3. (14)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè áóäåò âûáðàí çíàê ¾�¿, òî ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà (14), âû÷èñëåííàÿ â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1),
áóäåò çíàêîîïðåäåëåííîé îòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïåðåâîäà òâåðäîãî òåëà èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ (2) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3) â çàêîíå îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (12) íóæíî âûáðàòü çíàê ¾�¿.
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ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÊÐÎÂÎÒÎÊÀ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè êðîâîòîêà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿþòñÿ
îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé â ìåäèöèíå è ìåõàíèêå. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîñëåäñòâèé îïåðàòèâíîãî âìå-
øàòåëüñòâà è ïðîôèëàêòèêè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé. Ïîýòîìó
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ïîñòðîåíèå òî÷íîé è ïîäðîáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ êðîâè
ïî ñîñóäàì � îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ áèîìåõàíèêè.

Îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìèêè êðîâîòîêà èìååò âèä

ρ
∂vz
∂t

= −∂p
∂z

+ µ

(
∂2vz
∂r2

+
1

r

∂vz
∂r

)
, (1)

ρ
∂vz
∂t

= −∂p
∂r

+ µ

(
∂2vr
∂r2

+
1

r

∂vr
∂r
− vr
r2

+
∂2vr
∂z2

)
, (2)

∂(vrr)

∂r
+ r

∂vz
∂z

= 0, (3)

ρh
∂2u

∂t2
=
∂S ′

∂z
+
S0 − T0

R

∂w

∂z
+ τ, (4)

ρh
∂2w

∂t2
= p′ +

p0

R
w − T ′

R
, (5)

S ′ =
Eh

1− ν2

(
∂u

∂x
+ ν

w

R

)
, (6)

T ′ =
Eh

1− ν2

(
w

R
+ ν

∂u

∂x

)
, (7)

ãäå τ = µ
(
∂vz
∂r |r=R + ∂vr

∂r |r=R
)
.

Îáîçíà÷èì ∂p
∂z = K ′(z)eiωt, p = K(z)eiωt.

Êîíòàêòíûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü âèä vz |S = ∂u
∂t , vr |S = ∂w

∂t .
Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî

ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â âèäå:

vz = vz0(r, z)eiωt, vr = vr0(r, z)eiωt, u = uz0(z)eiωt, w = w0(z)eiωt.

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì

ρiωvzo = −K(z) + µ

(
v′′z0 +

1

r
v′z0

)
, (8)

v′′z0 +
1

r
v′z0 −

iρω

µ
vz0 = −1

µ
K(z). (9)

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ: v′′z0 + 1
rv
′
z0 −

iρω
µ vz0 = 0.

Îáîçíà÷èì λ2 = i3ρω
µ . Òîãäà v′′z0 + 1

rv
′
z0 + λ2vz0 = 0. Ââåäåì çàìåíó

ïåðåìåííîé: r′ = λr. Ïîëó÷èì

v′′z0 +
1

r
v′z0 + vz0 = 0, (10)
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Äàëåå øòðèõ ó r äëÿ óäîáñòâà îïóñòèì. (10) � óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿä-

êà 0. Ðåøåíèåì åãî áóäåò ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âèäà J0(r) =
∑∞

k=0
(−1)k

k!k!

(
r
2

)2k
.

Òîãäà vz0 = J0(λr)C(z), ãäå C(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íîé z. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (9) áóäåò − 1

µλ2K(z), ïîëó÷èì

vz(z, r, t) =

(
C(z)J0(λr)−

1

µλ2
K(z)

)
eiωt. (11)

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (3) è èíòåãðèðóÿ åãî, íàéäåì
vz(z, r, t):

vz(z, r, t) =
1

r

(
−C

′(z)

2

∑∞

k=0

(−1)k

k!k!

(
r2
)k+1

4k(k + 1)
+

r2

2µλ2
K ′(z)

)
eiωt. (12)

Ïîëó÷èì ðåøåíèÿ äëÿ w è u. Èç óðàâíåíèé (4) è (6) ïîëó÷èì:

−ω2ρhuz0 =
Eh

1− ν2
u′′z0 +

Ehν

R(1− ν2)
w′0 +

S0 − T0

R
w0. (13)

Èç óðàâíåíèé (5) è (7) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

−ω2ρhuz0 = K(z) +
p0

R
w0 −

Eh

R2(1− ν2)
w′0 −

Ehν

R(1− ν2)
u′z0. (14)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13)�(14) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ:

a = −ω2ρh, b = a− p0

R
+

Eh

R2(1− ν2)
, c =

EHν

R(1− ν2)
,

d =
Eh

1− ν2
, g =

S0 − T0

R
.

Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (13),
(14), à òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ C(z) è K(z), ïîëó÷åííûå èç êîíòàêòíûõ
óñëîâèé. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ uz0 è w0 çàâèñÿò òîëüêî îò z, ïîýòîìó óðàâ-
íåíèÿ áóäóò îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè. Â íîâûõ îáîçíà÷åíè-
ÿõ:

bw0 = K(z)− cu′z0,

au′z0 = du′′z0 + cw′0 + gw0,

C(z)J0(Rλ)− 1

µλ2
K(z) = iωuz0, (15)
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−C
′(z)

2

∑∞

k=0

(−1)k

k!k!

(λ2R)k+1

4k(k + 1)
+

R

2µλ2
K ′(z) = iωw0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé:

A = J0(λR), B =
1

µλ2
, G = iω,D =

1

2

∑∞

k=0

(−1)k

k!k!

(λ2R)k+1

4k(k + 1)
, E =

R

2µλ2
.

Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (15) â âèäå

K(z) = C1e
λz, uz0(z) = C2e

λz, w0(z) = C3e
λz, C(z) = C4e

λz.

Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Ci, i = 1, .., 4:

bC3 = C1 − cλC2,

aC2 = dλ2C2 + cλC3 + gC3, (16)

AC4 −BC1 = GC2,

DλC4 + EλC1 = GC3.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû áóäåò A0λ
3+B0λ

2+C0λ+D0 = 0,
ãäå A0 = bBDd−Ac2E+AbdE,B0 = −AGd−DcgG+ cEg−DgcB,C0 =
= bBDa− AabE −Dc2gB −DGg,D0 = AGa.

Êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííî. Äà-
ëåå, ïîî÷åðåäíî ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå êîðíè â ñèñòåìó (16), ðåøàåì
åå îòíîñèòåëüíî Ci, i = 1, .., 4. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (15) áóäåò
èìåòü âèä

K(z) = α11A1e
λ1z + α21A2e

λ2z + α31A3e
λ3z,

uz0(z) = α12A1e
λ1z + α22A2e

λ2z + α32A3e
λ3z,

w0(z) = α13A1e
λ1z + α23A2e

λ2z + α33A3e
λ3z,

C(z) = α14A1e
λ1z + α24A2e

λ2z + α34A3e
λ3z,

u(z, r, t) =
(
α12A1e

λ1z + α22A2e
λ2z + α32A3e

λ3z
)
eiωt,

w(z, r, t) =
(
α13A1e

λ1z + α23A2e
λ2z + α33A3e

λ3z
)
eiωt.

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò òðåõ ïðîèçâîëü-
íûõ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ A1, A2, A3. Ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïèñûâàåò ãåìîäèíàìèêó êðóï-
íûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ, ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ áèîìåõàíèêè.
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ÓÄÊ 629
Ì.Ê. Èâàíîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ
ÄÂÈÆÓÙÅÃÎÑß ÎÁÚÅÊÒÀ

Â ÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè
îáúåêòà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî åãî èçâåñòíîé (èçìåðåí-
íîé) àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè. Ýòà çàäà÷à çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â
òåîðèè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì êîñìè÷åñêèõ, àâèàöèîííûõ, íàçåìíûõ è
äðóãèõ äâèæóùèõñÿ àïïàðàòîâ (ðîáîòîâ, ïîäâîäíûõ ëîäîê è ò.ï.).

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îðèåíòàöèè. Âñå ðàññìàòðè-
âàåìûå â ñòàòüå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè îñíîâàíû íà îäíîì
èç äâóõ êâàòåðíèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îðèåíòàöèè.

Ïåðâîå óðàâíåíèå, êëàññè÷åñêîå, èìååò âèä [1, 2]

2
dλ

dt
= λ ◦ ω(t), (1)

ãäå λ � èñêîìûé êâàòåðíèîí ïîâîðîòà, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ÷åòûðå ïàðàìåòðà Ýéëåðà (Ðîäðèãà�Ãàìèëüòîíà), ω(t) � êâàòåðíèîí,
îáðàçîâàííûé èç âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îáúåêòà â ïðîåê-
öèÿõ íà ñâÿçàííûå îñè.

Âòîðîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå òèïà Ðèêêàòè èìååò âèä [2]

4
dx

dt
= ω + x ◦ ω − ω ◦ x− x ◦ ω ◦ x, (2)

ãäå èñêîìûé êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè λ ñâÿçàí ñ êâàòåðíèîííîé ïåðåìåí-
íîé x, èìåþùåé íóëåâóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü, ñîîòíîøåíèåì

λ =
1− ||x||+ 2x

1 + ||x||
. (3)

Îáà ýòèõ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè íåñòàöèîíàðíû-
ìè óðàâíåíèÿìè áåç îñîáûõ òî÷åê; ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì, à óðàâíåíèå (2) � íåëèíåéíûì.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíàÿ
îðèåíòàöèÿ îáúåêòà, ò.å. êâàòåðíèîí λ0 = λ(t0), à òàêæå äàííûå îá óãëî-
âîé ñêîðîñòè îáúåêòà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ìãíîâåííûìè ëèáî èíòåãðàëü-
íûìè. Ìãíîâåííûå äàííûå � ýòî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ωk(t) (k = 1, 2, 3)
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(ïðîåêöèé óãëîâîé ñêîðîñòè íà ñâÿçàííûå êîîðäèíàòíûå îñè) â çàäàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè tn. Èíòåãðàëüíûå äàííûå � ýòî ïðèðàùåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé:

γk =

tn∫
tn−1

ωk(t) dt, k = 1, 2, 3. (4)

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ îáúåêòà â
çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè tn, ò.å. íàéòè êâàòåðíèîíû λn = λ(tn).

Ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â íåïðåðûâíîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (1)
èëè (2) â ñîîòâåòñòâèè ñ êàêèì-ëèáî àëãîðèòìîì íà áîðòîâîì êîìïüþòå-
ðå äâèæóùåãîñÿ àïïàðàòà. Ïðè ýòîì âõîäíûå äàííûå (ìãíîâåííûå, ëè-
áî èíòåãðàëüíûå) èçìåðÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ãèðîñêîïè÷åñêèìè äàò÷è-
êàìè.

3. Àëãîðèòìû. Âñåãî â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû 12 àëãîðèòìîâ. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì
Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Îñòàëüíûå 11 àëãîðèòìîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ñïåöèàëüíûìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èëè (2), êîòî-
ðûå ñòðîÿòñÿ ïî îáùåé ðåêóððåíòíîé ñõåìå, èìåþùåé âèä

λn = λn−1 ◦ λ∗, (5)

ãäå êâàòåðíèîí λ∗ âû÷èñëÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñî-
îòíîøåíèÿì, îïðåäåëÿåìûì âûáðàííûì àëãîðèòìîì.

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ïÿòü ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (1), óñëîâíî íàçûâàåìûå íàìè ¾ñòàðûìè¿: ìåòîä ñðåäíåé ñêîðîñòè
2-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, îäíîøàãîâûé è äâóõøàãîâûé àëãîãðèòìû 3-ãî ïî-
ðÿäêà, äâóõøàãîâûé àëãîðèòì 4-ãî ïîðÿäêà è ÷åòûð¼õøàãîâûé àëãîðèòì
4-ãî ïîðÿäêà (àëãîðèòì Ïàíîâà).

Íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (2) áûëî ðàññìîòðåíî ÷åòûðå ñïåöèàëüíûõ àëãî-
ðèòìà, íàçûâàåìûå ¾íîâûìè¿: äâà îäíîøàãîâûõ àëãîðèòìà 3-ãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè, à òàêæå äâóõøàãîâûå àëãîðèòìû 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêà.

Íàêîíåö, åù¼ äâà àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû íàìè ïóò¼ì ïðèâåäåíèÿ
àëãîðèòìîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ê íîâîé ïåðåìåííîé (x), ò.å. ïðèâåäåíè-
åì ê ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ (2). Ïðè ýòîì ïîëó÷àþùèåñÿ
àëãîðèòìû óïðîùàëèñü ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà. Ïðèâåä¼ì
çäåñü ýòè àëãîðèòìû, èìåíóåìûå ¾ñìåøàííûìè¿:

� îäíîøàãîâûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

x =
1

4
ϕ+

1

48
ϕ′ ×ϕ+

1

192
ϕ||ϕ||,
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� äâóõøàãîâûé àëãîðèòì ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

x =
1

4
ϕ+

1

6
ϕ′ ×ϕ′′ + 1

192
ϕ||ϕ||,

ãäå ϕ = ϕ′ + ϕ′′, ϕ′ è ϕ′′ � èíòåãðàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñ äâóõ ïîñëåäíèõ
øàãîâ.

4. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ. Âñå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû áûëè
ðåàëèçîâàíû íà êîìïüþòåðå è ïðîòåñòèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ìîäåëèðîâàëèñü ïðîñòûå è çàòóõàþùèå
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à òàêæå ïðîñòûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ
íàëîæåííûìè ¾ïîìåõàìè¿ � âûñîêî÷àñòîòíûìè êîëåáàíèÿìè ìàëîé àì-
ïëèòóäû. Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ñ ¾ïîìåõàìè¿ (òàáëèöà). Àìïëèòóäà îñíîâíîãî êîëåáàíèÿ ðàâíà
20◦, ÷àñòîòà � 1 Ãö, àìïëèòóäà ¾ïîìåõè¿ � 3′, ÷àñòîòà � 100 Ãö.
Àëãîðèòì Ïîðÿäîê h = 0.1 h = 0.01 h = 0.001

Ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû 4 8,43E+01 1,07E+01 2,25E-04

Ìåòîä ñðåäíåé ñêîðîñòè 2 3,45E+01 3,24E-01 3,16E-03

Ñòàðûé 1-øàãîâûé àëãîðèòì 3 5,89E+00 6,32E-03 9,43E-06

Ñòàðûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì 3 7,14E-01 4,05E-03 1,72E-06

Ñòàðûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì 4 7,18E-01 4,05E-03 1,72E-06

Ñòàðûé 4-øàãîâûé àëãîðèòì (àëã. Ïàíîâà) 4 7,86E-02 3,32E-03 8,34E-07

Íîâûé 1-øàãîâûé àëãîðèòì (àëãîðèòì 1) 3 1,73E+00 1,67E-02 3,25E-06

Íîâûé 1-øàãîâûé àëãîðèòì (àëãîðèòì 2) 3 5,21E+00 5,74E-03 8,65E-06

Íîâûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì 3 1,79E+00 2,34E-03 2,50E-06

Íîâûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì 4 8,38E-02 5,28E-03 1,11E-06

Ñìåøàííûé 1-øàãîâûé àëãîðèòì 3 5,14E+00 1,64E-02 8,65E-06

Ñìåøàííûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì 4 1,11E-01 3,57E-03 7,48E-07

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ýòè è äðóãèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïðèé-
òè ê âûâîäó, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè ïðè íàèìåíü-
øèõ çàòðàòàõ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäèí èç àëãîðèòìîâ ÷åòâ¼ðòî-
ãî ïîðÿäêà. À èìåííî íàèáîëåå ñòàáèëüíûå ðåçóëüòàòû ïðîäåìîíñòðèðî-
âàëè àëãîðèòìû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå óðàâíåíèé òèïà Ðèêêàòè: íîâûé
äâóõøàãîâûé è ñìåøàííûé äâóõøàãîâûé àëãîðèòìû ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíûé àëãîðèòì Ïàíîâà, õîòÿ è ïðîäåìîíñòðèðîâàë õî-
ðîøóþ òî÷íîñòü (âïðî÷åì, íå ïðåâîñõîäÿùóþ òî÷íîñòü îñòàëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ 4-ãî ïîðÿäêà), çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, õîòÿ è ïðîäåìîíñòèðî-
âàë â öåëîì âûñîêóþ òî÷íîñòü, èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Ýòîò àëãîðèòì
åäèíñòâåííûé â ðàáîòå èñïîëüçóåò ìãíîâåííóþ èíôîðìàöèþ, ÷òî ñèëüíî
ñêàçûâàåòñÿ íà åãî ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè: âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëü-
íûõ èçìåðåíèÿõ ïîìåõè íà÷èíàþò âëèÿòü ãîðàçäî ñóùåñòâåííåå, ÷åì íà
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àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà èíòåãðàëüíîé èíôîðìàöèè (óñðåäíÿþùåé
âõîäíûå äàííûå).

Òàêæå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñìåøàííûé 2-øàãîâûé àëãîðèòì
4-ãî ïîðÿäêà ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îêàçûâàëñÿ òî÷íåå ñòàðîãî 2-øàãîâîãî
àëãîðèòìà 4-ãî ïîðÿäêà, õîòÿ îí áûë ïîëó÷åí èç ýòîãî àëãîðèòìà ïåðå-
õîäîì ê íîâûì ïåðåìåííûì è îòáðàñûâàíèåì ÷ëåíîâ áîëüøîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè.

Ýòî íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ îäíèõ è òåõ
æå ôîðìóë ìîãóò äàâàòü ðàçíûå ìåòîäè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ÷ëåíû áûëè óäåðæàíû, è â êàêîé ôîðìå çàïèñà-
íû èòîãîâûå ôîðìóëû. Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â äàííîé ñòàòüå,
óðàâíåíèå òèïà Ðèêêàòè ïðèâîäèò ê àëãîðèòìàì, êîòîðûå ëó÷øå âåäóò
ñåáÿ íà ïðàêòèêå.
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ÓÄÊ 533.6.011
Ò.Â. Ëÿãàåâà, È.À. ×åðíîâ

Ê Ó×ÅÒÓ ÏÐÎÒÈÂÎÄÀÂËÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å
Î ÑÈËÜÍÎÌ ÂÇÐÛÂÅ

Çàäà÷à î ñèëüíîì âçðûâå â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå áûëà íåçàâèñè-
ìî ðåøåíà Ë.È. Ñåäîâûì è Òåéëîðîì (Ñ � Ò). Ïðè ýòîì äàâëåíèå â ïî-
êîÿùåìñÿ ãàçå ïðåäïîëàãàëîñü íóëåâûì. Ó÷åò ïðîòèâîäàâëåíèÿ áûë âû-
ïîëíåí íåçàâèñèìî Í.Ñ. Áóðíîâîé (Ìåëüíèêîâîé) è Ñàêóðàè. Â ðàìêàõ
êîîðäèíàòíîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ðåøåíèåì Ñ � Ò â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ÷ëå-
íà îíè íàøëè ïåðâóþ ïîïðàâêó ê íåìó. Ïîñòðîåíèå ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ
ðàçëîæåíèÿ ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ
ñ áûñòðûì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ
ïîïðàâîê. Òåì íå ìåíåå èõ íàõîæäåíèå (íèæå ðàññ÷èòàíà ñëåäóþùàÿ èç
íèõ) ïîçâîëÿåò òî÷íåå ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ òå÷åíèÿ çà óäàðíîé âîëíîé
(ÓÂ) äëÿ íå î÷åíü ìàëîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Áèáëèîãðàôèÿ ïî ýòîé
çàäà÷å åñòü â [1]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçî-
âàííûå íèæå, ñîâïàäàþò ñ ïðèíÿòûìè â ãëàâå 3 èç [2].

Çàìåòèì, ÷òî íåäàâíî áûë ïðåäëîæåí [3] àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê
äàííîé ïðîáëåìå.

150



Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
Ðåøåíèå çàäà÷è î òî÷å÷íîì âçðûâå â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå ñ ïîñòîÿííû-

ìè íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòüþ ρ1 è äàâëåíèåì p1 çàâèñèò îò äâóõ áåçðàç-
ìåðíûõ ïåðåìåííûõ

λ = r/r2, q = a2
1/c

2, (1)

ãäå r2(t) � çàêîí äâèæåíèÿ ÓÂ, c = dr2(t)/dt � åå ñêîðîñòü, a1 � ñêîðîñòü
çâóêà â îáëàñòè ïîêîÿ. Ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû äî è ïîñëå
ÓÂ, ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç q.

Èñêîìûå ïàðàìåòðû çàäà÷è (ñêîðîñòü ÷àñòèöû, ïëîòíîñòü è äàâëå-
íèå) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

v = v2f(λ, q), ρ = ρ2g(λ, q), p = p2h(λ, q). (2)

Ïðè ýòîì q = 0 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïðîòèâîäàâëåíèþ (ýòî ðåøåíèå
Ñ � Ò); λ = 0 � öåíòð âçðûâà, λ = 1 � çàäíÿÿ ñòîðîíà ÓÂ.

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ
(ν = 3) òå÷åíèé èäåàëüíîãî ãàçà â ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêèõ òå÷åíèé â
ïåðåìåííûõ (1) è (2) ïðèíèìàåò âèä[

2(1− q)
γ + 1

f − λ
]

(1− q)∂f
∂λ

+

+
[γ + 1 + (γ − 1)(1− q)][γ + 1− 2(1− q)]

2γ(γ + 1)g

∂h

∂λ
+

+

[
(1− q)∂f

∂q
− 2− (1− q)

2q
f

]
r2
dq

dr2
= 0,[

2(1− q)
γ + 1

f − λ
]

1

g

∂g

∂λ
+

2(1− q)
γ + 1

[
∂f

∂λ
+
ν − 1

λ
f

]
+

+

[
1

g

∂g

∂q
− 2

γ + 1− 2(1− q)

]
r2
dq

dr2
= 0,[

2(1− q)
γ + 1

f − λ
]
∂h

∂λ
+

2γ(1− q)
γ + 1

(
∂f

∂λ
+
ν − 1

λ
f

)
h+

+

[
∂h

∂q
− 2γh

[2γ − (γ − 1)q]q

]
r2
dq

dr2
= 0.

(3)

λ = r
( ρ1

Et2

) 1
ν+2

, r2(t) =

(
E

ρ1

) 1
ν+2

t
2

ν=2 (1 + A1q + A2q
2 + . . . );

c =
dr2(t)

dt
.

(4)
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Ïðè ýòîì âåëè÷èíó r2dq/dr2 â (3) ñëåäóåò áðàòü â ôîðìå 3̇q/(1+A1q+
+ A2q2 + . . . ) (ñì. (4)).

Ðåøåíèÿ äëÿ (f, g, h) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïå-
ðåìåííîé q:

f(λ, q) = f0+qf1+. . . , g(λ, q) = g0+qg1+. . . , h(λ, q) = h0+qh1+. . . , (5)

ãäå f0, f1, . . . , g0, g1, . . . , h0, h1, . . . � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò λ. Ïðè
q = 0 â (5) îñòàþòñÿ íóëåâûå ÷ëåíû, êîòîðûå îïèñûâàþò ðåøåíèå Ñ-Ò.

Ïîäñòàíîâêà (5) â (3), (4) äàåò ñèñòåìû ÎÄÓ, íóëåâàÿ � äëÿ f0, g0, h0

ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

f0(0) = 0, f0(1) = 1, g0(1) = 1, h0(1) = 1.

×åòûðå óñëîâèÿ äëÿ òðåõ óðàâíåíèé âûïîëíÿþòñÿ â ðåøåíèè Ñ � Ò
çà ñ÷åò âûáîðà ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè, ÷òî ó÷òåíî â çàäàíèè âèäà
ïðåäñòàâëåíèÿ (4).

Äëÿ k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû 3-õ íåîäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò íóëåâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Êðàåâûå óñëîâèÿ òàêîâû:

fk(0) = 0, fk(1) = 0, gk(1) = 0, hk(1) = 0. (6)

Ïîñêîëüêó â ñèñòåìó òðåõ ÎÄÓ äëÿ k-ãî ïðèáëèæåíèÿ âõîäèò ñâî-
áîäíûé ïàðàìåòð Ak, òî åãî ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
4 óñëîâèÿ (6). Ýòî äåëàåòñÿ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Áûëè íàéäåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ: A1 =

= 1.918154307, A2 = 1.779529995.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè f0(λ), g0(λ), h0(λ). Íà ðèñ. 2 �

{f1(λ), g1(λ), h1(λ)}.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Íà ðèñ. 3 � {f2(λ), g2(λ), h2(λ)}. Ðèñ. 4, 5, 6 ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèè
f , g, h èç (5) äëÿ q = {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå
îáîçíà÷åíû öèôðàìè {0,1,2,3,4,5}.
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Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ ÓÂ: r2(t) = 0.51t2/5(1+A1q+A2q
2+

+ . . . ) (ïóíêòèð � äëÿ ðåøåíèÿ Ñ-Ò (A1 = A2 = 0), øòðèõîâàÿ � ñ ó÷åòîì
ïðîòèâîäàâëåíèÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ (ñì. [2,
ñ. 116]).

Ðèñ. 7

Âûâîä
Êàê ïîêàçûâàþò ðèñ. 4, 5, 6, â àâòîìîäåëüíîì ðåøåíèè Ñ-Ò ñðàçó ïî-

çàäè ÓÂ (êðèâûå ñ îáîçíà÷åíèåì ¾0¿) ðåàëèçóþòñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ v, ρ, p. Ïðè óäàëåíèè ÓÂ îò öåíòðà (÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò óâåëè÷åíèþ âðåìåíè) ìàêñèìóì äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ¾îòñòàåò¿ îò
ôðîíòà ÓÂ.
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ÓÄÊ 629
À.Ê. Êèòàðîâà, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈß ÎÐÁÈÒÛ
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ
ÇÀ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÂÐÅÌß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà (ÊÀ) ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îð-
áèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ïîä äåéñòâèåì òàêîãî óïðàâëåíèÿ îðáèòà
ÊÀ ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êàê íåèçìåíÿåìàÿ (íåäåôîðìèðóå-
ìàÿ) ôèãóðà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàíû êâàòåðíèîííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ â îòêëîíåíèÿõ è äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â îòêëîíåíèÿõ äëÿ ýéëåðîâà óãëà ïîâîðîòà îðáè-
òû.

Çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáó-
åòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå u, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó ÊÀ çà ôèêñèðîâàí-
íîå âðåìÿ t1, èçìåíåíèå îðèåíòàöèè êîòîðîé â îòêëîíåíèÿõ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè [1]

2
d∆λ̄

dt
= ∆λ̄ ◦ Ω̄ =

r (ϕtr(t))

c
u∆λ̄ ◦ (cosϕtr(t)ī1 + sinϕtr(t)ī2 ), (1)

dϕtr
dt

=
c

r2
, r =

por
1 + eor cosϕtr

, c = const,Ω1 =
r

c
u cosϕtr,Ω2 =

r

c
u sinϕtr,

èç ëþáîãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî êâàòåð-
íèîíîì íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ∆λ̄(t0) = ˜̄λ∗◦λ̄0, â òðåáóåìîå êîíå÷íîå ïî-
ëîæåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå êâàòåðíèîíîì êîíå÷íîãî îòêëîíåíèÿ ∆λ̄(t1).
Çäåñü λ̄ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ; ϕtr � èñòèííàÿ àíîìà-
ëèÿ (óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå);
r = |r̄| � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà ìàññ ÊÀ; por, eor � ïàðàìåòð
è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû, c = |r̄ × V̄ | � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé (ìîäóëü
âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÊÀ); Ω1,Ω2,Ω3 = 0 � ïðîåêöèè
âåêòîðà Ω̄ ìãíîâåííîé àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòû íà ñâÿçàí-
íûå ñ íåé êîîðäèíàòíûå îñè; u � ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ ū îò òÿãè
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ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ ÊÀ.

Êâàòåðíèîííàÿ ïåðåìåííàÿ ∆λ̄ õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå óãëîâîãî
ïîëîæåíèÿ îðáèòû ÊÀ îò åå òðåáóåìîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êâà-
òåðíèîíîì λ̄∗, â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàòåðíèîííîé ôîðìóëîé ñëîæåíèÿ êî-

íå÷íûõ ïîâîðîòîâ λ̄ = λ̄∗ ◦ ∆λ̄, ∆λ̄ = cos
∆ϕ

2
+ sin

∆ϕ

2
ē∆, ãäå ∆ϕ,

ē∆ = e∆1
ī1 + e∆2

ī2 + e∆3
ī3 ÿâëÿþòñÿ äëÿ òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t

ñîîòâåòñòâåííî ýéëåðîâûì óãëîì è åäèíè÷íûì âåêòîðîì ýéëåðîâîé îñè
âîçìóùåííîãî êîíå÷íîãî ïîâîðîòà îðáèòû ÊÀ îòíîñèòåëüíî åå íåâîçìó-
ùåííîãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êâàòåðíèîíîì ïîâîðîòà λ̄∗.

Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè ïåðåìåííûõ ∆ϕ, e∆i
äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ â
ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç êâàòåðíèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ â (1) ïðè âûäåëåíèè â íåì ñêàëÿðíîé è âåêòîðíîé ÷àñòåé. Â òàêîì
ñëó÷àå çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå

U = Ω̄ · ē∆ =
r(ϕtr(t))

c
u(cosϕtr(t)e∆1

+ sinϕtr(t)e∆2
), (2)

ïåðåâîäÿùåå îðáèòó êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, èçìåíåíèå îðèåíòàöèè êî-
òîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∆̇ϕ = U = Ω̄ · ē∆ =
r(ϕtr(t))

c
u(cosϕtr(t)e∆1

+ sinϕtr(t)e∆2
), (3)

èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî êâàòåðíèîíîì îðèåíòàöèè λ̄0, â
êîíå÷íîå ïîëîæåíèå, îïèñûâàåìîå êâàòåðíèîíîì îðèåíòàöèè λ̄∗, çà ôèê-
ñèðîâàííîå âðåìÿ t1. Ïðè ýòîì äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòüñÿ ôóíêöèîíàë
êà÷åñòâà

I =

t1∫
0

(
±α1

2
(∆ϕ)2 +

α2

2
U 2
)
dt =

t1∫
0

(
±α1

2
(∆ϕ)2 +

α2

2
(∆̇ϕ)2

)
dt, (4)

ãäå α1, α2 � ïîëîæèòåëüíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.
Óïðàâëåíèå U çäåñü èìååò ñìûñë ïðîåêöèè âåêòîðà Ω̄ àáñîëþòíîé

óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòû íà íàïðàâëåíèå ē∆ ýéëåðîâîé îñè êîíå÷íîãî
ïîâîðîòà îðáèòû. Êàê âèäíî èç (2), óïðàâëåíèå U ñîäåðæèò èñêîìîå
óïðàâëåíèå u.
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Êðàåâûå óñëîâèÿ ïî ïåðåìåííîé ∆ϕ (ýéëåðîâó óãëó ïîâîðîòà îðáèòû)
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

∆ϕ(t0) = ∆ϕ(0) = 2 arccos scal( ˜̄λ∗ ◦ λ̄0),∆ϕ(t1) = ∆ϕ1 6= 0. (5)

Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ââåäåì
ïåðåìåííûå ψ0, ψ1, ñîïðÿæåííûå ê ôàçîâûì ïåðåìåííûì x1 = ∆ϕ è ẋ0 =

±α1

2
+
α2

2
U 2. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H(ψ0, ψ1, x0, x1, U) = ψ0

(
±α1

2
x2

1 +
α2

2
U 2
)

+ ψ1U. (6)

Çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè H ïî ïåðåìåííîé U .

Ïðè ïåðåõîäå ê ôèçè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ u äëÿ çíàêà ¾�¿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (4) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä

u =
c

por

1 + eor cosϕtr
cosϕtre∆1

+ sinϕtre∆2

[
−k∆ϕ(0) sin(kt)+

+k
∆ϕ1 −∆ϕ(0) cos(kt1)

sin(kt1)
cos(kt)

]
, k =

√
α1

α2
,

(7)

è âèä

u =
c

por

1 + eor cosϕtr
cosϕtre∆1

+ sinϕtre∆2

[
k∆ϕ(0) sh(kt)+

+k
∆ϕ1 −∆ϕ(0) ch(kt1)

sh(kt1)
ch(kt)

]
, k =

√
α1

α2
,

(8)

äëÿ çíàêà ¾+¿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (4).
Â ñëó÷àå ∆ϕ1 = 0 èìååì ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ðåøåíèåì, ïðèâå-

äåííûì â [1].
Â ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìèçèðóåòñÿ èíòåãðàëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíê-

öèîíàë â îòíîøåíèè òîëüêî óïðàâëåíèÿ U è êîãäà ýéëåðîâ óãîë ïîâîðîòà
â êîíå÷íûé ìîìåíò ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå,
ôèçè÷åñêîå óïðàâëåíèå u, èìåþùåå ñìûñë ïðîåêöèè âåêòîðà óñêîðåíèÿ
îò òÿãè ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ íà íàïðàâëåíèå, îðòîãîíàëüíîå ïëîñêîñòè
îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, èìååò âèä

u = − c

por

1 + eor cosϕtr
cosϕtre∆1

+ sinϕtre∆2

∆ϕ(0)

t1
. (9)
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óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì. : Ôèçìàòëèò, 2011. 560 ñ.

ÓÄÊ 532.5:533.6.011.5
Â.Ñ. Êîæàíîâ, È.À. ×åðíîâ

ÐÎËÜ ÃÈÏÅÐÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
Â ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÈ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Âàæíîå ìåñòî ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
çàíèìàþò òî÷íûå ÷àñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îíè ïîìîãàþò âû-
äåëèòü çàêîíîìåðíîñòè, ñâîéñòâà è ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ìîäåëü. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé â ãîìýíòðîïè÷åñêîé ìîäåëè îäíîìåðíîé íåñòà-
öèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû íîâûõ ðåøåíèé.

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ â ãîìýíòðîïè÷åñêîé ìîäåëè òàêîâû [1]:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+

1

γ − 1

∂c2

∂r
= 0,

∂c2

∂t
+ u

∂c2

∂r
+ (γ − 1)c2

[
∂u

∂r
+ (ν − 1)

u

r

]
= 0,

(1)

ãäå t � âðåìÿ, r � êîîðäèíàòà, u = u(r, t) � ñêîðîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè,
c2 = c2(r, t) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ν =
= 1, 2, 3 äëÿ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè òå÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî.

Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ýíòðîïèè çàïèøåì â âèäå

s0 = pρ−γ = γ−1c2ρ1−γ = const. (2)

Âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû s0 èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Äëÿ ãîìýí-
òðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé ýòà ïîñòîÿííàÿ îäíà äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé. Îäíàêî â
ðàññìàòðèâàåìîé ãîìýíòðîïè÷åñêîé ìîäåëè, â îòëè÷èè îò ìîäåëåé Õàí-
òåðà [1], íà óäàðíîé âîëíå (ÓÂ) s0 ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, êàê è âñå îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû. Óñëîâèÿ óäàðíîãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ çàêîíàìè
ñîõðàíåíèÿ:

ρ2 (u2 −D) = ρ1 (u1 −D) , ρ2

[
c2

2 + γ (u2 −D)2 ] = ρ1

[
c2

1 + γ (u1 −D)2 ],
2c2

2 + (γ − 1)(u2 −D)2 = 2c2
1 + (γ − 1)(u1 −D)2,
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ãäå èíäåêñîì 1 îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ïåðåä ôðîíòîì ÓÂ, à
èíäåêñîì 2 � çà ôðîíòîì, D � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÓÂ.

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä (α � ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíî-
ñòè)

u = α
r

t
V (ξ) = αCtα−1ξV (ξ), c2 = α2r

2

t2
Z(ξ) = α2C2t2α−2ξ2Z(ξ),

ξ = r/ (Ctα) , C = const.
(3)

Çäåñü ξ � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à ξV (ξ) è ξ2Z(ξ) �
àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè u è êâàäðàòà
ñêîðîñòè çâóêà c2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â (1) ïîëó÷èì äâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè (V, Z) è êâàäðàòóðå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ(V ) [2]:

dZ(V )

dV
=

(γ − 1)Z(V ) (2α∆0 + ∆5)

[(γ − 1)ναV − 2(1− α)] ∆0 + (1− V )∆5
, (4)

∆0 = (1− V )2 − Z(V ),

∆5 = (γ − 1)(ν − 1)αV 2 − [(γ − 1)(να− 1) + 2(1− α)]V + 2(1− α).

Óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è â îáùåì ñëó÷àå � ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ν, γ, α � íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ïðèâåäåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (4) äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ ãàçà. Ïðè ν = 1 ñèñòåìà (1)
óïðîùàåòñÿ:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+

1

γ − 1

∂c2

∂r
= 0,

∂c2

∂t
+ u

∂c2

∂r
+ (γ − 1)c2∂u

∂r
= 0. (5)

Ïåðåéäåì íà ïëîñêîñòü ãîäîãðàôà, ìåíÿÿ ðîëÿìè çàâèñèìûå è íåçà-
âèñèìûå ïåðåìåííûå:

∂u

∂r
∼ ∂t

∂c2
,
∂u

∂t
∼ − ∂r

∂c2
,
∂c2

∂r
∼ − ∂t

∂u
,
∂c2

∂t
∼ ∂r

∂u
. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5), ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ ôóíêöèé t è r:

∂r

∂u
− u ∂t

∂u
+ (γ − 1)c2 ∂t

∂c2
= 0,

∂r

∂c2
− u ∂t

∂c2
+

1

γ − 1

∂t

∂u
= 0. (7)

Ââåäåì àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè äëÿ t è r:

t = uβΨ(z), r = uαβΦ(z), c2 = Au2z, β = 1/(α−1), A = (γ−1)2/4, (8)

158



ãäå z � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèé Ψ(z) è Φ(z), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîìó ÎÄÓ âòîðîãî
ïîðÿäêà äëÿ àâòîìîäåëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ âðåìåíè

z(1− z)
d2Ψ

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dΨ

dz
− abΨ = 0, (9)

a =
α− 2

2(α− 1)
, b = − 1

2(α− 1)
, c =

γ

γ − 1
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Ψ = Ψ(z). Ôóíêöèÿ Φ =
= Φ(z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ψ(z) è åå ïðîèçâîäíóþ ïî ôîðìóëå

Φ(z) =
1

α

[(
1− γ − 1

2
z

)
Ψ(z)− (γ − 1)(α− 1)(1− z)z

dΨ(z)

dz

]
.

Èç ñîîòíîøåíèé (4) è (8) âûòåêàþò çàâèñèìîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå ðåøåíèå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè:

V = V (z) =
Ψ(z)

αΦ(z)
, Z = Z(z) = Az

Ψ2(z)

α2Φ2(z)
= AzV 2. (10)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîé ôîðìóëû Z = Z(V ) íåîáõîäèìî ïåðâîå ñî-
îòíîøåíèå (10) ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî z è ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå
z = z(V ) ïîäñòàâèòü âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (10).

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (9). Ýòî íåâûðîæäåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c. Äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò [3] 24 ðåøåíèÿ
Êóììåðà, êîòîðûå, áóäó÷è çàïèñàííûìè â âèäå ðÿäîâ, èìåþò âèä

Ψi(z) = zτi(1− z)σiF (ai, bi; ci; zi) = zτi(1− z)σi
∞∑
n=0

(ai)n(bi)n
(ci)nn!

zni , (11)

ãäå ai, bi, ci, τi, σi � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò a, b, c; F (ai, bi; ci; zi) � ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà; zi = fi(z), fi(z) ∈ {z, 1− 1/z, 1− z,
z/(1− z), 1/z, 1/(1− z)}.

Èçâåñòíî, ÷òî êîãäà ai = −m èëè bi = −m , m = 0, 1, 2, . . ., òî ñîîò-
âåòñòâóþùèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä (11) îáðûâàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåøåíèå íà ïëîñêîñòè (V, Z) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â êîíå÷íîé ôîðìå. Â
òàáëèöå ïåðå÷èñëåíû çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ (11) âûðîæäàåòñÿ (íîìå-
ðà ðåøåíèé Êóììåðà ñîîòâåòñòâóþò [3]).
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�
Ðåøåíèå
Êóììåðà

Ïîêàçàòåëü α
�

Ðåøåíèå
Êóììåðà

Ïîêàçàòåëü α

1
Ψ1, Ψ3, Ψ5,
Ψ7, Ψ9, Ψ11

2(1+m)
1+2m

5 Ψ10
1+2m

2(1+m)

2
Ψ2, Ψ4, Ψ21,

Ψ23

2[(γ−1)m+1]
2(γ−1)m+γ+1 6 Ψ14, Ψ18, Ψ22

2m
1+2m

3
Ψ6, Ψ12, Ψ17,

Ψ19

2[(γ−1)m+γ−2]
2(γ−1)m+γ−3 7 Ψ15

1+2m
2m

4
Ψ8, Ψ13, Ψ16,

Ψ20

2(γ−1)m+γ−3
2[(γ−1)m−1] 8 Ψ24

2(γ−1)m+γ+1
2[(γ−1)m+γ]

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íîâûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ïëîñêîé ãîìýí-
òðîïè÷åñêîé ìîäåëè (ïåðâàÿ öèôðà íèæíåãî èíäåêñà îòâå÷àåò çíà÷åíèþ
m, âòîðàÿ � � èç òàáë.).
α = 4/3 :

V11(z) =
2 [3(γ − 1)z + 2γ]

(γ − 1)2z2 + 4(γ − 1)(γ − 2)z − 4γ
,

Z11(V ) =
γ − 1

4
V
[
−2(γ−2)V −3±

√
4(γ2 − 3γ + 4)V 2 + 8(γ − 3)V + 9

]
;

α =
3γ − 1

2(2γ − 1)
:

V18(z) =
4(2γ − 1) [3(γ − 1)z + 2γ]

3(γ − 1)3z2 + 6(γ − 1)(γ + 1)(2γ − 1)z + 8γ(2γ − 1)
,

Z18(V ) =
V

12

[
− 3(2γ − 1) [(γ + 1)V − 2]±

±
√

3
√

(2γ − 1) [(2γ2 + γ + 3)V 2 − 4 (4γ2 + 5γ − 3)V + 24γ − 12]
]
;

α = 4/5 :

V26(z) =
15(γ − 1)2z2 + 60(γ − 1)(2γ − 3)z + 20(γ − 2)(2γ − 3)

30(γ − 1)3z2 + 20(γ − 1)(γ + 1)(2γ − 1)z + 16(γ − 2)(2γ − 3)
,

Z26(V ) =
(γ − 1)V 2

6 [2(γ − 1)V − 1]

[
− (2γ − 3) [(γ + 1)V − 3]±

±
√

(γ − 7/5)(2γ − 3) [(2γ2 − γ + 9)V 2 + 24(γ − 5)V + 48]
]
.

Òî÷íûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ïëîñêîé ãîìýí-
òðîïè÷åñêîé ìîäåëè (ïëîñêàÿ íåãîìýíòðîïè÷åñêàÿ ìîäåëü, à òàêæå ñëó-
÷àè öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè òå÷åíèÿ), ïðåäëàãàåòñÿ
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èñêàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå
ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû ðåøåíèé è ïðèâëåêàÿ ñðåäñòâà êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû.
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ÓÄÊ 533.6.011

Ä.È. Ëèâåðîâñêèé, Ñ.Ï. Øåâûðåâ

ÌÅÒÎÄ ÄÀÂÛÄÎÂÀ ÄËß ÑËÓ×Àß ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ
ÍÅÂßÇÊÎÉ ÒßÆÅËÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

ÍÀ ÐÅÃÓËßÐÍÎÉ ÑÅÒÊÅ

Â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé òÿæåëîé æèäêîñòè
ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå ýòîé ïî-
âåðõíîñòè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, à òàêæå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå çåìíîãî òÿ-
ãîòåíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå òàêàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííûì ìåòîäîì
Äàâûäîâà [1] íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èñïîëü-
çîâàëñÿ ìåòîä ìàðêåðîâ [2, 3].

Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå
Python, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä Äàâûäîâà äëÿ ñëó÷àÿ òÿæåëîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè.

Òå÷åíèå òÿæåëîé íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëèðóåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè:

∂u
∂t + ∂u2

∂x + ∂uv
∂y + 1

ρ0

∂ρ
∂x = 0,

∂v
∂t + ∂uv

∂x + ∂v2

∂y + 1
ρ0

∂ρ
∂y = −g,

∂u
∂x + ∂v

∂y = 0,

(1)

ãäå u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè; ρ � äàâëåíèå; ρ0 � ïîñòîÿííàÿ
ïëîòíîñòü; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
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Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñåòêîé íà ÿ÷åéêè
ðàçìåðîì hx×hy êàæäàÿ. Âñå èñêîìûå ïàðàìåòðû (êîìïîíåíòû âåêòîðà
ñêîðîñòè, äàâëåíèå, ïëîòíîñòü) îòíåñåíû ê öåíòðó ÿ÷åéêè (i, j), ãäå i �
íîìåð ñòðîêè, j � íîìåð ñòîëáöà, i = 1 . . . n; j = 1 . . .m. Âåùåñòâî, ïî-
ïàâøåå â ÿ÷åéêó, íàçûâàåòñÿ êðóïíîé ÷àñòèöåé. Ñóòü ìåòîäà Äàâûäîâà
(ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí èñïîëüçóåò ðàñùåïëåíèå
ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì è ïî êîîðäèíàòàì. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ ïðîäâèæåíèåì äèñêðåòíûìè øàãàìè ïî âðåìåíè. Â êëàññè÷åñêîì
ìåòîäå Äàâûäîâà ðåàëèçàöèÿ êàæäîãî øàãà îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðè ýòàïà.

1. Ýéëåðîâ ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîìåí-
òàëüíî çàòîðìîæåííîé, ò. å. ïðåíåáðåãàþò âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííû-
ìè ñ ïåðåìåùåíèÿìè, ïîòîêà ìàññû ÷åðåç ãðàíèöû ÿ÷ååê íåò, è äâèæåíèå
ÿ÷åéêè êàê òâ¼ðäîãî òåëà ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷¼ò ñèë äàâëåíèÿ. Íà
ýéëåðîâîì ýòàïå îïóñêàþò êîíâåêòèâíûå ïðîèçâîäíûå, îòâå÷àþùèå çà
ïåðåòåêàíèå æèäêîñòè.

2. Ëàãðàíæåâ ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïåðåòåêàíèå ãàçà èç
îäíîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ çà ñ÷¼ò âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåííîãî ïîòîêà ìàññû.

3. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Íà ýòîì ýòàïå ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè.

Äëÿ òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè äîáàâèì åùå îäèí ýòàï, íàçîâåì
åãî ¾Ïóàññîíîâ ýòàï¿. Íà íåì ðåøàåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà
äëÿ äàâëåíèÿ. Ýòî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçíîñòíûõ ôîð-
ìóë ýéëåðîâà ýòàïà ((k + 1)-é øàã ïî âðåìåíè):{

ũki,j = uki,j − τ
2ρ0hx

(ρki+1,j − ρki−1,j),

ṽki,j = vki,j − τ
2ρ0hy

(ρki,j+1 − ρki,j−1)− τg,

èç ðàâåíñòâà íóëþ ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
íà ýéëåðîâîì ýòàïå (k + 1)-ãî øàãà ïî âðåìåíè:

D̃k
i,j =

ũki,j+1 − ũki,j−1

2hx
+
ṽki+1,j − ṽki−1,j

2hy
, (2)

è èìååò âèä

ρi,j =
1

4
(ρi−1,j + ρi,j−1 + ρi+1,j + ρi,j+1)−

h2

2τ
Dk
i,j, (3)

ãäå Dk
i,j � ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè íà k-ì

øàãå ïî âðåìåíè, àíàëîãè÷íîå (2); τ � øàã ïî âðåìåíè; h = hx = hy.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: íåïðîòåêàíèå íà æåñòêîì òåëå.
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Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåòñÿ ìåòîä Ëàê-
ñà [3], íà ðèñ. 2 � 8 �ìåòîä Äàâûäîâà. Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíà òåñòîâàÿ
çàäà÷à, ðåøåííàÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ìåòîäîì Ëàêñà.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6
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Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Íà ðèñ. 4 � 8 ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå âîäÿíîãî ñòîëáà
è åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðåïÿòñòâèåì.
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ÓÄÊ 533.6.011
Ð.È. Ëèâåðîâñêèé, Ñ.Ï. Øåâûðåâ

ÌÅÒÎÄ ÄÀÂÛÄÎÂÀ ÍÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÎÉ ÑÅÒÊÅ
ÄËß ÑËÓ×Àß ÑÆÈÌÀÅÌÎÃÎ ÃÀÇÀ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ èäåàëü-
íîãî ñæèìàåìîãî ãàçà îêîëî àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà ïðè ïîìîùè ìåòî-
äà Äàâûäîâà [1], îáîáùåííîãî íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîé òðåóãîëüíîé ñåò-
êè [2]. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ñåòêè äàåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü ðàñ÷å-
òû òå÷åíèÿ îêîëî òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå
Python, ðåàëèçóþùàÿ óêàçàííûé ìåòîä â äâóìåðíîì íåñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ÷èñëà Ìàõà â ïî-
òîêå è íà òåëå. Ñ ïîìîùüþ äàííîé ïðîãðàììû ïî åäèíîìó àëãîðèòìó
ìîæíî èññëåäîâàòü ñëîæíûå êàðòèíû îáòåêàíèÿ òåë ðàçëè÷íîé ôîðìû
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â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé � îò ÷èñòî äîçâóêî-
âûõ äî ñâåðõçâóêîâûõ ðåæèìîâ, âêëþ÷àÿ ïåðåõîä ÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà
(ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ), ëèáî ðåøàòü íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è î âçàèìî-
äåéñòâèè óäàðíûõ âîëí ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Äàâûäîâà (ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö) ñîñòîèò â
ðàñùåïëåíèè ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì èñõîäíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé Ýéëåðà, çàïèñàííîé â ôîðìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñðåäà
çäåñü ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé èç êðóïíûõ ÷àñòèö, ñîâïàäàþùèõ â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè ñ âåùåñòâîì ÿ÷ååê ýéëåðîâîé íåðåãóëÿðíîé ñåòêè.
Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-
òàòå óñòàíîâëåíèÿ, ïîýòîìó âåñü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ñîñòîèò èç ìíîãî-
êðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ øàãîâ ïî âðåìåíè. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è òàêæå
ðåøàþòñÿ ïðîäâèæåíèåì ïî âðåìåíè. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
âûáðàíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà â äèâåðãåíòíîé
ôîðìå:

∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
= 0,

∂ρu

∂t
+
∂ρu2

∂x
+
∂ρuv

∂y
+
∂ρ

∂x
= 0,

∂ρv

∂t
+
∂ρuv

∂x
+
∂ρv2

∂y
+
∂ρ

∂y
= 0,

∂ρE

∂t
+
∂ρuE

∂x
+
∂ρvE

∂y
+
∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
= 0,

ρ = (κ− 1)ρ

(
E − u2 + v2

2

)
.

Çäåñü t, x, y � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ρ � ïëîòíîñòü, u, v � êîìïîíåí-
òû âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî, κ � îòíîøåíèå
óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé, E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ãàçà.

Åäèíñòâåííûì êðàåâûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ íà
æåñòêîì òåëå (íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ). Â ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòàõ äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ îò èñ-
êîìûõ ôóíêöèé) íà íåîòðàæàþùèõ ãðàíèöàõ, ìîäåëèðóþùèå èñõîäíûå
áåñêîíå÷íûå îáëàñòè ñ ïîìîùüþ îáëàñòåé, èìåþùèõ êîíå÷íûå ðàçìåðû.
Ýòè èñêóññòâåííûå ãðàíèöû íå äîëæíû ñëóæèòü èñòî÷íèêîì âîçìóùå-
íèé, êîòîðûõ íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé çàäàåòñÿ ëèáî îäíîðîäíûé ïîòîê (÷èñëîì Ìàõà îäíîðîäíîãî ïîòîêà
íà áåñêîíå÷íîñòè), ëèáî óäàðíàÿ âîëíà (÷èñëîì Ìàõà óäàðíîé âîëíû).
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Òðè ýòàïà ìåòîäà Äàâûäîâà â ñëó÷àå òðåóãîëüíîé ñåòêè ïðèâåäåíû
â [2].

Çàäà÷è íà ðèñ. 1 (îòñîåäèíåííàÿ âîëíà � èçîáàðû), ðèñ. 2 (ïðèñîåäè-
íåííàÿ âîëíà � èçîáàðû), ðèñ. 3 (ïðèñîåäèíåííàÿ âîëíà � èçîìàõè) ðåøå-
íû ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ. Íà ðèñ. 4 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî ðåøåíèå,
àíàëîãè÷íîå ðèñ. 3 èç [1].

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Äàëåå èäóò íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è.

Íà ðèñ. 5, 6, 7 óäàðíàÿ âîëíà ïðîõîäèò ïî òåëó ñ îáðàçóþùåé y =
=
√
x− 2, îòðàæàÿñü è äèôðàãèðóÿ. Íà ðèñ. 8, 9, 10 � àíàëîãè÷íàÿ

çàäà÷à äëÿ òåëà ñ îáðàçóþùåé y = 1− (x−6)2

16 .

166



Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10
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ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ
ÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÏÜÅÇÎÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïëàñòèí
Π1, Π2 ñ òîëùèíàìè h1 = h2 = h. Ïëàñòèíû âûïîëíåíû èç ïüåçîêåðà-
ìèêè è ïðåäâàðèòåëüíî ïîëÿðèçîâàíû ïî òîëùèíå. Îíè ðàñïîëîæåíû â
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äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ó êàæäîé ïëàñòèíû îäíî
èç îñíîâàíèé çàêðåïëåíî, à äðóãîå � êîíòàêòèðóåò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
ñ íåäåôîðìèðóåìûì ãðóçîì ìàññû M . Íà îñíîâàíèÿ ïëàñòèíû Π1 ïîäà-
åòñÿ âíåøíåå íàïðÿæåíèå U(t).

Îïèñàííàÿ âûøå ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [1] â êà÷åñòâå
ìîäåëè äàò÷èêà èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè. Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ðàñ÷åò
õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ãåíåðèðóþùåãîñÿ â ïëàñòèíå Π2 çà
ñ÷åò ïüåçîýôôåêòà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ êîðèîëèñîâà ñèëà èíåðöèè,
âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò âðàùåíèÿ îáúåêòà, íà êîòîðîì óñòàíîâëåí äàò÷èê.

Äëÿ îïèñàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàññìîòðèì
ñâÿçàííóþ äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïåðåìåùåíèÿ uk â
ïëàñòèíàõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé ñ
ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ

∂2uk
∂t2

+ 2α
∂uk
∂t

= c2∂
2uk
∂x2

k

, k = 1, 2. (1)

Ñâÿçàííîñòü äàííîé çàäà÷è ïðîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿõ âûíóæäåííîé
ýëåêòðîñòàòèêè

∂2ψk
∂x2

k

=
1

d33

k2
33

1− k2
33

∂2uk
∂x2

k

, k = 1, 2, (2)

êîòîðûå ñîäåðæàò è ïåðåìåùåíèÿ uk(xk, t), è ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
ψk(xk, t). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ψk(xk, t) èìåþò âèä

ψ1(0, t) = −U(t)/2, ψ1(h1, t) = U(t)/2, ψ2(0, t) = 0, ψ2(h2, t) = 0. (3)

Êîíòàêò ïëàñòèí ñ ïðèñîåäèíåííûì ãðóçîì îïèñûâàåòñÿ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè

∂u1(h1, t)

∂x1
+ d33

∂ψ1(h1, t)

∂x1
=
Ms33

A

(
−∂

2u1(h1, t)

∂t2
+ 2Ω3

∂u2(h2, t)

∂t

)
,

∂u2(h2, t)

∂x2
+ d33

∂ψ2(h2, t)

∂x2
=
Ms33

A

(
−∂

2u2(h2, t)

∂t2
− 2Ω3

∂u1(h1, t)

∂t

)
. (4)

ÇäåñüA � ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïëàñòèíû, s33, d33 � ñîîòâåòñòâåííî óïðóãàÿ
ïîäàòëèâîñòü è ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà. Â óñëîâèÿ (4)
âõîäèò òàêæå êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè Ω3.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îñíîâàíèÿõ xk = 0 îïðåäåëÿþòñÿ ñïîñîáîì
çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèí. Ðàññìîòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíûé êîíòàêò ñ óïðóãîé
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(âèíêëåðîâñêîé) ïîäëîæêîé, ïðè êîòîðîì ïåðåìåùåíèå è íîðìàëüíîå íà-
ïðÿæåíèå ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

σ(0, t) = −H · uk(0, t), k = 1, 2, (5)

à òàêæå íåïðåðûâíûé êîíòàêò ïëàñòèíû ñ óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå.

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
U(t) = U0 sin βt. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû òîêà îò ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé β, îïðåäåëåíû ïåðåìåùåíèÿ uk(xk, t).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè â çàäà÷å ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âèäà (5) èçó÷åíî âëè-
ÿíèå êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè H íà õàðàêòåðèñòèêè âûõîäíîãî òîêà.
Ïðè âîçðàñòàíèè æåñòêîñòè íàáëþäàëîñü óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû òîêà
ïðè îäíîâðåìåííîì óìåíüøåíèè ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ β. Ìîäåëèðóÿ
â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íåîãðàíè÷åííûé ðîñò æåñòêîñòè H, ïîëó-
÷àåì ðåçóëüòàòû, ñîâïàäàþùèå ñ ðàñ÷åòàìè ïðè æåñòêîì çàêðåïëåíèè
(ñì. [1]).

Ðàñ÷åò äëÿ ïëàñòèí, êîíòàêòèðóþùèõ ñ óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì,
ïîêàçàë, ÷òî îòíîøåíèå s33/sw óïðóãîé ïîäàòëèâîñòè ïüåçîêåðàìèêè ê
ïîäàòëèâîñòè sw ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó. ßâíî âûðàæåííûé
ïèê íà õàðàêòåðèñòèêå íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû s33 è sw
ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà (ÊÀ) â ñëó÷àå ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî (îòíîñè-
òåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèÿ) ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Äëÿ
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ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ôàçîâûõ è ñî-
ïðÿæåííûõ óðàâíåíèé çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ â îò-
êëîíåíèÿõ.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâûå è ñîïðÿæåííûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè
îðáèòû ÊÀ â îòêëîíåíèÿõ èìåþò âèä

2
d∆Λ

dt
= ∆Λ ◦Ωξ, Ωξ =

ur

c
(cosϕ i1 + sinϕ i2),

dϕ

dt
=

c

r2
, c = const, r =

p

1 + e cosϕ
,

(1)

2
d∆M

dt
= 4α1vect∆Λ + ∆M ◦Ωξ,

dχ

dt
= 2

χ

r

dr

dt
+
ur

c
(∆N1 sinϕ−∆N2 cosϕ)−

−ur
2

2c2

(
∆N1 cosϕ+ ∆N2 sinϕ

)
.

(2)

Ïðè ýòîì ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä

t1∫
0

(α1[∆Λ2
1 + ∆Λ2

2 + ∆Λ2
3] + α2u

2) dt, α1, α2 = const ≥ 0.

Çäåñü Λ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ, r � ìîäóëü ðàäèóñà-
âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ, c � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé, p è
e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû, ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ;
u � àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îãðàíè÷åííîãî ïî ìîäóëþ ðåàêòèâ-
íîãî óñêîðåíèÿ, îðòîãîíàëüíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ. Ïåðåìåí-
íàÿ ∆Λ õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ îðáèòû ÊÀ
îò åå òðåáóåìîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êâàòåðíèîíîì Λ∗, Λ =
= Λ∗ ◦ ∆Λ [2]. Ïåðåìåííûå ∆M = ∆M0 + ∆M1i1 + ∆M2i2 + ∆M3i3
è χ ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ôàçîâûì ïåðåìåííûì ∆Λ
è ϕ. ∆N1, ∆N2 � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà

∆N = ∆̃Λ ◦∆M.

Âåðõíÿÿ âîëíà � ñèìâîë ñîïðÿæåíèÿ.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1), (2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ íåèçâåñòíî. Â ðàáîòå [3] áûëî íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ôàçîâûõ óðàâíåíèé îðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ äëÿ ïîñòîÿííîãî
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óïðàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò êâàòåðíèîííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), â êîòîðîì îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê íî-
âîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé � èñòèííîé àíîìàëèè:

∆Λ0 = C∆
1 cos[s+(ϕ− ϕ0)] + C∆

2 sin[s+(ϕ− ϕ0)]+

+C∆
3 cos[s−(ϕ− ϕ0)] + C∆

4 sin[s−(ϕ− ϕ0)].

Çäåñü s+ = 0.5
√

2 +N 2 +
√

4 + 4N 2, s− = 0.5
√

2 +N 2 −
√

4 + 4N 2,
C∆
j , j = 1, 4, � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèìûå

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé; N = ur3/c2, ϕ0 = ϕ(0).
Êâàòåðíèîííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) ñïîñîáîì, îïèñàí-

íûì â [3], ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîé ÷àñòè êâàòåðíèîíà ∆M:

2
d4∆M0

dϕ4
+ (2 +N 2)

d2∆M0

dϕ2
+
N 4

8
∆M0 = A cos [s+ (ϕ− ϕ0)] +

+B sin [s+ (ϕ− ϕ0)] + C cos [s− (ϕ− ϕ0)] +D sin [s− (ϕ− ϕ0)] .

(3)

Çäåñü A = F
(
C∆

2 , C
∆
1 , s

+
)
, B = F

(
−C∆

1 , C
∆
2 , s

+
)
,

C = F
(
C∆

4 , C
∆
3 , s

−) , D = F
(
−C∆

3 , C
∆
4 , s

−) , F (x, y, s) =
= α1r

2s
[
2ys− x

(
2 +N 2 − s2

)]
/c.

Îáùåå ðåøåíèå (3), íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèç-
âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, èìååò âèä

∆M0 =
(
C1(ϕ) +D∆

1

)
cos[s+(ϕ− ϕ0)] +

(
C2(ϕ) +D∆

2

)
sin[s+(ϕ− ϕ0)]+

+
(
C3(ϕ) +D∆

3

)
cos[s−(ϕ− ϕ0)] +

(
C4(ϕ) +D∆

4

)
sin[s−(ϕ− ϕ0)].

Çäåñü

2s+
[
(s−)

2 − (s+)
2
] (
C1(ϕ) +D∆

1

)
= h1(ϕ) = −

√
A2 +B2

2s+
sin [2s+ (ϕ− ϕ0) +

+α] +B (ϕ− ϕ0) +
√
C2 +D2

{
sin [(s+ − s−) (ϕ− ϕ0)− β]

s+ − s−
−

− sin [(s+ + s−) (ϕ− ϕ0) + β]

s+ + s−

}
,

2s+
[
(s−)

2 − (s+)
2
] (
C2(ϕ) +D∆

2

)
= h2(ϕ),

2s−
[
(s+)

2 − (s−)
2
] (
C3(ϕ) +D∆

3

)
= h3(ϕ),

2s−
[
(s+)

2 − (s−)
2
] (
C4(ϕ) +D∆

4

)
= h4(ϕ),

hj(ϕ), j = 2, 4, � ñëîæíûå ôóíêöèè, èìåþùèå òàêóþ æå ñòðóêòóðó,
êàê è h1(ϕ); tgα = A/B, tg β = C/D; D∆

j , j = 1, 4, � ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Êîìïîíåíòû âåêòîðíîé ÷àñòè ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíà èìåþò âèä

∆M1 =A(s+)

(
B(s+, cosϕ, sinϕ, C1(ϕ), C2(ϕ), D∆

2 , D
∆
1 , C

∆
2 )

B(s+, cosϕ, sinϕ, C2(ϕ), −C1(ϕ), −D∆
1 , D

∆
2 , −C∆

1 )

)
+

+A(s−)

(
B(s−, cosϕ, sinϕ, C3(ϕ), C4(ϕ), D∆

4 , D
∆
3 , C

∆
4 )

B(s−, cosϕ, sinϕ, C4(ϕ), −C3(ϕ), −D∆
3 , D

∆
4 , −C∆

3 )

)
,

∆M2 =A(s+)

(
B(s+, sinϕ, − cosϕ, C1(ϕ), C2(ϕ), D∆

2 , D
∆
1 , C

∆
2 )

B(s+, sinϕ, − cosϕ, C2(ϕ), −C1(ϕ), −D∆
1 , D

∆
2 , −C∆

1 )

)
+

+A(s−)

(
B(s−, sinϕ, − cosϕ, C3(ϕ), C4(ϕ), D∆

4 , D
∆
3 , C

∆
4 )

B(s−, sinϕ, − cosϕ, C4(ϕ), −C3(ϕ), −D∆
3 , D

∆
4 , −C∆

3 )

)
,

∆M3 =A(s+)

(
E(s+, C1(ϕ), C2(ϕ), D∆

2 , C
∆
1 )

E(s+, C2(ϕ), −C1(ϕ), −D∆
1 , C

∆
2 )

)
+

+A(s−)

(
E(s−, C3(ϕ), C4(ϕ), D∆

4 , C
∆
3 )

E(s−, C4(ϕ), −C3(ϕ), −D∆
3 , C

∆
4 )

)
,

ãäå

A(s) = (cos[s(ϕ− ϕ0)] sin[s(ϕ− ϕ0)]),

B(s, f(ϕ), g(ϕ), v(ϕ), w(ϕ), a, b, c) = −2f(ϕ) [v′(ϕ) + s (w(ϕ) + a)] /N+

+g(ϕ)

{
2

N

[
v′′(ϕ) + 2sw′(ϕ) +

(
N2

4
− s2

)
(v(ϕ) + b)

]
− 4α1

N
c

}
,

E(s, v(ϕ), w(ϕ), a, b) = −4

[
v′′′(ϕ) + 3sw′′(ϕ) +

(
1 +

N2

4
− 3s2

)
v′(ϕ)+

+

(
s2 − 1− N2

4

)
s (w(ϕ) + a)

]
+ 2α1b

[
−4 (1 +N2)

N2
s2 +N

]
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-
01-00 310).
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ÓÄÊ 539.3
Þ.Î. Ðàñòåãàåâ

ÂËÈßÍÈÅ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÍÀ ÂÅËÈ×ÈÍÓ ÂÛÕÎÄÍÎÃÎ ÑÈÃÍÀËÀ

ÏÜÅÇÎÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü óñòðîéñòâà äëÿ èçìåðåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñ-
òåé ïîäâèæíîãî îáúåêòà [1], ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îðòîãîíàëüíûõ
ïüåçîïëàñòèí è ïðèñîåäèíåííîé ê íèì ìàññû. Óïðóãèå âîëíû, âîçáóæäà-
åìûå â îäíîé èç ïüåçîïëàñòèí ïåðåìåííûì òîêîì, âûçûâàþò êîëåáàíèÿ
ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Êîðèîëèñîâû ñèëû, îáóñëîâëåííûå ïåðåíîñíûì
âðàùåíèåì óñòðîéñòâà, ñîçäàþò ïåðåìåííîå äàâëåíèå íà âòîðóþ ïëàñòè-
íó. Âîçáóæäàåìûé â íåé òîê çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè ïå-
ðåíîñíîãî âðàùåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [1] ðàñøèðåíà äëÿ ñëó÷àÿ
ðàçëè÷íûõ ïëîùàäåé è òîëùèí ïåðâîé è âòîðîé ïüåçîïëàñòèí. Ïðèâå-
äåíû çàâèñèìîñòè âûõîäíîãî òîêà îò ÷àñòîòû âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé,
çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ïåðâîé è âòîðîé ïüåçîïëàñòèí, îò-
íîøåíèÿ ïëîùàäåé ïüåçîïëàñòèí, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è îò ëèíåéíûõ
ðàçìåðîâ óñòðîéñòâà.

Â ìîäåëè [1] ïëîùàäè A1,A2 è òîëùèíû δ1, δ2 ïüåçîïëàñòèí ñ÷èòàëèñü
ðàâíûìè.

Ïðåäñòàâëåíà ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü ïüåçîãèðîñêîïà, ó÷èòûâàþùàÿ
ðàçëè÷íûå ïëîùàäè è òîëùèíû ïåðâîé è âòîðîé ïüåçîïëàñòèí. Â ÷àñò-
íîñòè áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà âûõîäíîãî òîêà

I(t) =

(
A2

c

δ2
e33

)
d

dt

(
∂u2(δ2, t)

∂x2

)
−
(
A2

c

δ2

ε33

d33

)
d

dt

(
∂ψ2(δ2, t)

∂x2

)
. (1)

Ïàðàìåòðû

δ =
δ1

δ2
, A =

A1

A2
(2)

âõîäÿò â çàâèñèìîñòü (1) â âèäå ñîîòíîøåíèé, âûðàæàþùèõ ïåðåìåùå-
íèÿ ñëîåâ ïüåçîïëàñòèíû ui äëÿ ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ

ui(xi, t) = ξi(xi) cos βt+ ηi(xi) sin βt, i = 1, 2, (3)

ξi(xi) = 2 · Im(jCishγxi), ηi(xi) = 2 · Re(jCishγxi), i = 1, 2, (4)
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ãäå êîýôôèöèåíòû Ci, Pi è Qi âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C1 =
jP2

P1P2 −Q1Q2
· (1− k

2
33)U0

2
, C2 =

Q1

P1P2 −Q1Q2
· (1− k

2
33)U0

2
, (5)

P1 = γchγδ − k2
33shγδ −m(1− k2

33)β
2shγδ,

P2 = γchγ − k2
33shγ − Am(1− k2

33)β
2shγ, (6)

Q1 = Aωm(1− k2
33)βshγδ,

Q2 = m(1− k2
33)2ωβshγ.

Â ñèñòåìå MatLab áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ (1) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (2),(3),(4) è êîýôôèöèåíòîâ (5),(6). Áûëà
ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïî ðàçëè÷-
íûì ïàðàìåòðàì.

Ñîîòâåòñòâèå ðàñøèðåííîé ìîäåëè ïî îòíîøåíèþ ê áàçîâîé [1] ïîäò-
âåðæäàåòñÿ íàéäåííîé çàâèñèìîñòüþ âûõîäíîãî òîêà îò ÷àñòîòû âîçáóæ-
äàåìûõ êîëåáàíèé ïðè çàäàíèè ðàâíûõ ïëîùàäåé è òîëùèí äëÿ ïåðâîé
è âòîðîé ïüåçîïëàñòèí. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè èìååò õàðàêòåðíûå îñòðûå
ïèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì, áëèçêèì ê ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ñâî-
áîäíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû áåç âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

Äàëåå áûëè íàéäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû âûõîäíîãî òîêà îò
ïàðàìåòðîâ À è δ (ñîîòíîøåíèå (2)). Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäèëîñü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: çíà÷åíèå A1 ôèêñèðîâàëîñü (A1 = 1.2 · 10−4), à çíà÷åíèå
A2 âàðüèðîâàëîñü â ïðîìåæóòêå [0, 3]. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàëè ñ δ1 è δ2.
Áûëè âûÿâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè íàéäåííîé çàâèñèìîñòè. Âå-
ëè÷èíà âûõîäíîãî òîêà äîñòèãàåò ñâîåãî ïèêà ïðè ñîâïàäåíèè çíà÷åíèé
ïëîùàäåé ïëàñòèí (ðèñóíîê).
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Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî òîêà îò ïëîùàäè è òîëùèíû âòîðîé ïüåçî-

ïëàñòèíû ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïåðâîé ïëàñòèíû

Äëÿ òîëùèí íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû
âûõîäíîãî òîêà ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû âòîðîé ïüåçîïëàñòèíû.

Â õîäå äàííîé ðàáîòû áûëè íàéäåíû çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ âûõîä-
íîãî òîêà îò âåëè÷èíû ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Çàìåòèì, ÷òî âàðüèðîâà-
íèå ìàññû ïðîèçâîäèëîñü çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà ïðè
ñîõðàíåíèè åå îáúåìà è ôîðìû. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû òîêà ñ óâåëè÷åíèåì ìàññû.

Ïîñëåäíåé èç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé áûëà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû
âûõîäíîãî òîêà, ñ÷èòûâàåìîãî ñî âòîðîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíû,
îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ óñòðîéñòâà. Äëÿ ýòîãî áûë ââåäåí ðàçìåðíûé ìíî-
æèòåëü λ, ìîäèôèöèðóþùèé ôîðìóëó (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì: òîëùèíû
ïëàñòèí äîìíîæàëèñü íà λ, ïëîùàäè � íà λ2, îáúåìíûå âåëè÷èíû � íà
λ3. Âåëè÷èíà âûõîäíîãî òîêà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà λ. Ïîñëå çíà÷åíèÿ λ = 10 çàâèñèìîñòü áëèçêà ê ëèíåéíîé.
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ÓÄÊ 629.78
ß.Ã. Ñàïóíêîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ
ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ
Ñ ÑÎËÍÅ×ÍÛÌ ÏÀÐÓÑÎÌ

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ðåøåíà çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âñòðå÷åé çà ìèíèìàëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
äâóõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ), îäèí èç êîòîðûõ íåóïðàâëÿåìûé è
äâèæåòñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê Ñîëíöó, âòîðîé àï-
ïàðàò óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîëíå÷íîãî ïàðóñà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. KS-ïåðåìåííûå u = (u0, u1, u2, u3), s =
= (s0, s1, s2, s3) [1] ñâÿçàíû ñ âåêòîðàìè ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÊÀ
è åãî ñêîðîñòè r è v ñîîòíîøåíèÿìè (1.2) èç [2]. Ïåðåìåííàÿ h � ïîë-
íàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ÊÀ, M � ìàññà ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà,
γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, τ � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ
ñ âðåìåíåì t óðàâíåíèåì dt/dτ = u2.

Òÿãà ñîëíå÷íîãî ïàðóñà, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ìàññû ÊÀ, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå, â êîòîðîé n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè
ïàðóñà, îáðàùåííîé îò Ñîëíöà, ϑ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è n, d �
êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïëîùàäü ïàðóñà:

p = d
cos2 ϑ

r2
n = d

(
u2
)−4 (

P T (u) u,n
)2

n.

Åñëè ÷åðåç R îáîçíà÷èòü õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû, íàïðè-
ìåð ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ óïðàâëÿåìûé àï-
ïàðàò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíûìè è
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áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

u = R1/2u∗; s = (γM)1/2 s∗; h =
γM

R
h∗; τ =

(
R

γM

)1/2

τ ∗;

t = R

(
R

γM

)1/2

t∗; d = γMd∗; r = Rr∗ v =

(
γM

R

)1/2

v∗.

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, âåðõíèé
èíäåêñ ¾*¿ íàä êîòîðûìè îïóñêàåòñÿ. Äâèæåíèå íåóïðàâëÿåìîãî àïïà-
ðàòà A â áåçðàçìåðíûõ KS-ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ
τa ñîîòíîøåíèÿìè

ua = C cos(kτa) + D sin(kτa) sa = k (D cos(kτa)−C sin(kτa)) ;

k =

(
−1

2
ha

)1/2

; ha = −(C2 +D2)−1 < 0; t =
τa∫
τ

(ua)
2 dτa;

τa ≥ τ; C = const; D = const.

(1)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìîãî ÊÀ, â êîòîðûõ åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè n ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì, ñ ó÷åòîì τa â áåçðàçìåð-
íûõ KS-ïåðåìåííûõ èìåþò âèä (ñì. [1, 2])

du

dτ
= s,

ds

dτ
=

1

2
hu +

1

2
d
(
u2
)−3 (

P T (u) u,n
)2
P (u) n,

dh

dτ
= 2d (s, P (u) n)

(
u2
)−4 (

P T (u) u,n
)2
,
dτa
dτ

=
u2

u2
a (τa)

.

(2)

Â KS-ïåðåìåííûõ âðåìÿ ïåðåëåòà, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, ïðèíèìàþùèì ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ:

I =

τk∫
0

u2dτ. (3)

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå τa
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ïðè τ =0

u = uí, s = sí, h = hí, τa = τaí. (4)

Â êîíå÷íûé ¾ìîìåíò âðåìåíè¿ τ = τk, êîòîðûé çàðàíåå íå çàäàåò-
ñÿ, óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (2) â ïðîñòðàíñòâå (u, s, h, τa) â ñëó÷àå ìÿãêîé
âñòðå÷è äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà ìíîãîîáðàçèè

P T (u(τk))u(τk) = P T (ua(τa(τk)))ua(τa(τk));
P T (u(τk))s(τk) = P T (ua(τa(τk)))sa(τa(τk)).

(5)
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Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2)
èìååò âèä

H = −u2 + (µ, s) +
1

2
h(ν,u) + du−8

(
P T (u)u,n

)2
(q, P (u)n) +

+ϑ
u2

(ua(τa))2
, q =

u2

2
v + 2ηs.

(6)

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå µ = (µ0, µ1, µ2, µ3), ν = (ν0, ν1, ν2, ν3) óäî-
âëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

dµ

dτ
= −∂H

∂u
,
dν

dτ
= −∂H

∂s
,
dη

dτ
= −∂H

∂h
,
dϑ

dτ
= −∂H

∂τa
. (7)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè (6) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,
åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè n ê ñîëíå÷íîìó ïàðóñó, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

n = z
r

r
+ b−1

(
z − 2

3z

)
R1

r
, z =

[
1

6

(
4− a2 + a

√
8 + a2

)]1/2

,

a = b
r

|P T (u)q|
, b =

(P T (u)q, r)

r2
, R1 = P T (u)q− br.

(8)

Íà ïðàâîì ïîäâèæíîì êîíöå òðàåêòîðèè ïðè τ = τk äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Â ñëó÷àå ìÿãêîé âñòðå÷è îíè èìåþò
âèä

l(µ,u) + l(ν, s) = 0; l(ν,u) = 0; η = 0; ϑ+ (s,µ) +
1

2
h(u,ν) = 0.

(9)
Êðîìå òîãî, òàê êàê τk çàðàíåå íå çàäàåòñÿ, òî ïðè τ = τk

Hopt|τk = 0. (10)

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñâîäèò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Â ñëó÷àå ìÿãêîé âñòðå÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2), (7), â êîòîðûõ óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð n îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4) ïðè
τ = 0 è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (5), (9), (10) ïðè τ = τk .

Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êðàåâàÿ çàäà÷à, ê êîòî-
ðîé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñâîäèò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óïðàâëÿåìûé àïïàðàò íàõîäèòñÿ íà
îðáèòå Çåìëè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3, íà÷àëî êîòî-
ðîé íàõîäèòñÿ â öåíòðå Ñîëíöà, à ïëîñêîñòü Ox1x2 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêî-
ñòüþ îðáèòû Çåìëè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü
óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè x1 = 1.0, x2 = 0.0,
x3 = 0.0, v1 = 0.0, v2 = 1.0, v3 = 0.0. Íåóïðàâëÿåìûé àïïàðàò íàõî-
äèòñÿ íà îðáèòå Ìàðñà è åãî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñäâèíóòî íà óãîë ϕ0

îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà. Áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû,
õàðàêòåðèçóþùåé ïëîùàäü ñîëíå÷íîãî ïàðóñà, d = 0.1. Îðáèòà íåóïðàâ-
ëÿåìîãî àïïàðàòà èìååò íàêëîí ê ïëîñêîñòè îðáèòû Çåìëè. Â òàáëèöå
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëà ϕ0 ïðèâîäÿòñÿ äëèòåëüíîñòè ïîëåòà óïðàâ-
ëÿåìîãî àïïàðàòà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è â çåìíûõ ãîäàõ, áåçðàç-
ìåðíûå êîîðäèíàòû ìåñòà ìÿãêîé âñòðå÷è àïïàðàòîâ.

ϕ0,
◦ Âðåìÿ ïîëåòà Âðåìÿ ïîëåòà â çåìíûõ ãîäàõ x1 x2 x3

75 9.6764 1.5400 1.4972 0.2732 0.1013
90 10.1976 1.6230 1.1441 1.0022 0.1073
120 11.1576 1.7726 �0.2770 1.4946 0.0970
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ÓÄÊ 533.6.011: 532.529
Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÌÅÒÎÄ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÏÐÈ ÐÅÃÓËßÐÍÎÌ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÈ

ÊÎÑÛÕ ÑÊÀ×ÊÎÂ

Äàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ãàçà (íà îñíîâå óðàâíåíèé
×àïëûãèíà) ïðè ðåãóëÿðíîì âçàèìîäåéñòâèè êîñûõ ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ.
Ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà òå÷åíèÿ óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê èçãèáó ïðåëîì-
ëåííûõ ñêà÷êîâ, ïðè ýòîì ¾æèäêèé êëèí¿ îòñóòñòâóåò.

Óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà â ïåðåìåííûõ θ, σ [1] äëÿ ïëîñêîãî áåçâèõ-
ðåâîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà: ϕθ = −ψσ, ϕσ =
= K(σ)ψθ (ϕ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, θ � óãîë íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè
ê îñè x, ψ � ôóíêöèÿ òîêà, K, σ � ôóíêöèè ×àïëûãèíà) â [2] ïðèâåäåíû
ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå â äèâåðãåíòíîé ôîðìå:

(L(u))ϕ = vψ, vϕ = uψ, u = −cσ, v = cθ,

L′(u) = k(u) = −K(σ), c = (γ + 1)

(
γ + 1

2

)3/(γ−1)

, (1)

k(0) = 0, k′(0) = 1,

ãäå γ > 1 � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé ãàçà.
Òîãäà íà ñêà÷êå óïëîòíåíèÿ èìååì ([f ] = f+ − f− � ðàçðûâ f íà

ñêà÷êå) (
dϕ

dψ

)
c

= − [v]

[u]
= − [L]

[v]
,

(
dϕ

dψ

)2

c

=
[L]

[u]
; [v]2 = [L][u]. (2)

Ñèñòåìà ×àïëûãèíà â ïåðåìåííûõ v, u èìååò âèä

ϕv = ψu, ϕu = k(u)ψv.

Íà ñêà÷êå (èíäåêñ ¾+¿ äëÿ âåëè÷èí íà çàäíåé ñòîðîíå ñêà÷êà)
(ñì. [2])(

dϕ

du

)
c

= k+ ψv +

(
dv+

du+

)
c

ψu = ±

√
[L]

[u]

{
ψu +

(
dv+

du+

)
c

ψv

}
, (3)

ò. å. íà óäàðíîé ïîëÿðå èìååì èç (3) óñëîâèå êîñîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ψ:
aψu + bψv = 0.
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Òàê êàê èç óðàâíåíèÿ óäàðíîé ïîëÿðû

v+ − v− = ∓
√

(L+ − L−) (u+ − u−), L+ = L(u+), L− = L(u−)

èìååì (
dv+

du+

)
c

= ∓1

2

√
[u]

[L]

{
k+ +

[L]

[u]

}
,

òî

2b = 3k+ +
[L]

[u]
, 2a = ∓

(
k+

√
[u]

[L]
+ 3

√
[L]

[u]

)
. (4)

Äëÿ êðèâîëèíåéíîãî ñêà÷êà â îäíîðîäíîì ïîòîêå Ë. Êðîêêî
(L. Crocco) â 1937 ã. ââåë ïîíÿòèå ¾åæåâèäíîé¿ ïîëÿðû. Äëÿ íàêëî-
íà ¾èãîëêè¿ íà ïîëÿðå (îáðàçà ëèíèè òîêà 0 = dψ = ψu du + ψv dv íà
ïëîñêîñòè (v, u)), êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò êðèâèçíó ëèíèè òîêà íà ñêà÷-
êå, èìååì: (dv/du)èã = −ψu/ψv = b/a.

Ôóíêöèè u è L ïðåäñòàâèìû (ñì. [1]) èíòåãðàëàìè ïî τ = V 2V −2
max < 1:

u = u(τ\τ∗) = c

τ∫
τ∗

(1− τ)β

2τ
dτ,

L = L(τ\τ∗) = c

τ∫
τ∗

−1 + (2β + 1)τ

2τ(1− τ)β+1
dτ ≥ 0, (5)

τ∗ =
γ − 1

γ + 1
> 0, 0 < τ < 1, β =

1

γ − 1
> 0,

k = k(τ) =
−1 + (2β + 1)τ

(1− τ)2β+1
.

Åñëè γ = 1 + 2/m, ãäå m � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóëû ãàçà (áåç
êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû), òî èíòåãðàëû â (5) âû÷èñëÿþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêè. Èç èíòåãðàëà Áåðíóëè äëÿ ÷èñëà Ìàõà M èìååì ñâÿçü ñ τ :
(γ − 1)M 2 = 2τ/(1− τ).

Ïóñòü â îäíîðîäíîì ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ñ M∞ > 1, V∞, θ∞ = 0
(îñü Ox ||V ∞) äâà êîñûõ ñêà÷êà A+O (y ≥ 0) è A−O (y ≤ 0) â òî÷êå
O(0, 0) ïðåëîìëÿþòñÿ â âèäå êîñûõ ñêà÷êîâ OB+ (y ≥ 0) è OB−. Çà
íèìè â îäíîðîäíîì äîçâóêîâîì ïîòîêå M2 ≤ 1, θ2, p2, V2. Óãëû ïàäå-
íèÿ îáîçíà÷èì ω+ > 0, ω− > 0, óãëû ïðåëîìëåíèÿ ω′+ > 0, ω′− > 0
(èíäåêñ ¾+¿ äëÿ âåëè÷èí ïðè y ≥ 0; ¾−¿ äëÿ y ≤ 0). Ìåæäó ñêà÷êà-
ìè íàêëîííûå îäíîðîäíûå ñâåðõçâóêîâûå ïîòîêè èìåþò M1± > 1, θ1±.
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Èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùèõ ñêà÷êîâ ξ± = p∞/p1± < 1; äëÿ ïðåëîìëåííûõ
ñêà÷êîâ ξ′± = p2/p1± > 1 (p � äàâëåíèå â ãàçå).

Ïóñòü äàíî M∞, γ, θ2 (ïàðàìåòð íåñèììåòðèè). Òðåáóåòñÿ íàéòè
îñòàëüíûå ïàðàìåòðû. Íà ïëîñêîñòè (v, u) âåðøèíû äâóõ ìàëûõ óäàð-
íûõ ïîëÿð (u1+ è u1−) ëåæàò íà áîëüøîé ïîëÿðå (u∞ > 0, v∞ = 0).
(v2, u2) � âåðõíÿÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìàëûõ ïîëÿð, ïðè ýòîì â íåé íà-
êëîíû b/a èãîëîê äâóõ ïîëÿð äîëæíû áûòü îäèíàêîâû (êðèâèçíû ëèíèé
òîêà â O îäèíàêîâû). Òîãäà äëÿ τ2, τ1+, τ1− èìåþò ìåñòî òðè óðàâíåíèÿ
(v2 çàäàíî):

v2 =
√
L(τ1+\τ2) u(τ1+\τ2)−

√
L(τ∞\τ1+) u(τ∞\τ1+),

v2 =
√
L(τ∞\τ1−) u(τ∞\τ1−)−

√
L(τ1−\τ2) u(τ1−\τ2), (6)

−3k(τ2) +W (τ1+\τ2)

k(τ2) + 3W (τ1+\τ2)

√
W (τ1+\τ2) =

3k(τ2) +W (τ1−\τ2)

k(τ2) + 3W (τ1−\τ2)

√
W (τ1−\τ2),

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå: W (x\y) = L(x\y)/u(x\y).
Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåì äðóãèå ïàðàìåòðû:

cθ1+ = v1+ = −
√
L(τ∞\τ1+) u(τ∞\τ1+) < 0,

v1− =
√
L(τ∞\τ1−) u(τ∞\τ1−) > 0,

tgω± =

1−
√
τ1±

τ∞
cos(θ1±)√

τ1±

τ∞
sin(|θ1±|)

,

tgω′± =

√
τ1±

τ∞
cos θ1± −

√
τ2

τ∞
cos θ2√

τ1±

τ∞
sin |θ1±| ±

√
τ2

τ∞
sin θ2

,

ξ± =

(
2γ

γ + 1
M 2
∞ sin2(ω±)− γ − 1

γ + 1

)−1

,

ξ′± =
2γ

γ + 1
M 2

1± sin2(ω′± + |θ1±|)−
γ − 1

γ + 1
.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà v2 (èëè óãëà θ2) òî÷êà (v2, u2) íà ïëîñêîñòè
(v, u) âû÷åð÷èâàåò ¾ïîÿñ¿ áîëüøîé ïîëÿðû (ïðè v2 = 0 èìååì òî÷êó
Êðîêêî äëÿ ðåãóëÿðíîãî îòðàæåíèÿ êîñîãî ñêà÷êà îò ñòåíêè [2]), åãî
êîíöû � çâóêîâûå òî÷êè, â êîòîðûõ èñ÷åçàåò îäíà ìàëàÿ ïîëÿðà. Ñõîä ñ
ïîÿñà ïðèâîäèò ê òåîðåòè÷åñêîìó ¾æèäêîìó êëèíó¿.
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Â îêîëîçâóêîâîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñêà÷êîâ (M ≈ 1, u ≈ 0) [3,4]:

k(u) = u, L(u) =
u2

2
, [v] = ∓ < u > [u];

2b = 3u++ < u >, 2a = ±
( u+

< u >
+ 3 < u >

)
,

< u >=
u+ + u−

2
,

è óðàâíåíèÿ (6) óïðîùàþòñÿ.
Ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ïðè v2 = 0 ïîêàçûâàåò (ñì. [2]) óäîâëå-

òâîðèòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì (íå î÷åíü
íàäåæíûì) (â [5�7] äàíà áèáëèîãðàôèÿ ïî äàííîé çàäà÷å).
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ÓÄÊ 517.984

Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ È ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÏÎËÅÉ ÄÀÂËÅÍÈÉ ÏÐÈ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ

ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÎÊÅÀÍÀ

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè óäàðíûõ âîëí íà ïî-
âåðõíîñòè îêåàíà ìåòîäàìè àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîòêèõ âîëí [1]
ïðîâåäåì àíàëèç îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êàðòèíó òå÷å-
íèÿ; ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [2]
ïîñòðîåíû ïîëÿ äàâëåíèé äëÿ ñëó÷àåâ íåðåãóëÿðíîé ðåôðàêöèè è ðåãó-
ëÿðíîé ðåôðàêöèè ñ óäàðíîé âîëíîé, çàìûêàþùåé îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ.

1. Ïðè ïàäåíèè óäàðíîé âîëíû (ÓÂ) AR, BR (ðèñ. 1, à, á ) îòíîñè-
òåëüíîé èíòåíñèâíîñòè ∆p/(ρ0c

2
0) ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîäíóþ

ïîâåðõíîñòü AF îêåàíà, ðàçäåëÿþùóþ âîçäóõ è âîäó ñ ãàçîñîäåðæàùèìè
γ+, γ−, âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè: NR � íåðåãóëÿðíûé
(ñì. ðèñ. 1, à), RR � ðåãóëÿðíûé (îòñóòñòâóåò ôðîíò AB), RRV � ðå-
ãóëÿðíûé ñ óäàðíîé âîëíîé EB1 , çàìûêàþùåé çîíó ðàçðåæåíèÿ EAB1

(ñì. ðèñ. 1, á ).

à á

Ðèñ. 1 Ðåôðàêöèÿ: à � íåðåãóëÿðíàÿ ðåôðàêöèÿ (NR);
á � ðåãóëÿðíàÿ ðåôðàêöèÿ ñ óäàðíîé âîëíîé,

çàìûêàþùåé âîëíó ðàçðåæåíèÿ (RRV )

Óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû (ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ) [3] äëÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ (AR,BR)

ε̄ << 1, ε̄ = L0(γ
−)ε10 = R0(γ

−)P10, P10 = (p1 − p0)/B0(γ
−),
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B0 = p0(γ
−)c2

0(γ
−), L0 = p0R0(γ

−)/B0(γ
−), ε10 = (p1 − p0)/p0.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãîìîãåííîé ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé ïó-
çûðüêîâîé ñðåäû ñ ãàçîñîäåðæàíèåì γ− = mII/mI äëÿ æèäêîñòè è
γ+ = ∞ äëÿ ãàçà áûëè óñòàíîâëåíû [4], â òî÷êå À äâà èíâàðèàíòà ðå-
ôðàêöèè

I : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A , II : v+ = v−. (1)

Â ïåðåìåííûõ òåîðèè êîðîòêèõ âîëí (ñì. [1])

ξ = 1 + ε̄X, η = ε̄
1
2Y ;R/c0t = 1 + ε̄δ,Θ = ε̄

1
2Y ;

δ = X +
1

2
Y 2,

u

c0
= P10

u(1)

c0
,

v

c0
= P

3
2

10R
1
2
0

v(1)

c0
; (2)

p− p0

B0
= P10P

(1),
u

c0
= ε̄

µ

R0
,

v

c0
= ε̄

3
2
ν

R0

(ρ− ρ0)

ρ0
= P10H

(1)

òå÷åíèÿ â îáëàñòè âîçìóùåíèÿ ABNPK îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíå-
íèé

[µ(µ− 2δ)]δ + νy + 3µ = 0, µy = νδ, µ = P (1) = H(1). (3)

Ðåøåíèå (3) äëÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ AB1E èìååò âèä

µ = −1

2
z2 + δA, ν =

1

3
z3 − µY + d, z = (X −XA)/Y. (4)

Íà ôðîíòàõ ÓÂ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü âîçìóùåíèÿ
(AB,EB1)X = X∗(Y ), èìååì óñëîâèÿ (µ′, ν ′ � çíà÷åíèÿ ïåðåä ôðîíòîì)

X − ψνY =
1

2
(ψν

2

+ µ+ µ′), ψν =
dX∗

dY
, (ψν =

dξ∗

dη
/ε̄

1
2 ), (5)

(µ− µ′) · (ψν + Y ) = ν ′ − ν, P (1) = µ.
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Â òî÷êå A èìååì µA = q− � ïåðåä ïåðåäíèì ôðîíòîì âîëíû ðàçðå-
æåíèÿ (AB1), µA = q+ � çà çàäíèì ôðîíòîì âîëíû ðàçðåæåíèÿ (AE),
ò. å.

q− = (p−A − p0)/(p1 − p0), q
+ = (p+

A − p0)/(p1 − p0).

Èíâàðèàíòû I, II (1) â ïåðåìåííûõ (2) äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ñðåä
ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (ñì. [3])

(I) : ων = 2cγ + αν
2 − q2

L̄
+ q−, ων =

tgω

ε̄
1
2

, αν =
tgα

ε̄
1
2

, (6)

(II) :
q+B̄

c̄
ων =

1

3
(2XA−2q+)

3
2 +d,

B̄

c̄
= ρ̄c̄, cγ = (c−0 −c+

0 )/(c−0 ε̄), L̄ =
L−0
L+

0

.

Èñêëþ÷àÿ ων â (6), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ q+

q+2

ρ̄c̄(2cγ + αν
2 − q+

L̄
+ q−) =

[
1

3
(2XA − 2q+)

3
2 + d

]2

. (7)

Çäåñü αν, cγ, L̄, ρ̄, c̄ � ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ; XA, d � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íà ïåðåäíåì ôðîíòå âîëíû ðàçðåæåíèÿ AB1.

Ïðè ðåæèìàõ ðåôðàêöèè RR è RRV çíà÷åíèå q− = 1. Ïðè ðåæèìå
NR äëÿ îïðåäåëåíèÿ q− â [5] èñïîëüçîâàëîñü òî÷íîå ðåøåíèå (3), óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì òå÷åíèÿ â îáëàñòè EBKABN è ïîçâîëÿþùåå ïðî-
èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ôðîíòà (5). Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü q− = 1−m2

îò αν, ïðè 0 ≤ αν ≤ 1, 0.2 ≤ q− ≤ 1. Ïåðåõîä îò ðåæèìà NR ê RR ïðî-
èñõîäèò ïðè αν = 1; îò RR ê RRV ïðè αν = 2.098.

Ïðè ðåôðàêöèè íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà (γ+ = ∞, 0 ≤ γ− ≤ 10−6)

ñîãëàñíî (6) èìååì äëÿ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ L̄ = L−0
L+

0
<< 1, cγ >> 1,

ρ̄c̄ >> 1, ò. å. ïðè ðåæèìàõ NR, RR, RRV èìååì

q+ = 0. (8)

Ïîâåðõíîñòü îêåàíà ãàñèò óäàðíûå âîëíû. Âûâîä (8) ñîãëàñóåòñÿ ñ áîëåå
îáùèìè ðàñ÷åòàìè ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ïîòåíöèàëüíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ
òå÷åíèé äëÿ ÃÆÑ (ñì. [1]), êîãäà 0 ≤ q+ ≤ 10−2 ïðè 0 ≤ γ ≤ 10−6.

2. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ðåôðàêöèè äëÿ îáëà-
ñòåé âîçìóùåíèÿ ABNPK äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) êîðîòêèõ âîëí
îñíîâàí (ñì. [1]) íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé (ñì. [2]). Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ðåôðàêöèè ïðåä-
ñòàâëÿþò çàäà÷è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà äëÿ ñèñòåìû (3) ñ çàðàíåå íåèç-

186



âåñòíûìè ïîëîæåíèÿìè ÓÂ (AB,EB1), ïðåäñòàâëÿþùèìè ãðàíèöû îá-
ëàñòåé âîçìóùåíèé, è èçâåñòíûìè óñëîâèÿìè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
AK, ãðàíèöàõ BN , BN1, CE, ïðåäñòàâëÿþùèõ ëèíèè ñëàáîãî ðàçðûâà,
à òàêæå óñëîâèÿìè ñðàùèâàíèÿ ñ îáëàñòÿìè ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ íà DM
è îáëàñòüþ êâàçèîäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ íà PN .

Çàäàþòñÿ ïðèáëèæåííûå ïîëîæåíèÿ ôðîíòîâ ÓÂ, ñòðîèòñÿ íà÷àëü-
íîå ïîëå äàâëåíèé (ìåòîäîì ïðÿìûõ). Ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (I) äëÿ
ñèñòåìû (3) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 2-ãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (I) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ
ïîëîæåíèé ôðîíòîâ ÓÂ ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (5). Ñòàâèòñÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à (II), ðåøåíèå êîòîðîé òàêæå èùåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé. Íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì áåðåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (I). Ñíîâà
óòî÷íÿåòñÿ ôðîíò. Ðåøåíèå ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì, åñëè âî âñåõ ðàñ÷åò-
íûõ òî÷êàõ îáëàñòè ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò óñòàíîâëåííûõ çíà÷åíèé.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëÿ äàâëåíèé
P (1) = P (1)(X, Y ) äëÿ ñëó÷àÿ NR ïðè αν = 0.5. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷íîñòè εΠ = 0.003 ïîòðåáîâàëîñü 12 èòåðàöèé; äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëîæåíèÿ ôðîíòà ÓÂ AB ñ òî÷íîñòüþ εΦ = 0.005 ïîòðåáîâàëîñü
18 èòåðàöèé.

Ðèñ. 2. Ïîëå äàâëåíèé, ðàññ÷èòàííîå ÷èñëåííûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè ÓÂ

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîëÿ äàâëåíèé äëÿ ñëó-
÷àÿ RRV ïðè αν = 3.162. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîñòè εΠ = 0.003 ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è ïîòðåáîâàëîñü 12 èòåðàöèé; äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ
ôðîíòà ÓÂ EB1 ñ òî÷íîñòüþ εΦ = 0.005 ïîòðåáîâàëîñü 16 èòåðàöèé.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü ñïåöèôèêó ïîâåäåíèÿ ëèíèé ðàâíûõ äàâëåíèé:
èõ ñãóùåíèå âáëèçè ôðîíòîâ ñëàáûõ âîçìóùåíèé CE, BN (B1N),
à òàêæå çà ôðîíòîì ÓÂ EB1, çàìûêàþùèì îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ. Ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçî-
âàíèè êëàññà òî÷íûõ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿõ [5], à òàêæå
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èíòåðôåðîãðàììàìè.

Ðèñ. 3. Ïîëå äàâëåíèé, ðàññ÷èòàííîå ÷èñëåííûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè ÓÂ
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