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ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 519.4

Ä.À. Áðåäèõèí

Î ÌÍÎÃÎÁÐÀÇÈÈ ÄÈÑÒÐÈÁÓÒÈÂÍÛÕ ÐÅØÅÒÎÊ
Ñ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ ÖÈËÈÍÄÐÎÔÈÊÀÖÈÈ

Â ñòàòüå íàõîäèòñÿ áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé äèñòðèáóòèâíûõ ðåøå-
òîê è èíâîëþòèðîâàííûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê, ïîðîæäåííûõ êëàññîì
ðåøåòîê áèíàðíûõ îòíîøåíèé, îñíàùåííûõ îïåðàöèÿìè öèëèíäðîôèêàöèè
è èíâîëþöèè.

Äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðà (A, +, ·) òèïà (2, 2), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâàì

x+x = x, x+y = y+x, (x+y)+z = x+(y+z), xx = x, xy = yx, (xy)z = x(yz),

x(x+ y) = x, x+ xy = x, x(y + z) = xy + xz.

Èíâîëþòèðîâàííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé íàçîâåì àëãåáðó
(A, +, ·, −1) òèïà (2, 2, 1), ãäå (A, +, ·) � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà è −1 �
óíàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâàì

(x−1)−1 = x, (x+ y)−1 = x−1 + y−1, (xy)−1 = x−1y−1.

Áóëåâà àëãåáðà (A, +, ·, −) � ýòî àëãåáðà òèïà (2, 2, 1) , ãäå (A, +, ·) �
äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà è − � óíàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæ-
äåñòâàì

(x+ y)− = x−y−, (xy)− = x− + y−.

Òåîðèÿ áóëåâûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé âåðñèåé ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé. Ðàññìîòðåíèå ïîçèòèâíîé ÷àñòè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ñîâîêóïíî-
ñòè ïðåäëîæåíèé, â çàïèñè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ êëàññà äèñòðèáóòèâíûõ ðåøå-
òîê. Îäíàêî áóëåâûõ îïåðàöèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ àëãåáðàèçà-
öèè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ðÿäà
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äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè. Ê òàêèì îïåðàöèÿì, â ÷àñò-
íîñòè, îòíîñÿòñÿ îïåðàöèè öèëèíäðîôèêàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè
àíàëîãàìè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èçó÷åíèå âîçíèêàþùèõ òàêèì îáðàçîì
àëãåáð ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè îïåðàöèÿìè [1]. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêèõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå öèëèíäðè÷åñêèå àëãåáðû [2].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rel(X) ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàäàííûõ
íà áàçèñíîì ìíîæåñòâå X. Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé Φ ⊂ Rel(X), çà-
ìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðà-
çóåò àëãåáðó (Φ, Ω), íàçûâàåìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Îñíîâû òåîðèè àëãåáð
îòíîøåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À. Òàðñêîãî [3, 4] è â äàëüíåéøåì áûëè
ðàçâèòû â ðàáîòàõ ìíîãî÷èñëåííûõ àâòîðîâ [5, 6].

Îáîçíà÷èì R{Ω} êëàññ àëãåáð, èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïå-
ðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü Q{Ω} è V ar{Ω} � êâàçèìíîãîîáðàçèå è ìíîãîîáðàçèå,
ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω}.

Íàìè áóäóò ðàññìîòðåíû îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ , îáðà-
ùåíèÿ −1 îòíîøåíèé, à òàêæå îïåðàöèè öèëèíäðîôèêàöèè D1 è D2 , îïðå-
äåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D1(ρ) = pr1ρ×X è D2(ρ) = X × pr2ρ,

ãäå pr1ρ = {x : (∃y)(x, y) ∈ ρ} è pr2ρ = {y : (∃x)(x, y) ∈ ρ} � ïåðâàÿ è
âòîðàÿ ïðîåêöèè îòíîøåíèÿ ρ ∈ Rel(X) ñîîòâåòñòâåííî.

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî êëàññ R{∪, ∩, −} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ áóëåâûõ
àëãåáð, êëàññ R{∪, ∩} � ñ êëàññîì âñåõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê, à êëàññ
R{∪, ∩, −1} � ñ êëàññîì âñåõ èíâîëþòèðîâàííûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê.
Êâàçèìíîãîîáðàçèå Q{∪, ∩, −, D1, D2}, ïîðîæäåííîå êëàññîì öèëèíäðè÷å-
ñêèõ àëãåáð áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ìîæåò
áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ñèñòåìû òîæäåñòâ (ñì. [2]). Çàìåòè òàêæå,
÷òî îïåðàöèè öèëèäðîôèêàöèè îòíîøåíèé íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ìîäàëüíîé
ëîãèêå [7].

Íàìè áóäóò ðàññìîòðåíû êëàññû R{∪, ∩, D1}, V ar{∪, ∩, D2},
R{∪, ∩, D1, D2} è R{∪, ∩, −1, D1, D2}. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè
ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Ìíîãîîáðàçèÿ V ar{∪, ∩, D1} è V ar{∪, ∩, D2} ñîâïà-
äàþò. Àëãåáðà (A, +, ·, ◦) òèïà (2, 2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ
V ar{∪, ∩, D1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, +, ·) � äèñòðèáóòèâíàÿ
ðåøåòêà è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ:

(x+ y)◦ = x◦ + y◦ (x◦)◦ = x◦, x◦x = x.
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Òåîðåìà 2. Àëãåáðà (A, +, ·, ◦, •) òèïà (2, 2, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ìíî-
ãîîáðàçèþ V ar{∪, ∩, D1, D2} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, +, ·) �
äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ:

(x+ y)◦ = x◦ + y◦ (1), (x+ y)• = x• + y•; (2), (x◦)◦ = x◦(3), (x•)• = x•(4),

x◦x = x = xx• (5), (x◦)• = (x•)◦ (6).

Òåîðåìà 3. Àëãåáðà (A, +, ·, −1 ◦, •) òèïà (2, 2, 1, 1, 1) ïðèíàäëå-
æèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{∪, ∩, −1, D1, D2} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(A, +, ·, −1) � èíâîëþòèðîâàííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà, âûïîëíÿ-
þòñÿ òîæäåñòâà (1-6) è òîæäåñòâî

(x◦)−1 = (x−1)•.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[8, 9, 10], äàþùèõ îïèñàíèå ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé êëàññîâ àëãåáð îòíîøå-
íèé ñ ïîçèòèâíûìè îïåðàöèÿìè, è íåêîòîðûõ òåîðåòèêî-ãðàôîâûõ ìåòîäîâ.
Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì ðÿä ïðîáëåì, êàñàþùèõñÿ ðàññìîòðåííûõ àë-
ãåáð îòíîøåíèé.

Ïðîáëåìà 1. ßâëÿþòñÿ ëè êëàññû R{∪, ∩, D1}, R{∪, ∩, D2},
R{∪, ∩, D1, D2} è R{∪, ∩, −1, D1, D2} êâàçèìíîãîîáðàçèÿìè?

Ïðîáëåìà 2. ßâëÿþòñÿ ëè êâàçèìíîãîîáðàçèÿ Q{∪, ∩, D1},
Q{∪, ∩, D2}, Q{∪, ∩, D1, D2} è Q{∪, ∩, −1, D1, D2} ìíîãîîáðàçèÿìè?
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ÓÄÊ 517.984
Ñ.À. Áóòåðèí

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÏÓ×ÊÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Ñ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÄÈÐÈÕËÅ

1. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L := L(q0(x), q1(x)) âèäà

y′′ + (ρ2 − 2ρq1(x)− q0(x))y = 0, 0 < x < π, (1)

y(0) = y(π) = 0, (2)

ãäå qj(x) ∈ W j
1 [0, π] � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, à ρ � ñïåêòðàëüíûé

ïàðàìåòð. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïó÷êà L ïî
ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñïåêòðàëüíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Âåéëÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé
ôóíêöèè Âåéëÿ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ïîêàçàíà ýêâèâàëåíò-
íîñòü ôóíêöèè Âåéëÿ çàäàíèþ ñïåêòðîâ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ñ îäíèì îáùèì êðàåâûì óñëîâèåì, à òàêæå ñïåêòðó âìåñòå ñ òàê íàçûâà-
åìûìè âåñîâûìè ÷èñëàìè. Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòèÿ èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ
îòîáðàæåíèé [1, 2] äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Îòìå-
òèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè-
÷åíèè, îáåñïå÷èâàþùåì, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòîòó ñïåêòðà, èññëåäîâàëàñü â [3]
è äðóãèõ ðàáîòàõ ìåòîäîì îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â [4] ðåøåíà îáðàò-
íàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà ïîëóîñè ïî
ôóíêöèè Âåéëÿ.

2. Ïóñòü ôóíêöèè S(x, ρ), S1(x, ρ), C(x, ρ) è Ψ(x, ρ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì S(0, ρ) = S1(π, ρ) = C ′(0, ρ) =
Ψ(π, ρ) = 0, S ′(0, ρ) = −S ′1(π, ρ) = C(0, ρ) = Ψ(0, ρ) = 1. Ôóíêöèè Ψ(x, ρ)
è M(ρ) := Ψ′(0, ρ) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèåì Âåéëÿ è ôóíêöèåé
Âåéëÿ ïó÷êà L. Îáîçíà÷èì 〈y, z〉 := yz′ − y′z. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρn,
|n| ∈ N, êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè ∆(ρ) := 〈S1(x, ρ), S(x, ρ)〉 = S(π, ρ) = S1(0, ρ). Èìååì

Ψ(x, ρ) = C(x, ρ) +M(ρ)S(x, ρ) =
S1(x, ρ)

∆(ρ)
, M(ρ) = −∆1(ρ)

∆(ρ)
, (3)

ãäå ∆1(ρ) = −S ′1(0, ρ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè y′(0) = y(π) = 0. Îáîçíà÷èì ρ1

n, n ∈ Z,
� åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî {ρn} ∩ {ρ1

n} = ∅. Òàêèì îáðàçîì,
M(ρ) � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè ρn è íóëÿìè ρ

1
n. Ïîëîæèì

Q(x) =

∫ x

0
q1(t) dt, ω =

1

π
Q(π), Gα

δ = {ρ : |ρ− k − α| ≥ δ, k ∈ Z}.
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Èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [2]) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ:

ρS(x, ρ) = sin(ρx−Q(x)) + η(x, ρ),

ρS1(x, ρ) = sin(ρ(π − x)−Q(π) +Q(x)) + η1(x, ρ),

}
(4)

ãäå

η(ν)(x, ρ), η
(ν)
1 (π − x, ρ) = O

( 1

ρ1−ν exp(|Imρ|x)
)
, |ρ| → ∞, ν = 0, 1, (5)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, π]. Êðîìå òîãî,

∆(ρ) =
sin(ρ− ω)π

ρ− ω

(
1 +O

(1

ρ

))
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Gω

δ , (6)

∆1(ρ) = cos(ρ− ω)π
(

1 +O
(1

ρ

))
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Gω+ 1

2

δ . (7)

Èñïîëüçóÿ (6), (7) è òåîðåìó Ðóøå, èçâåñòíûì ìåòîäîì [2] ïîëó÷àåì, ÷òî

ρn = n+ ω +O
(1

n

)
, ρ1

n = n− 1

2
+ ω +O

(1

n

)
, |n| → ∞. (8)

Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρn 6= ρk ïðè nk < 0.
Îáîçíà÷èì mn � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ρn (ρn = ρn+1 = . . . =
ρn+mn−1) è ïîëîæèì S := {n : n ∈ Z \ {0, 1}, ρn−1 6= ρn} ∪ {1}. Ñîãëàñíî (8)
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |n| èìååì mn = 1. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíòóðíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

M(ρ) =
∑
n∈S

mn−1∑
ν=0

Mn+ν

(ρ− ρn)ν+1 .

ÊîýôôèöèåíòûMn, |n| ∈ N, íàçûâàþòñÿ âåñîâûìè ÷èñëàìè. Îíè îáîáùà-
þò êëàññè÷åñêèå âåñîâûå ÷èñëà äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ âåëè÷èíàìè ñêà÷êîâ åãî ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè. Êàê
è äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ [5], ìîæíî ïîëó-
÷èòü âûðàæåíèå ÷èñåë Mn ÷åðåç ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèé
ïó÷êà L.

Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòèê (6)�(8) è òåîðåìû Àäàìàðà î ðàçëîæåíèè öåëîé
ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

∆(ρ) =
sinωπ

ω
exp

(( 1

ω
−π ctgωπ

)
ρ
) ∏
|n|∈N

ρn − ρ
n+ ω

exp
( ρ

n+ ω

)
, ω /∈ Z, (9)

∆1(ρ) = cosωπ exp(πρ tgωπ)
∏
n∈Z

ρ1
n − ρ

n− 1
2 + ω

exp
( ρ

n− 1
2 + ω

)
, ω − 1

2
/∈ Z.

(10)
(Ñëó÷àè äðóãèõ çíà÷åíèé ω âíîñÿò íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ.)

Çàìåòèì, ÷òî èç àñèìïòîòèêè (8) âåëè÷èíà ω îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
öåëîãî ñëàãàåìîãî, è ïîýòîìó ôóíêöèè ∆(ρ), ∆1(ρ) ñîãëàñíî (9), (10) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî ñâîèì íóëÿì ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Îäíàêî ôóíêöèÿ Âåéëÿ M(ρ)
ñîãëàñíî (3), (9), (10) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïåêòðàì {ρn}|n|∈N, {ρ1

n}n∈Z îäíîçíà÷-
íî. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ôóíêöèè ÂåéëÿM(ρ) ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ äâóõ
ñïåêòðîâ {ρn}|n|∈N, {ρ1

n}n∈Z èëè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ {ρn,Mn}|n|∈N.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàäàíà ôóíêöèÿ

Âåéëÿ M(ρ), íàéòè L. Äîêàæåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ L áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïó÷îê L̃ = L(q̃0(x), q̃1(x)).
Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë α îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê
L, òî α̃ îáîçíà÷àåò àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê L̃, è α̂ = α− α̃.

Òåîðåìà 3. Åñëè M(ρ) = M̃(ρ), òî L = L̃, òî åñòü q1(x) ≡ q̃1(x) è
q0(x) = q̃0(x) ïî÷òè âñþäó íà [0, π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó P (x, ρ) = [Pjk(x, ρ)]j,k=1,2, îïðå-
äåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

P (x, ρ)

[
S̃(x, ρ) Ψ̃(x, ρ)

S̃ ′(x, ρ) Ψ̃′(x, ρ)

]
=

[
S(x, ρ) Ψ(x, ρ)
S ′(x, ρ) Ψ′(x, ρ)

]
. (11)

Òàê êàê 〈S(x, ρ),Ψ(x, ρ)〉 = −1, òî

Pj1(x, ρ) = Ψ(j−1)(x, ρ)S̃ ′(x, ρ)− S(j−1)(x, ρ)Ψ̃′(x, ρ),

Pj2(x, ρ) = S(j−1)(x, ρ)Ψ̃(x, ρ)−Ψ(j−1)(x, ρ)S̃(x, ρ).

}
(12)

Ñîãëàñíî (3)�(6) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî δ > 0 áóäåì èìåòü

P11(x, ρ) = cos Q̂(x) +O
(1

ρ

)
, P12(x, ρ) = −sin Q̂(x)

ρ
+O

( 1

ρ2

)
(13)

ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Gω
δ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, π]. Êðîìå òîãî, (3), (12) äàþò

P11(x, ρ) = C(x, ρ)S̃ ′(x, ρ)− S(x, ρ)C̃ ′(x, ρ) + M̂(ρ)S(x, ρ)S̃ ′(x, ρ),

P12(x, ρ) = S(x, ρ)C̃(x, ρ)− C(x, ρ)S̃(x, ρ)− M̂(ρ)S(x, ρ)S̃(x, ρ).
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Ïîñêîëüêó M̂(ρ) = 0, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ [0, π] ôóíêöèè
P1j(x, ρ), j = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àíàëèòè÷åñêèìè ïî ρ, ÷òî âìåñòå ñ
(13) äàåò P11(x, ρ) ≡ cos Q̂(x), P12(x, ρ) ≡ 0. Òàêæå èìååì sin Q̂(x) ≡ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, Q̂(x) ≡ πα, ãäå α ∈ Z. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Q̂(x) ÷èñëî
α íå çàâèñèò îò x, è ïîýòîìó Q̂(x) ≡ 0, òî åñòü q1(x) ≡ q̃1(x). Ïîëó÷àåì
P11(x, ρ) ≡ 1. Ñîãëàñíî (11) ïîëó÷àåì S(x, ρ) = S̃(x, ρ), è ñëåäîâàòåëüíî,
q0(x) = q̃0(x) ïî÷òè âñþäó íà [0, π]. �

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ
äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ è âåäóùèõ íà-
ó÷íûõ øêîë (ïðîåêòû ÌÊ-1701.2007.1 è ÍØ-2970.2008.1), ÐÔÔÈ è ÍÍÑ
(ïðîåêòû 07-01-00003, 07-01-92000-ÍÍÑ-à).
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ÓÄÊ 512.7

À.Ì. Âîäîëàçîâ

ÀËÃÅÁÐÛ ÖÅËÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÄËß ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÎÐÎÂ ÌÀËÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ

Ïóñòü k � ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, O � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ. T �
àëãåáðàè÷åñêèé k-òîð. Â ðàáîòàõ [1-3] ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà

A = {f ∈ k[T ] | f(Uk) ⊂ O} ,

ãäå Uk � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû T (k). Ýòà àëãåáðà
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè öåëûõ ìîäåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ òî-
ðîâ. Îíà èìååò áåñêîíå÷íûé íàáîð îáðàçóþùèõ. Â [1] áûë ïîñòàâëåí ðÿä âî-
ïðîñîâ îá èçó÷åíèå ñâîéñòâ ýòîé àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ î íàõîæäåíèè
îáðàçóþùèõ äëÿ ðàçëîæèìûõ òîðîâ T = Gn

m. Îáðàçóþùèå äëÿ ðàçëîæèìûõ
òîðîâ áûëè íàéäåíû â ðàáîòå [4].

Äàëüíåéøèå èçó÷åíèå àëãåáðû A ìîæíî ïðîâîäèòü â äâóõ íàïðàâëåíè-
ÿõ. Âî-ïåðâûõ, ïåðåõîäèòü ê áîëåå ñëîæíûì êëàññàì àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ,
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÷åì ðàçëîæèìûå, ò.å. èçó÷àòü êâàçèðàçëîæèìûå, íîðìåííûå è äðóãèå êëàñ-
ñû òîðîâ. Âî-âòîðûõ, ïðîâåñòè îïèñàíèå äëÿ òîðîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, ò.å.
îäíîìåðíûõ, äâóõìåðíûõ è ò.ä.

Â ýòîé ñòàòüå áóäóò îïèñàíû îáðàçóþùèå àëãåáðû A äëÿ îäíîìåðíûõ è
äâóõìåðíûõ òîðîâ.

Èìååòñÿ äâà îäíîìåðíûõ òîðà T = Gm è T = R
(1)
L/k(Gm), ãäå L = k(

√
d).

Ïåðâûé òîð ðàçëîæèìûé, è åãî îáðàçóþùèå íàéäåíû â [4]. Ðàññìîòðèì âòî-
ðîé òîð, è ïóñòü (d, p) = 1. Îáðàçóþùèå àëãåáðû A â ýòîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ
ê îáðàçóþùèì àëãåáðû

B = {f ∈ k[x, y] | f(U) ⊆ O},

ãäå U = {(x, y) ∈ O2 | x2 − dy2 = 1}. (1)

Ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U . Îáîçíà÷èì

U1 = {(±x1,±y1), . . . , (±xs,±ys)}

ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

x2 − dy2 ≡ 1 (mod p). (2)

Ïëþñ è ìèíóñ ó x è y áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè. Åñëè ïàðà (xi, yi)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ (1), òî äëÿ y′i = yi + y
(2)
i p ïðè ëþáîì y

(2)
i èç

ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x′i
ñðàâíåíèÿ

(x′i)
2 − d(y′i)

2 ≡ 1 (mod p2) (3)

óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (x′i) ≡ xi (mod p). Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû Ãåí-
çåëÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ (2). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãåíçåëÿ, ìîæíî ñòðîèòü ïî
ðåøåíèÿì ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ pn ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ pn+1, â ïðåäåëå ïî-
ëó÷àÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà U .

Ïóñòü Un � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (2) ïî ìîäóëþ pn, òîãäà ìîù-
íîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ un ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì un+1 = pun. Îáîçíà÷èì T1 =
U1, Tn = Un/Un−1 ïðè n ≤ 2, |T1| = s, Tn = ϕ̃(n) = |Un| − |Un−1| = ϕ(pn−1)s
(ϕ �ôóíêöèÿ Ýéëåðà).

Òåîðåìà. Ïóñòü un < m ≤ un+1, à

Gm(x) =
1

psm

∏
(xi,yi)∈Un

(x− xi)
∏

(xj ,yj)∈Tn+1, un<j≤m

(x− xj)

è

Hm(y) =
1

psm

∏
(xi,yi)∈Un

(y − yi)
∏

(xj ,yj)∈Tn+1, un<j≤m

(y − yj),
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åñëè m = mnϕ̃(n) + · · · + m1ϕ̃(1) + m0, òî sm = mnαn + · · · + m1α1, ãäå

0 ≤ mi < p, αi = pi−1
p−1 ,ïðè 0 < i ≤ k mk 6= 0, 0 ≤ m0 < s, òîãäà

B = O[x, y,G1(x), H1(y), . . . , Gn(x), Hn(y), . . . ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû Hn(y) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) degHm = m,
2) Hm ∈ B,
3) Hm(ym+1)

p /∈ B.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû Hm ïðè m = un, ò.å. ìíîãî÷ëåíû

Hun(y) =
1

pαn

∏
yi∈Un

(y − yi) ,

ãäå αn = pn−1
p−1 . Ïðîâåðèì ñâîéñòâà 1)-3) äëÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Òàê êàê y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), à yi ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ pn, òî èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùèå ðàçëîæåíèå:

y = b0 + b1p+ · · ·+ bn−1p
n−1 + bnp

n + . . . (0 < b0 ≤ p− 1, 0 ≤ bi ≤ p− 1)

yi = a0 + a1p+ · · ·+ an−1p
n−1 (0 < a0 ≤ p− 1, 0 ≤ ai ≤ p− 1)

Ðàçíîñòü (y−yi) äåëèòñÿ òî÷íî íà pl, åñëè bi = ai ïðè i = 0, . . . , l−1, à bl 6= al.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì y, êîãäà yi ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ ïî
ìîäóëþ pn, êîëè÷åñòâî (y − yi) â

∏
yi∈Un

(y − yi), äåëÿùèõñÿ òî÷íî íà pl ïðè

l < k, ðàâíî (p− 1)pk−(l+1), òàê êàê äëÿ ýòèõ yi

a0 = b0, . . . , al−1 = bl−1,

à al 6= bl è aj ïðîèçâîëüíûå ïðè j ≥ l + 2. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè aj = bj,
j = 0, . . . , n − 1, òî (y − yi) äåëèòñÿ íà pn òîëüêî äëÿ îäíîãî yi èç Un è
ìîæåò äåëèòñÿ íà áîëüøóþ ñòåïåíü, åñëè bk = · · · = bk+m = 0. Â ðåçóëüòàòå∏
yi∈Un

(y − yi) âñåãäà äåëèòñÿ íà pαn, ãäå

αn = n+(p−1)(n−1)+p(p−1)(n−2)+· · ·+(p−1)pn−(l+1)l+· · ·+(p−1)pn−21 =

= 1 + p+ · · ·+ pn−1 =
pn − 1

p− 1
.

Äëÿ y′, ó êîòîðîãî öèôðà bn ïðè p
n íå ðàâíà íóëþ,

∏
yi∈Un

(y′ − yi) íå äåëèòñÿ

íà pαn+1. Òåì ñàìûì ñâîéñòâà 1)-3) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Hun äîêàçàíû.

11



Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Hn ïðîâåðêà ñâîéñòâ 1)-3) àíàëîãè÷íà, íàäî òîëüêî
óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Tn.

Òàê æå äîêàçûâàþòñÿ ñâîéñâà 1)-3) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Gn(x). Èç ýòîãî è
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ìû ðàññìîòðåëè îäíîìåðíûå òîðû, ðàçëîæèìûå è íîðìåííûå äëÿ íåðàç-
âåòâëåííûõ ðàñøèðåíèé. Ñóùåñòâóþò 9 ðàçëè÷íûõ íåèçîìîðôíûõ äâóõìåð-
íûõ òîðîâ. ×àñòü èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëîæèìûõ è
íîðìåííûõ îäíîìåðíûõ òîðîâ, ÷òî ñâîäèò èçó÷åíèå òàêèõ òîðîâ ê ïîëó÷åí-
íûì íàìè ðåçóëüòàòàì.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Kunyvskii B.E., Moroz B.Z., Voskresenskii V.E. On integral models of an algebraic
torus // Max - Planck - Institut fur Mathematic. Preprint Series 2001 (12).

2. Âîñêðåñåíñêèé Â.Å., Ôîìèíà Ò.Â. Öåëûå ñòðóêòóðû â àëãåáðàè÷åñêèõ òîðàõ// Èçâ.
ÐÀÍ: Ñåð. ìàòåì. 1995. Ò. 59, �5. Ñ. 3-18.

3. Popov S.Yu., Voskresenskii V.E. Galois lattices and reduction of algebraic tori.//Com-
munications of Algebra. �9, 2001. P. 213-223.

4. Âîäîëàçîâ À.Ì. Öåëûå ìîäåëè ðàçëîæèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ áåñêîíå÷íî-

ãî òèïà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà:

Ìåæâóç. ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. ãîñ. óí-òà, Âûï. 1. 2003. C. 14-23.

ÓÄÊ 515.51

È.Þ. Âûãîä÷èêîâà

ÎÁ ÓÑËÎÂÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÍÀÈËÓ×ØÅÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÌ

ÏÎËÈÍÎÌÎÌ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñåã-
ìåíòíîé ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ íà
çíà÷åíèå ïîëèíîìà â îäíîì óçëå ñåòêè. Ïîëó÷åí êðèòåðèé îïòèìàëüíî-
ñòè â ôîðìå, ñðàâíèìîé ñ èçâåñòíûì â òåîðèè ïðèáëèæåíèé àëüòåðíàíñîì
Ï.Ë. ×åáûøåâà.

Ïóñòü n,N � öåëûå ÷èñëà, n ≥ 0, N ≥ n + 1, T = {t0 < t1 < ... < tN},
A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1, pn(A, t) = a0 +a1t+ . . .+ant

n. Íà ñåòêå T çàäàíà
ñåãìåíòíàÿ ôóíêöèÿ Φ(·), Φ(tk) = [y1,k; y2,k], ïðè÷åì y2,k ≥ y1,k, k = 0, N .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f1 (A, tk) = pn (A, tk) − y1,k, f2 (A, tk) = y2,k − pn (A, tk),
f (A, tk) = max {f1 (A, tk) , f2 (A, tk)}.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

ρ(A) := max
k=0,N

f(A, tk) −→ min
A∈D

, (1)

D =
{
A ∈ Rn+1 : pn (A, ts) ≤ ν

}
, (2)
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ãäå ts ∈ T , ν ∈ R.
Äîêàçàíî [1], ÷òîM

(
Â
)

=
{
A ∈ Rn+1 : ρ (A) ≤ ρ

(
Â
)}

íåïóñòî, çàìêíó-

òî è îãðàíè÷åíî ïðè ëþáîì A ∈ Rn+1. Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò

M
(
Â
)
∩D ïðè Â ∈ D. Îòñþäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè âû-

òåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Îáîçíà÷èì ρ∗ = min
A∈Rn+1

ρ (A),

< =
{
A ∈ Rn+1 : ρ (A) = ρ∗

}
, ρ∗∗ = min

A∈D
ρ (A), < (ν) = {A ∈ D : ρ (A) = ρ∗∗}.

Î÷åâèäíî, ÷òîáû ìíîæåñòâî A∗ ∈ Rn+1 ïðèíàäëåæàëî ìíîæåñòâó < (ν),
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé:

à) < ∩D 6= ∅, A∗ ∈ < ∩D,
á) < ∩D = ∅, pn (A∗, ts) = ν è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ à).
Äàëåå ñ÷èòàåì < ∩D = ∅. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì

ρ (A) > ρ∗ ≥ m := max
k=0,N

y2,k − y1,k

2
, ∀A ∈ < (ν) . (3)

Ïðèâåäåì î÷åâèäíûé ôàêò.

Ëåììà 1. Ïóñòü n ≥ 1, x0 < ... < xn+1, pn(A, xi) = 0, i = 1, n è
ñóùåñòâóþò l ∈ 1, n+ 1, z ∈ (xl−1;xl) òàêèå, ÷òî (−1)lpn (A, z) < 0, òî
(−1)ipn (A, x) < 0 ïðè ëþáîì x ∈ (xi−1;xi), i = 1, n+ 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü < ∩D = ∅. Âåêòîð A∗ ∈ Rn+1 ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó < (ν) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

pn (A∗, ts) = ν (4)

è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
(I) ρ (A∗) = θ, ãäå θ = max {y2,s − ν, ν − y1,s} ,
(II) ∃ n+ 1 òî÷êè ∆ := {tq0

< ... < tqn} ⊂ T\ {ts}, òàêèå, ÷òî ρ (A∗) =
f2 (A∗, tqk), åñëè z (tqk) � ÷åòíî, ρ (A∗) = f1 (A∗, tqk), åñëè z (tqk) � íå÷åòíî,
äëÿ k = 0, n, ãäå ÷åðåç z (tqk) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà ∆,
ðàñïîëîæåííûõ íà èíòåðâàëå (ts, tqk) ïðè ts < tqk èëè (tqk, ts) ïðè ts > tqk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. 1. Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî, ñ÷èòàåì n ≥ 1. Ïóñòü A∗ ∈ < (ν) è óñëîâèå (I) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà

ρ (A∗) > θ. (5)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S := {tk ∈ T\ {ts} : f (A∗, tk) = ρ (A∗)}. Ââèäó (5)
S 6= ∅. Èç (3) âûòåêàåò, ÷òî f1 (A∗, t) 6= f2 (A∗, t) äëÿ ëþáîãî t ∈ S. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êå t ∈ S äåéñòâóåò ôóíêöèÿ fj, åñëè f (A∗, t) = fj (A∗, t).
Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî S íà ñëåäóþùèå äðóã çà äðóãîì ïîäìíîæåñòâà {Si}wi=1,
íà êàæäîì èç êîòîðûõ äåéñòâóåò òîëüêî îäíà èç ôóíêöèé f1 (f2). Åñëè äî-
ïóñòèòü, ÷òî w > n+ 1, òî ìû ïîëó÷èì óñëîâèå, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî
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A∗ ∈ < [1]. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ < ∩ D = ∅. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

w ≤ n+ 1. (6)

2. Ïóñòü θi = max
t∈Si

t, θi = min
t∈Si

t, i = 1, w. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

èíäåêñà r ∈ 1, w − 1 òàêîãî, ÷òî

θr < ts < θr+1. (7)

Äîïóñòèì, (7) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå
Sr äåéñòâóåò ôóíêöèÿ f1. Âîçüìåì xi ∈

(
θi; θi+1

)
, i = 1, r − 1 ∪ r + 1, w − 1,

xr = ts è, åñëè w < n+ 1, xi > tN , i = w, n. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âåêòîðà Aε, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâàìè pn (Aε, xi) =
pn (A∗, xi), i = 1, n, pn

(
Aε, θr

)
= pn

(
A∗, θr

)
− ε, ïðè ìàëîì ε > 0 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

ρ (Aε) < ρ (A∗) , (8)

ïðîòèâîðå÷àùåå îïòèìàëüíîñòè A∗.
3. Ïóñòü θr < ts < θr, ïðè ýòîì â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Sr äåéñòâóåò ôóíêöèÿ

f2. Åñëè w = n + 1, âûáèðàåì ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîãî ìíîæåñòâà ðàç-
áèåíèÿ, èç íèõ ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî ∆, è òåì ñàìûì ïîëó÷àåì (II). Ïóñòü
w < n+ 1. Âîçüìåì xi ∈

(
θi; θi+1

)
, i = 1, r − 1, xr ∈

(
θr; ts

)
, xr+1 ∈ (ts; θr+1),

xi+1 ∈
(
θi; θi+1

)
i = r + 1, w − 1, è, åñëè w < n, xi > tN , i = w + 1, n. Äàëåå

áåðåì ìàëîå ε > 0 è ðåøàåì îòíîñèòåëüíî Aε ñèñòåìó pn (Aε, xi) = pn (A∗, xi),
i = 1, n, pn (Aε, ts) = pn (A∗, ts)− ε, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (8).

4. Åñëè θr < ts < θr è â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Sr äåéñòâóåò ôóíêöèÿ f1, áåðåì
xi ∈

(
θi; θi+1

)
, i = 1, r − 1, xi−1 ∈

(
θi; θi+1

)
, i = r + 1, w. Ââèäó (6) âûáðàíî

íå áîëåå n òî÷åê. Äàëåå, ðàññóæäàÿ êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (8).

5. Ñëó÷àè ts < tq0
èëè ts > tqn ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ï.3.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èìååì < ∩D = ∅ è âûïîëíÿåòñÿ (4).
1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (I) òåîðåìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A, óäîâëå-

òâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó pn (A, ts) = ν, èìååì ρ (A) ≥ f (A, ts) = θ = ρ (A∗),
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îïòèìàëüíîñòè A∗.

2. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (II) òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé
tq0

< ts < tqn. Òîãäà íàéäåòñÿ l òàêîå, ÷òî tql < ts < tql+1
, ïðè÷åì â òî÷êàõ tql

è tql+1
äåéñòâóåò ôóíêöèÿ f2. Äîïóñòèì, ÷òî

A∗∗ ∈ < (ν) , A∗∗ 6= A∗. (9)

Òîãäà pn (A∗∗, ts) = ν, îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷àåì

pn (A∗∗ − A∗, ts) = 0. (10)
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Åñëè â òî÷êå tqj äåéñòâóåò ôóíêöèÿ f1, òî pn
(
A∗∗, tqj

)
< pn

(
A∗, tqj

)
, åñ-

ëè æå â òî÷êå tqj äåéñòâóåò f2, òî pn
(
A∗∗, tqj

)
> pn

(
A∗, tqj

)
. Òîãäà ââè-

äó (II) pn (A∗∗ − A∗, t) îáðàùàåòñÿ â íîëü íà êàæäîì èíòåðâàëå
(
tqj ; tqj+1

)
,

j = 0, l − 1, j = l + 1, n− 1. Îòñþäà è èç (10) âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì
pn (A∗∗ − A∗, t) èìååò n íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîì d

dtpn (A∗ − A∗∗, t)
èìååò n− 1 íóëåé â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò ts.

3. Ââèäó ï.2 è (9) íà èíòåðâàëå
(
tql; tql+1

)
ïîëèíîì pn (A∗∗ − A∗, t) èìååò

íóëåâîå çíà÷åíèå ëèøü ïðè t = ts, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ çíà÷åíèå ïîëèíîìà
ïîëîæèòåëüíî, êàê è â òî÷êàõ tql è tql+1

, ãäå äåéñòâóåò ôóíêöèÿ f2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â òî÷êå ts ýòîò ïîëèíîì äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ïîýòîìó
d
dtpn (A∗ − A∗∗, ts) = 0. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïîëèíîì d

dtpn (A∗ − A∗∗, t) èìååò n íóëåé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (9).

4. Ïðè ts < tq0
èëè ts > tqn èç (10), (II) ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíîì

pn (A∗∗ − A∗, t), èìååò n+ 1 íóëåé, ÷òî íåâîçìîæíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü T = {0 < 1 < 2 < 3}, Φ(0) = [1; 2], Φ(1) = [1; 1], Φ(2) =
[2; 3], Φ(3) = [0; 0], n = 1, s = 1, ν = 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), p1(t) = 2/3 +
1/3t, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (II). Ðåøåíèåì áåçóñëîâíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîì p1(t) = 7/3− 1/3t.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü T = {0 < 1 < 2}, Φ(0) = 2, Φ(1) = 3, Φ(2) = 2, n = 1,
s = 1, ν = 1. Çàäà÷à (1), (2) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé p1(t) = 1 −
à + àt, à ∈ [−1; 1], âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (I). Ðåøåíèå áåçóñëîâíîé çàäà÷è
(×åáûøåâà) p1(t) = 5/2 [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ
(ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1)

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Âûãîä÷èêîâà È.Þ. Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè äèñêðåòíîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì// Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà: Ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñà-
ðàò. óí-òà, 2001. Âûï. 3. Ñ. 25-28.

2. Äåìüÿíîâ Â.Ô., Ìàëîçåìîâ Â.Í. Ââåäåíèå â ìèíèìàêñ. Ì.: Íàóêà, 1972.

ÓÄÊ 517.984

À.Â. Ãîëóáü

ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Af(x) =

∫ θ(x)

0
f(t)dt,
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ãäå θ(x) = 2k−1
n − x ïðè x ∈ [k−1

n ; kn ] è k = 1, n. Ôóíêöèÿ θ(x) ÿâëÿåòñÿ
èíâîëþöèåé, òî åñòü θ(θ(x)) ≡ x è èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

Â äàííîé ñòàòüå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [1], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

Af(x) =

θ(x)∫
0

A(x, t)f(t)dt,

θ(x) = 1
2 − x ïðè x ∈

[
0; 1

2

]
, θ(x) = 3

2 − x ïðè x ∈
[3

2 ; 1
]
, äëÿ ïîëó÷åíèÿ

òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè íå òðåáóåòñÿ ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå A−1.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Åñëè y = Rλ(A)f(x) = (E − λA)−1Af(x), òî

v′(x) = λBv(x) +BΦ(x), (1)

P0v(0) + P − 1v(1/n) = 0, (2)

ãäå v(x) = (v1(x), . . . , v2n(x))T , v2k−1(x) = y
(
k−1
n + x

)
, v2k(x) = y

(
k
n − x

)
,

k = 1, n; Φ(x) = (f1(x), . . . , f2n(x))T , f2k−1(x) = f
(
k−1
n + x

)
, f2k(x) =

= f
(
k
n − x

)
, k = 1, n; x ∈

[
0; 1

n

]
. Ìàòðèöà B ðàçìåðíîñòè 2n × 2n èìå-

åò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áëîêè

(
0 −1
1 0

)
, îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè.

Ïîñòîÿííûå ìàòðèöû P0 è P1 ðàçìåðíîñòè 2n × 2n èìåþò êîìïîíåíòû
P01,2

= 1, P02k+1,2k−1
= 1, k = 1, n− 1, P02k,2k

= 1, k = 2, n; P12,1
= 1,P12k−1,2k−1

=
= P12k,2k−2

= −1, k = 2, n, îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè.

Òåîðåìà 2. Åñëè v(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1), (2) è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ(A) ñóùå-
ñòâóåò è

Rλ(A)f(x) = {v2k−1(x− (k − 1)/n), x ∈ [(k − 1)/n; k/n], k = 1, n}.

Òåîðåìà 3. Åñëè v(x) óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 1, òî h(x) = Γ−1v(x)
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

h′(x) = λDh(x) + Γ−1BΦ(x), (3)

U(h) = P0Γh(0) + P1Γh(1/n), (4)

ãäå D = Γ−1BΓ = diag(i,−i, . . . , i,−i), Γ � íåîñîáàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò áëîêè

(
−1 1
i i

)
, îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû

íóëþ.
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Ëåììà 1. Äëÿ ðåøåíèÿ h(x, λ) çàäà÷è (3), (4) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

h(x, λ) = −Y (x, λ)∆−1(λ)

1/n∫
0

Ux(g(x, t, λ))Q(t) dt+ gλG(x),

ãäå Y (x, λ) = diag
(
eλix, e−λix, . . . , eλix, e−λix

)
� ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2n×

×2n; ∆(λ) = U(Y (x, λ)); Ux(·) îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå U ïî ïåðåìåííîé
x; g(x, tλ) = diag(g1(x, tλ), . . . , g2n(x, tλ)), g2k+1(x, tλ) = −ε(t, x)eλi(x−t),
g2k(x, tλ) = ε(t, x)e−λi(x−t), k = 1, n, çäåñü ε(x, t) = 1 ïðè t ≤ x è ε(x, t) = 0

ïðè t > x; G(x) = Γ−1BΦ(x); gλQ(x) =
1/n∫
0
g(x, t, λ)Q(t) dt.

Ëåììà 2. det ∆(λ) =
(
ieλi/n, ie−λi/n

)n
.

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî Reλi ≥ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sδ êîìïëåêñíóþ
λ-ïëîñêîñòü ñ óäàëåííûìè âìåñòå ñ δ-îêðåñòíîñòüþ íóëÿìè det ∆(λ) è ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâûõ çàäà÷

y′(x) = ±iλy(x), y(0) = y(1/n).

Ëåììà 3. Åñëè ε ∈ (0; 1/2n), òî äëÿ ëþáîé f(x) ∈ L[0, 1] â îáëàñòè Sδ
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

∥∥∥ ∫
|λ|=r

[h(x, λ)− u(x, λ)] dλ
∥∥∥
C[ε, 1n−ε]

= 0,

ãäå u(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å u′(x) = λDu(x) +Q(x), u(0) = u
( 1
n

)
.

Òåîðåìà ¾ðàâíîñõîäèìîñòè¿. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1] è
ëþáîãî ε ∈

(
0; 1

2n

)
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

{
n∑
k=1

max
ε+k−1

n ≤x≤
k
n−ε
|Sr(x, f)− σr(x, fk)|

}
= 0,

ãäå Sr(x, f) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäè-
íåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A äëÿ òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ
êîòîðûõ |λk| < r, σr(x, fk) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå{

1√
n
e2nkπix

}+∞

k=−∞
ôóíêöèè g(x) íà îòðåçêå x ∈ [0, 1/n], fk(x) = f

(
k−1
n + x

)
,

k = 1, n, x ∈
[
0; 1

n

]
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06-01-
00003).
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ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãîëóáü À.Â., Õðîìîâ À.Ï. Òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì

ôóíêöèÿì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ èíâîëþöèåé, äîïóñêàþùåé ðàçðûâû // Èçâ. Ñàðàò.

óí-òà. 2007. Ò. 7, âûï. 2. Ñ. 5�10.

ÓÄÊ 517.51
Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ È ÈÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè g(z) è ψ(z), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:

(À) g(z) è ψ(z) àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå |z| < a è ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ íà [0; a];

(B) íà [0; a] xψ′(x) < ψ(x);

(C) ÷èñëà α0,n = g(0)n è αk,n =
1

k!

dk−1

dzk−1

[(
g(z)n

)′
ψ(z)k

]
z=0

, k = 1,∞

íåîòðèöàòåëüíû.

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ

x(z) =
zψ(z)

ψ(z)− zψ′(z)
· g
′(z)

g(z)

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ z(x)
è z′(x) > 0.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà [2] èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

g(x) = g(0) +
∞∑
k=1

( x

ψ(x)

)k
αk,1,

îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî g′(z) > 0. Îáîçíà÷èì v(x) =
xg(x)

z′(x)g′(x)
.

Äëÿ f : R→ R ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ:

Ln(f ;x) =
1

g(z(x))n

∞∑
k=0

f
(k
n

)
αk,n

[
z(x)

ψ(z(x))

]k
.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ îïåðà-
òîðû Áåðíøòåéíà, Áàñêàêîâà, Ñàñà-Ìèðàêüÿíà, Êàòàëàíà è ìíîãèå äðóãèå.
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Òåîðåìà. Äëÿ f ∈ C[0;x(a)] |Ln(f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

√
v(x)

n

)
.

Äëÿ f ∈ C ′[0;x(a)] |Ln(f ;x)− f(x)| ≤ 2

√
v(x)

n
· ω

(
f ′;

√
v(x)

n

)
.

Äëÿ f ∈ C ′′[0;x(a)] |Ln(f ;x)−f(x)− v(x)

2n
| ≤ 3

v(x)

n
·ω

(
f ′′;

v(x)

n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, ëåãêî ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

(1) Äëÿ ∀δ > 0 |f(t)−f(x)| ≤
(

1+ |t−x|
δ

)
·ω(f ; δ) ≤

(
1+ (t−x)2

δ2

)
·ω(f ; δ).

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

(2) Ln(1;x) = 1;

(3) Ln(t;x) = x, ñëåäîâàòåëüíî, Ln(t− x;x) = 0;

(4) Ln(t
2;x) = x2 +

v(x)

n
, ñëåäîâàòåëüíî, Ln((t− x)2;x) =

v(x)

n
.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèòñÿ, ÷òî

(5) Ln((t− x)2;x) =
3v2(x)

n2 +
v(x)v′2(x) + v2(x)v′′(x)

n3 .

Ñ ó÷åòîì (1) è (4) ïîëó÷àåì

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ Ln

((
1 +

(t− x)2

δ2

)
· ω(f ; δ); x

)
= ω(f ; δ)(

(
1 +

v(x)

δ2n

)
,

îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ξ, ëåæàùåãî
ìåæäó x è t,

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤
∣∣∣Ln(f ′(x)(t− x);x

)∣∣∣+ Ln

(
|f ′(ξ)− f ′(x)| · |t− x|;x

)
≤

≤ Ln

((
1+
|ξ − x|
δ

)
|t−x|ω(f ′; δ); x

)
≤ ω(f ′; δ)

[√
Ln

(
(t− x)2;x

)
+
v(x)

δn

]
=

= 2

√
v(x)

n
· ω

(
f ′;

√
v(x)

n

)
è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàê æå äîêàçàíî.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ξ, ëåæàùåãî
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ìåæäó x è t,

|Ln(f ;x)− f(x)− v(x)

2n
| ≤

≤
∣∣∣Ln(f ′(x)(t− x);x

)∣∣∣+
1

2
Ln

(
|f ′′(ξ)− f ′′(x)| · (t− x)2;x

)
≤

≤ 1

2
Ln

((
1 +

(ξ − x)2

δ2

)
(t− x)2ω(f ′′; δ); x

)
≤

≤ 1

2
ω(f ′′; δ)

[
v(x)

n
+

1

δ2

(
3v2(x)

n2 +
v(x)v′2(x) + v2(x)v′′(x)

n3

)]
=

=
v(x)ω(f ′′, δ)

2n

[
4 +

v′′(x)

n
+
v′2(x)

nv(x)

]
≤ 3

v(x)

n
· ω

(
f ′′;

v(x)

n

)
è äîêàçàíî òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ðàññìîòðåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ
íå âûøå, ÷åì 1/n2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãóäîøíèêîâà Å.Â. Êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëíûõ îïåðàòîðîâ // Ìàòåìà-
òèêà. Ìåõàíèêà: Ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2007. Âûï. 9. Ñ. 20-22.

2.Óèòòåêåð Ý.Ò., Âàòñîí Äæ.Í. Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíëèçà. Ì., 1962. Ò.1

ÓÄÊ 517.518.82

Ñ.È. Äóäîâ, Å.Â. Ñîðèíà

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÍÀÈËÓ×ØÅÃÎ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÏÎËÎÑÎÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå ïðèáëè-
æåíèÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ñåãìåíòíîé ôóíêöèè ïîëîñîé ïîñòîÿííîé øè-
ðèíû, îñüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì çàäàííîé ñòåïåíè. Ñðåäñòâàìè è â
òåðìèíàõ âûïóêëîãî àíàëèçà ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ â ôîðìå, ñðàâíèìîé ñ ÷åáûøåâñêèì àëüòåð-
íàíñîì.

1. Ïóñòü F (t) = [g1(t), g2(t)] � ñåãìåíòíàÿ ôóíêöèÿ (ñ.ô.), çàäàííàÿ íà

îòðåçêå [c, d] íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè g1(t) ≤ g2(t), à ñ.ô. Πn,r(A, t) =
= [Pn(A, t)−r, Pn(A, t)+r] çàäà¼ò ïîëèíîìèàëüíóþ ïîëîñó øèðèíû 2r, îñüþ
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êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì Pn(A, t) = a0 + a1t + · · · + ant
n ñ âåêòîðîì êîýô-

ôèöèåíòîâ A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1 .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

φ(A, r) ≡ max
t∈[c,d]

max {|g1(t)− Pn(A, t) + r|, |g2(t)− Pn(A, t)− r|} −→

−→ min
A∈Rn+1,r≥0

. (1)

Â çàïèñè öåëåâîé ôóíêöèè φ(A, r) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (1) âûðàæåíèå
max{·} ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó ñåãìåíòîì F (t) è ñåãìåíòîì
Πn,r(A, t). Îäíàêî ýòà çàäà÷à ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è ïðèáëè-
æåíèÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ãðàôèêà ñ.ô. ãðàôèêîì ïîëèíîìà, ðàññìàòðèâà-
åìîé â [1]. Åñëè æå â çàäà÷å (1) çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå r è ìèíèìèçèðîâàòü
φ(A, r) òîëüêî ïî A, òî â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî çíà÷åíèÿ å¼ ñâÿçü ñ íåêîòîðû-
ìè äðóãèìè çàäà÷àìè ïî îöåíêå ñ.ô. ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñîé îòìå÷àëàñü â
[2]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ(A) = max
t∈[c,d]

max {Pn(A, t)− g1(t), g2(t)− Pn(A, t)},

π(A) = max
t∈[c,d]

max {g1(t)− Pn(A, t), Pn(A, t)− g2(t)}.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

φ(A, r) = max {ρ(A)− r, π(A) + r}. (2)

Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Rρ
1(A) = {t ∈ [c, d] : ρ(A) = Pn(A, t)− g1(t) > g2(t)− Pn(A, t)},

Rρ
2(A) = {t ∈ [c, d] : ρ(A) = g2(t)− Pn(A, t) > Pn(A, t)− g1(t)},

Rρ
3(A) = {t ∈ [c, d] : ρ(A) = Pn(A, t)− g1(t) = g2(t)− Pn(A, t)},

Rπ
1 (A) = {t ∈ [c, d] : π(A) = Pn(A, t)− g2(t) > g1(t)− Pn(A, t)},

Rπ
2 (A) = {t ∈ [c, d] : π(A) = g1(t)− Pn(A, t) > Pn(A, t)− g2(t)},

Rπ
3 (A) = {t ∈ [c, d] : π(A) = Pn(A, t)− g2(t) = g1(t)− Pn(A, t)},

R1(A) = Rρ
1(A) ∪ Rπ

1 (A), R2(A) = Rρ
2(A) ∪ Rπ

2 (A), coB � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
ìíîæåñòâà B, On+1 = (0, . . . , 0) ∈ Rn+1, < ·, · > � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèè ρ(A) è π(A) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè íà Rn+1. Èñïîëü-
çóÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå âûïóêëûõ ôóíêöèé (ñì.,íàïð., [3]),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ýòèõ ôóíêöèé

∂ρ(A)(π(A)) = co


(1, t, . . . , tn), t ∈ Rρ(π)

1 (A);

−(1, t, . . . , tn), t ∈ Rρ(π)
2 (A);

[−(1, t, . . . , tn), (1, t, . . . , tn)], t ∈ Rρ(π)
3 (A).

 (3)

21



2. Ïðèâåä¼ì êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà (A∗, r∗) áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (1),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

On+1 ∈ ∂ρ(A∗) + ∂π(A∗), r∗ = (ρ(A∗)− π(A∗))/2. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ρ(A) ≥ π(A), òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà

êîýôôèöèåíòîâ A ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(A, r) ïî r ≥ 0 äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè r = (ρ(A)− π(A))/2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (2), ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

f(A) ≡ ρ(A) + π(A)→ min
A∈Rn+1

. (5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ôàêòîì èç âûïóêëîãî àíàëèçà [3, c. 142], êðèòå-
ðèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ On+1 ∈ ∂ f(A∗).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà [3,c.78] ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ñóììû äâóõ âûïóêëûõ êîíå÷íûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ñëàãàåìûõ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3), ìîæíî ïîëó÷èòü ñ

ïîìîùüþ òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî âèäà,
ñðàâíèìîãî ñ èçâåñòíûì â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ÿâëåíèåì àëüòåðíàíñà.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ âåêòîðà A∗ íàéäóòñÿ n+ 2 ïàðû òî÷åê

t
(1)
1 = t

(2)
1 < t

(1)
2 ≤ t

(2)
2 < . . . < t

(1)
n+1 ≤ t

(2)
n+1 < t

(1)
n+2 = t

(2)
n+2 (6)

òàêèõ, ÷òî åñëè t
(2)
i ∈ R

ρ
1(A∗)(Rρ

2(A∗), Rπ
1 (A∗), Rπ

2 (A∗)), òî ñîîòâåòñòâåííî

t
(1)
i+1 ∈ Rπ

2 (A∗)(Rπ
1 (A∗), Rρ

2(A∗), Rρ
1(A∗)) è ïðè ýòîì ëèáî {t(1)

i , t
(2)
i } ⊂ R1(A

∗),

ëèáî {t(1)
i , t

(2)
i } ⊂ R2(A

∗). Òîãäà âåêòîð A∗ è r∗ = (ρ(A∗) − π(A∗))/2 ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå

On+1 ∈ ∂ρ(A∗) + ∂π(A∗). (7)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè ([3,c. 17]) íàéä¼ò-
ñÿ âåêòîð A ∈ Rn+1, A 6= On+1, òàêîé, ÷òî

< A, v >>< A,w >, ∀v ∈ ∂ρ(A∗), w ∈ ∂π(A∗). (8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3) ìû ìîæåì ïîäñòàâëÿòü â (8) â êà÷å-
ñòâå v(w) ýëåìåíòû âèäà (1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rρ

1(A∗)(Rπ
1 (A∗)), èëè
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−(1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rρ
2(A∗)(Rπ

2 (A∗)). Èñïîëüçóÿ òàêèì îáðàçîì òî÷-

êè èç (6), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè Pn(A, t
(2)
i ) < (>)Pn(A, t

(1)
i+1), òî

Pn(A, t
(2)
i+1) > (<)Pn(A, t

(1)
i+2), i = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìà

Pn(A, t) îáÿçàíà èìåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, n íóëåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A = On+1

è ïðîòèâîðå÷èò (8). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì òåîðåìû 2, à ìîæåò è íå óäîâëåòâîðÿòü, òî åñòü îíî íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ

íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-2970.2008.1).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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ÓÄÊ 517.984

Ì.Þ. Èãíàòüåâ

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
4-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÏÎ ÍÓËßÌ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæ-
äåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`y = y(4) + (p(x)y′)′ + q(x)y

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè p(x) ∈ C2[0, 1], q(x) ∈ C[0, 1] è êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

y(0) = y′′(0) = y(1) = y′′(1) = 0.

Ïóñòü {λn}, n = n0, n0 + 1, . . . , � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, çà-
íóìåðîâàííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè n → ∞ λn = (nπ + O(1))4 è ïóñòü

yn(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X
(n)
L ìíî-

æåñòâî íóëåé ôóíêöèè yn(x). Èç àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé [1] ñëå-

äóåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , ìíîæåñòâà X
(n)
L íåïóñòû è èõ

ýëåìåíòû x
(n)
j ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

x
(n)
j = jn−1+o(n−1) ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî c1n < j < c2n äëÿ ëþáûõ ôèê-

ñèðîâàííûõ 0 < c1 < c2 < 1. Îáîçíà÷èì XL =
⋃

n=N,∞
X

(n)
L . Èç àñèìïòîòèêè
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x
(n)
j ñëåäóåò, ÷òî XL âñþäó ïëîòíî íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå
âñþäó ïëîòíîå íà [0, 1] ïîäìíîæåñòâî XL. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ
çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó X è ÷èñëàì ων, ν = 0, 3, òàêèì,

÷òî λn =

(
nπ +

3∑
ν=0

ωνn
−ν + o(n−3)

)4

, íàéòè êîýôôèöèåíòû p(x) è q(x).

Îáîçíà÷èì ρ̃n = nπ +
3∑

ν=0
ωνn

−ν, θ
(n)
j = ρ̃nx

(n)
j − jπ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

ñòàòüè ñîäåðæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (0, 1) è

ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk = x
(nk)
jk
∈ X òàêîâà, ÷òî lim

k→∞
xk = x.

Îáîçíà÷èì θk = θ
(nk)
jk

. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
k→∞

ρ̃nkθk = α(x),

lim
k→∞

(
ρ̃3
nk
θk − ρ̃2

nk
α(xk)

)
= β(x). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî x ∈ (0, 1)

p(x) = −4α′(x),

q(x) = −4β′(x)− 2α2(x)α′(x) + 2(α′(x))2 + 4α(x)α′(x)− α′′′(x)− 4α(x)α′′(x).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1, à òàêæå êîí-
ñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà åå ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì íàõîæ-
äåíèè ôóíêöèé α(x), β(x), à çàòåì � êîýôôèöèåíòîâ p(x), q(x).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è ÍÍÑ (ïðîåêòû
07-01-00003 è 07-01-92000-ÍÍÑ-à).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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ÓÄÊ 517.51
Ò.Â. Èîôèíà

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ È ÈÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÑÐÅÄÍÈÕ ÏÎ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌ

Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÈÏØÈÖÀ

Ïóñòü {pi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî
2 ≤ pi ≤ N , m0 = 1, mn = p1p2 . . . pn ïðè n ∈ N. Êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàç-

ëîæåíèå x =
∞∑
n=1

xn
mn
, ãäå xn ∈ Z è 0 ≤ xn < pn. Äëÿ òàêèõ x, y ∈ [0, 1) îïðåäå-

ëèì ðàçíîñòü z = x	 y, ãäå z =
∞∑
n=1

zn
mn
, zn = xn− yn (mod pn). Êàæäîå öåëîå

íåîòðèöàòåëüíîå k ïðåäñòàâèìî â âèäå k =
∞∑
n=1

mn−1kn, ãäå kn ∈ Z è 0 ≤ kn <
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pn. Äëÿ x ∈ [0, 1) è k ∈ Z+ îïðåäåëèì χk(x) = exp

(
2π

∞∑
j=1

xjkj
pj

)
. Èçâåñòíî,

÷òî ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìîé Âèëåíêèíà, îðòîíîðìèðîâà-

íà è ïîëíà â L[0, 1). Åñëè f ∈ L[0, 1), òî f̂(k) =
1∫

0
f(t)χk(t) dt, Sn(f)(x) =

=
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), σn(f)(x) =
n∑
k=1

Sk(f)(x)/n, Vn(f)(x) = 2σ2n(f)(x)−σn(f)(x),

Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x). Äëÿ f, g ∈ L1[0, 1) ñâåðòêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f ∗ g(x) =
1∫

0
f(x 	 t)g(t) dt. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1),

1 ≤ p < ∞, ñ íîðìîé ‖f‖p =

( 1∫
0
|f(t)|p dt

)1/p

. Â ñëó÷àå p = ∞ âìåñòî

L∞[0, 1) ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî C∗[0, 1) ñ íîðìîé ‖f‖∞ = sup
0≤x<1

|f(x)|,

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ lim
h→0
‖f(x) − f(x 	 h)‖∞ = 0. Äëÿ

f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p ≤ ∞ ââåäåì ω∗(f, δ)p = sup
0<h<δ

‖f(x) − f(x 	 h)‖p è

‖f‖p,α = ‖f‖p + sup
0<δ<1

ω∗(f,δ)p
δα . Åñëè ‖f‖p,α <∞, òî f ïðèíàæëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Ëèïøèöà Lip∗(α, p).
Èçó÷åíèå ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Ôóðüå è èõ ëèíåéíûìè ñðåäíèìè â êëàñ-

ñàõ Lip(α, p) 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà÷àëîñü ñ ðàáîòû Ïðåññäîðôà [1]
è ïðîäîëæàëîñü â ñòàòüÿõ Ëåéíäëåðà, Òîòèêà, Ìîõàïàòðû, ×àíäðû è äð. Öå-
ëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðèáëèæåíèé ïî
ñèñòåìå {χk(x)}∞k=0. Ðàíåå ïîäîáíûå âîïðîñû íå ðàññìàòðèâàëèñü. Íàøà òåî-
ðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 4 èç [1], à òåîðåìà 2 � àíàëîãîì òåîðåìû
èç [2].

Ëåììà. Ïóñòü Fn(x) =
∑n

k=1
Dk(x)
n , n ∈ N. Äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) âåðíî

íåðàâåíñòâî |nFn(x)| ≤ Cx−2. Êðîìå òîãî, ‖Fn‖1 îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé
C1.

Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû óñòàíîâëåíà â [3, ñ. 139], äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé áó-
äåò îïóáëèêîâàíî â äðóãîé ðàáîòå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lip∗(α, p) è lim
δ→0

ω∗(f,δ)p
δα = 0.

Òîãäà

lim
n→∞
‖σn(f)− f‖p,α = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Èç [3, ñ.139] ñëåäóåò, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ρn‖p := ‖f −σn(f)‖p < ε ïðè n > n1.
Íàéäåìmk, òàêîå ÷òî ïðè h ∈ [0,m−1

k ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖f(x)−f(x	
h)‖p ≤ εm−αk . Ïðè ýòèõ h, ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî,
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îöåíèì ðàçíîñòü

‖ρn(x)− ρn(x	 h)‖p ≤

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

(f(x	 t)− f(x	 h	 t))Fn(t) dt

∥∥∥∥∥∥
p

+

+

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

(f(x)− f(x	 h))Fn(t) dt

∥∥∥∥∥∥
p

≤
1∫

0

‖f(x	 t)− f(x	 h	 t)‖p|Fn(t)| dt+

+

1∫
0

‖f(x)− f(x	 h)‖p|Fn(t)| dt = 2‖f(x)− f(x	 h)‖p‖Fn‖1 ≤ 2C1εm
−α
k .

Ïóñòü h ∈ [m−1
i+1,m

−1
i ), i ≥ k. Òîãäà

‖ρn(x)− ρn(x	 h)‖p ≤ 2C1εm
−α
i ≤ 2C1ε (N/mi+1)

α ≤ 2C1N
αεhα.

Ïóñòü òåïåðü h ∈ [m−1
k , 1). Òîãäà

‖ρn(x)− ρn(x	 h)‖p ≤ 2

1∫
0

‖f(x)− f(x	 t)‖p|Fn(t)| dt =

= 2

1/mk∫
0

‖f(x)−f(x	t)‖p|Fn(t)| dt+2

1∫
1/mk

‖f(x)−f(x	t)‖p|Fn(t)| dt = I1+I2.

Èìååì I1 ≤ 2εm−αk

1∫
0
|Fn(t)| dt ≤ 2C1εh

α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå

I2 ≤
1∫

1/mk

4‖f‖p
C

nx2 dx ≤ 4‖f‖pmkC/n.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (n > n0) ïîëó÷àåì I2 < εm−αk < εhα. Â ðåçóëüòàòå
I1 + I2 < (2C1 + 1)εhα ïðè n > n0. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖ρn‖p < ε
ïðè n > n1 ïîëó÷àåì ïðè n > max(n0, n1)

‖ρn‖p,α ≤ ε+ max(2C1N
α, 2C1 + 1)ε ≤ C2ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞
‖ρn‖p,α = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < β < α, 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lip∗(α, p) è An(f) =
Kn ∗ f , ãäå Kn ∈ L[0, 1). Òîãäà

‖An(f)− f‖p,β = O
(
nβ‖An(f)− f‖p + nβ−α(1 + ‖An‖Lp→Lp)

)
.

26



Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 < β < α, f ∈ Lip∗(α, p). Òîãäà
1) ‖Sn(f)− f‖p,β = O

(
nβ−α‖Dn‖1

)
ïðè p = 1 èëè p =∞;

2) ‖Sn(f)− f‖p,β = O
(
nβ−α

)
ïðè 1 < p <∞.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 0 < β < α, f ∈ Lip∗(α, p), 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà
‖Vn(f)− f‖p,β = O

(
nβ−α

)
.
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ÓÄÊ 513.6

È.À. Êëÿåâà

ÃÎÌÎËÎÃÈÈ ÏÐÈÂÅÄÅÍÍÛÕ ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ
ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÖÅÏÅÉ

ÐÀÇËÈ×ÍÎÉ ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÑÒÈ

Ïðè ïîñòðîåíèè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï ãîìîëîãèé òî-
ëåðàíòíûõ ðàññëîåíèé âîçíèêëà ïðîáëåìà ñîïîñòàâëåíèÿ îáû÷íîãî äëÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè îïðåäåëåíèÿ âûðîæäåííîñòè [1] è îïðåäåëåíèÿ âû-
ðîæäåííîñòè, èñïîëüçóåìîãî â òîëåðàíòíîì ñëó÷àå [2]. Â ñòàòüå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âîïðîñ î ñîâïàäåíèè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðóïï ãîìîëîãèé
ïðèâåäåííûõ òîëåðàíòíûõ êóáè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ (ÒÊÑ) öåïåé ðàçëè÷íîé
âûðîæäåííîñòè.

Äëÿ n ∈ N òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî

(
n
×
i=1

Im(i),
n
×
i=1

ιm(i)

)
[3, 4] áóäåì íà-

çûâàòü n-ìåðíûì òîëåðàíòíûì êóáîì ðàçìåðà (m(1),m(2), . . . ,m(n)).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü(X, τ) � ïðîèçâîëüíîå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à n,m(1), . . . ,m(n) � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ëþáîå

òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå u :

(
n
×
i=1

Im(i),
n
×
i=1

ιm(i)

)
−→ (X, τ) áóäåì íàçûâàòü

n-ìåðíûì òîëåðàíòíûì ñèíãóëÿðíûì êóáîì ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Äëÿ n > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn(X) àáåëåâó ãðóïïó, ñâîáîäíî ïîðîæäåí-
íóþ íàä Z âñåìè n-ìåðíûìè òîëåðàíòíûìè ñèíãóëÿðíûìè êóáàìè ïðîñòðàí-
ñòâà (X, τ), è ïîëîæèìQn(X) = 0 äëÿ öåëûõ n < 0. Ýëåìåíòû ãðóïïûQn(X)
áóäåì íàçûâàòü n-ìåðíûìè òîëåðàíòíûìè êóáè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè öå-
ïÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü t � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîëåðàíò-

íûé ñèíãóëÿðíûé êóá u : (
n
×
i=1

Im(i),
n
×
i=1

ιm(i)) −→ (X, τ) ðàçìåðíîñòè n áóäåì

íàçûâàòü t-âûðîæäåííûì, åñëè u âûðîæäåí õîòÿ áû ïî îäíîìó èç t ïîñëåä-
íèõ àðãóìåíòîâ, òî åñòü

(∀ j, n− t < j 6 n) (∀ k(i) = 0,m(i), i = 1, n)

u

(
k(1)

m(1) , . . . ,
k(j)

m(j) , . . . ,
k(n)

m(n)

)
= d0

ju

(
k(1)

m(1) , . . . ,
k̂(j)

m(j) , . . . ,
k(n)

m(n)

)
. (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D
(t)
n (X) ïîäãðóïïó â ãðóïïå ÒÊÑ öåïåé Qn(X), ïîðîæ-

äåííóþ n-ìåðíûìè t-âûðîæäåííûìè ÒÑ êóáàìè. Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

(∀ t > n) D(t)
n (X) = Dn(X), (2)

(∀ n) (∀ t) D(t)
n (X) ⊂ D(t+1)

n (X) ⊂ Dn(X), (3)

(∀ n > 1) (∀ t) ∂n(D
(t)
n (X)) ⊂ D

(t)
n−1(X). (4)

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ N èìååòñÿ öåïíîé êîìïëåêñ

C(t)(X) =
{
C(t)
n (X) = Qn(X)/D(t)

n (X), ∂n

}
n>0

ïðèâåäåííûõ ÒÊÑ öåïåé, ÷üè ãðóïïû öèêëîâ, ãðàíèö è ãîìîëîãèé îáîçíà÷èì:

Z(t)
n (X) = Ker∂n, B

(t)
n (X) = Im∂n+1,

H(t)
n (X) = Z(t)

n (X)/B(t)
n (X) = Hn(C

(t)(X)).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ êàæäîãî t ∈ N öåïíîé C(t) è ãîìîëîãè÷åñêèé H(t)

ôóíêòîðû íà êàòåãîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ T0 [4].

Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî t ∈ N èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ïî (X, τ) èçîìîð-
ôèçì

ϕ∗ =
{
ϕn∗ : H(t)

n (X) ∼= H(t+1)
n (X)

}
n>0

ôóíêòîðîâ H(t) è H(t+1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñþðúåê-

òèâíûé öåïíîé ãîìîìîðôèçì:

ϕ =
{
ϕn : C(t)

n (X)→ C(t+1)
n (X)

}
n>0

, ϕn(c+D(t)
n (X)) = c+D(t+1)

n (X).

Î÷åâèäíî, åãî ÿäðî Ker ϕ ⊂ Q(X)/D(t)(X) = C(t)(X). Ñëåäîâàòåëüíî, èìå-
åòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ, åñòåñòâåííî
çàâèñÿùàÿ îò ïðîñòðàíñòâà (X, τ):

0→ D(t+1)(X)/D(t)(X)
i
↪→ C(t)(X)

ϕ→ C(t+1)(X)→ 0.
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Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóöèðóåò åñòåñòâåííóþ ïî (X, τ) òî÷íóþ äëèííóþ
ãîìîëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

HH
HHY

H(C(t+1)(X))

���
��

H(C(t)(X))-H(D(t+1)(X)/D(t)(X)) i∗

ϕ∗δ

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

H(D(t+1)(X)/D(t)(X)) = 0.

Ïîýòîìó òî÷íîñòü äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâ

Ker ϕ∗ = Im i∗ = 0,

Im ϕ∗ = Ker δ = H(C(t)(X)).

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì åñòåñòâåííûé ïî (X, τ) èçîìîðôèçì:

ϕ∗ : H(C(t)(X)) ∼= H(C(t+1)(X)).
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Î ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ

Ïóñòü θ(x) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ, òðèæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (0, 1), θ′(x) < 0, θ(0) = 1, θ(1) = 0 è θ(θ(x)) ≡ x.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ θ′(x) = −xα, α > 0.
Ýòî óñëîâèå äåëàåò θ(x) íåäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x = 1.

Îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ èíâîëþöèè θ(x) äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Ly =
d

dx
y(θ(x)),
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îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
y(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ y(1) = 0, è òàêèõ, ÷òî y′(θ(x))θ′(x) ∈ L[0, 1].

Äëÿ ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L ñïðàâåäëèâ ñëå-
äóþùèé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê èõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, êîòîðûé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã èçâåñòíîãî ïðèçíàêà Æîðäàíà èç òåîðèè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è f(x)(1 − x)−α (1+α) ñóììèðóåìû íà
[0, 1], à íà îòðåçêå [a, b] ⊂ (0, 1) ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè-
÷åííóþ âàðèàöèþ. Òîãäà íà ëþáîì îòðåçêå [a1, b1] ⊂ (a, b) ðÿä Ôóðüå ôóíê-
öèè f(x) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1(x) ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ñî ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè: θ1(x) ∈ C3[0, 1], θ′1(x) < 0, θ1(0) = 1, θ1(1) = 0,
θ1(θ1(x)) ≡ x è θ1(x) ≡ θ(x) ïðè ε ≤ x ≤ 1− ε, ε = min{a, 1− b}.

Ïîëîæèì β =
1∫

0

√
−θ′1(t) dt è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ϕ(ξ) :

[0, β]→ [0, 1], êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
∫ ϕ(ξ)

0

√
−θ′1(t) dt ≡ ξ .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ(ξ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
è ϕ′(ξ) > 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà îòðåçêå [0, β] ôóíêöèþ f1(ξ) = f(ϕ(ξ)). Èç ñâîéñòâ
ôóíêöèè ϕ(ξ) ñëåäóåò, ÷òî f1(ξ) ñóììèðóåìà íà [0, β], íåïðåðûâíà íà [ξa, ξb] =
= [ϕ−1(a), ϕ−1(b)] è èìååò íà ýòîì îòðåçêå îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. Òîãäà
ïî òåîðåìå Æîðäàíà [1, ñ. 121] íà ëþáîì îòðåçêå [ã, b̃] ⊂ (ξa, ξb) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞
‖σr(f1, ξ)− f1(ξ)‖C[ã,b̃] = 0,

ãäå σr(f1, ξ) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f1(ξ) ïî ñèñòåìå
{exp 2kβ−1πiξ}∞−∞ ïî òåì k, äëÿ êîòîðûõ |2kπ| < βr. Èç ýòîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a1, b1] ⊂ (a, b) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ñõîäèìîñòü:

lim
r→∞

∥∥∥σr(f1, ξ)|ξ=ϕ−1(x) − f(x)
∥∥∥
C[a1,b1]

= 0. (1)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð L−1, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó L. Îí äåéñòâóåò
â ïðîñòðàíñòâå L[0, 1] ïî ôîðìóëå

L−1f =

θ(x)∫
0

f(t) dt . (2)

Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (2) â ðàáîòå [2] áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà
ðàâíîñõîäèìîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîé

lim
r→∞
‖Sr(f, x)− σr(f1, ξ)|ξ=ϕ−1(x)‖C[a1,b1] = 0 , (3)
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ãäå Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåðàòîðà (2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì
èç êðóãà |λ| < r. Òàê êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L è L−1 ñîâïà-
äàþò, òî èç ñîîòíîøåíèé (1) è (3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ
(ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06-01-00003).
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÅ Ñ ßÄÐÎÌ,
ÐÀÇÐÛÂÍÛÌ ÍÀ ËÎÌÀÍÛÕ ËÈÍÈßÕ

Ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå è ïî ñîá-
ñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì (ñ.ï.ô.) èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ñ ÿäðàìè, ðàçðûâíûìè íà ëîìàíûõ ëèíèÿõ, âïåðâûå ââåë â ðàññìîòðåíèå
À.Ï. Õðîìîâ [1]. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîãî îïåðàòîðà.

1. Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

y(x) = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t)dt, (1)

ÿäðî êîòîðîãî A (x, t) èìååò âèä

A(x, t) =



α1, 0 ≤ t ≤ 1/2− x
α5, 1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x
α2, 1/2 + x ≤ t ≤ 1

 , 0 ≤ x ≤ 1/2,

α3, 0 ≤ t ≤ −1/2 + x
α5, −1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x
α4, 3/2− x ≤ t ≤ 1

 , 1/2 ≤ x ≤ 1.

(2)
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Ëåììà 1. Åñëè y(x) = Rλ(A)f(x), òî

v′(x) = λDv(x) +Dm(x), x ∈ [0, 1/2], (3)

P0v(0) + P1v(1/2) = 0, (4)

ãäå v(x) = (v11(x), v12(x), v21(x), v22(x))> = (y(x), y(1/2 + x), y(1/2− x),
y(1− x))>,

D =


0 a b 0
c 0 0 d
−b 0 0 −a
0 −d −c 0


a = α5 − α2, b = α5 − α1, c = α3 − α5, d = α4 − α5,

m(x) = (f(x), f(1/2 + x), f(1/2− x), f(1− x))>, P0 =


−A 0 0 0
0 0 1 −B
0 −1 0 0
0 0 1 0

,

P1 =


1 −B 0 0
0 0 −A 0
1 0 0 0
0 0 0 −1

,
A è B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

{
α1x+ α3y = α5
α2x+ α4y = α5

ïðè óñëîâèè, ÷òî

det

(
α1 α3
α2 α4

)
6= 0. Îáðàòíî, åñëè v (x) = (v11(x), v12(x), v21(x), v22(x))> óäî-

âëåòâîðÿåò (3), (4) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëü-
êî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, è ìàòðèöà Q1 +Q2 íåâûðîæäåíà, ãäå

Q1 =

(
0 −1
−A 0

)
, à Q2 =

(
1 0
1 −B

)
òî Rλ ñóùåñòâóåò è

Rλ =

[
v11(x), 0 ≤ x ≤ 1/2,
v12(x− 1/2), 1/2 ≤ x ≤ 1.

Ëåììà 2. Ïðè óñëîâèè d 6= b, (d + b)2 − 4ac 6= 0 ìàòðèöà D ïîäîáíà
äèàãîíàëüíîé D1=diag(ω1, ω2, ω3, ω4), ïðè÷åì ω3 = −ω2, ω4 = −ω1, ω1 6= ω2.

2. Òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè

Ïðåîáðàçîâàíèå v = Γh, ãäå Γ−1DΓ = D1, ïðèâîäèò ñèñòåìó (3), (4) ê
âèäó

h′(x) = λD1h(x) + Γ−1Dm(x), (5)

U(h) = P0Γh(0) + P1Γh(1/2) = 0, (6)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(λ) = U(Y (x, λ)), ãäå Y (x, λ)=diag(eλω1x, eλωx, eλω3x,
eλω4x). Çàôèêñèðóåì argλ. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Reλω1 > Reλω2 > 0.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

det∆11 = det


γ11 −Bγ21 γ12 −Bγ22 −Aγ13 −Aγ14
−Aγ31 −Aγ32 γ33 −Bγ43 γ43 −Bγ44
γ11 γ12 −γ23 −γ24
−γ41 −γ42 γ33 γ34

 6= 0,

ãäå γij � ýëåìåíòû ìàòðèöû Γ.
Óäàëèì âñå íóëè det∆(λ) (à îíè è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

êðàåâîé çàäà÷è (5), (6)) âìåñòå ñ êðóãîâûìè îêðåñòíîñòÿìè îäíîãî è òîãî æå
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà δ, òîãäà â ïîëó÷èâøåéñÿ îáëàñòè Sδ èìååò ìåñòî
îöåíêà

det∆(λ) ≥ c · |eλ/2(ω1+ω2)|,

ãäå c > 0 è çàâèñèò òîëüêî îò δ.
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

u′(x) = λD1u(x) + Γ−1Dm(x),

U0(u) = u(0)− u(1/2) = 0.

Òåïåðü èç Sδ äîïîëíèòåëüíî óäàëåíû δ-îêðåñòíîñòè íóëåé
det∆0(λ), ∆0(λ) = U0(Y (x, λ)).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Åñëè ε ∈ (0, 1/4), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1] èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞
‖
∫
|λ|=r

|h(x, λ)− u(x, λ)|dλ ‖[ε, 1/2−ε]= 0,

(îêðóæíîñòè |λ| = r öåëèêîì íàõîäÿòñÿ â Sδ).

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé äëÿ ëþáîé f(x) ∈
L[0, 1] èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

lim
r→∞
‖ Sr(f, x)−

4∑
j=1

γkj
1

ωj
σr|ωj |(m1j , x−

k − 1

2
) ‖[k−1

2 +ε, k2−ε]
= 0, k = 1, 2,

ãäå ε ∈ (0, 1/4), Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñ.ï.ô. îïåðàòîðà
A äëÿ òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ |λk| < r; σr(f, x) �
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÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà u′(x),
u(0) = u(1/2) (u � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ0

k, äëÿ
êîòîðûõ |λ0

k| < r, m1j � êîìïîíåíòû Γ−1Dm(x).
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÁÅÑÊÎÀËÈÖÈÎÍÍÛÕ
ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÃÐ ÒÐÅÕ ËÈÖ

Ïîíÿòèå èåðàðõè÷åñêèõ èãð áûëî ïðåäëîæåíî Þ.Á. Ãåðìåéåðîì [1], êî-
òîðûé âìåñòå ñ ó÷åíèêàìè ñîçäàë ðàçâèòóþ òåîðèþ òàêèõ èãð [2, 3]. Òåîðèÿ
æå èåðàðõè÷åñêèõ èãð òðåõ ëèö íå ÿâëÿåòñÿ òàêîé ïîëíîé è çàâåðøåííîé. Â
ðàáîòå [4] àâòîðîì ðàññìàòðèâàëèñü èåðàðõè÷åñêèå èãðû òðåõ ëèö ñ êîàëè-
öèÿìè. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðîìó êëàññó áåñêîàëèöèîííûõ
èåðàðõè÷åñêèõ èãð òðåõ ëèö.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ãëàâíûé óïðàâëÿþùèé èãðîê (¾õîçÿ-
èí¿) óïðàâëÿåò ïîä÷èíåííûì ÷åðåç ïîñðåäíèêà (¾äèðåêòîðà¿). Äîõîä ¾õî-
çÿèíà¿ ÿâíî çàâèñèò îò äåéñòâèé åãî è ïîä÷èíåííîãî, äîõîä ¾äèðåêòîðà¿ �
îò äåéñòâèé ¾õîçÿèíà¿, äîõîä ïîä÷èíåííîãî � îò äåéñòâèé åãî è ¾õîçÿèíà¿.
¾Õîçÿèí¿ âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ êàê ôóíêöèþ îò äåéñòâèé ¾äèðåêòîðà¿,
à ñòðàòåãèÿ ¾äèðåêòîðà¿, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò äåéñòâèé
ïîä÷èíåííîãî. Êàê è îáû÷íî â èåðàðõè÷åñêèõ èãðàõ, ïåðâûé èãðîê ïåðâûì
âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ è ñîîáùàåò åå âòîðîìó èãðîêó, çàòåì âòîðîé èãðîê
âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ è ñîîáùàåò åå òðåòüåìó èãðîêó, ïîñëå ÷åãî äåëàåò
ñâîé âûáîð òðåòèé èãðîê, îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì èñõîä èãðû. Êàæäûé èãðîê
äåéñòâóåò â ñâîèõ èíòåðåñàõ, ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ôóíêöèþ âûèãðûøà. Äëÿ
óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû.

Ïóñòü äàíà èãðà Γ = (X, Y, Z, F,G,H), ãäå X, Y, Z � ìíîæåñòâà ñòðàòå-
ãèé èãðîêîâ, F,G,H � èõ ôóíêöèè âûèãðûøà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëî-
æåííûì F îòîáðàæàåò X × Z â R, G − Y â R, H − Y × Z â R. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå èíôîðìàöèîííîå ðàñøèðåíèå äàííîé èãðû: Γ =
= (Ψ1,Φ2, Z, F ,G,H), ãäå Ψ1 = {ψ1}, ψ1 : Φ2 → X, Φ2 = {ϕ2}, ϕ2 : Z → Y ,
ïðè âñåõ ψ1, ϕ2, z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F (ψ1, ϕ2, z) = F (ψ1(ϕ2), ϕ2(z), z),
ôóíêöèè G è H îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîñëå âûáîðà ïåðâûì èãðîêîì
ñâîåé ñòðàòåãèè ψ1 âòîðîé èãðîê, äåéñòâóÿ â ñâîèõ èíòåðåñàõ, ìîæåò âûáè-
ðàòü ñâîè ñòðàòåãèè òîëüêî èç ìíîæåñòâà

M2(ψ1) =
{
ϕ′2 : G(ψ1(ϕ

′
2)) = max

ϕ2∈Φ2

G(ψ1(ϕ2))
}
.
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Àíàëîãè÷íî ïîñëå âûáîðà âòîðûì èãðîêîì ñâîåé ñòðàòåãèè ψ2 òðåòèé
èãðîê âûáèðàåò ñâîè ñòðàòåãèè èç ìíîæåñòâà

M3(ϕ2) =
{
z′ : H(ϕ2(z

′), z′) = max
z∈Z

H(ϕ2(z), z)
}
.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà
â èãðå Γ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(Γ) = max
ψ1∈Ψ1

min
ϕ2∈M2(ψ1)

min
z∈M3(ϕ2)

F (ψ1(ϕ2), z).

Âû÷èñëåíèå γ(Γ) � ýòî ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñîñòîèò â ñâåäåíèè äàííîé çàäà÷è ê íåñêîëüêèì
ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì íà èñõîäíûõ ìíîæåñòâàõ X, Y , Z è óêàçàíèè ñòðà-
òåãèé, îáåñïå÷èâàþùèõ óïðàâëÿþùåìó èãðîêó äàííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Γ) = γ = max(γ1, γ2),

ãäå γ1 = max
x∈D2

γ(x), D2 = {x′ : G(x′) > min
x∈X

G(x)}, γ(x) = max(K(x),M(x)),

K(x) = max
z∈D3

F (x, z), D3 = {z′ : max
y∈Y

H(y, z′) > L3}, L3 = max
z∈Z

min
y∈Y

H(y, z),

M(x) = min
z∈E3

F (x, z), E3 = {z′ ∈ Z : min
y∈Y

H(y, z′) = L3},
γ2 = max

x∈E2

min
z∈D3∪E3

F (x, z), E2 = {x′ : G(x′) = min
x∈X

G(x)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïîñòðîèì
ñòðàòåãèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ ïåðâîìó èãðîêó ðåçóëüòàò γ. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèå ñëó÷àè.

1. γ1 ≥ γ2. Òîãäà γ = γ1 = max
x∈D2

γ(x) = γ(x0
1), ãäå γ(x0

1) = max(K(x0
1),

M(x0
1)). Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.

1à. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî K(x0
1) ≥ M(x0

1). Òîãäà γ(x0
1) = K(x0

1) =
= max

z∈D3

F (x0
1, z) = F (x0

1, z
0
1), ïðè÷åì max

y∈Y
H(y, z0

1) > L3.

Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà ðàâåíñòâîì

ψ0
1(ϕ2) =

{
x0

1, åñëè ϕ2 = ϕ0
2,

x−, åñëè ϕ2 6= ϕ0
2,

(1)

ãäå òî÷êà x− îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ G(x−) = min
x∈X

G(x), ñòðàòåãèÿ ϕ0
2 îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ϕ0
2(z) =

{
ϕ+

1 (z), åñëè z = z0
1,

ϕ−1 (z), åñëè z 6= z0
1,
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ãäå ïðè âñåõ z ∈ Z H(ϕ+
1 (z), z) = max

y∈Y
H(y, z), H(ϕ−1 (z), z) = min

y∈Y
H(y, z).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âåðíû ðàâåíñòâà M2(ψ
0
1) = {ϕ0

2},
M3(ϕ

0
2) = {z0

1} è, ñëåäîâàòåëüíî,

min
ϕ2∈M2(ψ0

1)
min

z∈M3(ϕ0
2)
F (ψ0

1(ϕ2), z) = F (ψ0
1(ϕ0

2), z
0
1) = F (x0

1, z
0
1) = γ1,

è ðåçóëüòàò γ1 ãàðàíòèðîâàí ïåðâîìó èãðîêó.
1á. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî K(x0

1) < M(x0
1). Òîãäà γ(x0

1) = M(x0
1) =

= min
z∈E3

F (x0
1, z). Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1), íî â

äàííîì ñëó÷àå èìååì

ϕ0
2(z) =

{
ϕ+

1 (z), åñëè z ∈ E3,

ϕ−1 (z), åñëè z 6∈ E3.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ M2(ψ
0
1) = {ϕ0

2}, M3(ϕ
0
2) ⊂ E3 è, ñëåäîâàòåëüíî,

min
ϕ2∈M2(ψ0

1)
min

z∈M3(ϕ0
2)
F (ψ0

1(ϕ2), z) ≥ min
z∈E3

F (x0
1, z) = γ(x0

1) ,

è îïÿòü ðåçóëüòàò γ1 ïåðâîìó èãðîêó ãàðàíòèðîâàí.
2. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî γ1 < γ2, òî åñòü

γ = γ2 = max
x∈E2

min
z∈D3∪E3

F (x, z). Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ψ0

1(ϕ2) ≡ x0
2,

ãäå òî÷êà x0
2 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

min
z∈D3∪E3

F (x0
2, z) = max

x∈E2

min
z∈D3∪E3

F (x, z) = γ2 .

Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå M2(ψ
0
1) = Φ2 è ïðè âñåõ ϕ2 ∈ Φ2 M3(ϕ2) ⊂

⊂ D3 ∪ E3, òî âåðíî íåðàâåíñòâî

min
ϕ2∈M2(ψ0

1)
min

z∈M3(ϕ2)
F (ψ0

1(ϕ2), z) ≥ min
z∈D3∪E3

F (x0
2, z) = γ2 ,

è ðåçóëüòàò γ2 ïåðâîìó èãðîêó ãàðàíòèðîâàí.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî, äåéñòâóÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì, ïåðâûé èãðîê

ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø γ = max(γ1, γ2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
áîëüøåãî âûèãðûøà îí ñåáå ãàðàíòèðîâàòü íå ìîæåò. Òàêèì îáðàçîì, âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ(Γ) = γ = max(γ1, γ2), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Î ÁÀÇÈÑÀÕ ÐÈÑÑÀ
ÈÇ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ È ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îïåðàòîðàìè îòðàæåíèÿ, êîòîðûå
èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

αjy
′(x) + βjy

′(γj−1 + γj − x) + pj1(x)y(x) + pj2(x)y(γj−1 + γj − x), (1)

x ∈ [γj−1, γj], (j = 1, 2, 3), 0 = γ0 < γ1 < γ2 < γ3 = 1,

1∫
0

y(t)dσ(t) = 0. (2)

Íàì óäîáíî çàìåíîé îòðåçêîâ [γj−1, γj] íà [0, 1] ïðèâåñòè î÷åâèäíûì îáðàçîì
(1), (2) ê ñëåäóþùåìó îïåðàòîðó â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé ðàçìåðíî-
ñòè 3:

Ly = l[y] =
α1y

′
1(x) + β1y

′
1(1− x) + p11(x)y1(x) + p12(x)y1(1− x),

α2y
′
2(x) + β2y

′
2(1− x) + p21(x)y2(x) + p22(x)y2(1− x),

(3)

y′3(x) = p(x)y3(x),

y1(0) = y3(1), y2(1) = y3(0),

1∫
0

y1(t)dσ1(t) +

1∫
0

y2(t)dσ2(t) +

1∫
0

y3(t)dσ3(t) = 0. (4)

Çäåñü y(x) = (y1(x), y2(x), y3(x))T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), αj, βj, pij(x)
èìåþò íîâûé ñìûñë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α2

j 6= β2
j , βj 6= 0, p(x) è pij(x) ∈

C1[0, 1], σj(x) (j = 1, 2, 3) � ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, èìåþùèå
ñêà÷êè â òî÷êàõ 0 è 1.

Ïóñòü y = Rλf , ãäå Rλ = (L − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòî-
ðà L (λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð), f(x) =
(f1(x), f2(x), f3(x))T . Òîãäà y óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

α1y
′
1(x) + β1y

′
1(1− x) + p11(x)y1(x) + p12(x)y1(1− x) = λy1(x) + f1(x), (5)

α2y
′
2(x) + β2y

′
2(1− x) + p21(x)y2(x) + p22(x)y2(1− x) = λy2(x) + f2(x), (6)

y′3(x) + p(x)y3(x) = λy3(x) + f3(x) (7)
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è óñëîâèÿì (4). Ââåäåì êðàåâóþ çàäà÷ó:

u′ + P̃ (x)u− λDu = m̃(x), (8)

M̃0u(0) + M̃1u(1) = 0, (9)

1∫
0

(u1(t) + b1u2(t))dσ1(t) +

1∫
0

(u3(t) + b2u4(t))dσ2(t) +

1∫
0

u5(t)dσ3(t) = 0, (10)

ãäå u = (u1, . . . , u5)
T , P̃ (x) = diag(B−1

1 Q−1
1 P1(x)B1,

B−1
2 Q−1

2 P2(x)B2,B
−1
3 Q−1

3 P3(x)B3), Bk =

(
1 bk
bk 1

)
(k = 1, 2),

bk = β−1
k (i
√
dk + αk) (k = 1, 2), B3 = (1), Qk =

(
αk −βk
βk −αk

)
(k = 1, 2),Q3 = (1), Pk(x) =

(
pk1(x) pk2(x)

pk2(1− x) pk1(1− x)

)
(k = 1, 2),

P3(x) = (p(x)), D = diag(D1, D2, D3), Dk = diag(i
√
dk,−i

√
dk)

(k = 1, 2), D3 = (1), dk = β2
k − α2

k (k = 1, 2), m̃(x) = diag(B−1
1 Q−1

1 ,
B−1

2 Q−1
2 , B−1

3 Q−1
3 )m(x), m(x) = (m1(x), . . . ,m5(x))T , m1(x) = f1(x),

m2(x) = f1(1 − x), m3(x) = f2(x), m4(x) = f2(1 − x), m5(x) = f3(x),
M̃0 = M0B, M̃1 = M1B,Mk (k = 0, 1) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4×5 ñ ýëåìåí-

òàìè m
(k)
ij , m

(0)
11 = m

(0)
34 = m

(0)
44 = m

(1)
22 = 1, m

(0)
35 = m

(1)
15 = m

(1)
25 = m

(1)
43 = −1,

m
(k)
ij = 0 ïðè îñòàëüíûõ i, j è k = 0, 1, B = diag(B1, B2, B3).

Ëåììà 1. Åñëè y = Rλf , u(x, λ) � ðåøåíèå çàäà÷è (8) − (10) è
z(x) = Bu(x, λ), òî z1(x) = y1(x), z3(x) = y2(x), z5(x) = y3(x), ãäå
z(x) = (z1(x), . . . , z5(x))T .

Ïðèñóòñòâèå ìàòðèöû P̃ (x) â (8) ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì ïðåïÿòñòâèåì â èñ-
ñëåäîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (8)-(10). Çäåñü ìû ïðèâåäåì åå ïðåîáðàçîâàíèå,
çàìåíÿþùåå P̃ (x) íà ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè O(λ−1) [1, c. 48-58].

Ïóñòü H0(x) = (H01(x), H02(x), H03(x)), ãäå H01(x) = diag(h1(x), h2(x)),

H02(x) = diag(h3(x), h4(x)), hi(x) = exp
(
−

x∫
0
p̃ii(t)dt

)
, p̃ii(x) � äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ìàòðèöû P̃ (x); H1(x) = diag(H11(x), H12(x), H13(x)), ãäå H13(x) =
0, H1k(x) (k = 1, 2) � êîäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ H ′0k(x) + P̃k(x)H0k(x) + (H1k(x)Dk −
DkH1k(x)) = 0, P̃k(x) = B−1

k Q−1
k Pk(x)Bk.

Òåîðåìà 1. Ïðè áîëüøèõ |λ| íåîñîáîå ïðåîáðàçîâàíèå u = H(x, λ)v, ãäå
H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x), ïðèâîäèò ñèñòåìó (8)− (10) ê âèäó

v′ + Pλ(x)v − λDv = m(x, λ), (11)

u1(v) = u1(H(x, λ)v) = M0λv(0) +M1λv(1) = 0, (12)
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u2(v) = u1(H(x, λ)v) =

=
1∫

0
[h1(t) + λ−1b1r̃2(t))v1(t) + (b1h2(t) + λ−1r̃1(t)v2(t)]dσ1(t)+

+
1∫

0
[(h3(t) + λ−1b2r̃4(t))v3(t) + (b2h4(t) + λ−1r̃3(t))v4(t)]dσ2(t)+

+
1∫

0
h5(t)v5(t)dσ3(t) = 0,

(13)

ãäå Pλ(x) = λ−1H−1(x, λ)(H ′1(x) + P̃ (x)H1(x)), m(x, λ) = H−1(x, λ)m̃(x),
M0λ = M̃0H(0, λ), M1λ = M̃1H(1, λ), r̃k(t) (k = 1, 2) � ýëåìåíòû ìàòðèöû
H11(t), r̃k(t) (k = 3, 4) � ýëåìåíòû ìàòðèöû H12(t).

Ëåììà 2. Åñëè v(x, λ) = (v1(x, λ), . . . , v5(x, λ))T ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì (11) − (13), òî Rλf = ((h1(x) + λ−1b1r̃2(x))v1(x, λ) +
(b1h2(x) + λ−1r̃1(x))v2(x, λ), (h3(x) + λ−1b2r̃4(x))v3(x, λ) + (b2h4(x) +
λ−1r̃5(x))v4(x, λ), h5(x)v5(x, λ))T .

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî d1 > 0, d2 > 0 è ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå
b1b2(α10+b1α11+α31)(α20+b2α21+b2α30)(b1α10+α11+b2α31)(b2α20+α21+α30) 6=
0, ãäå αi0 = σi(+0)− σi(0), αi1 = σi(1)− σi(1− 0) (i = 1, 2, 3).

Ëåììà 3. Ïðè îòîáðàæåíèè µ = iλ/d1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è
(11)− (13) íàõîäÿòñÿ â äâóõ ïîëîñàõ: âäîëü ìíèìîé è âåùåñòâåííîé îñåé.
Ïðè÷åì â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå |Imµ − t| ≤ 1 ïåðâîé ïîëîñû è ëþáîì
ïðÿìîóãîëüíèêå |Reµ− t| âòîðîé ïîëîñû ÷èñëî ýòèõ íóëåé îãðàíè÷åíî ïðè
âñåõ âåùåñòâåííûõ t.

Óäàëèì èç ýòèõ ïîëîñ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âìåñòå ñ èõ δ-îêðåñòíîñòÿìè
è ïîëó÷åííûå îáëàñòè îáîçíà÷èì Π1(δ) (äëÿ îáëàñòè âäîëü ìíèìîé îñè) è
Π2(δ).

Òàêæå, êàê è â [2] ïðåäñòàâèì ïîëîñó èç ëåììû 3, ðàñïîëîæåííóþ âäîëü
ìíèìîé îñè â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ãðóïï ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ãðàíèöû êîòîðûõ Γk,1 (k = ±1,±2, . . . ) (ïðè âîçðàñòàíèè |k|
êîíòóðû óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò) ñîñòîÿò èç îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà
ïðÿìûõ Reµ = h (h � øèðèíà ïîëîñû), Reµ = 0 è èç îòðåçêîâ äëèíû
h, ïàðàëëåëüíûõ âåùåñòâåííîé îñè. Êîíòóðû Γk,1 ïðèíàäëåæàò Π1(δ) è äëÿ
êàæäîãî Γk,1 êîíêðåòíîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò öåëîå tk, ÷òî Γk,1 = Γ + itk,
ãäå Γ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð èç ýòîé ãðóï-
ïû. Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ è äëÿ âòîðîé ïîëîñû èç ëåììû 3.
Ïîñòðîåííûå â íåé êîíòóðû îáîçíà÷èì Γk,2 (k = ±1,±2, . . . ).

Ëåììà 4. Ïóñòü Γk � ëþáîé èç êîíòóðîâ Γk,1,Γk,2 è J � ëþáîé êîíå÷-
íûé íàáîð äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ öåëûõ ÷èñåë è R(µ) = R−iµ

√
d1
.
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Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà∥∥∥∑
k∈J

∫
Γk

R(µ)dµ
∥∥∥ ≤ c,

ðàâíîìåðíàÿ ïî J .

Ëåììà 5. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (ñ.ï.ô.)
ïîëíà â L3

2[0, 1].

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ñ.ï.ô. ôóíêöèé îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà
ñî ñêîáêàìè â L3

2[0, 1]. Ïðè ýòîì â ñêîáêè ñëåäóåò îáúåäèíÿòü òå ñ.ï.ô.,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λm, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà
iλm/

√
d1 ïîïàëè âíóòðü êîíòóðîâ Γk.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06�01�
00003) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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Þ.Â. Êóðûøîâà

ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÓÇËÎÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà q ∈ L2(0, π)
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L(q,M), çàäàííîãî âûðàæåíèåì

`y ≡ −y′′ + q(x)y +

x∫
0

M(x, t)y(t)dt, x ∈ [0, π],

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
y(0) = y(π) = 0,

ïî òàê íàçûâàåìûì óçëàì � íóëÿì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ÑÔ). Ñóììèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ M(x, t) ïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Óçëû êàê ñïåêòðàëüíûå äàííûå (ÑÄ) áûëè ââåäåíû â ðàáîòå Äæîéñ Ìà-
êëàõëèí [1], ãäå äîêàçûâàëàñü åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êëàññè÷åñêîãî

40



îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ïî óçëàì. Äëÿ óêàçàííîãî èíòåãðîäèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà â [2] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
îáðàòíîé óçëîâîé çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì λ = ρ2 è {λn}∞1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ÑÇ) êðàåâîé çàäà÷è,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì òàêæå êàê è îïåðàòîð L(q,M)

`y = λy, (1)

y(0) = y(π) = 0. (2)

Ïóñòü S(x, λ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1. Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

S(x, λ) = sin ρx
ρ −

cos ρx
2ρ2

x∫
0
q(t)dt+ 1

2ρ2

x∫
0

cos ρ(x− 2t)q(t)dt+

+ 1
ρ2

x∫
0

sin ρ(x− t)dt
t∫

0
M(t, ξ) sin ρξdξ +O(e

|τ |x

ρ3 ).
(3)

Ôóíêöèè S(x, λn) ÿâëÿþòñÿ ÑÔ çàäà÷è (1), (2), à ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÇ
ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè çàäà÷è ∆(λ) = S(π, λ), òî
åñòü ∆(λn) = S(π, λn) = 0.

Èç àñèìïòîòèêè ÑÔ ÿñíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , óçëû
çàäà÷è L(q,M) èìåþò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è óçëû L(q, 0) (ñì. [1]). Òî åñòü,
êàæäàÿ n-ÿ ÑÔ, èìååò âíóòðè èíòåðâàëà (0, π) ðîâíî n íóëåé (n > N) è óçëû
îáðàçóþò ïëîòíîå â (0, π) ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ïîçèöèþ j-ãî óçëà n-é ÑÔ

x
(n)
j . Èç (3) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî S(x, λn) � ÑÔ, ïîëó÷àåì

ρnx
(n)
j = πj +O(

1

ρn
), ρn :=

√
λn, n ∈ N. (4)

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

ρn = n+
1

2πn

π∫
0

q(t)dt+
κn
n
, n ∈ N, {κn}∞n=1 ∈ l2. (5)

Ïîëîæèì â (5) x = x
(n)
j , λ = λn è, ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà cos ρnx

(n)
j , ïîëó÷èì

tgρnx
(n)
j = 1

2ρn

x
(n)
j∫
0
q(t)dt− 1

2ρn cos ρnx
(n)
j

x
(n)
j∫
0

cos ρn(x
(n)
j − 2t)q(t)dt−

− 1
2ρn cos ρnx

(n)
j

x
(n)
j∫
0

sin ρn(x
(n)
j − t)dt

t∫
0
M(t, ξ) sin ρnξdξ +O( 1

ρ2
n
).
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà äëÿ òàíãåíñà è, êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ñ (4), èìååì

ρnx
(n)
j = jπ + 1

2ρn

x
(n)
j∫
0
q(t)dt− 1

2ρn cos ρnx
(n)
j

x
(n)
j∫
0

cos ρn(x
(n)
j − 2t)q(t)dt−

− 1
2ρn cos ρnx

(n)
j

x
(n)
j∫
0

sin ρn(x
(n)
j − t)dt

t∫
0
M(t, ξ) sin ρnξdξ +O( 1

ρ2
n
).

(6)

Ïîëîæèì â (3) x = π, λ = λn. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S(π, λn) = 0 è, ñíîâà
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷èì

πρn = πn+ 1
2ρn

π∫
0
q(t)dt− 1

2ρn cosπρn

π∫
0

cos ρn(π − 2t)q(t)dt−

− 1
2ρn cosπρn

π∫
0

sin ρn(π − t)dt
t∫

0
M(t, ξ) sin ρnξdξ +O( 1

ρ2
n
).

Îòñþäà,

lim
n→∞

(ρn − n)ρn =
1

2π

π∫
0

q(t)dt. (7)

Èç (5), î÷åâèäíî, èìååì ρn
n → 1, ïðè n → ∞. Çàôèêñèðóåì x è âûáåðåì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü jnπ
n → x (jnπn 6= x) ïðè n→∞. Èç (6) èìååì

ρn
n
x

(n)
jn

=
jnπ

n
+O(

1

n2 ).

Òîãäà äëÿ âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ

x
(n)
jn
→ x, ïðè n→∞. (8)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(

(ρnx
(n)
jn
− jnπ) + x

(n)
jn

(n− ρn)
)
ρn äëÿ

âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. Ñ
ó÷åòîì (6), (8) è (7), ïîëó÷èì

lim
n→∞

(
(ρnx

(n)
jn
− jnπ) + x

(n)
jn

(n− ρn)
)
ρn =

1

2

x∫
0

q(t)dt− x

2π

π∫
0

q(t)dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ïðåäåë â ñèëó àñèìòîòèêè (5) ðàâåí

g(x) := lim
n→∞

(
nx

(n)
jn
− jnπ

)
n. (9)

Èòàê,
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g(x) =
1

2

x∫
0

q(t)dt− x

2π

π∫
0

q(t)dt. (10)

Ôóíêöèÿ g(x) ∈ AC[0, π]. Äèôôåðåíöèðóÿ (10), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g(0) =
= g(π) = 0, ïîëó÷èì

g′(x) =
1

2
q(x)− 1

2π

π∫
0

q(t)dt ï.â. íà [0, π].

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü NS[0, π] � ìíîæåñòâî óçëîâ çàäà÷è (1), (2), à X �
ïëîòíîå åãî ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ òî÷êè x ∈ [0, π] âûáåðåì ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {x(n)
jn
} ⊂ X, ê íåé ñõîäÿùóþñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë g(x) â

(9) è èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà:

q(x) = 2g′(x) +
1

π

π∫
0

q(t)dt ï.â. íà [0, π].

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ïðîáëåìà ïåðåîïðåäåëåííîñòè óçëîâûõ ÑÄ äëÿ ëþ-
áûõ îáðàòíûõ çàäà÷, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîãî
ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà óçëîâ èç NS[0, π]. Â [3], ãäå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ
çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ, ñäåëàíà ïîïûòêà ïðåîäîëåòü ýòó
ïåðåîïðåäåëåííîñòü, âçÿâ çà ÑÄ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé óçëîâ ñ îäèíàêîâûì àñèïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è ÍÍÑ (ïðîåêòû
07-01-00003 è 07-01-92000-ÍÍÑ-à).
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ÓÄÊ 517.5
À.Ë. Ëóêàøîâ

ÎÖÅÍÊÀ ÊÎÍÑÒÀÍÒ ËÅÁÅÃÀ
ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

ÍÀ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÎÒÐÅÇÊÀÕ

Èçó÷åíèå êîíñòàíò Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ Ëàãðàíæà íà
ìíîæåñòâàõ � îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ (ñì., íà-
ïðèìåð, [1]). Îñíîâíàÿ öåëü ïðåäëàãàåìîé ñòàòüè � äàòü îöåíêó êîíñòàíòû
Ëåáåãà äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ è ìàòðèöû óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ,
ñîñòàâëåííîé èç íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (ïîäðîáíåå î òåðìèíîëîãèè è èñòîðèè
âîïðîñà ñì. [2]). ÏóñòüE = [a1, a2]∪· · ·∪[a2l−1, a2l] � ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îòðåçêîâ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé òàêàÿ, ÷òî ωj(∞) ∈ Q, j = 1, . . . , l, ãäå
ωj(∞) � ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû îòðåçêîâ [a2j−1, a2j] îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè. Äàëåå, ïóñòü Tn(x) � ìíîãî÷ëåíû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ
îò íóëÿ íà E, è xk,n � èõ íóëè, îáðàçóþùèå ìàòðèöó óçëîâ èíòåðïîëèðîâà-
íèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû Ëåáåãà, ò.å.

Ln = max
x∈E

n∑
k=1

∣∣∣∣ Tn(x)

T ′n(xk,n)(x− xk,n)

∣∣∣∣ .
Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàíåå óñëîâèé

lim sup
n→∞

Ln
log n

≥ 2

π
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè ðàöèîíàëüíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ìåð ñî-
ñòàâëÿþùèõ E îòðåçêîâ äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ N ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí, íàè-
ìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà E ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì òî÷åê óêëîíåíèÿ
(n + l). Òîãäà ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé nq, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà
E, èìåþò âèä

Tnq(x) = Tn(Tq(x)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç yj,n, j = 1, . . . , n, íóëè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà
Tn, òîãäà

Lnq = max
x∈E

n∑
j=1

Tn(y)|
|T ′n(yj,n)||y − yj,n|

∑
k:Tq(xk,nq)=yj,n

|Tq(x)− yj,n|
|T ′q (xk,nq)||x− xk,nq|

≥

max
x∈E

n∑
j=1

Tn(y)|
|T ′n(yj,n)||y − yj,n|

∣∣∣∣∣∣
∑

k:Tq(xk,nq)=yj,n

(Tq(x)− yj,n)
T ′q (xk,nq)(x− xk,nq)

∣∣∣∣∣∣ .
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Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà åäèíèöå ïî ñâîéñòâàì èíòåðïîëÿöèîííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîíñòàíòó Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííûõ
ïðîöåññîâ Ëàãðàíæà ïî íóëÿì êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà, êîòî-
ðàÿ, êàê èçâåñòíî (ñì. [1]) ðàâíà

2

π
log n+ C + o(1).

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.01).
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ÓÄÊ 518.91
À.Ä.Ëóíüêîâ

ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÀÍÅËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ
ÄËß ÄÅÌÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ

ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÕ ÐÅÃÈÎÍÎÂ

Â äàííîé ñòàòüå ïîñòðîåíà ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íà îñ-
íîâå äàííûõ ïî ðåãèîíàì Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé
ðîæäàåìîñòè îò ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ.

Èñïîëüçóþòñÿ äàííûå äëÿ 77 àäìèíèñòðàòèâíûõ åäèíèö (Ìîñêâà, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, îáëàñòè, êðàÿ, ðåñïóáëèêè). Èç íàáëþäåíèÿ ââèäó íåäîñòàòî÷íî-
ñòè äàííûõ èñêëþ÷åíà ëèøü ×å÷åíñêàÿ Ðåñïóáëèêà. Ïîêàçàòåëè îòíîñÿò-
ñÿ ê 2001-2006 ã.ã. Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ íà ñàéòå Ðîñêîìñòàòà
www.gks.ru è â Ðîññèéñêîì ñòàòèñòè÷åñêîì åæåãîäíèêå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Y � ÷èñëî ðîäèâøèõñÿ äåòåé, îòíåñåííîå ê ÷èñëó
ñîâåðøåííîëåòíèõ ãðàæäàí; X1 � ÷èñëî áðàêîâ, îòíåñåííîå ê òîìó æå ïîêà-
çàòåëþ; X2 � ÷èñëî ðàçâîäîâ, îòíåñåííîå ê òîìó æå ïîêàçàòåëþ; X3 � ÷èñëî
çàðåãèñòðèðîâàííûõ áåçðàáîòíûõ, îòíåñåííîå êî âñåìó íàñåëåíèþ (íà íà÷àëî
ãîäà); X4 � ÷èñëî ïðåñòóïëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáîðîòîì îðóæèÿ, îòíåñåííîå
êî âñåìó íàñåëåíèþ.

Ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ � çàâèñèìàÿ, îíà âûáðàíà â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ,
õàðàêòåðèçóþùåãî ðîæäàåìîñòü. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå âûáðàíû îáúÿñíÿ-
þøèìè äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

Ýòè ôàêòîðû õàðàêòåðèçóþò îòíîøåíèå â îáùåñòâå ê áðàêó, óðîâåíü ñî-
öèàëüíîãî ñòðåññà, óðîâåíü ýêîíîìè÷åñêîé íåñòàáèëüíîñòè. Ê ñîæàëåíèþ,
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îòñóòñòâóåò â äîëæíîì îáúåìå èíôîðìàöèÿ î ïîêàçàòåëÿõ, àäåêâàòíî õàðàê-
òåðèçóþùèõ êà÷åñòâî çäðàâîîõðàíåíèÿ. Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ, íàïðèìåð
â [1], òàêèì ïîêàçàòåëåì ñ÷èòàåòñÿ ñìåðòíîñòü îò àïïåíäèöèòà � ïîêàçàòåëü,
áëèçêèé ê íóëþ ïðè ìèíèìàëüíîì ïîðÿäêå â ëå÷åáíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ. Ïðè-
íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî âðà÷åé, áîëüíèö, êîéêî-ìåñò íà äóøó íàñåëåíèÿ,
õàðàêòåðèçóåò ëèøü êîëè÷åñòâåííóþ ñòîðîíó ïðîöåññà.

Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè ïðàê-
òè÷åñêè íåçíà÷èìû.

Êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü, îïèñàííàÿ â [2], èìååò âèä

Y = Xβ + ε, E (ε) = 0; V (ε) = E (εε′) = σ2In.

Îöåíèâ íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ïîëó÷àåì ìîäåëü ñëåäóþùåãî âèäà:

y = 1, 2 x1 − 0, 75 x2 + 120, 73 + 0, 01 x4 + 4, 36.

Âñå êîýôôèöèåíòû çíà÷èìû íà ñòàíäàðòíîì óðîâíå 0,95, çíà÷èìà è
ìîäåëü. Îäíàêî êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè îáúÿñíÿåò ëèøü 42% èçìåíå-
íèÿ äèñïåðñèè. Êðîìå òîãî, çíàêè ïðè êîýôôèöèåíòàõ ïðîòèâîðå÷àò åñòå-
ñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèÿì (íåîáúÿñíèìî, íàïðèìåð, âûòåêàþùåå äëÿ ìîäå-
ëè ïðåäïîëîæåíèå î ïîëîæèòåëüíîì âëèÿíèè ðîñòà ïðåñòóïíîñòè è áåçðàáî-
òèöû íà ðîæäàåìîñòü). Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü íåëüçÿ ñ÷èòàòü àäåêâàòíîé.

Ïðèìåíÿÿ ìîäåëü ê ðàññìàòðèâàåìûì äàííûì, ìû íå ó÷èòûâàåì òî, ÷òî
â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ âðåìåííûõ ïåðèîäîâ íàáëþäàþòñÿ îäíè è òå æå îáú-
åêòû (ðåãèîíû). Äàííûå èìåþò ïàíåëüíóþ ñòðóêòóðó. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ
êîìïîíåíò ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

yit = αi + x′itβ + εit.

Çäåñü yit � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé åäèíèöû i â ìîìåíò
âðåìåíè t, xit � íàáîð îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ (âåêòîð ðàçìåðíîñòè k) è
εit � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îøèáêà, i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T . Â çàâèñèìîñòè îò
ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà âåëè÷èíû αi ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå
ìîäåëè. Â ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííûì ýôôåêòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷è-
íû αi ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Ñëó÷àéíûé ýôôåêò îçíà÷àåò,
÷òî αi = µ + ui, ãäå µ � ïàðàìåòð, îáùèé äëÿ âñåõ åäèíèö âî âñå ìîìåíòû
âðåìåíè, à ui � îøèáêè, íåêîððåëèðîâàííûå ñ εit è íåêîððåëèðîâàííûå ìåæ-
äó ñîáîé ïðè ðàçíûõ i. Ïîëíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ è ìåòîäèêà îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ òàêèõ ìîäåëåé îïèñàíà â [2]. Ïðè íàëè÷èè, íàïðèìåð, ôèêñèðîâàííîãî
ýôôåêòà, ÌÍÊ-îöåíêè áóäóò íåñìåùåííûìè è ýôôåêòèâíûìè, íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîñòîÿòåëüíûìè çà ñ÷åò ìàëîãî ÷èñëà âðåìåííûõ ïåðèîäîâ([2]).

Îöåíèì ïàðàìåòðû ìîäåëè â ïðåäïîëîæåíèè íàëè÷èÿ èíäèâèäóàëüíîãî
ýôôåêòà αi. Äëÿ ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííûì ýôôåêòîì ïîëó÷àåì:

y = 0, 4 x1
(0,06)

+ 0, 25 x2
(0,03)

− 14, 234
(5,92)

− 0, 04 x4
(0,08)

+ 0, 011
(0,05)

+αi
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Âñå êîýôôèöèåíòû çíà÷èìû, óðàâíåíèå çíà÷èìî. Â ñêîáêàõ óêàçàíû
ñòàíäàðòíûå îøèáêè. ×òî ñóùåñòâåííî, çíàêè ïðè âñåõ êîýôôèöèåíòàõ íå
ïðîòèâîðå÷àò åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèÿì.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì òåñò Âàëüäà îòâåðãàåò
ãèïîòåçó î ñòàíäàðòíîé ìîäåëè â ïîëüçó ñëó÷àéíîãî ýôôåêòà. Çíàêè ïðè êî-
ýôôèöèåíòàõ íå ïðîòèâîðå÷àò åñòåñòâåííûì òåíäåíöèÿì. Îäíàêî ïðè ïîêà-
çàòåëå áåçðàáîòèöû êîýôôèöèåíò íåçíà÷èì. Òåñò Õàóñìàíà òàêæå îòâåðãàåò
ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîì ýôôåêòå.

Âûáîð â ïîëüçó ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííûì ýôôåêòîì èìååò åñòåñòâåííîå
îáúÿñíåíèå. Áåçóñëîâíî, ïðîöåññû ðîæäàåìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî íà-
áîðîì ôîðìàëèçóåìûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Îíè çàâèñÿò
è îò íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê, íå ïîääàþùèõñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðå-
íèþ, à ñâÿçàííûõ ñ ñåìåéíûì óêëàäîì, îòíîøåíèåì ê èíñòèòóòó ñåìüè è ê
ìàòåðèíñòâó, ðàññòàíîâêîé ïðèîðèòåòîâ ìåæäó ñåìüåé è ðàáîòîé äëÿ æåí-
ùèíû. Òàêèå îòíîøåíèÿ èíäèâèäóàëüíû õîòÿ áû â íåêîòîðûõ èç ðåãèîíîâ.
Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâåííû ëè îíè äëÿ èçó÷åíèÿ òîãî èëè
èíîãî ïðîöåññà, è èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ñ èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì. Â íà-
øåì ñëó÷àå èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò � ýòî íåêàÿ ¾äîáàâêà¿ ê ðîæäàåìîñòè,
ïîëó÷åííàÿ äëÿ äàííîãî ðåãèîíà. Îöåíèâ âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíûõ ýôôåê-
òîâ, íàáëþäàåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëîæèòåëüíû â íàöèîíàëü-
íûõ ðåñïóáëèêàõ, â îáëàñòÿõ è êðàÿõ Âîñòî÷íîé Ñèáèðè è Äàëüíåãî Âîñòîêà.
Íàðóøàåò îäíîðîäíîñòü ýòîãî ñïèñêà ìíîãîíàöèîíàëüíàÿ Àñòðàõàíñêàÿ îá-
ëàñòü, à òàêæå Àðõàíãåëüñêàÿ è Âîëîãîäñêàÿ îáëàñòè. Ìèíèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ íàáëþäàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåé öåíòðàëüíîé ïîëîñå
� â ðåãèîíàõ âîêðóã Ìîñêâû è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, è íåïîñðåäñòâåííî â ñàìèõ
ãîðîäàõ. Äåéñòâèòåëüíî, âðÿä ëè êîýôôèöèåíòàì ðîæäàåìîñòè â ìåãàïîëè-
ñàõ ìîæíî äàòü òî æå îáúÿñíåíèå, ÷òî è â äðóãèõ ðåãèîíàõ. Âïðî÷åì, ðàçíûå
ïðè÷èíû ïîðîé ïðèâîäÿò ê îäíèì è òåì æå ýôôåêòàì. Íåò öåíòðàëüíûõ ðå-
ãèîíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì ýôôåêòîì. Ïðèâåäåì ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëü-
íûå êîýôôèöèåíòû, óìíîæåííûå íà 1000:

Òûâà 13.86898
Ðåñïóáëèêà Àëòàé 7.374624
ßêóòèÿ 6.20173
Èíãóøåòèÿ 6.085838
Äàãåñòàí 5.933025
Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü -2.885122
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã -2.919571
Ðÿçàíñêàÿ îáëàñòü -2.947467
Ìîñêâà -2.985784
Òóëüñêàÿ îáëàñòü -3.626536

Äëÿ ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
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íåêîððåëèðîâàííîñòè îøèáîê íàáëþäåíèÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Âîç-
ìîæíî, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå âïîëíå ðåàëèñòè÷íî õîòÿ áû âî âòîðîé ñâîåé
÷àñòè � â åäèíîì ãîñóäàðñòâå íåò ýêîíîìè÷åñêè è ïîëèòè÷åñêè èçîëèðîâàí-
íûõ ñóáúåêòîâ, ïðîöåññû â ñîñåäíèõ ðåãèîíàõ âçàèìîñâÿçàíû, õîòÿ ñâÿçü
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ðàññòîÿíèåì. Äëÿ ó÷åòà äàííîãî ôàêòîðà â ðàìêàõ
ðàñøèðåííîé ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì [3] òðåáóåòñÿ îöåíêà íåêîòîðîé
âåñîâîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùåé áëèçîñòü ìåæäó îáúåêòàìè.
Ñîîòâåòñòâåííî èòîãîâàÿ ìîäåëü çàâèñèò îò ïðèíöèïîâ, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ
ìàòðèöà. Îöåíèâ ìàòðèöó, ìîæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçû î ïðîñòðàíñòâåííîé è
âðåìåííîé àâòîêîððåëÿöèè äëÿ ñëó÷àéíîãî ýôôåêòà.
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ÓÄÊ 519.853.3

Å.À. Ìåùåðÿêîâà

Î ÄÂÓÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÏÎ ÎÖÅÍÊÅ
ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÊÎÌÏÀÊÒÀ ØÀÐÎÌ

Ïóñòü D � âûïóêëûé êîìïàêò èç Rp, intD6= ∅, n(x) � íåêîòîðàÿ íîðìà
íà Rp. Ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D

n(x− y), ρD(x) = min
y∈D

n(x− y)

âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ñàìîé óäàëåííîé è ñà-
ìîé áëèçêîé òî÷êè ìíîæåñòâà D. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ R(x) âûïóêëà íà
Rp, à ρΩ(x), ãäå Ω = Rp\D, ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé íà D. Çàäà÷åé
àñôåðè÷íîñòè âûïóêëîãî êîìïàêòà D íàçûâàþò

ϕ1(x) ≡ R(x)

ρΩ(x)
−→ min

x∈D
. (1)

Çàäà÷à î ïîñòîðîåíèè øàðîâîãî ñëîÿ íàèìåíüøåãî îáúåìà, ñîäåðæàùåãî ãðà-
íèöó âûïóêëîãî êîìïàêòà D ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

ϕ2(x) ≡ Rp(x)− ρpΩ(x) −→ min
x∈D

. (2)
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Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1) è (2) ïî ðàçíîìó îò-
ðàæàþò âåëè÷èíó îòëè÷èÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà D îò øàðà íîðìû n(x). Â
ýòîì ñìûñëå äàííûå çàäà÷è ñðàâíèìû ñ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ øàðîâîãî ñëîÿ
íàèìåíüøåé òîëùèíû, ñîäåðæàùåãî ãðàíèöó êîìïàêòà D [1], è ñ çàäà÷åé
Õàóñäîðôîâà ïðèáëèæåíèÿ êîìïàêòà D øàðîì íîðìû n(x) [2]. Ïðèìåðû ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Öåëü
ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2).

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè ϕ1(x) è ϕ2(x) ÿâëÿþòñÿ ñóáäèôôåðåíöèðóåìûìè
(â ñìûñëå Â.Ä. Äåìüÿíîâà, À.Ì. Ðóáèíîâà [3]) âñþäó íà D, ïðè÷åì èõ ñóá-
äèôôåðåíöèàëû ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

∂ϕ1(x) = ρ−2
Ω (x)

(
ρΩ(x)∂R(x)−R(x)∂ρΩ(x)

)
, (3)

∂ϕ2(x) = p(Rp−1(x)∂R(x)− ρp−1
Ω (x)ρΩ(x)). (4)

ãäå ∂R(x) �ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè R(x), ρΩ(x) � ñóïåðäèôôå-
ðåíöèàë âîãíóòîé íà D ôóíêöèè ρΩ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ R(x) � âûïóêëàÿ íà Rp, ρΩ(x) � âîãíóòàÿ
ôóíêöèÿ íà D, ïîýòîìó èõ êâàçèäèôôåðåíöèàëû (â îïðåäåëåíèè [3, ñ. 128])
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

DR(x) = [∂R(x), {0p}] ,DρΩ(x) = [{0p} , ρΩ(x)] .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñì. [1]), èìååì

D
[

1

ρΩ(x)

]
=

[
−∂ρΩ(x)

ρ2
Ω(x)

, {0p}
]
,

è òîãäà

D
[
R(x)

ρΩ(x)

]
=

[
R(x)

(
−∂ρΩ(x)

ρ2
Ω(x)

)
+
∂R(x)

ρΩ(x)
, {0p}

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ∂ϕ1(x) ïðèíèìàåò âèä (3). Ïî
èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êâàçèäèôôåðåíöèàëà ïðîèçâåäåíèÿ êâàçè-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

D[Rp(x)] = [pRp−1(x)∂R(x), {0p}],

D[ρpΩ(x)] = [{0p} , pρp−1
Ω (x)∂ρΩ(x)].

Îòñþäà âûòåêàåò

D [Rp(x)− ρp(x)] =
[
p
(
Rp−1(x)∂R(x)− ρp−1(x)∂ρ(x)

)
, {0p}

]
,

à çíà÷èò, è ôîðìóëà (4).
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Òåîðåìà 2. Åñëè x∗ ∈ intD � ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî

ρΩ(x∗)∂R(x∗) ∩R(x∗)∂ρΩ(x∗) 6= ∅. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ìèíèìóìà ñóáäèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè äëÿ x∗ ∈ intD ([3, ñ. 239]) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 0p ∈
∂ϕ1(x

∗), ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3) ýêâèâàëåíòíî

0p ∈
(
ρΩ(x∗)∂R(x∗)−R(x∗)∂ρΩ(x∗)

)
èëè ñîîòíîøåíèþ (5).

Òåîðåìà 3. Åñëè òî÷êà x∗ ∈ D ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2), òî[
Rp−1(x∗)∂R(x∗)− ρp−1

Ω (x∗)∂ρΩ(x∗)
]
∩K+(x∗, D) 6= ∅, (6)

ãäå K+(x∗, D) � ñîïðÿæåííûé êîíóñ ê êîíóñó âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíî-
æåñòâà D â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ìèíèìóìà ñóáäèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè íà çàäàííîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå [3, ñ. 239] äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå ∂ϕ2(x

∗) ∩ K+(x∗, D) 6= ∅, êîòîðîå, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó
(4), ýêâèâàëåíòíî (6).

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè R(x) è ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà ôóíêöèè ρΩ(x), â êîòîðûõ îòðàæàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò íîðìû è
ìíîæåñòâà D èìåþòñÿ â [2]. Ýòî ïðèäàåò ñîîòíîøåíèÿì (5) è (6) êîíñòðóê-
òèâíûé âèä è ïîçâîëÿåò ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ÿçûêîâ ïðîèçâîëüíûõ
ñëîâ, íà÷àëî êîòîðîìó áûëî ïîëîæåíî â [1]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íûé àë-
ôàâèò A è ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñëîâ: Wfin(A) � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ñëîâ, W→(A) � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ âïðàâî ñëîâ, W←(A) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ âëåâî ñëîâ, W↔(A) � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â
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îáå ñòîðîíû ñëîâ è W (A) = Wfin(A) ∪W→(A) ∪W←(A) ∪W↔(A) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A. Ïîäìíîæåñòâà W (A) íàçûâàþòñÿ ÿçûêàìè
ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A.

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ RecS(A) ðàñïîçíàâàåìûõ ïîëóãðóïïà-
ìè ÿçûêîâ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ îáú-
åäèíåíèé ìíîæåñòâ âèäà X,X−ωY,XY +ω, X−ωY Z+ω, ãäå X, Y, Z � ðàöèî-
íàëüíûå ÿçûêè íàä àëôàâèòîì A è X+ω = {u1u2 . . . : u1, u2, · · · ∈ X },
X−ω = {. . . u−2u−1 : u−1, u−2, · · · ∈ X }. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ
RecS(A) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå RecL(A) âñåõ òàêèõ ÿçûêîâ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÿçûêà L ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêè 2-ãî ïî-
ðÿäêà ñèãíàòóðû Ω = {<, (Ra)a∈A}, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ñèìâîëà áèíàð-
íîãî ïðåäèêàòà < è ñåìåéñòâà ñèìâîëîâ óíàðíûõ ïðåäèêàòîâ Ra (a ∈ A).
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ
RecL(A) ⊂ RecS(A).

Äëÿ ÿçûêà L ⊂ W (A) è ïóñòîãî ñëîâà Λ ïîëîæèì: Lfin = L ∩Wfin(A),
L→ = L ∩W→(A), L← = L ∩W←(A), L↔ = L ∩W↔(A), Linf = L→ ∪
L← ∪ L↔, L→fin = Lfin ∪ L→ ∪ {Λ}, L←fin = Lfin ∪ L← ∪ {Λ}. Ñîãëàñíî
[1], ðàöèîíàëüíûìè îïåðàöèÿìè íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ W (A) ÿâëÿþòñÿ
òåðíàðíîå ïðîèçâåäåíèå [...] è áåñêîíå÷íàÿ ñòåïåíü ∞, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: [K,L,M ] = K←finLfinM

→
fin, L

∞ = L+
fin∪L

+ω
fin∪L

−ω
fin∪Lωfin,

ãäå L+
fin = {u1 . . . un : n ∈ N è u1, . . . , un ∈ Lfin}, Lωfin = {. . . u−1u0u1 · · · :

un ∈ Lfin äëÿ âñåõ n ∈ Z}.
Ëåììà 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ðàöèîíàëüíûì ÿçûêàì íàä àë-

ôàâèòîì A ðàöèîíàëüíûõ è áóëåâûõ îïåðàöèé ïîëó÷àþòñÿ ÿçûêè èç êëàññà
RecS(A).

Ñîãëàñíî [3], äëÿ êàæäîãî ñëîâà w ∈ W (A) (ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îòîá-
ðàæåíèå íåêîòîðîãî îòðåçêà ìíîæåñòâà Z â àëôàâèò A) îïðåäåëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ Ω-ñèñòåìà Mw = (Z, <, (Ra)a∈A) , ãäå < � îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ

öåëûõ ÷èñåë è Ra =
−1
w (a) (a ∈ A). Ïðè ýòîì ñëîâî w óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå

Φ ÿçûêà L, åñëèMw |= Φ.Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ w ∈ W (A), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ôîðìóëå Φ, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ôîðìóëû Φ è îáîçíà÷àåòñÿ S(Φ).

Ïóñòü Φ = Φ(x1, . . . , xp, X1, . . . , Xq) � ôîðìóëà ÿçûêà L, ñîäåðæà-
ùàÿ ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xp è óíàðíûå ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå
X1, . . . , Xq, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â ìîäåëè Mw ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èí-
òåðïðåòàöèè θ = (θ1, θ2), ãäå θ1 îòîáðàæàåò ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå â ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà M è θ2 îòîáðàæàåò óíàðíûå ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå â
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M.

Ïî àíàëîãèè ñ èçëîæåííûì â ðàáîòå [4] ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà ýêâè-
âàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ Áóøè è ÿçûêà ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêè 2-ãî ïîðÿäêà
óñëîâèå Mw |=θ Φ ìîæíî åñòåñòâåííî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ íîâîãî àëôàâè-
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òà B = A × {0, 1}2m, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáî-
ðû b = (a, k1, . . . , k2m) äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
m ≥ max{p, q}. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòà a íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ñëîâà b
è îáîçíà÷àåòñÿ a = π0(b), à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû k1, . . . , k2m ñëîâà b íàçû-
âàþòñÿ åãî ìàðêèðîâêàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ki = πi(b) äëÿ âñåõ i = 1, 2m. Â
ðåçóëüòàòå êàæäîìó ìàðêèðîâàííîìó ñëîâó w ∈ W (B) ñîîòâåòñòâóåò îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåííîå ñëîâî w = π0(w) íàä àëôàâèòîì A è 2m äâîè÷íûõ ñëîâ
wi = πi(w) (i = 1, 2m). Òîãäà óñëîâèå Mw |=θ Φ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìàðêèðîâàííîãî ñëîâà wθ ∈ W (B), óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèÿì: (1) π0(wθ) = w, (2) äëÿ êàæäîãî i = 1,m çíà÷åíèå
θ1(xi) = n â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ i-àÿ ìàðêèðîâ-
êà n-îé áóêâû ñëîâà wθ ðàâíà 1, (3) äëÿ êàæäîãî j = 1,m èíòåðïðåòàöèÿ
θ2(Xj) ñîñòîèò èç íîìåðîâ âñåõ òàêèõ áóêâ ñëîâà wθ, ó êîòîðûõ (m + j)-àÿ
ìàðêèðîâêà ðàâíà 1. Ìàðêèðîâàííûå ñëîâà íàä àëôàâèòîì B áóäåì íàçû-
âàòü äîïóñòèìûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâîè÷íûå ñëîâà wi ïðè âñåõ
i = 1,m ñîäåðæàò òî÷íî îäíó 1. Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ñëîâ íàä àë-
ôàâèòîì B îáîçíà÷èì D.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìàðêèðîâàííûõ áóêâ: Ci = {b ∈ B :
πi(b) = 1}, Ci,a = {b ∈ B : π0(b) = a ∧ πi(b) = 1}, Ci,k = {b ∈ B : πi(b) =
1 ∧ πk(b) = 1}, ãäå 1 ≤ i, k ≤ 2m è a ∈ A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî
D ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå: D =

⋂
1≤i≤m ([B∞, Ci, B

∞]\[B∞, CiB∗Ci, B∞]) è,
çíà÷èò, ïðèíàäëåæàò êëàññó ÿçûêîâ RecS(B).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôîðìóëû Φ íàä àëôàâèòîì B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìàðêèðîâàííûé ñïåêòð SB(Φ), ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ìàðêèðîâàííûõ
ñëîâ wθ ∈ W (B), ÷òî Mw |=θ Φ äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè θ. ßñíî, ÷òî
ïðè îïèñàííîì ïîäõîäå ìàðêèðîâàííûé ñïåêòð àòîìàðíîé ôîðìóëû Ra(xi)
áóäåò ñîñòîÿòü èç äîïóñòèìûõ ñëîâ, ó êîòîðûõ íà ìåñòå θ1(xi) ñòîèò áóêâà
ñ íîñèòåëåì a, ìàðêèðîâàííûé ñïåêòð àòîìàðíîé ôîðìóëû xi < xk áóäåò
ñîñòîÿòü èç äîïóñòèìûõ ñëîâ, ó êîòîðûõ íîìåð áóêâû ñ i-îé ìàðêèðîâêîé 1
ìåíüøå íîìåðà áóêâû ñ k-îé ìàðêèðîâêîé 1, ìàðêèðîâàííûé ñïåêòð àòîìàð-
íîé ôîðìóëû xi = xk áóäåò ñîñòîÿòü èç äîïóñòèìûõ ñëîâ, ó êîòîðûõ íîìåð
áóêâû ñ i-îé ìàðêèðîâêîé 1 ðàâåí íîìåðó áóêâû ñ k-îé ìàðêèðîâêîé 1, è
ìàðêèðîâàííûé ñïåêòð àòîìàðíîé ôîðìóëû Xj(xi) áóäåò ñîñòîÿòü èç äîïó-
ñòèìûõ ñëîâ, ó êîòîðûõ áóêâû ñ i-îé ìàðêèðîâêîé 1 èìåþò òàêæå (m+j)-óþ
ìàðêèðîâêó 1.

Ëåììà 2. Ìàðêèðîâàííûå ñïåêòðû àòîìàðíûõ ôîðìóë ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ â âèäå:

SB(Ra(xi)) = D ∩ [B∞, Ci,a, B
∞], SB(xi < xk) = D ∩ [B∞, CiB

∗Ck, B
∞],

SB(xi = xk) = D ∩ [B∞, Ci,k, B
∞], SB(Xj(xi)) = D ∩ [B∞, Ci,m+j, B

∞],

è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæàò êëàññó ÿçûêîâ RecS(B).
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Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2m îáîçíà÷èì π−i îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà B íà
ìíîæåñòâî B′ = A × {0, 1}p+q−1, êîòîðîå â ìàðêèðîâàííûõ áóêâàõ b =
(a, k1, . . . , k2m) èç ìíîæåñòâà B óäàëÿåò i-óþ ìàðêèðîâêó, ò.å. π−i(b) =
(a, k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , k2m).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Φ,Ψ ÿçûêà L è çíà÷åíèé 1 ≤
i, j ≤ m âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: SB(Φ ∧ Ψ) = SB(Φ) ∩ SB(Ψ),
SB(Φ∨Ψ) = SB(Φ)∪SB(Ψ), SB(¬Φ) = D\SB(Φ), π−i(SB(Φ)) = SB′((∃xi)Φ),
π−(m+j)(SB(Φ)) = SB′((∃Xj)Φ).

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ÿçûêà L ñïåêòð S(Φ) ïðèíàäëå-
æèò êëàññó ÿçûêîâ RecS(A).
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ÓÄÊ 519.4
Â.Å. Íîâèêîâ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ
Â ÔÎÐÌÀËÜÍÎÌ ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðîé ôîðìàëüíûõ
êîíöåïòîâ è ñòðóêòóðîé ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé [1] íà n-àðíîì îòíî-
øåíèè, êîòîðûå áûëè íà÷àòû â [2].

Âîññòàíîâèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ êîíöåïòóàëüíîãî àíàëèçà [3], èñïîëü-
çóÿ àïïàðàò àëãåáðû îòíîøåíèé Â.Â. Âàãíåðà [4] íà êîíòåêñòå ñ n-àðíûì
îòíîøåíèåì. Ïóñòü ρ ⊆ M1 × · · · × Mn � n-àðíîå îòíîøåíèå, ãäå n̄ :=
(1, 2, . . . , n), Mn̄ := M1 × M2 × · · · × Mn, ı̄1 = i1 è ı̄k := (i1, i2, . . . , ik),
xı̄k := (xi1, xi2, . . . , xik), Mı̄k := Mi1 × Mi2 × · · · × Mik äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, ïðè ýòîì òàêæå îáîçíà÷àåì ı̄k ⊆ n̄. Ãîâîðèì, ÷òî
k-ñèñòåìà xı̄k âõîäèò â îòíîøåíèå ρ, åñëè ñóùåñòâóåò n-ñèñòåìà xn̄ ∈ ρ, äëÿ
êîòîðîé ýëåìåíòû xi1, xi2, . . . , xik ÿâëÿþòñÿ å¼ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåí-
òàìè. Äëÿ ı̄s, ̄k ⊆ n̄, aı̄s ∈Mı̄s, X ⊆Mı̄s îáîçíà÷èì:

π̄k(ρ) := {ȳk ∈M̄k | ȳkâõîäèò â ρ};

σ{aı̄s}(ρ) := {xn̄ ∈ ρ | aı̄s ⊆ xn̄}; ρ̄k〈xı̄s〉 := π̄k(σ{xı̄s}(ρ));
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_
ρ ̄k (X) := ∩{ρ̄k〈xı̄s〉 : xı̄s ∈ X};

_
ρ ı̄s̄k (X) :=

_
ρ ı̄s (

_
ρ ̄k (X)).

Ôîðìàëüíûé êîíòåêñò îïðåäåëÿåòñÿ êàê òðîéêà K = (Mn̄,Mı̄s, ρ), ãäå
çàôèêñèðîâàí ı̄s ⊆ n̄. Mı̄s íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ, Mn̄ � äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ ìíîæåñòâ àòðèáóòîâ, ρ ⊆ Mn̄ � íåêîòîðîå

n-àðíîå îòíîøåíèå íà áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ àòðèáóòîâ. Åñëè X =
_
ρ ı̄s̄k (X)

è
_
ρ ı̄s (Y ) = X äëÿ Y ⊆ M̄k , òî X íàçûâàåòñÿ ı̄s-êîíöåïòîì ïî ̄k è Y �

̄k-ãåíåðàòîðîì ı̄s-êîíöåïòà X. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X áóäåì
íàçûâàòü îáúåêòàìè, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y � àòðèáóòàìè ı̄s-êîíöåïòà
X ïî ̄k, ̄k áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì ãåíåðàòîðà èëè àòðèáóòà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ⊆ Mn̄ èìååò ìåñòî F -çàâèñèìîñòü
Mlq 7→ M̄k , l̄q, ̄k ⊆ n̄, åñëè ρ̄k〈xl̄q〉, xl̄q ∈ Ml̄q , îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
πl̄q(ρ) 7→ π̄k(ρ).

Ïóñòü ρ ⊆ Mn̄ � ïðîèçâîëüíîå n-àðíîå îòíîøåíèå, l̄q, ̄k ⊆ n̄ è X ⊆ Mı̄s,
îïðåäåëèì ñðåç ÷åðåç ìíîæåñòâî X:

^
ρ ̄k (X) := ∪{ρ̄k〈xı̄s〉 : xı̄s ∈ X};

^
ρ ı̄s̄k (X) :=

^
ρ ı̄s (

^
ρ ̄k (X)).

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò
_
ρ ı̄s̄k (X) ⊆

^
ρ ı̄s̄k (X).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü â îòíîøåíèè ρ ⊆ Mn̄ èìååò ìåñòî F -
çàâèñèìîñòüMlq 7→M̄k, l̄q, ̄k ⊆ n̄, òîãäà äëÿ ëþáîãî X ⊆M̄k âûïîëíÿåòñÿ

^
ρ
̄k l̄q (X) = X.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü â îòíîøåíèè ρ ⊆ Mn̄ èìååò ìåñòî F -
çàâèñèìîñòü Mlq 7→M̄k, l̄q, ̄k ⊆ n̄, è ρ̄k〈xl̄q〉 = x̄k, òîãäà

ρ̄k〈xl̄q〉 ⊆ ρ̄k〈x̄k〉.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â îòíîøåíèè ρ ⊆Mn̄ èìååò ìåñòî F -çàâèñèìîñòü
Mlq 7→ M̄k, l̄q, ̄k ⊆ n̄, òîãäà äëÿ ëþáîãî ı̄s ⊆ n̄ êàæäûé ı̄s-êîíöåïò ïî
l̄q ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ı̄s-êîíöåïòå ïî ̄k, è êàæäûé ı̄s-êîíöåïò ïî ̄k
ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðûé ı̄s-êîíöåïò ïî l̄q. À èìåííî êàæäûé ı̄s-êîíöåïò
ïî ̄k ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ ı̄s-êîíöåïòîâ ïî l̄q.

Íà ðèñ. 1 ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà ïîêàçàí îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè êîíöåïòàìè. Øòðèõîâàííîé ëèíèåé óêàçàíû
ı̄s-êîíöåïòû ïî l̄q, íåïðåðûâíîé ëèíèåé � äâà ı̄s-êîíöåïòà ïî ̄k.
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À.À. Îðåë

Î ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ ÁÈÇÍÅÑ-ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ,
ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÕ ÍÀ ÑÅÒßÕ ÏÅÒÐÈ, Ê SADT-ÌÎÄÅËßÌ

Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà òåõíîëîãèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ áèçíåñ-
ïðîöåññîâ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòî-
äîëîãèÿ ñòðóêòóðíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ SADT [2] è ñîçäàåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ìîäåëü, à çàòåì íà åå îñíîâå ñòðîèòñÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àïïàðàòà ñåòåé Ïåòðè. Îòìå÷åíî, ÷òî çà÷àñòóþ ïðè ïîñòðîåíèè èìèòà-
öèîííîé ìîäåëè ëåæàùàÿ â åå îñíîâå ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü íåäîñòàòî÷íî
òî÷íà è äîïóñêàåò íåîäíîçíà÷íóþ òðàêòîâêó. Äëÿ óñòðàíåíèÿ îáíàðóæåí-
íîé íåòî÷íîñòè èëè íåîäíîçíà÷íîñòè òðåáóåòñÿ èçìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíîé
ìîäåëè è âîçâðàò ê ïîñòðîåíèþ íîâîé èìèòàöèîííîé ìîäåëè. Òàêèì îáðà-
çîì, ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
ñîçäàþòñÿ âñå áîëåå òî÷íûå ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, êîãäà óñòðàíÿþòñÿ âñå íåòî÷íîñòè è íåîäíîçíà÷íîñòè
ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè èëè êîãäà äîñòèãàåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ ñîãëàñîâàííîñòü
ìåæäó ôóíêöèîíàëüíîé è èìèòàöèîííîé ìîäåëÿìè.

Öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà óòî÷íåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè ìîæíî èçáå-
æàòü, åñëè íà ïåðâîì ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîñòðîèòü èìèòàöèîííóþ ìî-
äåëü íà îñíîâå ñåòè Ïåòðè. Ýòî îïðàâäàíî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàèáîëåå âàæåí
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àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè âçàèìîäåéñòâèè áèçíåñ-ïðîöåññîâ.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êðóïíîé áèáëèîòåêè,
ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ñåòåé Ïåòðè, ðàññìîòðåííàÿ â ðà-
áîòå [3]. Â ýòîé ðàáîòå ïðèìåíåíà ìåòîäîëîãèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ¾îò îáùåãî
ê ÷àñòíîìó¿, îñíîâàííàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì óòî÷íåíèè ïðîåêòíûõ ðåøå-
íèé, ïðåäñòàâëåííûõ ìîäåëÿìè, êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ èç êîòîðûõ óòî÷íÿåò
ïðåäûäóùóþ ìîäåëü, äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ ñòåïåíü
äåòàëèçàöèè. Òàê, ïåðâàÿ íàèáîëåå îáùàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà ñåòüþ Ïåòðè,
âèä êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Îíà îïèñûâàåò òîëüêî ïðîöåññû âûäà÷è è

Ðèñ.1

ïðèåìà êíèã. Äàëåå äåëàåòñÿ áîëåå äåñÿòè øàãîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé
äåòàëèçàöèè îïèñàíèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü,
îòðàæàþùàÿ îñíîâíûå áèçíåñ-ïðîöåññû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êðóïíîé áèáëèî-
òåêè. Îíà ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùåé ñåòüþ Ïåòðè (ðèñ. 2).

Â äàííîé ìîäåëè ôóíêöèè ÷èòàòåëÿ ïðåäñòàâëåíû ïåðåõîäàìè ñåòè Ïåò-
ðè, ðåàëèçóþùèìè çàêàç, ïîëó÷åíèå èëè âîçâðàò êíèãè. Êðîìå òîãî, îòðàæå-
íû ôóíêöèè áèáëèîòåêè, òàêèå êàê ïðèîáðåòåíèå íîâûõ êíèã è ëèêâèäàöèÿ
êíèã ïðèøåäøèõ â íåãîäíîñòü. Îíè ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ñåòå-
âûìè ïåðåõîäàìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé SADT-ìîäåëè íà îñíîâå
ñåòè Ïåòðè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåõíîëîãèåé, îïèñàííîé â ðàáîòå [1], ïåðåõî-
äàì ñåòè Ïåòðè ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèîíàëüíûå áëîêè, à ïîçèöèÿì � äóãè
ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè, ïåðåäàþùèå äàííûå. Îäíàêî òàêàÿ òåõíîëîãèÿ íå
ïðèìåíèìà, êîãäà ïîçèöèè ñåòè Ïåòðè ïðåäñòàâëÿþò íàêîïèòåëè äàííûõ. Â
ðàññìîòðåííîé ìîäåëè òàêèìè ïîçèöèÿìè ÿâëÿþòñÿ: êíèãîõðàíèëèùå, êà-
òàëîã êíèã è êàòàëîã âûäàííûõ êíèã. Ïðè âûïîëíåíèè ñåòè Ïåòðè ôèøêè,
ìîäåëèðóþùèå äàííûå, ïîñòóïàþùèå â òàêèå ïîçèöèè, ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ,
ïîýòîìó èçâëåêàåìûå èç íèõ ôèøêè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ òàêòàõ âûïîëíå-
íèÿ ñåòè â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþò äðóãèì äàííûì. Íåîáõîäèìî íàéòè
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçèöèé � íàêîïèòåëåé äàííûõ â ôóíêöèîíàëüíîé ìî-
äåëè. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîé ïîçèöèè â ôóíêöèîíàëüíîé
ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñâÿçàííûå ôóíêöèîíàëüíûå (ðèñ. 3).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìíîãî àíàëèçà ïîäîáíàÿ ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿ-
ìè ìîæåò êâàëèôèöèðîâàòüñÿ êàê ïàòîëîãè÷åñêàÿ, íàðóøàþùàÿ ïðèíöèï
ñêðûòèÿ, à ôóíêöèîíàëüíûå áëîêè ìîãóò îöåíèâàòüñÿ êàê ñîäåðæàòåëüíî-

56



Ðèñ.2

Ðèñ.3

ñâÿçàííûå. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äóãà, ïåðåäàþùàÿ äàííûå îò
âûõîäà ïåðâîãî áëîêà íà âõîä âòîðîãî ñèìâîëèçèðóåò âñþ ñîâîêóïíîñòü õðà-
íèìûõ äàííûõ, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé áëîê èñïîëüçóåò òîëüêî ÷àñòü äàííûõ.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòè äàííûå îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïîëó÷åíû íà âûõîäå
ïåðâîãî áëîêà. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå áëîêè íå ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàòåëüíî-
ñâÿçàííûìè, à ñâÿçü ìåæäó íèìè íå ÿâëÿåòñÿ ïàòîëîãè÷åñêîé. Èñïîëüçóÿ
îïèñàííûé ïîäõîä, ìîæíî âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ñåòè Ïåòðè, ïðåäñòàâ-
ëåííîé íà ðèñ. 2, â ôóíêöèîíàëüíóþ ìîäåëü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùóþ äèàãðàììó (ðèñ. 4).
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ÓÄÊ 517.54

Å.Â. Ðàçóìîâñêàÿ, À.Â. Âîëîä÷åíêî

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÎÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÅ
ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïóñòü C � êëàññ ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + .... Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç C(α, γ), 0 ≤ α<1, 0≤ γ ≤ 1/(1− α), ïîäêëàññ âñåõ ôóíêöèé C
h(z) = 1 + h1z + h2z

2 + ..., òàêèõ, ÷òî h(z) = 1−γ
(1−α)p(z)+α + γ, p(z) ∈ C.

Çàôèêñèðóåì M , 1 < M < ∞. Ïóñòü Ct(α, γ) � êëàññ âñåõ ôóíêöèé
h(z, t), îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå E×[0, logM ], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
h(., t) ∈ C(α, γ) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ]; h(w, .) èçìåðèìà íà [0, logM ],
w ∈ E = {z : |z| < 1}. Áóäåì ãîâîðèòü, åñëè f(z) ∈ SM(α, γ), òî îíà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå f(z) = Mf(z, logM,h), h ∈ Ct(α, γ) , ãäå
f(z, t, h) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dw

dt
= −wh(w, t), t ∈ [0, logM ], w|t=0 = z, z ∈ E.

Òàêèå êëàññû ôóíêöèé ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ α, γ, M ñîâïàäàþò ñ
êëàññàìè ôóíêöèé, ââåäåííûìè Â.ß. Ãóòëÿíñêèì [1]. Â òàêèõ êëàññàõ ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ
I1 (f) = (Re a2, Im a2,Re a2a3). Ïîõîæèå ôóíêöèîíàëû â äàííûõ êëàññàõ èñ-
ñëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À.Þ. Âàñèëüåâà [2, 3]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì ïðåä-
ïîøëåì ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü p (z) ∈ C. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
(Re p1, Im p2,Re p2) çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè |p1| ≤ 2,

max
p∈C

Re p2 (p1) = 2− (Im p1)
2 ,min

p∈C
Re p2 (p1) = −2 + (Re p1)

2 ,

max
p∈C

Im p2 (p1) = 2− (Re p1 − Im p1)
2

2
,min
p∈C

Im p2 (p1) =
(Re p1 + Im p1)

2

2
− 2.
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Òî÷êè ±max (±Re p2 (p1)) è ±max (±Im p2 (p1)) äîñòàâëÿþòñÿ äâóïàðà-
ìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé

p± (z) =

(
1 + p1

2 + z
(
1 + p1

2

)) 1±z
1∓z + 1− p1

2 + z
(
p1

2 − 1
)(

1 + p1

2 − z
(
1 + p1

2

)) 1±z
1∓z + 1− p1

2 − z
(
p1

2 − 1
) . (1)

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü h (z) ∈ C (α, γ). Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
(Reh1, Imh1,Reh2, Imh2) çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè:

max
h∈C(α,γ)

Reh2 (h1) =

=

{
2 (1− α) (1− γ)− (Reh1)2

α
(1−α)(1−γ) −

(Imh1)2

1−γ , 0 ≤ γ ≤ 1;

2 (1− α) (γ − 1)− (Imh1)2
α

(1−α)(γ−1) −
(Reh1)2

γ−1 , 1 ≤ γ ≤ 1
1−α ;

max
h∈C(α,γ)

Imh2(h1) =

=

{
2 (1− γ) (1− α)− (Reh1−Imh1)2

2(1−γ)(1−α) −
2αReh1Imh1

(1−γ)(1−α) , 0 ≤ γ ≤ 1;

2 (γ − 1) (1− α)− (Reh1+Imh1)2

2(γ−1)(1−α) + 2αReh1Imh1

(γ−1)(1−α) , 1 ≤ γ ≤ 1
1−α ;

min
h∈C(α,γ)

Reh2 (h1) ={
−2 (1− α) (1− γ) + (Imh1)2

α
(1−α)(1−γ) + (Reh1)2

1−γ , 0 ≤ γ ≤ 1;

−2 (1− α) (γ − 1) + (Reh1)2
α

(1−α)(γ−1) + (Imh1)2

γ−1 , 1 ≤ γ ≤ 1
1−α ;

min
h∈C(α,γ)

Imh2(h1) =

=

{
−2 (1− γ) (1− α) + (Reh1+Imh1)2

2(1−γ)(1−α) −
2αReh1Imh1

(1−γ)(1−α) , 0 ≤ γ ≤ 1;

−2 (γ − 1) (1− α) + (Reh1−Imh1)2

2(γ−1)(1−α) + 2αReh1Imh1

(γ−1)(1−α) , 1 ≤ γ ≤ 1
1−α .

Òî÷êè ±max (±Reh2 (h1)) è ±max (±Imh2 (h1)) äîñòàâëÿþòñÿ äâóïàðà-
ìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé

h± (z) =
1− γ

(1− α) p± (z) + α
+ γ. (2)

Ðàññìîòðèì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ïóñòü 0 ≤ γ ≤ 1. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îá ýêñòðåìóìå Re a2a3 ïðè ôèêñèðî-
âàííîì a2. Ïóñòü âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò (x1 (t) , x2 (t) , x3 (t) , x4 (t)) =
(Re a2 (t) , Im a2 (t) ,Re a3 (t) , Im a3 (t)) è âåêòîð óïðàâëåíèé
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(u1 (t) , u2 (t) , u3 (t) , u4 (t)) = (Reh1 (t) , Imh1 (t) ,Reh2 (t) , Imh2 (t)). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç G ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (Reh1, Imh1,Reh2, Imh2), îïèñàííîå â
ñëåäñòâèè. Ðàâåíñòâà äëÿ x1, x2, x3,x4 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñâÿçè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

dx1

dt
= −u1 (t) e−t = f1, x1 (0) = 0, (3)

dx2

dt
= −u2 (t) e−t = f2, x2 (0) = 0, (4)

dx3

dt
= −2u1 (t) e−tx1 (t) + 2u2x2e

−t − u3 (t) e−2t = f3, x3 (0) = 0; (5)

dx4

dt
= −2u1 (t)x2 (t) e−t − 2u2 (t)x1 (t) e−t − u4 (t) e−2t, x4 (0) = 0. (6)

Áóäåì èñêàòü ìàêñèìóì Re a2a3 ïðè íàëè÷èè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (3) � (6) è óñëîâèé x1 (logM) = Re a2, x2 (logM) = Im a2, x3 (logM) =
Re a3, x4 (logM) = Im a3. Êîìïàêòíîñòü êëàññà SM (α, γ) , íà êîòîðîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðå-
ìàëüíîé ôóíêöèè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèÿ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u. Ïîñëåäíåå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà
Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà, òî åñòü ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ] äîñòàâëÿåò àáñîëþò-
íûé ìàêñèìóì ïî u ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà

H
(
t, u, x, ψ

)
= ψ0f0 + ψ1f1 + ψ2f2 + ψ3f3 + ψ4f4, (7)

ãäå ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ψ0 = +1 â çàäà÷å Re a2a3 →
max. Òîãäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

ψ1 (t) = −ψ0x3 − 2x1c3 − 2x2c4 + c1, ψ2 (t) = ψ0x4 (t) + 2x2c3 − 2x1c4 + c2,

ψ3 = −ψ0x1 + c3, ψ4 = ψ0x2 + c4.

Ôóíêöèÿ ÃàìèëüòîíàH = −u1c1e
−t−u2c2e

−t−u3c3e
−2t−u4c4e

−2t. Òàê êàê
∂H
∂ui

= −cie−t, i = 1, 2, ∂H
∂uj

= −cje−2t, j = 3, 4, íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà
G. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u∗3 = max Reh2 (h1) , u

∗
4 = max Imh2 (h1).
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Ðàññìîòðèì H∗ = H (u1, u2, u
∗
3, u
∗
4). Ìàêñèìóì ôóíêöèè H∗ ïî

u1, u2 íà ìíîæåñòâå G̃ : {|h1| < 2 (1− α) |1− γ|}, òî åñòü G̃ ={
u2

1 + u2
2 < 4 (1− α)2 (1− γ)2

}
äîñòàâëÿåò óïðàâëåíèå

u0
1 = e−t

(1− α) (1− γ) (c2c4 (1 + 2α) + c1c4 + 2 (1− α) c1c3)

(4α ((1− α) c2
3 − (1 + α) c2

4) + 2c4c3)
et = L1e

t,

u0
2 =

(1− α) (1− γ) (c1c4 (1 + 2α) + c2c4 + 2αc2c3)

(4α ((1− α) c2
3 − (1 + α) c2

4) + 2c4c3)
et = L2e

t

ïðè âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ci èç îáëàñòè: {c3 < 0, c4 <
1+
√

1α2−16α4+1
4α(1+α) c3}.

Îêîí÷àòåëüíûé èòîã ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ I1 (f) =
(Re a2, Im a2,Re a2a3) â êëàññå S

M (α, γ) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

Ïóñòü 0 ≤ γ ≤ 1, L2
1 + L2

2 ≤
4(1−α)2(1−γ)2

M2 , òîãäà a2 = −L1 logM −
iL2 logM,

Re a2a3 ≤ −L1
(
L2

1 − L2
2
)

log3M−

− L1 (1− α) (1− γ)

(
1

M 2 − 1

)
logM − αL2

1 + (1− α)L2
2

(1− α) (1− γ)
L1 log2M+

+ 2L1L
2
2 log3M + (1− α) (1− γ)

(
1

M 2 − 1

)
L2 logM+

+
(L1 − L2)

2 − 4αL1L2

2 (1− α) (1− γ)
L2 log2M.

Ïóñòü 1 ≤ γ ≤ 1
1−α , L

2
1 + L2

2 ≤
4(1−α)2(1−γ)2

M2 , òîãäà a2 = −L1 logM −
iL2 logM,

Re a2a3 ≥ −L1
(
L2

1 − L2
2
)

log3M−

− L1 (1− α) (1− γ)

(
1

M 2 − 1

)
logM − αL2

1 + (1− α)L2
2

(1− α) (1− γ)
L1 log2M+

+ 2L1L
2
2 log3M + (1− α) (1− γ)

(
1

M 2 − 1

)
L2 logM+

+
(L1 − L2)

2 − 4αL1L2

2 (1− α) (1− γ)
L2 log2M.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè (L1, L2) ýêñòðåìàëüíóþ òî÷êó äî-
ñòàâëÿåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå (2), c èñïîëüçîâàíèåì

ôóíêöèè (1), ãäå p1 = (L1+iL2)M
(1−α)(1−γ) .
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Â.Â. Ðîçåí

ÐÅØÅÒÊÀ ÌÀÆÎÐÀÍÒÍÎ ÑÒÀÁÈËÜÍÛÕ
ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

1. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåò-
ñÿ ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì îíî ñîäåð-
æèò è áîëüøèé åãî ýëåìåíò. Ïóñòü < A, ω > � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó B ⊆ A ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
ìíîæåñòâî åãî ìàæîðàíò ω̆(B), ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé çàìûêàíèÿ, çàìêíóòûìè
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áóäóò, â òî÷íîñòè, âñå ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûå ïîä-
ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω >. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî âñåõ
ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω >

îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ; îíà îáîçíà÷àåòñÿ äà-
ëåå ÷åðåç < M(ω), ⊆>. Ýòà ðåøåòêà îáëàäàåò ¾õîðîøèìè¿ àëãåáðàè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, îíà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äèñòðèáóòèâíîé è ìîíî-
êîìïàêòíî ïîðîæäåííîé [1]. Äâîéñòâåííàÿ åé ïîëíàÿ ðåøåòêà ìèíîðàíòíî
ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ åñòü < M(ω−1), ⊆>. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæ-
äîìó ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíîìó ïîäìíîæåñòâó B ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå äîïîëíåíèå B′, åñòü àíòèèçîìîðôèçì ïåðâîé ðå-
øåòêè íà âòîðóþ. Óêàçàííûå ïîëíûå ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ñòðóêòóðàìè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííûìè ñî ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà. Ïðè-
âåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê çàäà÷àì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñ óïî-
ðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì èñõîäîâ.

Ïðèìåð 1. Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âèäà G =< X, Y, A, ω, F >, ãäå X åñòü ìíîæåñòâî
ñòðàòåãèé èãðîêà 1, Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 2, A � ìíîæåñòâî èñ-
õîäîâ, óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ω, F : X × Y → A � ôóíêöèÿ
ðåàëèçàöèè. Äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè íåêîòî-
ðûå èõ àíàëîãè, çàèìñòâîâàííûå èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ
èãð ñ ôóíêöèÿìè âûèãðûøà (îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ, öåíà èãðû è
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äð.), îáëàäàþò ðÿäîì àíîìàëèé. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî ñòðàòåãèè ¾áûòü îïòè-
ìàëüíîé¿ íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èçîòîííîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîðÿäêà èëè ïðè
äîáàâëåíèè íåñóùåñòâåííûõ èñõîäîâ; èãðà ìîæåò èìåòü öåíó, à äâîéñòâåí-
íàÿ åé èãðà - íåò è ò. ï. Â ðàáîòå àâòîðà [2] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûå àíîìà-
ëèè èñ÷åçàþò ïðè ¾ïîãðóæåíèè¿ ïåðâîíà÷àëüíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà èñõîäîâ èãðû < A, ω > â ïîëíóþ ðåøåòêó < M(ω), ⊆> åå ìàæîðàíòíî
ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 2. Â ðÿäå çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì
èñõîäîâ âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíîæåñòâî
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Îáëàäàþùåå ¾õîðîøèìè¿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè òàê íàçûâàåìîå êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå $ ïîðÿäêà ω íà ìíîæåñòâî
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Pω(A) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

µ ≤$ ν ⇔ (∀ϕ ∈ C0(ω)) ϕ(µ) ≤ ϕ(ν),

ãäå µ, ν ∈ Pω(A), C0(ω) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé óïîðÿ-
äî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω > â äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R, ϕ � ïðîäîëæå-
íèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð: ϕ(µ) =

∫
A

ϕdµ. Â ðàáî-

òå [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîðÿäêà ω íà ìíîæåñòâî
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ìîæåò áûòü çàäàíî â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ ≤$ ν ⇔ (∀B ∈M(ω)) µ(B) ≤ ν(B). (1)

Ôîðìóëà (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå ïî êàíîíè÷åñêîìó ïðîäîëæå-
íèþ $ ¾ó÷èòûâàåò¿ ëèøü ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûå ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî-
÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω > .

Ïðèìåð 3. Ñ ïîìîùüþ ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ìîæåò áûòü
äàíî îïèñàíèå âñåõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà â ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ [4]. Ïðèïèøåì êàæäîìó ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíî-
ìó ïîäìíîæåñòâó B êîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω > íåêîòî-
ðûé íåîòðèöàòåëüíûé âåñ λ(B). Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : A→ R, îïðåäåëåííîå
ôîðìóëîé

ϕ(a) =
∑
a∈B

λ(B), (2)

ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì. Îáðàòíî, ëþáîå èçîòîííîå îòîáðàæåíèå óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà < A, ω > â R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (2) ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû. Ïðè ýòîì åñëè âñå λ(B) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, ðàâåíñòâî (2)
äàåò âñå ñòðîãî èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ èç < A, ω > â R ñ òî÷íîñòüþ äî
êîíñòàíòû.

2. Â ñâÿçè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ïðèìåðàìè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íà-
õîæäåíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
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< M(ω), ⊆>. Êàê èçâåñòíî, âàæíåéøèìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êî-
íå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ, äëèíà,
øèðèíà è ðàçìåðíîñòü. Â äàííîé ñòàòüå äàþòñÿ îöåíêè óêàçàííûõ âåëè÷èí.
Ïðè ýòîì îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü < A, ω > � êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
èìåþùåå íàèìåíüøèé ýëåìåíò 0. Ïóñòü (Ci)i∈I � ñåìåéñòâî öåïåé, îáðà-
çóþùèõ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A, ïðè÷åì êàæäàÿ öåïü Ci ñîäåðæèò 0.
Òîãäà óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî < M(ω−1), ⊆> èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ
â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå óêàçàííîãî ñåìåéñòâà öåïåé, ñíàáæåííîå ïîêîìïî-
íåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, äîêàçà-
òåëüñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â [5].

Ëåììà. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàçëîæèìûõ â îáúåäèíåíèå ýëåìåí-
òîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < X, ≤>, èìåþùåãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà Y â îáúåäèíåíèå öåïåé (Zk)k∈K , êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò: Y =

⋃
Zk. Îïðåäåëèì ïðè êàæ-

äîì k îòîáðàæåíèå ϕk : X → Zk ðàâåíñòâîì: ϕk(x) = sup{y ∈ Zk : y ≤ x}. Òî-
ãäà îòîáðàæåíèå ϕ(x) = (ϕk(x))k∈K ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîæåíèåì óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < X,≤> â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà öåïåé
(Zk)k∈K , ñíàáæåííîå ïîêîìïîíåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Âîçüìåì â óñëîâèÿõ ëåììû â êà-
÷åñòâå < X,≤> óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî < M(ω−1), ⊆> (ïðè ýòîì ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèòM(ω−1) è ÿâëÿåòñÿ â íåì íàèìåíüøèì ýëåìåí-
òîì). Íåðàçëîæèìûìè â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòàìè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà< M(ω−1), ⊆> ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñðåçû ω−1 < a >, ãäå a ∈ A. (Çà-
ìåòèì, ÷òî â àëãåáðàè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè M(ω−1) åñòü ìíîæåñòâî èäåàëîâ
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω >, ïðè÷åì èäåàëû âèäà ω−1 < a > ñóòü,
â òî÷íîñòè, åãî ãëàâíûå èäåàëû.) Òàê êàê ñîîòâåòñòâèå a 7→ ω−1 < a > ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω > íà óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî âñåõ ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî ðàçëîæåíèþ ìíîæåñòâàA â îáúåäèíåíèå
öåïåé (Ci)i∈I áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëîæåíèå â îáúåäèíåíèå öåïåé ìíîæå-
ñòâà ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî åñòü ðàçëîæåíèå â îáúåäèíåíèå öåïåé ïîäìíîæå-
ñòâà íåðàçëîæèìûõ â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ðåøåòêè < M(ω−1), ⊆>. Â ñè-
ëó ëåììû, îòîáðàæåíèå ϕ(B) = (ϕi(B))i∈I , ãäå ϕi(B) = sup{a ∈ Ci : a ∈ B},
áóäåò èçîìîðôíûì âëîæåíèåì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < M(ω−1), ⊆> â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà öåïåé (Ci)i∈I , ñíàáæåííîå ïîêîìïîíåíòíûì
ïîðÿäêîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåòêè < M(ω−1), ⊆>
âîñïîëüçóåìñÿ íàèáîëåå ¾ýêîíîìíûì¿ ïðåäñòàâëåíèåì óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà < A, ω > â âèäå îáúåäèíåíèÿ öåïåé, ïðåäëîæåííûì Äèëóîðñîì. Ñî-
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ãëàñíî [6], íàèìåíüøåå ÷èñëî öåïåé, â îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàçëîæèìî óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ðàâíî åãî øèðèíå (òî åñòü ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè
åãî àíòèöåïè). Íàçîâåì òàêîå ðàçëîæåíèå äèëóîðñîâñêèì.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé òåîðåìû 1 ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ÷èñëîâûõ õà-

ðàêòåðèñòèê ðåøåòêè < M(ω), ⊆>. Ïóñòü A =
m⋃
i=1

Ci � äèëóîðñîâñêîå ðàçëî-

æåíèå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà < A, ω >. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè.

Ñëåäñòâèå 1. (îöåíêà ÷èñëà ýëåìåíòîâ ðåøåòêè < M(ω), ⊆>, òî åñòü
÷èñëà ìàæîðàíòíî ñòàáèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
< A, ω >): |M(ω) |≤

∏m
i=1 | Ci | .

Ñëåäñòâèå 2. (îöåíêà äëèíû l óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà< M(ω), ⊆>):
l(M(ω)) ≤

∑m
i=1 l(Ci).

Ñëåäñòâèå 3. (îöåíêà ðàçìåðíîñòè dim óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà <
M(ω), ⊆>): dimM(ω) ≤ m, ãäå m � øèðèíà óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà <
A, ω >.
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Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ïó÷îê îïåðàòîðîâ L(λ), îïðåäåëÿå-
ìûé îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`(y, λ) := y(2) + λp1y
(1) + λ2p2y
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è äâóõòî÷å÷íûìè îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uν(y, λ) = Uν0(y, λ) + Uν1(y, λ) :=

:=
(
αν1y

(1)(0) + λαν2y(0)
)

+
(
βν1y

(1)(1) + λβν2y(1)
)

= 0, ν = 1, 2,

ãäå pj, ανj, βνj ∈ C. Â ñëó÷àå αν1 = βν1 = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå
èìååò âèä αν2y(0) + βν2y(1) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ω
2 +p1ω+

p2 = 0 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, ω2 îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîãî
íà÷àëà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü

10) ω2 < 0 < ω1.

Îáîçíà÷èì τ := |ω2|/ω1 > 0, y1(x, λ) = exp(λω1x), y2(x, λ) = exp(λω2x).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì αν1 6= 0, βν1 6= 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàññóæ-
äåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ. Îáîçíà÷èì vνj = Uν0(yj, λ)/λ, wνj =
exp(−λωj)Uν1(yj, λ)/λ è Vj = (v1j, v2j)

T , Wj = (w1j, w2j)
T (ν, j = 1, 2). Ïóñòü

ask = det(Ws,Wk), as̄k = det(Vs,Wk), ask̄ = det(Ws, Vk), as̄k̄ = det(Vs, Vk).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ïó÷êà èìååò âèä

∆(λ) = det
(
Uν(yj, λ)

)2
ν,j=1 =

= λ2{a1̄2̄ + eλω1a12̄ + eλω2a1̄2 + eλ(ω1+ω2)a12} = λ2∆0(λ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñþäó â äàëüíåéøåì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

20) a1̄2̄ 6= 0, a12̄ 6= 0, a1̄2 = a12 = 0.

Ïðè ýòîì óñëîâèè ∆0(λ) = a1̄2̄ + eλω1a12̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðè-
âàåìûé ïó÷îê L(λ) íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì [1, ñ. 66�67] è, áîëåå òîãî, íå
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïî òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [2].

Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå ∆0(λ) = 0 èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðîñòûõ êîðíåé,
êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

λk = (2kπi+ d0)/ω1, k ∈ Z,

ãäå d0 := ln0 c0 (ln0 åñòü ôèêñèðîâàííàÿ âåòâü íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà, òà-
êàÿ, ÷òî ln0 1 = 0), c0 := −a1̄2̄/a12̄.

Îáîçíà÷èì Λ := {λk : k ∈ Z}. Î÷åâèäíî, Λ \ {0} åñòü ìíîæåñòâî íåíóëå-
âûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ.ç.) ïó÷êà L(λ). Òî÷êà λ = 0 ìîæåò áûòü ñ.ç., à
ìîæåò è íå áûòü, äàæå åñëè 0 ∈ Λ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àëüòåðíàòèâíûå óñëîâèÿ:

30) W2 6= 0 èëè: W2 = 0 è a11̄ = 0;

40) W2 = 0 è a11̄ 6= 0.
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Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 30, òî ôóíêöèÿ y(x, λ) :=
exp(λω1x) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ñ.ô.)
ïó÷êà L(λ) ïðè λ 6= 0. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 40, òî ïîðîæäàþùåé
ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y(x, λ) := exp(λω1x) + b0 exp(λ(ω1 + ω2x)), ãäå
b0 = a11̄/a1̄2̄ 6= 0.

Îáîçíà÷èì YΛ := {y(x, λ) : λ ∈ Λ}. Åñëè λ = 0 /∈ Λ, òî ñèñòåìà YΛ

ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ñ.ô. ïó÷êà L(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûì ñ.ç. Â
ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 30 ñèñòåìà YΛ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìîé â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå, è âîïðîñ î ïîëíîòå ñèñòåìû
ñ.ô. ïó÷êà L(λ) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 40.

Â ðàáîòå [3] áûëî íàéäåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà σ̂ = 1
1+τ , òàêîå ÷òî ñèñòåìà

YΛ 2-êðàòíî ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ] ïðè σ = σ̂ è 2-êðàòíî íåïîëíà ñ
áåñêîíå÷íûì äåôåêòîì ïðè σ > σ̂. Êðîìå òîãî, áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî 1-êðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû YΛ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ].

Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷-
êà L(λ), ïðè êîòîðûõ ñèñòåìû YΛ 1-êðàòíî íåïîëíà, ìèíèìàëüíà è îáðàçóåò
áàçèñ áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ]. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå
0 < ω1 < ω2 è ïðè óñëîâèÿõ a12̄ 6= 0, a1̄2 6= 0, a1̄2̄ = a12 = 0 ñâîéñòâà ñ.ô. (1-
êðàòíàÿ ïîëíîòà è íåïîëíîòà, ìèíèìàëüíîñòü, áàçèñíîñòü Ðèññà) äåòàëüíî
èññëåäîâàëèñü â [4], à ïðè óñëîâèè 20 � â [5].

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî äëÿ òîãî ÷òîáû
ñèñòåìà YΛ áûëà 1-êðàòíî íåïîëíà â L2[0, σ] è èìåëà òàì áåñêîíå÷íûé
äåôåêò, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ:

à) â ñëó÷àå σ > 1
2, τ = 1 � óñëîâèÿ b0 = ±1 ;

á) â ñëó÷àå σ > m+1
τ è τ > m+ 1 ïðè m ∈ N ∪ {0} � óñëîâèÿ

τ < |b0|2 max{1, |c0|2m}; (1)

â) â ñëó÷àå σ > 1 è m < τ < m + 1 ïðè m = 1 è m ≤ τ < m + 1 ïðè
m ∈ N \ {1} � óñëîâèÿ

|b0|2
m∑
s=0

1

|c0|2s
< τ. (2)

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî äëÿ 1-êðàòíîé
ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû Y â L2[0, σ] äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ:

à) â ñëó÷àå σ ≥ σ̃ := 1, τ = 1 � óñëîâèÿ b0 6= ±1; ôóíêöèè áèîðòîãîíàëü-
íîé ñèñòåìû Z = {zn(x) : n ∈ Z} îïðåäåëÿþòñÿ ïðè σ = σ̃ îäíîçíà÷íî;

á) â ñëó÷àå σ ≥ σ0 := 1
τ , τ > 1 � óñëîâèÿ τ < |b0|2 ; ôóíêöèè áèîðòîãî-

íàëüíîé ñèñòåìû Z îïðåäåëÿþòñÿ ïðè σ = σ0 îäíîçíà÷íî;
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â) â ñëó÷àå σ ≥ m+1
τ , τ > m+1 � óñëîâèÿ (1); ôóíêöèè áèîðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìû Z = {zn(x) : n ∈ Z} îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî;
ã) â ñëó÷àå σ ≥ σ̃, m < τ ≤ m+ 1 ïðè íåêîòîðîì m ∈ N∪{0} è τ 6= 1 �

óñëîâèÿ (2); ôóíêöèè áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû Z îïðåäåëÿþòñÿ ïðè σ = σ̃
îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî äëÿ 1-êðàòíîé
áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè ñèñòåìû YΛ â L2[0, σ] äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ:

à) â ñëó÷àå σ = 1
τ è τ > 1 � óñëîâèÿ τ < |b0|2 ;

á) â ñëó÷àå σ = 1, τ = 1 � óñëîâèÿ b0 6= ±1;
â) â ñëó÷àå σ = 1 è m < τ ≤ m+ 1, τ 6= 1, m ∈ N ∪ {0} � óñëîâèÿ (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06-01-
00003) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ôóíêöèè. Èíôîðìàöèîííûé áþëëåòåíü. Ì.: Íàó÷.-èññëåä. ãð. ìåæäóíàð. æóðí. "Integral
Transforms and Special Functions"è ÂÖ ÐÀÍ. 2001. Ò. 2. � 1. Ñ. 85-103.

ÓÄÊ 517.927.25

Â.Ñ. Ðûõëîâ, Î.Â. Øèãàåâà

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÐÀÒÍÎÉ ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÊÎÌÁÈÍÀÖÈÈ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ Ñ ÏÎÊÀÇÀÒÅËßÌÈ, ËÅÆÀÙÈÌÈ

ÍÀ ÎÄÍÎÉ ÏÐßÌÎÉ, È ÅÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ Ê ÏÓ×ÊÀÌ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ïó÷îê îïåðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé
îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y, λ) = y(n)(x) + λp1y
(n−1)(x) + · · ·+ λnpny(x)

è äâóõòî÷å÷íûìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑
s+k≤n−1

λs
(
αjsky

(k)(0) + βjsky
(k)(1)

)
= 0, j = 1, n,
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ãäå n ≥ 3, pj, αjsk, βjsk ∈ C.
Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) ïó÷êà L(λ) îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæå-

ñòâî {λj}, çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé è, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà, ïðîñòûå. Îáîçíà÷èì Λ = {λj} \ {0}.

Ïóñòü êîðíè ωj, j = 1, n, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ωn + p1ω
n−1 + · · ·+ pn = 0

ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè÷åì òàê, ÷òî îäèí êîðåíü ωn ëåæèò ïî îäíó
ñòîðîíó îò íà÷àëà, à âñå äðóãèå êîðíè � ïî äðóãóþ ñòîðîíó. Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ωn < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn−1. (1)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ

y(x, λ) = a1e
λω1x + a2e

λω2x + · · ·+ an−1e
λωn−1x + ane

λωnx, aj ∈ C, (2)

ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ñ.ô.) ïó÷êà L(λ), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñ.ç. èç ìíîæåñòâà Λ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé:

YΛ = {y(x, λ)|λ ∈ Λ}, YC = {y(x, λ)|λ ∈ C}. (3)

Ñèñòåìà YΛ åñòü ñèñòåìà âñåõ ñ.ô. ïó÷êà L(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñ.ç. èç ìíî-
æåñòâà Λ.

Ïóñòü σ ∈ R+, m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âî-
ïðîñ îá n- è m-êðàòíîé íåïîëíîòå ñèñòåì YC è YΛ â ïðîñòðàíñòâàõ L2[0, σ],
σ > 0. Ðàíåå â [1, 2] áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å è ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä
(2). Â [3] àíîíñèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé íåïîëíîòå ñèñòåì YC è YΛ â
ïðîñòðàíñòâàõ L2[0, σ], σ > 0 ïðè óñëîâèÿõ (1)-(2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ŷ(x, λ) = (y1(x, λ), λy(x, λ), . . . , λmy(x, λ)),

f̂(x) = (f̄1(x), f̄2(x), . . . , f̄m(x)),

∀g ∈ L[0, σ] : (g)1(x) =

∫ x

0
g(ξ) dξ,

(g)j(x) =

∫ x

0
(g)j−1(ξ) dξ =

∫ x

0

(x− ξ)j−1

(j − 1)!
g(ξ) dξ, j = 2,m− 1.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Ëåììà. Åñëè
fk ∈ L2[0, σ], k = 1,m,

(fk)j(σ) = 0, j = 1,m− k, k = 1,m− 1,

òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû
∀λ ∈ C ŷ(·, λ)⊥f̂

â ïðîñòðàíñòâå Lm2 [0, σ], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ñîîòíîøåíèÿ 

an
|ωn|

Fn(
x

|ωn|
) = 0, x ∈ [0, σ|ωn|],

n−1∑
s=1

as
ωs
Fs(

x

ωs
) = 0, x ∈ [0, σω1],

n−1∑
s=2

as
ωs
Fs(

x

ωs
) = 0, x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑
s=n−2

as
ωs
Fs(

x

ωs
) = 0, x ∈ (σωn−3, σωn−2],

an−1

ωn−1
Fn−1(

x

ωn−1
) = 0, x ∈ (σωn−2, σωn−1],

ãäå

Fs(x) =
m∑
k=1

(−1)m−kωm−ks (fk)m−k(x).

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) è ôóíêöèÿ y(x, λ)
â (3) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2). Òîãäà ïðè ëþáûõ aj, j = 1, n, â (2) ñè-
ñòåìà YC íå ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ïîëíîé íè â êàêîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ],
ãäå σ > 0, è èìååò â êàæäîì òàêîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûé äåôåêò
îòíîñèòåëüíî n-êðàòíîé ïîëíîòû.

Ñëåäñòâèå 1. Ñèñòåìà YΛ íå ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ïîëíîé íè â êàêîì
ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ], ãäå σ > 0, è èìååò â êàæäîì òàêîì ïðîñòðàíñòâå
áåñêîíå÷íûé äåôåêò îòíîñèòåëüíî n-êðàòíîé ïîëíîòû.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì n ≥ 4, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) è ôóíêöèÿ
y(x, λ) â (3) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2). Òîãäà åñëè êîýôôèöèåíòû aj ∈ C,
j = 1, n, â (2) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

min
r,l=1,m
r 6=l

n−2∑
s=1

∣∣∣∣ asan−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ω−ls − ω−rs ωr−ln

ω−ln−1 − ω−rn−1ω
r−l
n

∣∣∣∣∣ < 1, (4)

òî ñèñòåìà YC íå ÿâëÿåòñÿ m-êðàòíî ïîëíîé (3 ≤ m ≤ n− 1) íè â êàêîì
ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ], ãäå σ > 0, è èìååò â êàæäîì òàêîì ïðîñòðàíñòâå
áåñêîíå÷íûé äåôåêò îòíîñèòåëüíî m-êðàòíîé ïîëíîòû.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäïîëîæèì n ≥ 4, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) è ôóíêöèÿ
y(x, λ) â (3) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2). Òîãäà åñëè êîýôôèöèåíòû aj ∈ C,
j = 1, n â (2) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî ñèñòåìà YΛ íå
ÿâëÿåòñÿ m-êðàòíî ïîëíîé (3 ≤ m ≤ n − 1) íè â êàêîì ïðîñòðàíñòâå
L2[0, σ], ãäå σ > 0, è èìååò â êàæäîì òàêîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûé
äåôåêò îòíîñèòåëüíî m-êðàòíîé ïîëíîòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06-01-
00003) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 517.518.85

Ñ.Ï. Ñèäîðîâ

ÒÅÎÐÅÌÀ ÒÈÏÀ ÊÎÐÎÂÊÈÍÀ
ÄËß ÊËÀÑÑÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ,

ÎÁËÀÄÀÞÙÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ ÔÎÐÌÎÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

Êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ êëàññà ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Ï.Ï. Êîðîâêèíà. Èì áûëè íàéäåíû [1] óñëîâèÿ ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ê òîæäå-
ñòâåííîìó îïåðàòîðó I â C[0, 1]

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Li :
C[0, 1]→ C[0, 1], n ≥ 1, òàêîâà, ÷òî

(1) Li(V0) ⊂ V0, ãäå V0 := {f ∈ C[0, 1] : f ≥ 0};
(2) lim

i→∞
‖(Li − I)ej‖ = 0, j = 0, 1, 2.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ C[0, 1] áóäåò

lim
i→∞
‖(Li − I)f‖ = 0.

Çäåñü ej(t) = tj, j = 0, 1, . . ., ‖ · ‖ îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íîðìó, ‖f‖ =

sup
x∈[0,1]

|f(x)|.
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Ïóñòü uk ∈ Cn[0, 1], k = 1, . . . , n, òàêîâû, ÷òî ñèñòåìà u1, . . . , un åñòü
îáîáùåííàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ×åáûøåâà íà [0, 1]. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ,
îïðåäåëåííàÿ íà [0,1], íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ôóíê-
öèé u1, . . . , uk, åñëè ∣∣∣∣∣∣∣∣

u0(t0) u0(t1) . . . u0(tk+1)
. . . . . . . . . . . .

uk(t0) uk(t1) . . . uk(tk+1)
f(t0) f(t1) . . . f(tk+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 0

äëÿ âñåõ íàáîðîâ 0 < t0 < t1 < . . . < tk+1 < 1, ïðè ýòîì ïèøóò
f ∈ C(u0, . . . , uk).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè u0 = e0, òî C(u0) åñòü êîíóñ âñåõ âîçðàñòàþùèõ ôóíê-
öèé íà (0,1). Åñëè u0 = e0, u1 = e1, òî C(u0, u1) åñòü êîíóñ âñåõ âûïóêëûõ íà
(0,1) ôóíêöèé. Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ îáîáùåííîé òåîðèè âûïóêëîñòè
ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [2].

Ïóñòü σ = (σ0, . . . , σn) ∈ Rn+1, σi ∈ {−1, 0, 1}, σ0σn 6= 0. Îáîçíà÷èì
Vk+1 := {f ∈ Ck[0, 1] : f ∈ C(u0, . . . , uk)}, k = 0, . . . , n − 1, è ðàññìîòðèì
êîíóñ

V0,n(σ) = ∩nk=0σkVk.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ôîðìîñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûì ñ êî-
íóñîì V0,n(σ), ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 1. À èìåííî, ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ0σ2 6= −1, u0 = e0, u1 = e1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Li : Cn[0, 1]→ Cn[0, 1], i ≥ 1, òàêîâà, ÷òî

(1) Li(V0,n(σ)) ⊂ V0,n(σ);

(2) lim
i→∞
‖(Li − I)uj‖ = 0, j = 0, . . . , n.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Cn[0, 1] áóäåò

lim
i→∞
‖(Li − I)f‖ = 0.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç [3, òåîðåìà 3] è ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Äëÿ âñÿêîãî z ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò ϕz ∈ span{u0, . . . , un} òàêàÿ,
÷òî

(1) ϕz ∈ V0,n(σ);

(2) ϕz(z) = 0 < ϕz(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] \ {z};
(3) äëÿ ëþáîé f ∈ Cn[0, 1] íàéäåòñÿ α = α(f) ≥ 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

β > α áóäåò βϕz + f ∈ V0,n(σ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ0 = 1, à
ôóíêöèè u1, . . . , un ∈ Cn[0, 1] óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u

(p)
k = 0,

p = 0, . . . , k− 1, k = 1, . . . , n. Ñèñòåìà u1, . . . , un ïðåäñòàâèìà â âèäå (ñì. [2])

u0(t) = ω0(t),

uk(t) = ω0(t)

∫ t

o

ω1(ζ1)

∫ ζ1

0
ω2(ζ2) . . .

∫ ζk−1

0
ωk(ζk)dζk . . . dζ1, k = 1, . . . , n,

ãäå ω0, . . . , ωn−1 åñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå íà [0,1] ôóíêöèè, òàêèå ÷òî ωk ∈
Cn−k[0, 1], k = 0, . . . , n.

Îáîçíà÷èì Dj, j = 0, . . . , n, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿä-
êà

(Djf)(t) =
d

dt

(
f(t)

ωj(t)

)
.

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Dj . . . D0uj+1 = ωj+1, j = 0, . . . , n− 1, (1)

Dj . . . D0uj = 0, j = 0, . . . , n. (2)

Âîçüìåì z ∈ [0, 1] è îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕz ∈ span{u0, . . . , un},

ϕz =
n∑
k=0

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
uk,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Dn−1 . . . D0ϕz(0) = σnωn(0)‖1/ωn‖;
2) åñëè p = n−1, . . . , 2, òî ïîëàãàåì Dp−1 . . . D0ϕz(0) = σpωp(0)‖1/ωp‖(1+

βp), ãäå

βp =

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=p

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
Dp−1 . . . D0uk

∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà

σnDn−1 . . . D0ϕz = ωn‖1/ωn‖ ≥ 1.
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Êðîìå òîãî, äëÿ p = n− 1, . . . , 2 ñ ó÷åòîì (1), (2) èìååì

σpDp−1 . . . D0ϕz = σpDp−1 . . . D0

(
n∑
k=0

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
uk

)
=

= σp

n∑
k=0

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
Dp−1 . . . D0uk =

= σp

n∑
k=p

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
Dp−1 . . . D0uk =

= σp

(
Dp−1 . . . D0ϕz(0)

ωp(0)
Dp−1 . . . D0up+

+
n∑

k=p+1

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
Dp−1 . . . D0uk

)
=

= ωp‖1/ωp‖(1 + βp) + σp

n∑
k=p+1

Dk−1 . . . D0ϕz(0)

ωk(0)
Dp−1 . . . D0uk ≥ 1.

Òàêèì îáðàçîì,

σpDp−1 . . . D0ϕz ≥ 1, p = 2, . . . , n.

Èç [2, òåîðåìà 3.1, ñ. 392] ñëåäóåò, ÷òî

ϕz ∈ σpVp, p = 2, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê u0 = e0, u1 = e1, òî D1 = D0 = D, ãäå D åñòü
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, Df(t) = d

dtf(t). Ïîýòîìó
D(Dϕz) = D1D0ϕz ≥ 1 è ϕz ñòðîãî âûïóêëà íà [0, 1]. Äîîïðåäåëèì ϕz òàê,
÷òîáû ϕz(z) = 0 < ϕz(x) äëÿ x ∈ [0, 1] \ {z}. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

ϕz(x) = ψ(x)− ψ(z)−Dϕz(z)(x− z)

íà [0, 1], ãäå Dψ = Dϕz. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167-a) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÑËÎÂÈß ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
Î ÂÍÅØÍÅÉ ÎÖÅÍÊÅ ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÏÎËÎÑÎÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ïîëîñû íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé
øèðèíû ñ ïîëèíîìèàëüíîé îñüþ, ñîäåðæàùåé ãðàôèê çàäàííîé ñåãìåíò-
íîé ôóíêöèè. Ìåòîäàìè âûïóêëîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïóñòü çàäàíà ñåãìåíòíàÿ ôóíêöèÿ (ñ.ô.) F (t) = [g1(t), g2(t)], t ∈ [c; d],

g1(t), g2(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì g1(t) ≤ g2(t), Pn(A, t) = a0 +
a1t+ · · ·+ ant

n, A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1 � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ.
Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

ρ(A) ≡ max
t∈[c,d]

max {Pn(A, t)− g1(t), g2(t)− Pn(A, t)} −→ min
A∈Rn+1

. (1)

Ýòî çàäà÷à î âíåøíåé îöåíêå ñ.ô. F (t) ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñîé. Åñëè A∗

� ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî Pn(A
∗, t) ÿâëÿåòñÿ îñüþ ïîëèíîìèàëüíîé ïîëîñû

íàèìåíüøåé øèðèíû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ãðàôèê ñ.ô.
Î÷åâèäíî, çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è Ï.Ë. ×åáûø¼âà î

ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîëèíîìîì (ñëó÷àé, êî-
ãäà g1(t) = g2(t) ïðè t ∈ [c; d]). Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà îòðåçîê [c, d]
çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñåòêîé çíà÷åíèé äëÿ t, çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü È.Þ.
Âûãîä÷èêîâîé [1].

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

R1(A) = {t ∈ [c; d] : ρ(A) = Pn(A, t)− g1(t) > g2(t)− Pn(A, t)},

R2(A) = {t ∈ [c; d] : ρ(A) = g2(t)− Pn(A, t) > Pn(A, t)− g1(t)},
R3(A) = {t ∈ [c; d] : ρ(A) = Pn(A, t)− g1(t) = g2(t)− Pn(A, t)},

R(A) = R3(A) ∪R2(A) ∪R3(A).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè R3(A) 6= ∅, òî, î÷åâèäíî,

R3(A) = {t̂ ∈ [c; d] : g2(t̂)− g1(t̂) = max
t∈[c;d]

(g2(t)− g1(t))}.

Ðàíåå â ðàáîòå [2] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1):

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ A∗ áûë ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç
óñëîâèé
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à) R3(A
∗) 6= ∅;

á) ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òî÷åê {ti}i=1,n+2,
c ≤ t1 < t2 < . . . < tn+2 ≤ d, òàêîé ÷òî åñëè ti ∈ R1(A

∗)(R2(A
∗)), òî

ti+1 ∈ R2(A
∗)(R1(A

∗)).

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è Ï.Ë. ×åáûø¼âà çàäà÷à (1) ìîæåò èìåòü íå åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 2. Åñëè âåêòîð A∗ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé
1) ìíîæåñòâî R3(A

∗) ñîäåðæèò íå ìåíåå (n+ 1) òî÷êè,
2) ñóùåñòâóåò íàáîð T = {ti}i=1,n+2 ⊂ R(A∗), â êîòîðîì ìîæíî âûäå-

ëèòü óïîðÿäî÷åííûå òî÷êè ti1 < ti2 < . . . < til, l ≤ n + 2, èç ìíîæåñòâà
R1(A

∗)∪R2(A
∗), à îñòàëüíûå òî÷êè íàáîðà T ñîäåðæàòñÿ â R3(A

∗), è ïðè
ýòîì åñëè

tik ∈ R1(A
∗)(R2(A

∗)),òî tik+1
∈

{
R1(A

∗)(R2(A
∗)), ik+1 − ik � ÷¼òí.,

R2(A
∗)(R1(A

∗)), ik+1 − ik � íå÷¼òí.,

òî A∗ ÿâëÿåòñÿ, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì, ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî A∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1). Åñëè âûïîë-
íåíî óñëîâèå 1) èëè óñëîâèå 2) ïðè l < n+ 2, òî R3(A

∗) 6= ∅ è A∗ - ðåøåíèå
çàäà÷è (1) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì à) òåîðåìû 1. Åñëè æå âûïîëíåíî óñëî-
âèå 2) è R3(A

∗) = ∅, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå á) òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì,
â ëþáîì ñëó÷àå A∗ - ðåøåíèå çàäà÷è (1).

2. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü R3(A
∗) 6= ∅ è A � åù¼ îäíî ðåøåíèå

çàäà÷è (1). Òîãäà R3(A
∗) = R3(A) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R3(·).

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1), òî äëÿ òî÷åê {ti}i=1,n+1 ⊂ R3(A
∗), êàê ýòî

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R3(A), áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

Pn(A
∗, ti) = (g1(ti) + g2(ti))/2, i = 1, n+ 1, (2)

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî (a0, a1, . . . , an). Å¼ îïðåäåëèòåëü, ÿâëÿþùèéñÿ îïðåäåëèòåëåì
Âàíäåðìîíäà, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó A∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(2), à ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷è (1).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå 2). Ôóíêöèÿ ρ(A) ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rn+1. Å¼ ñóáäèôôåðåíöèàë, ïîëüçóÿñü ñóáäèôôå-
ðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì [3], ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂ρ(A) = co{∂Af(A, t) : t ∈ R(A)}, (3)

ãäå f(A, t) = max {Pn(A, t)− g1(t), g2(t)− Pn(A, t)}, à ∂Af(A, t) � ñóáäèôôå-
ðåíöèàë ôóíêöèè f(A, t) ïî A. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóáäèôôåðåíöèàëü-
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íûì èñ÷èñëåíèåì ìîæíî âûðàçèòü åãî â âèäå

∂Af(A, t) =


(1, t, . . . , tn), Pn(A, t)− g1(t) > g2(t)− Pn(A, t);
−(1, t, . . . , tn), g2(t)− Pn(A, t) > Pn(A, t)− g1(t);

[−(1, t, . . . , tn), (1, t, . . . , tn)], Pn(A, t) = g2(t)+g1(t)
2 .

(4)

Èç (3) è (4) âûòåêàåò

∂ρ(A)(π(A)) = co{ξ(t)(1, t, . . . , tn) : t ∈ R(A)}, (5)

ãäå

ξ(t) =


1, åñëè t ∈ R1(A);

−1, åñëè t ∈ R2(A);

[−1, 1], åñëè t ∈ R3(A).

(6)

Ó÷èòûâàÿ (5) è (6), à òàêæå ñàìî ócëîâèå 2), íåòðóäíî âûáðàòü äëÿ A∗ ñåëåê-
òîð η(t) ∈ ξ(t) òàê, ÷òî åñëè η(ti) = +1(−1), òî η(ti+1) = −1(+1), i = 1, n+ 1.
Òîãäà ïî òåîðåìå 2 èç [4] âûïîëíÿåòñÿ

On+1 ∈ int co{η(ti)(1, ti, . . . , t
n
i ), i = 1, n+ 2}.

Ïîýòîìó òåì áîëåå On+1 ∈ int ρ(A∗), ÷òî, êàê èçâåñòíî èç âûïóêëîãî àíà-
ëèçà (ñì. [3]), ãîâîðèò î òîì, ÷òî A∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâåííîñòü ócëîâèé òåîðåìû.
Ïóñòü g1(t) = 1, g2(t) = t + 2, t ∈ [0; 1], n = 1. Óñëîâèå 1) òåîðåìû 2 íå
âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê äëÿ îïòèìàëüíûõ òî÷åê A ìíîæåñòâî R3(A) = {1}
ñîäåðæèò ëèøü îäíó òî÷êó. Òàêæå íå ñóùåñòâóåò íàáîðà òî÷åê T , óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèþ 2). Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

Ω = {A∗ = (a∗0, a
∗
1) : 0 ≤ a∗1 ≤ 1; a∗0 = 2 − a∗1}.

Îíî ñîäåðæèò áîëåå ÷åì îäíó òî÷êó.
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ÓÄÊ 517.51

À.Þ. Òðûíèí

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ×ÅÁÛØÅÂÀ
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÊÎÍÑÒÀÍÒÀÌÈ ËÅÁÅÃÀ

ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì ×åáûøåâà íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîíñòàíò Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ïî ýòîé ñèñòåìå
îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xk,n = k
n , k = 0, n, n ∈ N, è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë dn óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

dn = O(
1

ln 2n
). (1)

Ïîëîæèì

y(x, n) =


(−1)k sin( πn2dn

(x− xk,n)), k = 0, n,

ïðè x ∈ [xk,n − dn
n , xk,n + dn

n ] ∩ [0, 1];

(−1)k, k = 0, n− 1,

ïðè x ∈ [xk,n + dn
n , xk+1,n − dn

n ].

(2)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé {lk,n}nk=0, n ∈ N, ãäå

lk,n(x) =
(−1)k2dny(x, n)

πn(x− xk,n)
, k = 0, 1, 2, . . . , n; n ∈ N.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ lk,n, k = 0, 1, 2, . . . , n, n ∈ N, íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà [0, 1]. Íà îòðåçêå [0, 1] ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ïîëèíîì, ñîñòàâ-
ëåííûé èç n+ 1 ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû,

n∑
k=0

ak,nlk,n(x) =
n∑
k=0

ak,n
(−1)k2dny(x, n)

πn(x− xk,n)
=
y(x, n)

ωn(x)
Pn(x),

çäåñü

ωn(x) =
n∏
k=0

(x− xk,n), Pn(x) =
n∑
k=0

{(−1)k2dnak,n
πn

n∏
i=0,i 6=k

(x− xi,n)
}
,

èìååò íå áîëåå n íóëåé. Òàê êàê ôóíêöèÿ y(x,n)
ωn(x) â ñèëó (2) íà îòðåçêå

[0, 1] íóëåé íå èìååò, à Pn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, òî ñîãëàñíî
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îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû ×åáûøåâà (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, �2; 2, ãë. 1, �4;
3, ãë. 1, �1.3]), ìíîæåñòâî ôóíêöèé {lk,n}nk=0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûøå-
âà (Ò-ñèñòåìîé), è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f, îïðåäåë¼ííîé â xk,n =
k
n , k = 0, n, n ∈ N, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à∑n

k=0 ak,nlk,n(xk,n) = f(xk,n), k = 0, n, n ∈ N. Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííûå
îïåðàòîðû Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûå ïî ôóíêöèÿì (2) è ñòàâÿùèå â ñîîòâåò-
ñòâèå ëþáîé îïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [0, π] ôóíêöèè f èíòåðïîëèðóþùóþ å¼
â óçëàõ {xk,n}nk=0 ôóíêöèþ

Ln(f, x) =
n∑
k=0

y(x, n)

y′(xk,n, n)(x− xk,n)
f(xk,n)

= y(x, n)
n∑
k=0

(−1)k2dn
πn(x− xk,n)

f(xk,n) =
n∑
k=0

lk,n(x)f(xk,n). (3)

Çíà÷èò, â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ïî ñèñòåìå
×åáûøåâà lk,n ñëåäóåò áðàòü ak,n = f(xk,n).

Îöåíèì ñâåðõó êîíñòàíòû Ëåáåãà � íîðìû îïåðàòîðîâ Ln, äåéñòâóþùèõ
èç C[0, 1] â C[0, 1].

Ln = sup
f :‖f‖C[0,1]=1

‖Ln(f, ·)‖C[0,1] = max
x∈[0,1]

{
|y(x, n)|

n∑
k=0

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|
}
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå x ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k0 íîìåð áëèæàéøåãî ê x
óçëà èíòåðïîëèðîâàíèÿ xk0,n = k0

n . Åñëè òàêèõ óçëà äâà, òî � íîìåð ëåâîãî.
Òîãäà

Ln = max
x∈[0,1]

{
|y(x, n)|

k0−1∑
k=0

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|+ |y(x, n)|| (−1)k2dn
πn(x− xk0,n)

|+

+|y(x, n)|
n∑

k=k0+1

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|
}
. (4)

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëàãðàíæà è (2) (çàìåòèì, ÷òî max
x∈[0,1]

|y′(x, n)| =

|y′(xk,n, n)|) îöåíèì

|y(x, n)|| (−1)k2dn
πn(x− xk0,n)

| = 2dn|y(x, n)− y(xk0,n, n)|
πn|x− xk0,n|

=
|y′(ξk0,n, n)|
|y′(xk0,n, n)|

≤ 1, (5)

ãäå ξk0,n ëåæèò ìåæäó x è xk0,n. Äàëåå, ñóììó ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ
â (4) îöåíèì òàêèì îáðàçîì{

|y(x, n)|
k0−1∑
k=0

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|+ |y(x, n)|
n∑

k=k0+1

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|
}
≤
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≤ 2dn
πn

4n
{∫ x− 1

4n

0

dt

x− t
+

∫ 1

x+ 1
4n

dt

t− x

}
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî max
x∈[0,1]

lnx(1− x) = ln 1
4 , ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî n è ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [0, 1]

{
|y(x, n)|

k0−1∑
k=0

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|+ |y(x, n)|
n∑

k=k0+1

| (−1)k2dn
πn(x− xk,n)

|
}
≤ 16dn

π
ln 2n.

Îòñþäà, èç (4) è (5) ñëåäóåò

Ln ≤ 1 +
16dn
π

ln 2n.

Ó÷èòûâàÿ âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn â (1), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû.

Çàìå÷àíèå 1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà {lk,n}nk=0, n ∈ N, � íå ïîëíàÿ
ñèñòåìà ×åáûøåâà [2, ãë.1, �1), ò.å. ñèñòåìà {lk,n}rk=0, n ∈ N, r < n íå
ÿâëÿåòñÿ Ò-ñèñòåìîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-00167) è ãðàíòà
Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 517.51

Ð.Í. Ôàäååâ

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ ÀÁÑÎËÞÒÍÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ ÏÎ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌ

Ïóñòü {pn}∞n=1 ⊂ N è 2 ≤ pn ≤ N äëÿ âñåõ n ∈ N, m0 = 1, mn = p1 . . . pn
ïðè n ∈ N. Åñëè Iki = [i/mk, (i+ 1)/mk), i, k ∈ Z+, i < mk, òî I

k
i ðàçáèâàåòñÿ

íà pk+1 èíòåðâàëîâ I
k+1
j , pk+1pk+2 èíòåðâàëîâ I

k+2
j è ò.ä.

Äëÿ x ∈ [0, 1), çàïèñàííîãî â âèäå x =
∞∑
n=1

xn/mn, xn ∈ Z ∩ [0, pn) (äëÿ

x = i/mk áåðåòñÿ ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì xn 6= 0), è k ∈ Z+,

çàïèñàííîãî â âèäå k =
∞∑
j=1

kjmj−1, kj ∈ Z ∩ [0, pj), ïîëàãàåì χk(x) =
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exp

(
2πi

∞∑
j=1

xjkj/pj

)
. Ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé è

ïîëíîé â L[0, 1), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ f ∈ L[0, 1) êîýôôèöèåí-

òû Ôóðüå f̂(k) =
1∫

0
f(t)χk(t) dt, k ∈ Z+ (ñì. [1, § 1.5]). Â äàííîé ñòàòüå

óñòàíàâëèâàþòñÿ äâà ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=0
|f̂(n)|, ò.å. àáñîëþòíîé

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=0

f̂(n)χn(x). Â îòëè÷èå îò àíàëîãîâ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëü-

òàòîâ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà è À. Çèãìóíäà (ñì. [1, § 2.7 ïðè pi ≡ 2 ), â êîòîðûõ
íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ, çäåñü âàæíóþ ðîëü èãðàþò óñëîâèÿ
íà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå òèïà êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 óñòàíîâëåíû Ê.ßíî [2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L[0, 1) è mn

∫ 1/mn

0 f(t) dt = O(1). Åñëè ðÿä
∞∑
n=0

(|f̂(n)| − f̂(n)) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=0

f̂(n)χn(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Dmn
(t) =

mn−1∑
k=0

χk(t), n ∈ Z+. Òîãäà, ñîãëàñíî

ôîðìóëå (1.5.21) èç [1, § 1.5] èìååìDmn
(t) = mnX[0,1/mn), ãäå XE � èíäèêàòîð

ìíîæåñòâà E. Ïîýòîìó èç îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû {χk(x)}∞k=0 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
mn−1∑
k=0

f̂(k)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0
f(t)Dmn

(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣mn

∫ 1/mn

0
f(t) dt

∣∣∣∣∣ = O(1).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà

mn−1∑
k=0

|f̂(k)| ≤

∣∣∣∣∣
mn−1∑
k=0

(|f̂(k)| − f̂(k))

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
mn−1∑
k=0

f̂(k)

∣∣∣∣∣ = O(1)

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü osc(f, [a, b)) = sup
x,y∈[a,b)

|f(x) − f(y)| è vk(f) := osc(f, [0, 1/k)). ×å-

ðåç B[0, 1) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà
[0, 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ B[0, 1) è {λn}∞n=1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, òàêàÿ ÷òî

∞∑
n=1

(nλn)
−1 =∞, (1)

∞∑
n=1

(nλn)
−1vn(f) <∞. (2)
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Åñëè {f̂(n)}∞n=1 ⊂ R è ïðè ýòîì

f̂(n) ≥ −(nλn)
−1vn(f), (3)

òî ðÿä
∞∑
n=0
|f̂(n)| ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ vn(f) ↓. Åñëè lim
n→∞

vn(f) = v > 0, òî

â ñèëó (1) èìååì

∞∑
n=1

(nλn)
−1vn(f) ≥ v

∞∑
n=1

(nλn)
−1 =∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2). Çíà÷èò, v = 0. Äàëåå∣∣∣∣∣n
∫ 1/n

0
f(t) dt− f(0)

∣∣∣∣∣ ≤ n

∫ 1/n

0
|f(t)− f(0)| dt ≤ vn(f)→ 0.

Â ÷àñòíîñòè, mn

∫ 1/mn

0 f(t) dt îãðàíè÷åíû. Åñëè f̂(n) < 0, n ∈ N, òî ñîãëàñ-
íî (3) èìååì |f̂(n)| − f̂(n) = −2f̂(n) ≤ 2vn(f)(nλn)

−1, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (2) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

(|f̂(n)| − f̂(n)) ñõîäèòñÿ è, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

äàííîé òåîðåìû.

Ïóñòü zk,n(f) =
pn+1...pk−1∑

i=0
osc(f, Iki ), k ≥ n+1, è zn,n(f) = osc(f, [0, 1/mn)).

Òîãäà sup
k≥n

zk,n(f) îáîçíà÷èì ÷åðåç F l(f, [0, 1/mn)).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü {λn}∞n=1 òàêîâà, ÷òî 0 < C1λmk
≤ λn ≤ C2λmn

ïðè
n ∈ [mk,mk+1), k ∈ Z+, è âåðíî (1). Åñëè äëÿ f ∈ B[0, 1) èìååì {f̂(n)}∞n=1 ⊂
R,

∞∑
n=1

F l(f, [0, 1/mn))λ
−1
mn

<∞, f̂(n) ≥ −F l([f, [0, 1/mn))(nλn)
−1,

ãäå n ∈ [mk,mk+1), k ∈ Z+, òî

∞∑
n=0

|f̂(n)| <∞

.
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ÓÄÊ 518:91
À.Â. Õàðëàìîâ

ÃÅÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Â ÑËÓ×ÀÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÑÒÈ

Â çàäà÷àõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ áîëüøèõ òåððèòîðèé,
óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè [1]:

Y = Xβ + ε, E(ε) = 0, V (ε) = σ2I,

êàê ïðàâèëî, íå âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó åñòåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíî-
ðîäíîñòè èëè ïðîñòðàíñòâåííîé íåñòàöèîíàðíîñòè. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåñòà-
öèîíàðíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îáúåêòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîáëèçîñòè
äðóã îò äðóãà, êàê ïðàâèëî, èìåþò ìíîãî îáùåãî è â ñèëó ýòîãî ñòðîÿòñÿ
ðåãðåññèîííûå ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîêîððåëÿöèè, îòëè÷à-
þùèåñÿ îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé, êîòîðàÿ â ñëó÷àå
íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê ïðåäñòàâèìà â âèäå

Y ∼ N(Xβ, σ2I).

Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîêîððåäÿöèè â îáùåì ñëó÷àå èìååò ñëåäó-
þùèé âèä

Y ∼ N(µ,A),

ãäå µ = Xβ è A = V (ε) � äèñïåðñèîííàÿ ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî âèäà.
Ïðè àíàëèçå òàêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóþò äâà ìåòîäà: óñëîâíîé àâòîðåãðåñ-

ñèè è îäíîâðåìåííîé àâòîðåãðåññèè [2].
Â ìîäåëè óñëîâíîé àâòîðåãðåññèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ yi çà-

âèñèò íå òîëüêî îò ðåãðåññîðîâ, íî òàêæå îò ñâîèõ ñîñåäíèõ çíà÷åíèé, è åå
ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óñëîâíîå íîðìàëüíîå:

yi| {yj, j 6= i} ∼ N(µi +
n∑
j=1

cij(yj − µj), τ 2).

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò íå òîëüêî îò íàáîðà ðåãðåññîðîâ xik,
i = 1;n, k = 1; p, íî òàêæå îò îøèáîê ïðîãíîçèðîâàíèÿ, êîòîðûå áåðóòñÿ
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè cij. Çíà÷åíèÿ âåñîâ ìîãóò
áûòü ðàññ÷èòàíû îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
ìîäåëè èìååò âèä

Y ∼ N(µ, (I − C)−1τ 2).

Îäíîâðåìåííàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

yi ∼ N(µi +
n∑
j=1

cij(yj − µj), τ 2).
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Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ óæå áåçóñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è âñÿ ñèñòåìà
ïðåäñòàâèìà êàê ñèñòåìà îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äàííîé ìîäåëè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Y ∼ N(µ, (I − C)−1(I − CT )−1τ 2).

Ðàññìîòðåííûå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîêîððåëÿöèè áûëè ïðåäëî-
æåíû êàê âàðèàíò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè àâòîêîððåëÿöèè â îøèáêàõ.

Ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ
äëÿ äàííûõ íà âòîðè÷íîì ðûíêå æèëüÿ îäíîêîìíàòíûõ êâàðòèð ã. Ñà-
ðàòîâà, ïîëó÷åííûõ ñ ñàéòà åæåíåäåëüíèêà ãàçåòû ¾Êâàäðàòíûé ìåòð¿
(http://www.ks.sarbc.ru) çà ÿíâàðü 2006 ãîäà. Â ìîäåëÿõ èñïîëüçîâàëèñü ñëå-
äóþùèå ïåðåìåííûå:

y � öåíà êâàðòèðû, òûñ. ðóá.;

x1 � æèëàÿ ïëîùàäü, ì
2;

x2 � ïëîùàäü êóõíè, ì
2;

x3 � äîïîëíèòåëüíàÿ ïëîùàäü, ì
2;

x4 � ëîãàðèôì ðàññòîÿíèÿ, ln(ì);

x5 � ðàñïîëîæåíèå íà ïåðâîì ýòàæå;

x6 � ðàñïîëîæåíèå íà ïîñëåäíåì ýòàæå;

x7 � äîì ìàëîé ýòàæíîñòè;

x8 � ïÿòèýòàæêà;

x9 � êèðïè÷íûé äîì;

x10 � â õîðîøåì èëè îòëè÷íîì ñîñòîÿíèè;

x11 � èìåþòñÿ áàëêîí èëè ëîäæèÿ.

Ãëîáàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ ïî ýòèì äàí-
íûì, èìåëà ñëåäóþùèé âèä:

y = 1180, 61 + 13, 04
(1,04)

x1 + 10, 38
(1,36)

x2 + 11, 17
(0,79)

x3 − 116, 40
(2,62)

x4 − 36, 82
(5,70)

x5−

− 28, 19
(5,34)

x6 − 122, 10
(10,99)

x7 − 30, 43
(5,06)

x8 + 20, 88
(5,03)

x9 + 19, 22
(4,20)

x10 + 16, 87
(5,30)

x11,

â ñêîáêàõ óêàçàíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè. Âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ
îêàçàëèñü çíà÷èìûìè, êàê è âñÿ ìîäåëü â öåëîì. Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíà-
öèè, ðàâíûé R2 = 0, 7008 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäåëü îáúÿñíÿåò 70% èìåþùåéñÿ
çàâèñèìîñòè.

Àíàëèç îøèáîê ãëîáàëüíîé ìîäåëè (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå àâòî-
êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè íåïðåìåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â îñòàòêàõ êëàññè÷å-
ñêîé ðåãðåññèè) ïîêàçàë íàëè÷èå àâòîêîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè è çíà÷å-
íèå êîýôôèöèåíòà ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîêîððåëÿöèè ρ = 0, 79.

Ïîñòðîåíèå àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé äàëî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Óñëîâíàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü �

y = 1102, 99 + 13, 19
(1,00)

x1 + 9, 93
(1,27)

x2 + 9, 89
(0,75)

x3 − 106, 53
(3,40)

x4−

− 34, 98
(5,28)

x5 − 28, 03
(4,97)

x6 − 124, 56
(10,68)

x7 − 28, 73
(4,76)

x8 + 14, 02
(4,69)

x9+

+ 18, 33
(3,85)

x10 + 12, 53
(4,82)

x11 + 0, 97
(0,07)

y∗

è îäíîâðåìåííàÿ àâòîðåãðåññèè ìîäåëü �

y = 1117, 09 + 13, 30
(1,00)

x1 + 10, 09
(1,28)

x2 + 10, 08
(0,76)

x3 − 108, 54
(3,50)

x4−

− 36, 14
(5,37)

x5 − 28, 19
(4,99)

x6 − 125, 51
(10,64)

x7 − 28, 46
(4,79)

x8 + 14, 74
(4,85)

x9+

+ 18, 44
(3,89)

x10 + 12, 87
(4,94)

x11 + 0, 64
(0,05)

y∗.

Ñðàâíèâàÿ âñå òðè ìîäåëè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ â ãëî-
áàëüíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè è â ìîäåëÿõ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîêîððåëÿ-
öèåé ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò àâòîðåãðåñ-
ñèè â óñëîâíîé ìîäåëè ïðèíèìàåò áîëüøåå çíà÷åíèå, ÷åì â îäíîâðåìåííîé,
÷òî îáóñëîâëèâàåòñÿ ñïåöèôèêîé ìåòîäèêè èõ ïîñòðîåíèÿ. Ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ïðèìåíåíèå àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé íå äàåò êàêîãî-ëèáî ïðå-
èìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ðåãðåññèåé. Ïîñòðîåííûå ìîäåëè
òîëüêî âûÿâèëè ïðîñòðàíñòâåííóþ íåñòàöèîíàðíîñòü â äàííûõ, íèêàê åå íå
îáúÿñíÿÿ.

Òåïåðü ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòà àâòîðåãðåññèè
â ãëîáàëüíîé ìîäåëè íå äàåò òîãî ýôôåêòà, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè
ãåîãðàôè÷åñêîì ïîäõîäå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àåìûõ îñòàòêîâ íîñèò
ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Àíàëèç ãåîãðàôè÷åñêè âçâåøåííîé ìî-
äåëè ïî òåì æå äàííûì [3] ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåîãðàôè÷åñêè ïîõîä äàåò áîëåå
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ïðîñòðàíñòâåííîé íåñòà-
öèîíàðíîñòè â èçó÷àåìîé îáëàñòè. Áîëåå òîãî, ýòîò ïîõîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
îáúÿñíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè è âûÿâëÿòü ñïåöèôè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè, ïðèñóùèå îòäåëüíûì ðàéîíàì ãîðîäà.

Àíàëèç îñòàòêîâ ãåîãðàôè÷åñêîé ðåãðåññèè ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå
óìåíüøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè, êîýôôèöèåíò àâòîêîððåëÿöèè
óæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå ρ = 0, 36.
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ÓÄÊ 519.4

Å.Â. Õâîðîñòóõèíà

Î ÊÎÍÊÐÅÒÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÕ ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Òåîðèÿ àâòîìàòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìà-
òè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ óñòðîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ èí-
ôîðìàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ óñòðîéñòâî
ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ àâòîìàòîì, ó êîòîðîãî
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íàäåëåíî äîïîëíèòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,
ñîõðàíÿþùåéñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäîâ àâòîìàòà. Òàê, èçâåñòíûå êîíêðåòíûå
çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ïðèâîäÿò ê ïîíÿòèÿì óïîðÿäî÷åííûõ,
ëèíåéíûõ, âåðîÿòíîñòíûõ, ãèïåðãðàôè÷åñêèõ è äðóãèõ àâòîìàòîâ. Èññëåäî-
âàíèÿì òàêèõ àâòîìàòîâ ïîñâÿùåíû, ðàáîòû Á.È. Ïëîòêèíà, Ð.Ã. Áóõàðàåâà,
Ë.Ì. Ãëóñêèíà, Ä.Â. Ñïåðàíñêîãî, À.À. Ñûòíèêà, Â.Á. Ëåíäåðà, À.Â. Ìîë-
÷àíîâà è ìíîãèõ äðóãèõ (ñì., íàïðèìåð, [1-3]).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå ãèïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìà-
òîâ, ò.å. àâòîìàòîâ, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íàäåëåíî äîïîëíèòåëü-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðàôà. Ýòî äîñòàòî÷íî øèðîêèé è âåñü-
ìà âàæíûé êëàññ àâòîìàòîâ, òàê êàê ìíîãîîáðàçèå òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì îõâàòûâàåò, â ÷àñòíîñòè, àâòîìàòû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
íàäåëåíî äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïðîåêòèâíîé èëè àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè.

Ñîãëàñíî [4] ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà âèäà
H = (X,L), ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà è L � ñåìåéñòâî
ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ X, íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. Âåðøèíû
ãèïåðãðàôà, ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîòîðîì åãî ðåáðå, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè.
Ãèïåðãàô H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì åãî ðåáðå. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî. Ãèïåðãðàô H áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàôîì ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè,
åñëè â êàæäîì åãî ðåáðå íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå p+1 âåðøèíà è, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëþáûå p åãî âåðøèí ñîäåðæàòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîì ðåáðå.

Ýíäîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôà H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ϕ
ìíîæåñòâà âåðøèí X, êîòîðîå ñìåæíûå â ãèïåðãðàôå âåðøèíû ïåðåâîäèò
â ñìåæíûå âåðøèíû ýòîãî ãèïåðãðàôà. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãè-
ïåðãðàôà H ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè îáðàçóåò ïîëóãðóïïó EndH.

Â ñòàòüå ïîä àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ ïîëóãðóïïîâîé àâòîìàò áåç âûõîä-
íûõ ñèãíàëîâ (ñì. [1]) A = (X,S, δ) ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X, ïîëóãðóïïîé
âõîäíûõ ñèãíàëîâ S è ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ : X × S −→ X. Äëÿ êàæäîãî
s ∈ S îòîáðàæåíèå δ îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó âõîäíîìó ñèãíàëó
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s ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ δs : X −→ X ïî ôîðìóëå: δs(x) = δ(x, s) (x ∈ X).
Àâòîìàò A = (X,S, δ) áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàôè÷åñêèì, åñëè ìíîæåñòâî
åãî ñîñòîÿíèé X íàäåëåíî òàêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðàôà H = (X,L), ÷òî
ïðè ëþáîì âõîäíîì ñèãíàëå s ∈ S ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δs ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîð-
ôèçìîì ãèïåðãðàôà H.

Ïóñòü H = (X,L) � ïðîèçâîëüíûé ãèïåðãðàô è EndH � ïîëóãðóïïà
âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ H. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå δ : X × EndH −→ X,
ïîëàãàÿ δ(x, ϕ) = ϕ(x), ãäå x ∈ X è ϕ ∈ EndH. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà
Atm(H) = (H,EndH, δ) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì. Òàêîé àâ-
òîìàò Atm(H) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì íàä
ãèïåðãðàôîì H, òàê êàê îí îáëàäàåò ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì:
äëÿ âñÿêîãî ãèïåðãðàôè÷åñêîãî àâòîìàòà A = (H,S, δ) ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì
åäèíñòâåííûé, ãîìîìîðôèçì ïî âõîäíûì ñèãíàëàì ýòîãî àâòîìàòà â àâòîìàò
Atm(H).

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà çàäà÷à êîíêðåòíîé õàðàêòåðèçàöèè óíèâåðñàëüíûõ
ãèïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìàòîâ, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A = (X,S, δ) ìîæíî
òàê îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ãèïåðãðàôà H = (X,L), ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî A = Atm(H), ò.å. ïîëóãðóïïà âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòà A áóäåò
ðàâíà ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ EndH?

ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è S �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâàX. Òîãäà S îïðåäåëÿåò
íà X ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå (p+ 1)-àðíûå îòíîøåíèÿ:

δp = ∪{ϕp+1 : ϕ ∈ S};

Rp = {(x1, ..., xp, xp+1) ∈ Xp+1 : Xp+1 \ 4X(p+ 1) ⊂ δ−1
p (x1, ..., xp, xp+1)},

ãäå 4X(n) = {(x1, ..., xn) ∈ Xn : xi = xj äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i 6= j ≤ n}.
Ïîëóãðóïïó S óñëîâèìñÿ íàçûâàòü n-îãðàíè÷åííî çàìêíóòîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ïîëóãðóïïà S ñîäåðæèò âñå òàêèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ϕ ìíîæåñòâà X, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà
Y ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ|Y = ψ|Y ïðè íåêîòîðîì ψ ∈ S.

Òåîðåìà. Àâòîìàò A = (X,S, δ) áåç ðàâíîäåéñòâóþùèõ âõîäíûõ ñèã-
íàëîâ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå áóäåò óíèâåðñàëüíûì ãèïåðãðàôè÷åñêèì
àâòîìàòîì Atm(H) = (H,EndH, δ) äëÿ íåêîòîðîãî ýôôåêòèâíîãî ãèïåð-
ãðàôà ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè H = (X,L), åñëè ïîëóãðóïïà âõîäíûõ ñèã-
íàëîâ S ÿâëÿåòñÿ (p+ 1)-îãðàíè÷åííî çàìêíóòîé ïîëóãðóïïîé è åå êàíîíè-
÷åñêîå îòíîøåíèå Rp óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(T1) (x, ..., x, x) ∈ Rp äëÿ ëþáîãî x ∈ X;
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(T2) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i1, ..., ip, ip+1 ≤ p+ 1

(x1, ..., xp, xp+1) ∈ Rp =⇒ (xi1, ..., xip, xip+1
) ∈ Rp;

(T3) äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ x1, ..., xp ∈ X

(x, x1, ..., xp), (xp, x1, .., y) ∈ Rp =⇒ (x, x1, ..., xp−1, y) ∈ Rp;

(T4) äëÿ ëþáûõ x1, ..., xp ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (x1, .., xp, xp) ∈
Rp, íàéäåòñÿ òàêîé îòëè÷íûé îò âñåõ íèõ ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî
(x1, .., xp, x) ∈ Rp.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î òîì, êàêîé êî-
íå÷íûé àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì äëÿ
íåêîòîðîãî ýôôåêòèâíîãî ãèïåðãðàôà ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âçàèìîñâÿçü àáñòðàêòíûõ è
ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíûõ ãèïåðãðàôè÷åñêèõ àâòîìàòîâ è èõ ïî-
ëóãðóïï âõîäíûõ ñèãíàëîâ.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÓÌÌ ÔÅÉÅÐÀ

Â äàííîé ñòàòüå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1] äëÿ ïðîñòåéøåãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà, îáîáùàþòñÿ íà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Âîëüòåððà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Au ≡
x∫

0

A(x, t)u(t)dt = f(x), (1)
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ãäå A(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: Ax(x, t), Axt(x, t) íåïðåðûâ-
íû, A(x, x) = 1, Ax(x, t)|t=x = 0, îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1],
à f(x) çàäàíà åå δ-ïðèáëèæåíèåì fδ(x).

Èç òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî [2]: A−1f = f ′ + Nf ′, ãäå
N � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

N = −Ax + A2
x − A3

x + . . .

(Ax � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì Ax(x, t)).
Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ u(x) íà îòðåçîê [−1, 0] ÷åòíûì îáðàçîì, à çàòåì

ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ïðîäîëæèì ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôóíêöèþ ũ(x).

Ïóñòü Fn � îïåðàòîð Ôåéåðà [3]. Ðàññìîòðèì

Fnũ =

1∫
−1

Fn(x, t)ũ(t)dt,

ãäå Fn(x, t) = 1
2 +

n∑
k=1

(
1− k

n

)
cos kπ(t− x).

Îïðåäåäèì îïåðàòîð F̃n èç ðàâåíñòâà F̃nu = Fnũ.
Î÷åâèäíî, F̃n � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

F̃n(x, t) = Fn(x, t) + Fn(x,−t) = 1 + 2
n∑
k=1

(
1− k

n

)
cos kπt cos kπx. (2)

Ïîñòðîèì îïåðàòîðû Rn = F̃nA
−1.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðû Rn èìåþò âèä Rn = R◦n +RnN , ãäå

R◦nf =
[
1 + 2

n∑
k=1

(
1− k

n

)
(−1)k cos kπx

]
f(1)+

+2π
n∑
k=1

(
1− k

n

)
k cos kπx

1∫
0

sin kπtf(t)dt,
(3)

RnNf =

1∫
0

1∫
t

F̃n(x, τ)N ′t(τ, t)dτf(t)dt, (4)

N(τ, t) � ÿäðî îïåðàòîðà N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, Rnf = F̃nf

′ + F̃nNf
′.

Äàëåå,

F̃nf
′ =

1∫
0

F̃n(x, t)f
′(t)dt = F̃n(x, 1)f(1)−

1∫
0

F ′nt(x, t)f(t)dt.
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (2), ïîëó÷èì (3). Äàëåå,

F̃nNf
′ =

1∫
0

F̃n(x, t)

t∫
0

N(t, τ)f ′(τ)dτ dt.

Áåðåì âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N(t, t) = 0, f(0) = 0, ïîëó÷èì

t∫
0

N(t, τ)f ′(τ)dτ = −
t∫

0

N ′τ(t, τ)f(τ)dτ.

Ïîäñòàâëÿåì ýòîò èíòåãðàë â âûðàæåíèå äëÿ F̃nNf
′, ìåíÿåì ïîðÿäîê

èíòåãðèðîâàíèÿ, çàòåì ìåíÿåì ðîëÿìè τ è t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (4).
Ïîëó÷èì îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ Rn.
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû Rn ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè êàæäîì ôèê-

ñèðîâàííîì n, è äëÿ èõ íîðì ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà, àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ïî n ïðè n→∞

n+ ψ2(n) ≤ ‖Rn‖ ≤
2

3
n2 + ψ1(n),

ãäå ψ1(n) = O(n), ψ2(n) = O(1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñíà÷àëà ‖R◦n‖. Èìååì

|R◦nf | ≤
∣∣∣1 + 2

n∑
k=1

(
1− k

n

)
(−1)k cos kπx

∣∣∣‖f‖C+

+2π
∣∣∣ n∑
k=1

(
1− k

n

)
k cos kπx

1∫
0

sin kπt f(t)dt
∣∣∣. (5)

Î÷åâèäíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êîíñòàíòîé (1 + 2n)‖f‖C .
Ïðè îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5) îòìåòèì, ÷òî

n∑
k=1

(
1 − k

n

)
k = n2−1

6 , à

1∫
0
| sin kπt| |f(t)|dt ≤ 2

π‖f‖C . Òîãäà âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèòñÿ ñâåðõó êîí-

ñòàíòîé 2
3n

2 − 2
3 . Îòñþäà ïîëó÷èì îöåíêó

‖R◦n‖ ≤
2

3
n2 + 2n+

1

3
. (6)

Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî

‖R◦n‖ ≥ |Rnf0|f0=1, x=0 =

= 1 + 2
n∑
k=1

(
1− k

n

)
(−1)k + 2π

n∑
k=1

(
1− k

n

)
k

1∫
0

sin kπt dt.
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Ïîñêîëüêó k
1∫

0
sin kπt dt = 1

π(1− (−1)k), òî

‖R◦n‖ ≥ 1 + 2n− 2
n∑
k=1

k

n
= n. (7)

Òåïåðü îöåíèì ‖RnN‖. Èìååì RnNf = F̃nN1, ãäå N1(t) = −
t∫

0
N ′τ(t, τ)f(τ)dτ .

Ïîñòðîèì ïî àíàëîãèè ñ ũ(x) ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Ñ1(t) ôóíêöèè
N1(t). Òîãäà áóäåì èìåòü

|RnNf | = |FnÑ1| ≤ ‖Ñ1‖C[−1,1]

1∫
−1

|Fn(x, t)|dt.

Íî
1∫
−1
|Fn(x, t)|dt =

1∫
−1
Fn(x, t)dt = 1 [3] â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ÿäðà Ôåéåðà,

à ‖Ñ1‖C[−1,1] = ‖N1‖C[0,1] ≤ C‖f‖C[0,1], ãäå C = max
t

t∫
0
|N ′τ(t, τ)|dτ . Îòñþäà

ñëåäóåò îöåíêà
‖RnN‖ ≤ C. (8)

Èç (6),(7),(8) è îöåíêè

‖R◦n‖ − ‖RnN‖ ≤ ‖Rn‖ ≤ ‖R◦n‖+ ‖RnN‖

âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû

∆(u,Rn, δ) ≡ sup{‖Rnfδ − u‖C : ‖fδ − f‖C ≤ δ} → 0

ïðè δ → 0, íåîáõîäèìî âûáðàòü n = n(δ) òàê, ÷òîáû n(δ)δ → 0 è äîñòà-
òî÷íî � òàê, ÷òîáû n2(δ)δ → 0 ïðè δ → 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06�01�
00003).
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ÓÄÊ 517.984

À.Ï. Õðîìîâ

ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ïóñòü A � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

Af =

1∫
0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1]. (1)

Íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ÿäðî A(x, t). Òðåáóåì, ÷òîáû A(x, t),

Ax(x, t), At(x, t), Axt(x, t), Ax2(x, t)
(
Axstl(x, t) = ∂k+l

∂xk∂tl
A(x, t)

)
áûëè íåïðå-

ðûâíû ïðè t 6 x è t > x (ñì. [1, ñ. 383])è

∆A(x, t)|t=x = A(x, x− 0)− A(x, x+ 0) = 1. (2)

Îïåðàòîð (1) ñ óñëîâèåì (2) (äàæå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå) ðàññìàòðèâàëÿ
â [1]. Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêîé ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà A
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè:

y(0) = y(1), (3)

ãäå y = Af .
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî áîãàò òàêîé êëàññ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè A1f =
1∫

0
A1(x, t)f(t) dt � ïðîèçâîëüíûé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì ÿäðîì, g(x) ∈ C[0, 1] è g(0) 6= g(1), òî

îïåðàòîð Af =
1∫

0
A1(x, t)f(t) dt + g(x)

1∫
0
v(t)f(t) dt, ãäå v(t) = (A1(1, t)−

−A1(0, t))(g(0)− g(1))−1 óäîâëåòâîðÿåò (3).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A ïîëó÷àåòñÿ èç A1 îäíîìåðíûì âîçìóùåíèåì,
êîòîðîå íå ìåíÿåò, íàïðèìåð, òàêîãî ñâîéñòâà, êàê (2).

Ïóñòü Axf =
1∫

0
Ax(x, t)f(t) dt. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå Ax = W + V , ãäå

‖W‖ < 1 (íîðìà â L2[0, 1]), à V êîíå÷íîìåðíûé: V f =
m∑
k=1

(f, ψk)gk(x), ãäå

(f, g) =
1∫

0
f(x)g(x) dx. Î÷åâèäíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

93



÷òî ψk(x) è gk(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû (äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå
gk(x) îáû÷íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó, à â êà÷åñòâå ψk(x) ïîäîáðàòü
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòîé ñèñòåìû).

Êàê è ëåììà 14 èç [2] ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 1. Îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã
ìàòðèöû

M =

 E + (g̃k, ψj)
m
1

1∫
0
A(0, t)g̃T (t) dt


ðàâåí m. Çäåñü g̃k = (E+W )−1gk, g̃(t) = (g̃1(t), . . . , g̃m(t))T (T � çíàê òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (â äàëüíåéøåì ÷åðåç E áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ è åäèíè÷íûé îïåðàòîð).

Ëåììà 2. Ïóñòü A−1 ñóùåñòâóåò è äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü
∆ = det ‖E + (g̃k, ψj)

m
1 ‖ 6= 0. Òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DA−1 îïåðàòîðà

A−1 ñîñòîèò èç âñåõ y(x) ∈ W 1
2 [0, 1], äëÿ êîòîðûõ y(0) = y(1), è

A−1y = (E +W )−1y′ − 1

∆

m∑
j,k=1

(
(E +W )−1y′, ψj

)
∆jk g̃k(x), (4)

ãäå ∆jk � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = Af . Òîãäà ýêâèâàëåíòíî èìååì

y′(x) = f(x) + Axf, (5)

y(0) =

1∫
0

A(0, t)f(t) dt, (6)

Èç (5) ïîëó÷àåì

(E +W )−1y′ = f(x) +
m∑
k=1

(f, wk)g̃k(x). (7)

Èç (7) èìååì

(
(E +W )−1y′, ψj

)
= (f, ψj) +

m∑
k=1

(f, wk)(g̃k, ψj) (j = 1, . . . ,m). (8)

Íàõîäÿ èç (8) (f, ψj) è ïîäñòàâëÿÿ â (7), ïðèäåì ê (4). Ïîäñòàâèâ âìåñòî
f â ïðàâóþ ÷àñòü (6) A−1y, ïîëó÷èì

y(0) =

1∫
0

A(0, t)A−1y(t) dt. (9)
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Òàêèì îáðàçîì, DA−1 ñîñòîèò èç âñåõ y(x) ∈ W 1
2 [0, 1], äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåòñÿ (9). Íî â òî æå âðåìÿ DA−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3). Ïîêàæåì,
÷òî óñëîâèÿ (3) è (9) ýêâèâàëåíòíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî ôóíêöèé
èç W 1

2 [0, 1], äëÿ êîòîðûõ f1(y) = y(0) − y(1) = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, èìååì
DA−1 ⊂ L. Óñëîâèå (9) çàïèøåì òàê: f2(y) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèî-
íàëû f1 è f2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Âîçüìåì ôóíêöèþ
y1(x) ∈ W 1

2 [0, 1] òàê, ÷òîáû |f1(y1)|+ |f2(y1)| > 0. Óòâåðæäàåì, ÷òî åñòü y2(x)
èç W 1

2 [0, 1] òàêàÿ, ÷òî
det(fi(yj))

2
1 6= 0. (10)

Åñëè áû òàêîé y2(x) íå ñóùåñòâîâàëî, òî èìåëè áû∣∣∣∣f1(y1) f2(y1)
f1(y) f2(y)

∣∣∣∣ = 0

äëÿ âñåõ y(x). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî f1 è f2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïðîòèâîðå-
÷èå, ò.å. (10) èìååò â äåéñòâèòåëüíîñòè ìåñòî. Ïîëîæèì B = (fi(yj))

2
1. Ïî

äîêàçàííîìó B åñòü íåîñîáàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì B−1 = Γ = (γkj)
2
1. Òîãäà

èìååì

E = ΓB =

(
γ11f1(y1) + γ12f1(y2) γ11f2(y1) + γ12f2(y2)
γ21f1(y1) + γ22f1(y2) γ21f2(y1) + γ22f2(y2)

)
.

Ïîëîæèì ỹ1 = γ11y1 +γ12y2, ỹ2 = γ21y1 +γ22y2. Òîãäà ïîëó÷èì fi(yj) = δij
(i, j = 1, 2), ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì f2(ỹ1) =
= 0, f1(ỹ1) = 1. Çíà÷èò, ỹ1 ∈ DA−1, à òîãäà è ỹ1 ∈ L. Ïîýòîìó f1(ỹ1) =
= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî f1 è f2 ëèíåéíî çàâèñèìû.
Óòâåðæäàåì, ÷òî ôóíêöèîíàë f2(y) íåíóëåâîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå DA−1 =
= W 1

2 [0, 1], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ DA−1 ⊂ L. Ïîýòîìó èç αf1(y)+
+βf2(y) = 0 (|α| + |β| > 0) ïîëó÷àåì αβ 6= 0. Çíà÷èò, óñëîâèÿ f1(y) = 0 è
f2(y) = 0 ýêâèâàëåíòíû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü y = Rλf = (E − λA)−1Af . Òîãäà, êàê è â [2], íà îñíîâàíèè ëåììû
2 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò v(x) ∈ C2[0, 1], v(x) 6= 0 è v(0) = 1, òàêàÿ, ÷òî
z(x) = v−1(x)y(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìû

z′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1) +

1∫
0

a(x, t)z(t) dt− λz(x) = m(x), (11)

z(0)− v(1)z(1) = 0, (12)

ãäå ai(x) ∈ C1[0, 1], a(x, t) íåïðåðûâíà ïðè t 6 x è t > x, m(x) = f(x)v−1(x).

Òåîðåìà 2 (ðàâíîñõîäèìîñòè). Åñëè f(x) ∈ L[0, 1], òî

lim
r→∞
‖Sr(f, x)− σr(f, x)‖∞ = 0,
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ãäå Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäè-
íåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë |λk| < r;
σr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå
{e2kπix}∞k=−∞ äëÿ òåõ k, äëÿ êîòîðûõ |2kπ| < r; ‖ · ‖∞ � íîðìà â L∞[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â [2], èç ïðåäñòàâëåíèÿ (11), (12) ïîëó÷àåì

lim
r→∞

∥∥∥ ∫
|λ|=r

[z(x, λ)−R0λm] dλ
∥∥∥
∞

= 0, (13)

ãäå z(x, λ) = v−1(x)Rλf , R0λ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0: z
′(x), z(0)−

−v(1)z(1) = 0. Ïîýòîìó èç (13) ïîëó÷àåì

lim
r→∞

∥∥v−1(x)Sr(f, x)− σ0
r(m,x)

∥∥
∞ = 0, (14)

ãäå σ0
r(m,x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

R0λmdλ.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L0 åñòü λ
0
k = 2kπi− ln a, ãäå a = v(1). Îòñþäà åãî

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè åñòü ϕk(x) = eλ
0
kx = a−xe2kπix. Áèîðòîãîíàëüíîé ê ýòîé

ñèñòåìå áóäåò {ψk(x)}, ãäå ψk(x) = axe2kπix. Ïîýòîìó

σ0
r(m,x) = a−xσr(ma

x, x),

Çíà÷èò, èç (14) èìååì

lim
r→∞
‖Sr(f, x)− v1(x)σr(fv

−1
1 , x)‖∞ = 0, (15)

ãäå v1(x) = v(x)a−x. Òàê êàê v1(0) = v1(1), òî ïî òåîðåìå Øòåéíãàóçà [3,
ñ. 111�112]

v1(x)σr(fv
−1
1 , x) = σr(f, x) + o(1). (16)

Èç (15) è (16) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ
(ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06-01-00003).
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ÓÄÊ 519.642.8

Ã.Â. Õðîìîâà

ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ

Â [1] àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âîïðîñà î ðàñ-
øèðåíèè âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà è áîëåå ñèëüíûõ ìåòðèê,
íåæåëè â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ. Çäåñü ïðîâîäèòñÿ ðåàëèçàöèÿ óêàçàí-
íîãî ïîäõîäà äëÿ ìåòîäà Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà [2], èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ðîäà ñ èíâîëþöèåé è ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Au ≡
1−x∫
0

A(1− x, t)u(t)dt+ β

x∫
0

A(x, t)u(t)dt = f(x), (1)

ãäå A(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x, t, A(x, x) = 1, Ax(x, t)|t=x =
= 0, β > 1.

Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ èíâîëþöèåé áûëè ââåäåíû À.Ï. Õðîìîâûì è
èññëåäîâàëèñü â çàäà÷àõ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Ìû èññëåäóåì óðàâíåíèå
ñ òàêèì îïåðàòîðîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ â
ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Îáîçíà÷èì Tα = (αE + A)−1, α > 0, ñåìåéñòâî îïå-
ðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäó Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà, è ïîñòàâèì çàäà÷ó:
âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ u(x) áóäåò èìåòü ìåñòî ñõîäèìîñòü:

‖TαAu− u‖C[0,1] → 0 ïðè α→ 0. (2)

Ïîñêîëüêó TαA = −λRλ(A)|λ=−1/α, ãäå Rλ(A) � ðåçîëüâåíòà Ôðåäãîëüìà
îïåðàòîðà A, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] äëÿ ðå-
øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè λ = −1/α, α > 0 �
ðåãóëÿðíûå äëÿ îïåðàòîðà A è ÷òî íà ëó÷å λ = −1/α âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ:

‖Rλ(A)v‖C[0,1] → 0 ïðè λ→∞, v ∈ C[0, 1], (3)

‖ − λRλ(A)‖ ≤ K, (4)

ãäå K íå çàâèñèò îò λ, à çàòåì íàéòè R(A) � çàìûêàíèå îáëàñòè çíà÷åíèé
îïåðàòîðà A â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå (íå ïóòàòü îáîçíà÷åíèå R(A) ñ Rλ(A)).

Ëåììà. Ïðè λ = −1/α, α > 0, ðåçîëüâåíòà Rλ(A) ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] èññëåäîâàíèå Rλ(A) ñâîäèòñÿ ê

èññëåäîâàíèþ ðåçîëüâåíòû Rλ(A0), ãäå A0 � îïåðàòîð A ñ A(x, t) ≡ 1. Â
ñâîþ î÷åðåäü, èññëåäîâàíèå Rλ(A0) ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé êðàåâîé
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çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè 2. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà
çàäà÷à èìååò âèä

v′ − λDv = BF, U(v) ≡ Pv(0) +Qv(1) = 0,

ãäå D = diag(d,−d), d =
√
β2 − 1, B = d(2β(β −

d))−1
(

1 −(β − d)
(β − d) −1

)
, P = d

(
0 0
−1 β − d

)
, Q = d

(
β − d −1

0 0

)
,

îáîçíà÷åíèÿ v, F ñì. â [3].
Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ïî àíàëî-

ãèè ñ [3] (äëÿ n = 1).
Äàëåå, ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü det(U(V )), ãäå

V = V (x, λ) =

(
eλdx 0

0 e−λdx

)
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îí íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íîëü, åñëè λ = −1/α, α > 0.
Îòñþäà è èç [3] ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

u(1) = βu(0), (5)

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü (2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 2 è ëåììå 9 èç [3] ïðèâåäåíû îöåíêè, êîòî-

ðûå ïðè Reλ 6= 0 áóäóò èìåòü âèä

‖Rλ(A0)v‖C[0,1] = O
( 1

|λ|
‖v‖C

)
, ‖(Rλ(A)−Rλ(A0)‖C[0,1] = O

( 1

|λ|2
‖u‖C

)
(îöåíêè â [3] ïîëó÷åíû äëÿ n � ÷åòíîãî, íî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ n = 1). Èç îöåíîê, î÷åâèäíî, ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (3), (4).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü íàéòè R(A). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (5).
Èç (1) R(A) ⊂ M = {f(x) ∈ C ′[0, 1] : f(1) = βf(0)}. Äîêàæåì îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå. Ïóñòü f(x) ∈M .

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå

1

β2 − 1
(βf ′(x) + f ′(1− x)) ≡ F (x). (6)

F (x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x) =
( x∫

0

A(x, t)ϕ(t)dt
)′
,
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ãäå ϕ(t) � íåïðåðûâíà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèå

ϕ(x) +

x∫
0

Ax(x, t)ϕ(t)dt = F (x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåïåðü ïîäñòàâèì F (x) â (6) è ïåðåéäåì îò ïðîèçâîäíîé ïî âñåìó àðãó-
ìåíòó ê ïðîèçâîäíîé ïî x. Ïîëó÷èì

1

β2 − 1
(βf(x)− f(1− x)) =

x∫
0

A(x, t)ϕ(t)dt+ C. (7)

Çàïèøåì (7), çàìåíèâ x íà 1−x, ñëîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì
(7), óìíîæåííûì íà β, ó÷òåì, ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ è
ïîëó÷èì, ÷òî f(x) ∈ R(A). Îòñþäà è èç [4] ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 06�01�
00003) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 518:517.948

Å.Â. Øèøêîâà

ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È
×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

Â [1] äëÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè
u(x) ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè ôèíèòíûìè ÿäðàìè:

T lαku = ak

x+α∫
x−α

∂l
(
(t− x)2 − α2

)k
∂xl

u(t)dt, (l = 0, k)

99



ãäå α > 0 � ïàðàìåòð, ak =
(−1)k(2k + 1)!

(k!)222k+1 , ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ïðè-

áëèæåíèÿ ê l-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u(x) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà
[a, b].

Â äàííîé ñòàòüå, èñïîëüçóÿ èäåþ èç [2], äàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùàÿ âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî
l-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà âñåì îòðåçêå [a, b], è íàõîäÿòñÿ òî÷íûå ïî ïî-
ðÿäêó îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîì
êëàññå ôóíêöèé.

1. Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) ∈ C l[a, b], òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâ

T̂ lαku = (−1)lak

2α b−xb−a+x∫
2αa−xb−a+x

∂l
((
t− x− b−2x+a

b−a α
)2 − α2

)k
∂tl

u(t)dt,

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü:∥∥∥T̂ lαku− u(l)
∥∥∥
C[a,b]

→ 0 ïðè α→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T̂ 0
αk1 = T 0

αk1 ≡ 1, èìååì∥∥∥T̂ lαku− u(l)
∥∥∥ =

∥∥∥T̂ 0
αku

(l) − u(l)
∥∥∥ 6 ωl(2α)→ 0

ïðè α → 0, ãäå ωl(α) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè l-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
u(x).

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàòîðîâ çàäà÷è ÷èñëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ íà îòðåçêå [a, b] ìîæíî áðàòü îïåðàòîðû T̂ lαk.

Çàìå÷àíèå: Â [3] ïîñòðîåíû ðàñøèðåííûå îïåðàòîðû îïåðàòîðà T lαk, âîñ-
ñòàíàâëèâàþùèå ïðîèçâîäíûå íà âñåì îòðåçêå, ïðè ýòîì íà âîññòàíàâëèâàå-
ìóþ ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíûå íàêëàäûâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â äàííîé
ñòàòüå ýòèõ îãðàíè÷åíèé óäàåòñÿ èçáåæàòü.

2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ: ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ê ïðîèçâîäíîé íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [0,1] ôóíêöèè u(x) ïî èçâåñòíîìó δ-ïðèáëèæåíèþ
uδ(x) ôóíêöèè u(x) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1] (p > 1): ‖uδ − u‖Lp[0,1] 6
δ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð T̂ lαk ïðè k = 1, l = 1, a = 0, b = 1:

T̂ 1
α1u =

3

2α3

x(1−2α)+2α∫
x(1−2α)

(t− (1− 2α)x− α)u(t)dt.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ C1[0, 1] : max
06x61

|u′′(x)| 6 H è uδ(x):

‖uδ − u‖Lp[0,1] 6 δ , òîãäà èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

1

2
C1δ

p
2p+1 6

∥∥∥T̂ 1
α(δ)1uδ − u′

∥∥∥
C[0,1]

6 C1δ
p

2p+1 ,

ãäå alpha(δ) = C2δ
p

2p+1 , C2 =
(

(p+1)B
2pH

) p
2p+1

, C1 = (2HC2 + B), B = 3
21/p(q+1)1/q ,

q = p
p−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

1)
∥∥∥T̂ 1

α1

∥∥∥
Lp[0,1]→C[0,1]

= max
06x61

( 1∫
0

∣∣∣T̂ 1
α1(x, t)

∣∣∣q dt)1/q

= Bα−1−1/p;

2)
∥∥∥T̂ 1

α1u− u′
∥∥∥
C[0,1]

6
∥∥∥T̂ 0

α1u
′ − u′

∥∥∥
C[0,1]

6 2αH;

3) ïóñòü u0(x) =
Hx2

2
, òîãäà

∥∥∥T̂ 0
α1u
′ − u′

∥∥∥
C[0,1]

>
∣∣∣T̂ 1

α1u0 − u′0
∣∣∣
x=0

= Hα.

Ó÷èòûâàÿ 1)-3) è èñïîëüçóÿ ìåòîä, îïèñàííûé â [4], ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
äâóñòîðîííþþ îöåíêó.
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ÓÄÊ 517.984

Â.À.Þðêî

ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÓÇËÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß ÍÀ ÄÅÐÅÂÅ

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ óçëîâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà çâåçäîîáðàçíîì äåðåâå ñî ñòàíäàðòíûìè
óñëîâèÿìè ñêëåéêè âî âíóòðåííåé âåðøèíå è óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷-
íûõ âåðøèíàõ. Îáðàòíàÿ óçëîâàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè îïå-
ðàòîðà ïî çàäàííûì óçëàì (íóëÿì) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ äàííîãî êëàñ-
ñà îïåðàòîðîâ äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ïðèâåäåíà êîíñòðóêòèâíàÿ
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ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé óçëîâîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à òåñ-
íî ñâÿçàíà ñ îáðàòíûìè ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè (ñì. [1, 2] è ëèòåðàòóðó â
íèõ).

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé çâåçäîîáðàçíûé ãðàô T â Rm ñ ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V = {v0, . . . , vr} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {e1, . . . , er}, ãäå v1, . . . , vr �
ãðàíè÷íûå âåðøèíû, v0 � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, è ei = [vi, v0], i = 1, r. Íå íà-
ðóøàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíà êàæäîãî ðåáðà ðàâíà 1. Êàæäîå ðåáðî
ei ∈ E ïàðàìåòðèçóåì ïàðàìåòðîì x ∈ [0, 1]. Äëÿ íàñ óäîáíî âûáðàòü ñëåäó-
þùþþ îðèåíòàöèþ: x = 0 ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íûì âåðøèíàì v1, . . . , vr, à
x = 1 ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé âåðøèíå v0.

Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå Y (x) =
{yi(x)}i=1,r, x ∈ [0, 1], ãäå ôóíêöèÿ yi(x) îïðåäåëåíà íà ðåáðå ei. Ïóñòü
q(x) = {qi(x)}i=1,r � èíòåãðèðóåìàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà T ; q
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå íà T :

−y′′i (x) + qi(x)yi(x) = λyi(x), i = 1, r, (1)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè yi(x), y′i(x), i = 1, r, àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû íà [0, 1] è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñêëåéêè âî âíóò-
ðåííåé âåðøèíå v0:

yi(1) = yj(1), i, j = 1, r,
r∑
i=1

y′i(1) = 0. (2)

Óñëîâèÿ ñêëåéêè (2) íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè èëè óñëîâèÿìè Êèðõãîôà. Â
ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòÿõ (2) âûðàæàåò çàêîí Êèðõãîôà, ïðè êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ
ñåòåé (2) âûðàæàåò áàëàíñ íàïðÿæåíèé è ò.ä.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó B = B(q) íà T äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëî-
âèÿìè ñêëåéêè (2) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ
v1, . . . , vr:

yi(0) = 0, i = 1, r. (3)

Ïóñòü Si(x, λ), i = 1, r, � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå ei ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè Si(0, λ) = 0, S ′i(0, λ) = 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, 1]

ôóíêöèè S
(ν)
i (x, λ), i = 1, r, ν = 0, 1, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïî λ ïîðÿäêà 1/2.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Si(x, λ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

Si(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

sin ρ(x− t)
ρ

qi(t)Si(t, λ) dt, (4)

ãäå λ = ρ2. Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Si(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0
Ki(x, t)

sin ρt

ρ
dt, (5)
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ãäå Ki(x, t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùÿÿ îò λ. Èñïîëüçóÿ (4) è (5),
ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ Si(x, λ) è S ′i(x, λ) ïðè |λ| → ∞
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]:

Si(x, λ) =
sin ρx

ρ
− cos ρx

2ρ2

∫ x

0
qi(t) dt+

+
1

2ρ2

∫ x

0
qi(t) cos ρ(x− 2t) dt+O

(exp(|Imρ|x)

ρ3

)
, (6)

S ′i(x, λ) = cos ρx+

+
sin ρx

2ρ

∫ x

0
qi(t) dt−

1

2ρ

∫ x

0
qi(t) sin ρ(x− 2t) dt+O

(exp(|Imρ|x)

ρ2

)
. (7)

Ôóíêöèÿ

∆(λ) :=
r∑
i=1

S ′i(1, λ)

Si(1, λ)

r∏
k=1

Sk(1, λ) (8)

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ ïîðÿäêà 1/2, è åå íóëè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è B. Ïîäñòàâëÿÿ (6) è (7) â (8), âû÷èñëÿåì

∆(λ) = r
(sin ρ

ρ

)r−1
cos ρ+

sinr ρ

2ρr

∫ 1

0

r∑
i=1

qi(t) dt

−(r − 1) sinr−2 ρ cos2 ρ

2ρr

∫ 1

0

r∑
i=1

qi(t) dt+ o
(exp(r|Imρ|)

ρr

)
, |λ| → ∞. (9)

Èñïîëüçóÿ (9), èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë.1]) íàõîäèì, ÷òî êðà-
åâàÿ çàäà÷à B èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λni}n≥1, i=1,r.
Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è èìåþò àñèìïòîòèêó

ρn1 :=
√
λn1 =

(
n− 1

2

)
π +O

(1

n

)
, n→∞, (10)

ρni :=
√
λni = nπ +O

(1

n

)
, n→∞, i = 2, r.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì λn := λn1 è èçó÷èì èõ ïîäðîáíåå. Ïîëîæèì

ω :=
1

r

∫ 1

0

r∑
i=1

qi(t) dt. (11)

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9) è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ∆(λn) = 0, ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùþþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó:

ρn :=
√
λn =

(
n− 1

2

)
π +

ω

2πn
+ o
(1

n

)
, n→∞. (12)
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Èñïîëüçóÿ (6) è (12), âû÷èñëÿåì àñèìïòîòèêó äëÿ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]:

ρnSi(x, λn) = sin
(
n− 1

2

)
πx− βi(x)

2πn
cos
(
n− 1

2

)
πx+ o

(1

n

)
, (13)

ãäå

βi(x) =

∫ x

0
qi(t) dt− ωx. (14)

Çàôèêñèðóåì i = 1, r. Ñóùåñòâóåò N0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n > N0 ôóíêöèÿ
Si(x, λn) èìååò ðîâíî n−1 (ïðîñòûõ) íóëåé âíóòðè èíòåðâàëà (0, 1), à èìåííî:
0 < x1

ni < · · · < xn−1
ni < 1. Òî÷êè Xi := {xjni} íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè òî÷êàìè

íà ðåáðå ei îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λn}.
Çàôèêñèðóåì i = 1, r. Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ óçëîâóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëå-

íèÿ ïîòåíöèàëà qi(x) íà ðåáðå ei ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó Xi óçëîâûõ òî÷åê
èëè ïî íåêîòîðîé åãî ÷àñòè. Îáîçíà÷èì

αjn :=
j

n− 1/2
.

Ó÷èòûâàÿ (13), ïîëó÷àåì ñëåäóþùþþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ óçëî-
âûõ òî÷åê ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî j:

xjni = αjn +
1

2π2n2

(∫ αjn

0
qi(t) dt− ωαjn

)
+ o
( 1

n2

)
. (15)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì i = 1, r ìíîæåñòâî Xi ÿâëÿåòñÿ
âñþäó ïëîòíûì íà (0, 1). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ω = 0 (ýòîãî
ìîæíî äîáèòüñÿ ñäâèãîì: qi(x) → qi(x) − ω, λ → λ − ω). Èñïîëüçóÿ (15),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. Çàôèêñèðóåì i = 1, r è x ∈ [0, 1]. Ïóñòü X0
i ⊂ Xi ÿâëÿåòñÿ

âñþäó ïëîòíûì íà (0, 1). Ïóñòü {xjnini } ∈ X0
i âûáðàíû òàê, ÷òî lim

n→∞
xjnini = x.

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

gi(x) := lim
n→∞

2π2n
(
xjnini

(
n− 1

2

)
− jni

)
, (16)

ïðè÷åì

gi(x) =

∫ x

0
qi(t) dt. (17)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè è ïðèâåäåì êîíñòðóêòèâ-
íóþ ïðîöåäóðó ðåùåíèÿ îáðàòíîé óçëîâîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ B
ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó B̃ = B(q̃) òîãî æå âèäà, íî ñ äðóãèì ïîòåíöèà-
ëîì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ
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ê çàäà÷å B, òî α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê çà-
äà÷å B̃.

Òåîðåìà 2. Çàôèêñèðóåì i = 1, r. Ïóñòü X0
i ⊂ Xi � âñþäó ïëîòíîå íà

(0, 1) ïîäìíîæåñòâî óçëîâûõ òî÷åê. Ïóñòü X0
i = X̃0

i . Òîãäà qi(x) = q̃i(x)
ïîî÷òè âñþäó íà (0, 1). Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå X0

i îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åò ïîòåíöèàë qi(x) íà ðåáðå ei. Ôóíêöèÿ qi(x) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî
ôîðìóëå

qi(x) = g′i(x),

ãäå gi(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïî (17).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è ÍÍÑ (ïðîåêòû
07-01-00003 è 07-01-92000-ÍÍÑ-à).
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ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 539.3
Ý.Â. Àíòîíåíêî, Ñ.Þ. Àëÿåâ

ÂËÈßÍÈÅ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÈ
ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ

ÍÀ ÎÑÅÂÛÅ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÑÈËÈß

Ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè îñåâîì ñæàòèè ïî-
ñâÿùåíû cîòíè ïóáëèêàöèé [1, 2]. Â èõ àáñîëþòíîì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ðàññìàòðèâàëèñü ãëàäêèå îáîëî÷êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû è ïîäêðåïë¼ííûå
îáîëî÷êè. Åäèíèöû ðàáîò ñâÿçàíû ñ ðàñ÷åòîì îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùè-
íû (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ).

Íèæå ïðåäëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî âëèÿíèþ çà-
êîíà èçìåíåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè âäîëü îáðàçóþùåé δ(x) íà âåëè÷èíó ïî-
ãîííûõ êðèòè÷åñêèõ óñèëèé ïðè îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè. Âìåñòî òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ äëÿ îäíîðîäíûõ îáîëî÷åê îñåâûõ
êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé çäåñü áåðóòñÿ N∗ = σ(x)δ(x). Èññëåäîâàíèÿ ïðîâî-
äèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî ìåòîäà [3], ïîñòðîåííîãî íà çàêîíå ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè, èç óñëîâèÿ áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè.
Ýòîò ìåòîä äà¼ò [1]

N∗ =

E
l∫

0
δ3(x)[w′′(x)]2dx+ ER−2

l∫
0
δ(x)w2(x)dx

l∫
0

[w′(x)]2dx

(1)

ãäå îáîçíà÷åíèÿ îáùåïðèíÿòûå: E = E/[12(1−µ2)], w(x) � ôóíêöèÿ ïðîãèáà,
çàâèñÿùàÿ îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè øàðíèðíîì çàêðåïëåíèè è çàùåìëå-
íèè êðàåâ îáîëî÷êè ïðèíèìàëèñü ôóíêöèè

wø(x) = A sin(mπx/l); wç(x) = A sin(mπx/l).

Çàêîí èçìåíåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå δ(x) = δ0φ(x),
ãäå δ0 � òîëùèíà îáîëî÷êè â ñå÷åíèè x = 0. Âèä ôóíêöèé φ(x) ïðèâåäåí â
òàáëèöå. Ïðè φ(x) = 1 èìååì îäíîðîäíóþ îáîëî÷êó òîëùèíîé δ0.
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (1) äëÿ íåêîòîðûõ íåîäíîðîäíûõ îáî-
ëî÷åê óäàëîñü ïðåäñòàâèòü â âèäå

N∗ = N∗0α, N∗0 =
E√

3(1− µ2)

δ2
0

R
, (2)

ãäå N∗0 � îñåâûå êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ øàðíèðíî îïåðòîé îäíîìåðíîé îäíî-
ðîäíîé îáîëî÷êè òîëùèíîé δ0, α � êîððåêòèðóþùèå ôóíêöèè, ó÷èòûâàþùèå
çàêîí èçìåíåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè. Äëÿ îáîëî÷åê ñ çàùåìë¼ííûìè êðàÿìè
N∗0ç =

√
3N∗0.

Ââåäåì óäåëüíûå êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó ìàññû
îáîëî÷êè m:

N ∗ =
N∗0
m
, m = 2πRρ

l∫
0

δ(x)dx. (3)

Áóäåì ñðàâíèâàòü óäåëüíûå êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ íåîäíîðîäíîé è îäíîðîä-
íîé îáîëî÷åê îäèíàêîâîé ìàññû ïðè îäèíàêîâûõ ãàáàðèòàõ R è l. Äëÿ òàêîé
íåîäíîðîäíîé îáîëî÷êè, ýêâèâàëåíòíîé îäíîðîäíîé ïî ìàññå, ïîëó÷èì

m = mý = 2πRρδý; δý = δ0β; β =

l∫
0

φ(x)dx, (4)

ãäå δý � òîëùèíà îäíîðîäíîé îáîëî÷êè ñ îñåâûìè êðèòè÷åñêèìè óñèëèÿìè
N∗ý = N∗0 (2), ãäå δý = δ0 .

Ýôôåêòèâíîñòü îáîëî÷åê áóäåì îöåíèâàòü ïîêàçàòåëåì

η =
N∗
N∗0

=
α

β2 =
√

Φ1Φ2. (5)

Êîððåêòèðóþùèå ôóíêöèè α, ôîðìèðóþùèå îñåâûå êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ
íåîäíîðîäíûõ îáîëî÷åê, è ýôôåêòèâíîñòü îáîëî÷åê η îïðåäåëÿëèñü äëÿ ðÿäà
çàêîíîâ èçìåíåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷åê (òàáëèöà). Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-
íîãî ýêñïåðèìåíòà îòðàæåíû íà ðèñ.1 � 4.

Çàêîíû èçìåíåíèÿ òîëùèíû 1-2 ñîîòâåòñòâóþò ñîñòàâíîé îáîëî÷êå, ñîñòî-
ÿùåé èç äâóõ è òðåõ ó÷àñòêîâ (ðèñ. 1, 2). Äëÿ îáîëî÷êè, ñîñòîÿùåé èç òðåõ
ó÷àñòêîâ íà ðèñ. 2, äèàïàçîí äëÿ l = 0 ÷ 1 ñëåäóåò çàìåíèòü íà äèàïàçîí
l = 0÷ 0.5.

Ïÿòûé çàêîí ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ òîëùèíû, îáîçíà÷åííûé íà ðèñ. 3, 4
δ(x) = lin(a, x), ïîòðåáîâàë äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîçðèìûõ ðåçóëüòàòîâ çàìåíû
ëèíåéíîé ôóíêöèè îòðåçêîì ðÿäà ñòåïåíåé ñèíóñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà ïÿòîé ñòåïåíè.

Øåñòîé çàêîí èçìåíåíèÿ òîëùèíû, îáîçíà÷åííûé íà ðèñ. 3, 4 δ(x) =
opt5(a, x), ïîëó÷åí ÷èñëåííûì ïîèñêîì ìàêñèìóìà ìíîãî÷ëåíà ñèíóñîâ 5-é
ñòåïåíè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è.
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Òàáëèöà

� φ(x) β = δ/δ0 Φ1; Φ2

1 1, 0 ≤ x ≤ l1; l + (1− l)δ Φ1 = l(1− δ3
) + δ

3
,

δ, l1 < x ≤ l. Φ2 = l(1− δ) + δ

2 1, 0 ≤ x ≤ l1; Φ1 = 2l(1− δ3
) + δ

3
,

δ, l1 < x ≤ l − l1; 2l(1− δ) + δ
1, l − l1 < x ≤ l. Φ2 = 2l(1− δ) + δ

3 1 + a sin(πx/l) 1 + 2a/π Φ1 = 1 + (6a)/π + (3a2)/2 + (4a3)/π,
Φ2 = 1 + (2a)/π

4 1 + a sin(πx)/l 1 + a/2 Φ1 = 1 + (3a)/2 + (9a2)/8 + (5a3)/16,
Φ2 = 1 + a/2

5 1 + (2ax)/l, 0 ≤ x ≤ l/2; 1 + 0.515a Φ1 ≈ 1 + 1.546a+ 1.077a2 + 0.284a3,
1 + 2a(1− x/l), l/2 ≤ x ≤ l. Φ2 ≈ 1 + 0.515a

6 1− 0.493a sin3 πx/l+ 1 + 0.298a Φ1 ≈ 1 + 0.893a+ 0.666a2 + 0.184a3,
+1.493a sin5 πx/l Φ2 ≈ 1 + 0.298a

δ0=δ1, δ = δ2/δ1, l = l1/l.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò âûâîä î âûãîäíîñòè ïðèìåíåíèÿ
íåîäíîðîäíûõ îáîëî÷åê.

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðÿìûì ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì ðàñ-
÷åòà óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà è íå
ïðåòåíäóþò íà âûñîêóþ òî÷íîñòü. Îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè íà ýòàïå ýñ-
êèçíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé.
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ÓÄÊ 629

Â.Ã. Áèðþêîâ, À.Ã. Áèðþêîâ

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ

ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÓÃËÎÂÎÃÎ ÏÎËÎÆÅÍÈß
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè îðèåíòèðîâàííîãî
óãîâîãî ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, îáëàäàþùåãî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.
Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå â âèäå ôóíêöèè ôàçîâûõ êîîðäèíàò, ñîäåðæàùåå äâå íåèçâåñò-
íûå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óãëîâîå äâèæåíèå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî-
ãî òâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1] {

˙̄ω = ū,

2 ˙̄λ = λ̄ ◦ ω̄,
(1)

ãäå ū =
M̄

J
, M̄ � ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, J � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè òâåð-

äîãî òåëà, ω̄ � àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, λ̄ � êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè
òâåðäîãî òåëà.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå ū, ïåðåâîäÿùåå òâåðäîå òåëî, äâèæåíèå
êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1), àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îáðà-
çîì èç çàäàíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

λ̄(0) = λ̄0, ω̄(0) = ω̄0 (2)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

λ̄ = 1, ω̄ = 0 (3)

è ïðè ýòîì äîëæåí ïðèíèìàòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

I =

∞∫
0

(
α1|λ̄v|2 + α2|ω̄|2 + α3|ū|2

)
,

ãäå α1, α2, α3 = const > 0 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, λ̄v � âåêòîðíàÿ ÷àñòü
êâàòåðíèîíà λ̄.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ū íå íàëîæåíû íèêàêèå
îãðàíè÷åíèÿ.
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2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Ñîñòàâëÿëàñü ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
� Ïîíòðÿãèíà è ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ. Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà áûë
íàéäåí çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå ôóíêöèè ñîïðÿæåííûõ ïåðå-
ìåííûõ:

ūopt =
ϕ̄

2α3
, (4)

ãäå ϕ̄ � âåêòîðíàÿ ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñâóþùàÿ óãëîâîé ñêî-
ðîñòè òâåðäîãî òåëà ω̄.

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óãëîâîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà (1), çàìêíó-
òîé çàêîíîì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4) è äîïîëíåííîé ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ

˙̄ω =
ϕ̄

2α3
,

2 ˙̄λ = λ̄ ◦ ω̄,
˙̄ϕ = 2α2ω̄ − p̄,
˙̄p = p̄× ω̄ + 2α1λ0λ̄v,

(5)

ãäå p̄ = vect(˜̄λ ◦ ψ̄), ψ̄ � êâàòåðíèîííàÿ ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåò-
ñâóþùàÿ êâàòåðíèîíó îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà λ̄, λ0 � ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü
êâàòåðíèîíà λ̄, âîëíà îçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí.

Áûëè íàéäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (5):

α2|ω̄|2 −
1

4α3
|ϕ̄|2 − ω̄ · p̄− 2α1λ

2
0 = C, (6)

ω̄ × ϕ̄− p̄+ ˜̄λ ◦ p̄ ◦ λ̄ = D̄. (7)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíûé ïåð-
âûé èíòåãðàë ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5), à
ñîîòíîøåíèå (7) � âåêòîðíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (5).

Âåêòîðíàÿ ïîñòîÿííàÿ D̄, âõîäÿùàÿ â ïåðâûé èíòåãðàë (7) îïðåäåëÿåòñÿ
èç êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ òâåðäãî òåëà (3): D̄ = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïåðâûé
èíòåãðàë (7) ïðèíèìàåò âèä

ω̄ × ϕ̄− p̄+ ˜̄λ ◦ p̄ ◦ λ̄ = 0. (8)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâûé èíòåãðàë (8). Òàê êàê ñëàãàåìîå ˜̄λ ◦ p̄ ◦ λ̄
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ âðàùåíèÿ âåêòîðà p̄ ïî êîíóñó âîêðóã âåêòîð-

íîé ÷àñòè λ̄v êâàòåðíèîíà λ̄ [1], òî ðàçíîñòü (˜̄λ ◦ p̄ ◦ λ̄ − p̄) îðòîãîíàëüíà
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λ̄v, à ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ω̄ × ϕ̄ îðòîãîíàëüíî λ̄v. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî âåêòîðû ω̄ è ϕ̄ òàêæå îðòîãîíàëüíû âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
ω̄× ϕ̄, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåêòîðû ω̄, ϕ̄ è λ̄v ÿâëÿþòñÿ êîìïëàíàðíûìè
è ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

ϕ̄ = k1ω̄ + k2λ̄v, (9)

ãäå k1, k2 � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå
â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò λ̄ è ω̄.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (9) è êîíå÷íûå óñëîâèÿ (3), íàéäåì ïîñòîÿííóþ
C, âõîäÿùóþ â ñêàëÿðíûé ïåðâûé èíòåãðàë (6): C = −2α1.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â ôîðìóëó äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4),
ïîëó÷àåì çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå ôóíêöèè ôàçîâûõ êîîðäè-
íàò

ūopt =
1

2α3
(k1ω̄ + k2λ̄v). (10)

Êîýôôèöèåíòû k1 è k2 ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ íåëèíåéíîé
îáðàòíîé ñâÿçè. Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëîâèÿì: âî-ïåðâûõ, çà-
êîí óïðàâëåíèÿ (10) äîëæåí îáåñïå÷èâàòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïå-
ðåâîä òâåðäîãî òåëà èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (2) â îðèåíòèðî-
âàííîå ïîëîæåíèå (3), âî-âòîðûõ, ñîîòíîøåíèå (9) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîýôôè-
öèåíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðÿìûì ìåòîäîì À.Ì. Ëÿïóíîâà èññëåäî-
âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ è òåîðåìîé Í.Í. Êðàñîâñêîãî îá îïòèìàëüíîé
ñòàáèëèçàöèè [2, 3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �08-01-
00310).
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ÎÁÙÅÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÌÎÍÎÒÈÏÍÛÕ ÂÎËÍ

Ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä [1] ê ïîëó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íåëèíåéíûõ óïðóãèõ âîëí êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

qt − A(p)Px = 0,
qx − Pt = 0,

(1)
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â êîòîðûõ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå: x � ïåðåìåííàÿ Ëàãðàíæà, t � âðåìÿ
P = ∂u

∂x , q = ∂u
∂t , u = (u1, u2, u3) = u(x, t) � âåêòîð ñìåùåíèÿ òî÷åê íåëèíåéíî-

óïðóãîé ñðåäû, A(p) = 1
ρ0

(
∂2W
∂pi∂pj

)
, (i, j = 1, 2, 3) W = W (P, h) � ôóíêöèÿ

ýíåðãèè äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, P = P1, h = 1
2

(
p2

2 + p3
2
)
, ρ0 �

ïëîòíîñòü ñðåäû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Ìàòðèöà A(p) ñèììåòðè÷íàÿ, èìååò 3 ñîáñòâåííûõ âåêòîðà l = l(p) =
(l1, l2, l3) è èì ñîîòâåñòâóþùèå 3 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ v2(p), ðàâíûå êâàä-
ðàòàì ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí vi

2(p), (i = 1, 2, 3) êâàçèïðîäîëüíûõ
(v1), êâàçèïîïåðå÷íûõ (v2) è ïîïåðå÷íûõ (v3). Â îáùåì ñëó÷àå âñå âîëíû
âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé.

Äëÿ âûäåëåíèÿ âîëí îäíîãî òèïà áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè òèïàìè
âûáåðåì ñîáñòâåííûé âåêòîð l(p) ìàòðèöû A(p) òàê, ÷òîáû îí áûë ñóïåðïî-
çèöèåé ôóíêöèé l(p(b)). Ââåäåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ b = b(x, t) òàêàÿ, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíû âûáðàííîãî òèïà

dP

db
= l(p). (2)

Âåêòîð q ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dq

da
= l(p). (3)

Ïóñòü ξ = ξ(x, t) = const, η = η(x, t) = const äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðè-
ñòèê ñèñòåìû óðàâíåíèé (1). Ïåðåõîäÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì íåçàâèñèìûì
ïåðåìåííûì ξ, η âìåñòî èñõîäíûõ x, t, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ:

xξ − vtχ = 0, xη + vtη = 0; (4)

aξ − vbξ = 0, aξ + vbη = 0. (5)

Çäåñü è äàëåå ïðè ïåðåõîäå îò ïåðåìåííûõ x, t ê ïåðåìåííûì ξ, η îáîçíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè îò ýòèõ ïåðåìåííûõ èçìåíÿòü íå áóäåì. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (4) îïèñûâàþò êèíåìàòèêó âîëí, à óðàâíåíèÿ (5)
� èõ äèíàìèêó.

Âââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ φ = φ(b, ξ, η) ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì:

dφ

db
= v(p(b)).

×åðåç ââåäåííóþ ôóíêöèþ φ(b) äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî çà-
ïèñàòü òàê (7):

(a− φ(b))ξ = 0,
(a+ φ(b))η = 0.
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì èõ îáùèå ðåøåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (5) â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà a+ φ(b), a− φ(b):

a+ φ(b(ξ, η)) = α(ξ),
a− φ(b(ξ, η)) = β(η),

(6)

íå èçìåíÿþùèõ ñâîèõ çíà÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêàõ ξ, η â ñîîòâåñòâèè ñ ïðà-
âûìè ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè α(ξ), β(η)

Èç (6) ïîëó÷àåì (7):

a(ξ, η) = α(ξ)+β(η)
2 ,

φ(b(ξ, η)) = α(ξ)−β(η)
2 ,

b(ξ, η) = φ−1
(
α(ξ)−β(η)

2

)
.

(7)

Çäåñü φ−1 ïîíèìàåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ φ.
Ïî íàéäåííûì òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿì a(ξ, η), b(ξ, η) îïðåäåëÿþòñÿ ïî

ñîîòíîøåíèÿì (2), (3)

P = P (b(ξ, η)), q = q(a(ξ, η)).

Ñîîòíîøåíèÿ (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (5).

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (4) ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè, ïîñêîëüêó èçâåñò-
íà ôóíêöèÿ v(P (b(ξ, η))). Èõ ðåøåíèå îïèñàíî â [2].
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ
ÄËß ÌÎÄÅËÅÉ ÍÅÎ � ÃÓÊÀ È ÌÓÍÈ � ÐÈÂËÈÍÀ

ÏÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÎÄÍÎÎÑÍÎÅ
ÐÀÑÒßÆÅÍÈÅ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðòåðèé
âèëëèçèåâîãî ìíîãîóãîëüíèêà [1] è ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà è âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ èñïûòàíèÿ íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå îáðàçöîâ àðòåðèé, îáðàáîòêó
äàííûõ è ïîëó÷åíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ ìàòåðèàëà ñòåíîê àðòåðèé ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè êðîâåíîñíîé
ñèñòåìû ÷åëîâåêà.
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Îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé [2], ïðèìåíÿåìûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâå-
äåíèÿ ñòåíîê àðòåðèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ìóíè � Ðèâëèíà [3]. Ïðèâåäåì ðàñ÷åò
ïàðàìåòðîâ äàííîé ìîäåëè. Äëÿ ýòîãî âûâåäåì çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèå �
ñòåïåíü óäëèíåíèÿ äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé
ýíåðãèè äåôîðìàöèè äàííîãî ìàòåðèàëà.

Ðàññìîòðèì ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà C =
F TF, B = FF T ñîîòâåòñòâåííî, ãäå F � òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè. Èí-
âàðèàíòû ïðàâîãî òåíçîðà C (àíàëîãè÷íî äëÿ ëåâîãî) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè I1 = tr(C), I2 =
1

2

(
I2

1 − tr
(
C2
))
, I3 = det(C). Ìàòåðèàë ñòåíêè

àðòåðèè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìûì [4], ïîýòîìó I3 = 1. Â ñëó÷àå îäíî-
ðîäíîé äåôîðìàöèè òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè â ìàòðè÷íîé ôîðìå ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå F =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

, ãäå λ1, λ2, λ3 � ñòåïåíè óäëèíåíèÿ. Â

ýòîì ñëó÷àå ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà C = B =

F 2 =

λ2
1 0 0

0 λ2
2 0

0 0 λ2
3

. Òîãäà èíâàðèàíòû äëÿ òåíçîðà C îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-

þùèìè âûðàæåíèÿìè: I1 = λ2
1 + λ2

2λ
2
3, I2 =

1

2

(
I2

1 − tr
(
C2
))

=
1

λ2
1

+
1

λ2
2

+
1

λ2
3
,

I3 = det(C) = det
(
F 2
)

= =
(
λ1λ2λ3

)
= 1. Âûðàæàÿ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

λ3 ÷åðåç λ1, λ2, ïîëó÷èì λ3 =
1

λ1λ2
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ðàñòÿãèâàåìîì îáðàçöå, ÷å-
ðåç ôóíêöèþ ýíåðãèè äåôîðìàöèè W çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σii = = λ2
iΦ −

1

λ2
i

Ψ + p, ãäå Φ = 2
∂W

∂I1
, Ψ = 2

∂W

∂I2
(â ñëó÷àå íåñæèìàåìî-

ãî ìàòåðèàëà ôóíêöèÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâûõ äâóõ
èíâàðèàíòîâ W = W (I1, I2)).

Â ñëó÷àå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ σ22 = σ33 = 0. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

σ33 = 0. Îòñþäà λ2
3Φ−

1

λ2
3
Ψ + p = 0, p =

1

λ2
3
Ψ− λ2

3Φ. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå äëÿ p â σ11, σ22.

σ11 = λ2
1Φ−

1

λ2
1
Ψ +

1

λ2
3
Ψ− λ2

3Φ =
(
λ2

1 − λ2
3
)
Φ−

( 1

λ2
1
− 1

λ2
3

)
Ψ,

σ22 = λ2
2Φ−

1

λ2
2
Ψ +

1

λ2
3
Ψ− λ2

3Φ =
(
λ2

2 − λ2
3
)
Φ−

( 1

λ2
2
− 1

λ2
3

)
Ψ.

Çàìåíÿÿ λ3 =
1

λ1λ2
, ïîëó÷àåì

σ11 =
(
λ2

1 −
1

λ2
1λ

2
2

)
Φ−

( 1

λ2
1
− λ2

1λ
2
2

)
Ψ,
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σ22 =
(
λ2

2 −
1

λ2
1λ

2
2

)
Φ−

( 1

λ2
2
− λ2

1λ
2
2

)
Ψ =

(
λ2

2 −
1

λ2
1λ

2
2

)(
Φ + λ2

1Ψ
)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ22 = 0, èìååì λ2
2 −

1

λ2
1λ

2
2

= 0⇔ λ4
2 =

1

λ2
1
⇔ λ2

2 =
1

λ1
=

1

λ
.

Òîãäà

σ11 =
(
λ2 − λ

λ2

)
Φ−

( 1

λ2 −
λ2

λ

)
Ψ =

(
λ2 − 1

λ

)
Φ−

( 1

λ2 − λ
)

Ψ =

=
(
λ2 − 1

λ

)(
Φ +

1

λ
Ψ
)
.

Èíâàðèàíòû òåíçîðà ïðèìóò âèä I1 = λ2 +
1

λ
+

λ

λ2 = λ2 +
2

λ
, I2 =

1

λ2 +

+λ + λ2 1

λ
=

1

λ2 + 2λ. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò

ñòåïåíè óäëèíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ [5]

σ = 2
(
λ2 − 1

λ

)(∂W
∂I1

+
1

λ

∂W

∂I2

)
,

ãäå λ =
l

l0
� îòíîøåíèå äëèíû îáðàçöà ê åãî íà÷àëüíîé äëèíå.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ýíåðãèè äåôîðìàöèè â ñëåäóþùåì âèäå:

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3).

Òîãäà

σ = 2
(
λ2 − 1

λ

)
C1 + 2

(
λ− 1

λ2

)
C2. (1)

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ äàííóþ çàâèñèìîñòü è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà
íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ýíåðãèè
äåôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðàñ÷åò êîíñòàíò C1, C2, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü íàïðÿæåíèé, ïðîâîäèëñÿ
â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Matlab (MathWorks Inc.). Äàííûå äèàãðàì-
ìû (σ − λ) îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöà áàçèëÿðíîé àðòåðèè âèëëèçèå-
âîãî ìíîãîóãîëüíèêà èìïîðòèðîâàëèñü â Matlab (MathWorks Inc.), äàëåå ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì áûëè âûáðàíû òî÷-
êè äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íà ðèñóíêå
ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå êðèâûå: ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü (σ − λ), ïîñòðîåííàÿ ïî èíòåðïîëèðîâàííûì òî÷êàì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � çàâèñèìîñòü (σ − λ), ïîëó÷åííàÿ ïî
ôîðìóëå (1) ñ íàéäåííûìè êîíñòàíòàìè C1 = 5.2 H/ì2, C2 = −5.54 H/ì2.

116



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Êðûëîâ Â.Â., Òêà÷åâ Â.Â., Äîáðîâîëüñêèé Ã.Ô. Ìèêðîõèðóðãèÿ àíåâðèçì âèëëè-
çèåâîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ì., 2004. 160 ñ.

2. Holzapfel G.A., Gasser T.C., Ogden R.W. A New Constitutive Framework for Arterial
Wall Mechanics and a Comparative Study of Material Models // J. of Elasticity. 2000. V. 61.
P. 1-48.

3. Ãðèí À., Àäêèíñ Äæ. Áîëüøèå óïðóãèå äåôîðìàöèè è íåëèíåéíàÿ ìåõàíèêà ñïëîø-
íîé ñðåäû. Ì., 1965, � 456 ñ.

4. Carew T. E., Vaishnav R. N., Pater D. J. Compressibility and Constitutive Equation
for Arterial Wall // Circ. Res. 1968. V. 23. P. 61-68.

5. Ïóðèíÿ Á.À., Êàñüÿíîâ Â.À. Áèîìåõàíèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ ÷åëîâåêà.
Ðèãà: Çèíàòå, 1980. 260 ñ.

ÓÄÊ 533.6.011

Â.Ñ. Êîæàíîâ

ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÌÅÒÎÄÀ ÑÀÏÓÍÊÎÂÀ ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È Î ÑÕÎÄßÙÅÉÑß ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÅ

Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíå, ïðåäëîæåííîãî ß.Ã. Ñà-
ïóíêîâûì [1].

×òîáû îïèñàòü àâòîìîäåëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòè ñ îòíîøåíèåì óäåëüíûõ
òåïëîåìêîñòåé γ çà óäàðíîé âîëíîé (ÓÂ) â çàäà÷å î ñõîæäåíèè öèëèíäðè-
÷åñêîé (ν = 1) èëè ñôåðè÷åñêîé (ν = 2) ÓÂ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)

ξV ′(ξ)=∆1/∆0=− (ν+1)V + κ + (V−α) ∆4/∆0,

ξ (lnG(ξ))′=∆2/∆0=−κ/(V−α)−∆4/∆0, (1)
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ξZ ′(ξ)=∆3/∆0=−Z
{

[2 (V−1)+(γ−1) κ]
/
(V−α)+(γ−1) ∆4/∆0

}
,

∆0 = (V−α)2−Z, ∆4 = νV 2−[(ν+1)α+κ−1]V+κα, κ = 2 (1−α) /γ,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè ÓÂ ïðè ξ = 1:

V (1)=VS=
2α

γ + 1
, G (1)=GS=

γ + 1

γ − 1
, Z (1)=ZS=

2γ (γ − 1)α2

(γ + 1)2 (2)

è âäàëè îò ÓÂ ïðè ξ →∞: V (∞) = 0, Z (∞) = 0.
Ïðè ýòîì ñàìî àâòîìîäåëüíîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

u = rt−1V (ξ) , ρ = ρ0G(ξ) , c2 = r2t−2Z(ξ) , ξ = A−1rt−α,

ãäå âðåìÿ t è êîîðäèíàòà r � íåçàâèñèìûå ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ξ � íåçà-
âèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à V , G è Z � àâòîìîäåëüíûå ïðåäñòà-
âèòåëè ñêîðîñòè æèäêîé ÷àñòèöû u, ïëîòíîñòè ρ è êâàäðàòà ñêîðîñòè çâóêà
c2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò àíàëèòè÷åñêèì, åñëè ôóíêöèè V , G
è Z áóäóò àíàëèòè÷åñêèìè íà ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå, îãðàíè÷èâàþùåé
îáëàñòü âëèÿíèÿ òå÷åíèÿ çà ÓÂ íà ÓÂ. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïîäáîðîì ïîêà-
çàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè α, ê îïðåäåëåíèþ êîòîðîãî ñâîäèòüñÿ ïåðâûé ýòàï
ðåøåíèÿ. Íà ïëîñêîñòè OV Z äàííîå òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ ÎÄÓ dZ/dV = ∆3/∆1, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè S (VS, ZS), äîëæíà
ïðîõîäèòü àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó B (VB, ZB):

VB =
(
D±

√
D2−4νκα

)/
(2ν) , ZB = (VB−α)2 , D = (ν+1)α+κ−1.

Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïîëó÷èòü åå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå óäàëîñü. Ïîýòîìó íåêîòîðûå àâòîðû ïðîâîäÿò
óïðîùåíèå ñèñòåìû (1) ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòîãî ïðèáëèæåííîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ß.Ã. Ñàïóíêîâà íåîáõîäèìî â îáëàñòè ìåæ-
äó ÓÂ è ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé îòíîøåíèå ∆4/∆0, ôèãóðèðóþùåå â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (1), ïîëîæèòü ïîñòîÿííûì è ðàâíûì åãî çíà÷åíèþ
â òî÷êå S, ñîîòâåòñòâóþùåé ÓÂ íà ïëîñêîñòè OV Z. Ðåøåíèå óïðîùåííîé òà-
êèì îáðàçîì ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2), èìååò
âèä [1]

V = A+ (VS − A) ξ−(ν+1−K),

G

GS
=

(
V − α
VS − α

)δ1 ( V − A
VS − A

)δ2
,
Z

ZS
=

(
V − α
VS − α

)β1
(
V − A
VS − A

)β2

,
(3)

β1=−κ/A1, β2={A [(γ−1) (ν+1)+2]−2} /A1, δ1=−β1, δ2=A (ν+1) /A1,
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A=(κ−αK) / (K−α−1) , K=∆4/∆0
∣∣
(VS ,ZS), A1=(ν+1)α−κ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ α ïîëó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå

ZS
(VB − α)β1−2

(VS − α)β1

(
VB − A
VS − A

)β2

− 1 = 0. (4)

Ïðîñòîòà äîïóùåíèÿ, ëåæàùåãî â îñíîâå ìåòîäà ß.Ã. Ñàïóíêîâà, ïîçâîëÿ-
åò ïðîâåñòè ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè.

Ìîäèôèêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ïîñòîÿííîé K íà ôóíêöèþ KL (γ) =
l · K, l = l (γ) â âûðàæåíèÿõ (3), (4). Ïðè ýòîì ïàðàìåòð 0 6 l 6 1 ìîæíî
ïîäîáðàòü òàê, ÷òî çíà÷åíèå α, ïîëó÷åííîå ðåøåíèåì ïðèáëèæåííîãî óðàâ-
íåíèÿ (4), áóäåò ðàâíî çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè, ïîëó÷åííîìó
ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ l äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà-
÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû γ ñðàâíèìà ñî ñëîæíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñàìîãî
ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè. Êîìïðîìèññîì ìåæäó òî÷íîñòüþ è ïðîñòîòîé
âû÷èñëåíèÿ α â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò ñòàòü ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîé çàâè-
ñèìîñòè l = l (γ).

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñîáàÿ òî÷-
êà B (VB, ZB) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì. Äëÿ ν = 1 ýòî çíà÷åíèÿ γ èç èíòåðâàëà
(1,1.9092), à äëÿ ν = 2 � (1,1.8698).

Ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè l = l (γ) äëÿ öèëèíäðè÷åñêè è ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîé ÓÂ íà óñòàíîâëåííûõ èíòåðâàëàõ çíà÷åíèé γ îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

ν = 1 : l (γ) = −0.64415863γ3 + 2.31048863γ2 − 3.23266318γ +
+ 2.44459306 + 0.03034383 ln (γ − 0.999300);

(5)

ν = 2 : l (γ) = −1.17563185γ3 + 4.39205110γ2 − 6.04678839γ +
+ 3.78212186 + 0.04106372 ln (γ − 0.999200).

(6)

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè α, âû÷èñëåí-
íûå êàê ïî îðèãèíàëüíîìó ìåòîäó ß.Ã. Ñàïóíêîâà (αSap ), òàê è ïî ïðåäëà-
ãàåìîé ìîäèôèêàöèè (αSapMod) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé γ. Ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì α (íåñîâïàäàþùèå öèôðû èìå-
þò ìåíüøèé ðàçìåð).
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ν = 1 ν = 2
γ α αSap αSapMod α αSap αSapMod

1.01 0.9475104 0.94772 0.9475113 0.9018677 0.90240 0.9018662
1.05 0.9071206 0.90741 0.9071216 0.8322469 0.83289 0.8322510
1.10 0.8852480 0.88552 0.8852470 0.7959697 0.79655 0.7959667
1.20 0.8611630 0.86137 0.8611613 0.7571418 0.75759 0.7571354
9/7 0.8480493 0.84821 0.8480485 0.7365975 0.73695 0.7365947
1.30 0.8462231 0.84638 0.8462225 0.7337767 0.73411 0.7337746
7/5 0.8353231 0.83543 0.8353233 0.7171745 0.71742 0.7171754
1.50 0.8267475 0.82683 0.8267478 0.7044280 0.70460 0.7044293
1.60 0.8196996 0.81975 0.8196997 0.6941895 0.69430 0.6941898
5/3 0.8156249 0.81566 0.8156249 0.6883768 0.68845 0.6883767
1.70 0.8137404 0.81377 0.8137403 0.6857165 0.68577 0.6857163
1.80 0.8085999 0.80861 0.8085998 0.6785536 0.67857 0.6785535
1.90 0.8040990 0.80410 0.8040990 � � �

Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ α ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ß.Ã. Ñàïóíêîâà, êîãäà ïàðàìåòð
l îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5) (äëÿ ν = 1) èëè (6) (äëÿ ν = 2), ïî ñðàâíå-
íèþ ñî çíà÷åíèåì α, âû÷èñëÿåìûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû,
ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 0.215 · 10−3% (äëÿ ν = 1) è 0.882 · 10−3% (äëÿ ν = 2).

Àâòîð áëàãîäàðèò È.À. ×åðíîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Å.Î. Êóçíåöîâà

ÒÐÀÍÑÇÂÓÊÎÂÛÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÇÃ-ÐÅØÅÍÈÉ

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷åí âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ïîïðàâîê â òðàí-
ñçâóêîâûõ ðàçëîæåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé Çàñëàâñêîãî � Ãðèáà (ÇÃ)
â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Â ñòàòüå [1] ðàññìîòðåíû òðàíñçâóêîâûå ðàçëîæåíèÿ, â êîòîðûõ ðåøåíèå
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà (õàðàêòåðèçóþùåãî îòêëîíåíèå îò îäíîðîäíîãî ïîòîêà). Â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Êàðìàíà � Ôàëüêîâè÷à, äëÿ äàëü-
íåéøèõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷àþò íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ïðàâûå
÷àñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò ïðåäøåñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ.
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Îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ (x, y) âîçìóùåíèÿ çâóêîâîãî ïî-
òîêà â ñëó÷àå ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ íåâÿçêîãî ñîâåðøåííîãî ãàçà
èìååò âèä

− (γ + 1)ϕxϕxx + ϕyy =

(
γ + 1

2
ϕ2
x +

γ − 1

2
ϕ2
y

)
ϕxx+

+ 2 (ϕy + ϕxϕy)ϕxy +

[
γ + 1

2
ϕ2
y +

γ − 1

2

(
2ϕx + ϕ2

x

)]
ϕyy.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðÿäà (÷åðòî÷êè äàëåå îïóùåíû):

ϕ = ϕ0 (x, y) + ε2ϕ1 (x, y) + ε4ϕ2 (x, y) + . . . ,

ãäå

x =
x

ε
, y = y, ϕ =

ϕ

ε3 .

Â [1] íàéäåíî âûðàæåíèå ïåðâîé è âòîðîé ïîïðàâîê ϕ1, ϕ2 äëÿ ïîòåí-
öèàëà ñêîðîñòè ÷åðåç íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ϕ0, â ÷àñòíîñòè, ϕ1 ñîâïàäàåò ñ
ïîïðàâêîé Õåéçà:

ϕ1 (x, y) =
2γ + 5

10
yϕ0xϕ0y +

−2γ + 5

10
ϕ0ϕ0x. (1)

Îñíîâíàÿ ñèñòåìà òðàíñçâóêîâûõ óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ïîëó÷àåòñÿ â ôîðìå

− (γ + 1)u0 (x, y)u0x + v0y = 0,
u0y − v0x = 0.

(2)

Êëàññ ðåøåíèé ÇÃ èìååò âèä (çäåñü u0, v0 � íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ ñêî-
ðîñòè, y = t, s � ïàðàìåòð)

x = x0 (s) + st2,
u0 (s, t) = u00 (s) + u02 (s) t2,
v0 (s, t) = v01 (s) t+ v03 (s) t3.

(3)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (2) îò x, y ê s, t, èñïîëüçóÿ âû-
ðàæåíèå äëÿ x èç (3), çàòåì ïîäñòàâèì u0, v0 èç (3), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû
ïðè ñòåïåíÿõ t è ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ïðåäñòàâëåíèè ÇÃ
äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ u0, v0:

(x0)s =
u00 (γ + 1)

γu02 + u02 − 4s2 , (u00)s =
v01

γu02 + u02 − 4s2 ,

(u02)s = − −3v03+4su02

γu02+u02−4s2 , (v01)s =
2 (−sv01+γu00u02+u00u02)

γu02+u02−4s2 ,

(v03)s =
2
(
−3sv03 + γu2

02 + u2
02
)

γu02 + u02 − 4s2 .

(4)
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Ïîñêîëüêó
ϕ0x = u0 (x, y) , ϕ0y = v0 (x, y) ,

òî ìîæíî, ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ϕ0 îò êîýôôèöèåíòîâ èç (3):

ϕ0 (s, t) = ϕ00 +

(
1

2
v01 + u00s

)
t2 +

(
1

4
v03 +

1

2
su02

)
t4,

ãäå

ϕ00 =

∫
u2

00 (γ + 1)

γu02 + u02 − 4s2 ds+ C. (5)

Òåïåðü ïîëó÷èì u1, v1 ÷åðåç êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè u0, v0.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x âûðàæåíèå (1), ïîäñòàâèì âìåñòî ïðîèçâîäíûõ

îò ϕ0 ïî x � u0, ϕ0 ïî y � v0, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî (3), ïîäñòàâèì
u0, v0 èç (3), ïîäñòàâèì (4) è (5), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t â
÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

u1 = ∆ ·
(
K16t

6 +K14t
4 +K12t

2 +K10
)
,

K16 = 84γsv03u02 + 120s2u2
02 − 75v2

03 − 48γs2u2
02+

+ 190sv03u02 − 18γv2
03 − 8γ2u3

02 − 68γu3
02 − 60u3

02,

K14 = 240s2u00u02 + 36γsu02v01 + 72γsu00v03−
− 148γu00u

2
02 − 115v01v03 − 8γ2u2

02u00 − 96γs2u00u02 + 150su02v01−
− 140u00u

2
02 + 60su00v03 − 18γv01v03,

K12 = −60v03ϕ00 + 24γ2v03ϕ00 + 24γsu00v01 + 8γ2u2
00u02−

− 32γs2u2
00 + 80s2u2

00 − 92γu2
00u02 − 100u2

00u02 − 4γv2
01+

+ 20su00v01 − 32γsu02ϕ00 − 30v2
01 + 80su02ϕ00,

K10 = −20u3
00 + 8γ2u3

00 − 8γv01ϕ00 − 20v01ϕ00 − 12γu3
00;

v1 = ∆ ·
(
M17t

7 +M15t
5 +M13t

3 +M11t
)
,

M17 = 50γsu3
02 + 30su3

02 − 93γu2
02v03 + 75sv2

03 + 110s2v03u02−
− 75u2

02v03 + 20γ2su3
02 − 12γs2u02v03 − 18γ2u2

02v03 + 18γsv2
03,

M15 = −60u2
02v01 + 140s2u00v03 + 18γsv01v03−

− 125u02v03u00 + 115sv01v03 − 24γs2u00v03 − 30γ2u00v03u02−
− 68γu2

02v01 + 44γ2su2
02u00 − 8γ2u2

02v01 − 4γs2u02v01−
− 155γu02v03u00 + 50su00u

2
02 + 90s2u02v01 + 94γsu2

02u00,

M13 = 8γ2u2
02ϕ00 + 24γsu2

00u02 + 44γsu2
00u02 − 8γs2u00v01−

− 24γsv03ϕ00 − 102γu02v01u00 − 12γ2u00v01u02 − 50u2
00v03 + 30sv2

01−
− 20u2

02ϕ00 + 4γsv2
01 + 100s2u00v01 − 90u02v01u00 − 60sv03ϕ00−
− 62γu2

00v03 − 12γu2
02ϕ00 + 20su2

00u02 − 12γ2u2
00v03,

M11 = 20sv01ϕ00 − 4γ2u2
00v01 − 8γsv01ϕ00 − 30u2

00v01−
− 34γu2

00v01 + 8γ2u02u00ϕ00 − 12γu02u00ϕ00 − 20u02u00ϕ00;
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∆ = 1
/ [(

80s2 − 20γu02 − 20u02
)
t2 − 20γu00 − 20u00

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøèâ ñèñòåìó (4) è ïîäñòàâèâ â (3) äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóëå-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî íàéòè ïåðâóþ ïîïðàâêó (u1, v1), à òàêæå (u2, v2),
êîòîðàÿ èìååò âåñüìà ãðîìîçäêèé âèä. Ïîïðàâêè îïèñûâàþòñÿ ðàöèîíàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà t, òîãäà êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå � ïîëèíîìè-
àëüíîå.

Àâòîð áëàãîäàðèò È.À. ×åðíîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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ÎÁ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÄÅÒÀËßÕ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÒÅÎÐÈÈ
ÈÑÒÅ×ÅÍÈß ÑÛÏÓ×ÅÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÒÂÅÐÄÛÌ ÇÅÐÍÎÌ

Ïðè ðåøåíèè èíæåíåðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ êîíñòðóèðîâàíèåì áóíêåð-
íîãî îáîðóäîâàíèÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåðàáîòêè ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ, íåîá-
õîäèìî èìåòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñûïó÷èõ ñðåä, êîòîðàÿ ïîç-
âîëÿëà áû äåëàòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè èõ ïîâåäåíèÿ è ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî îáîðóäîâàíèÿ â ïðîöåññå åãî ýêñïëóà-
òàöèè. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî áåç ñîçäàíèÿ òåîðèè äâèæåíèÿ ñûïó÷åé ñðåäû,
àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé åå ãëàâíûå ñâîéñòâà, ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èñòå÷åíèè
èç áóíêåðíûõ óñòðîéñòâ. Ê ÷èñëó òàêèõ ñâîéñòâ ñûïó÷åãî òåëà îòíîñèòñÿ,
ïðåæäå âñåãî, ñâîéñòâî îáðàçîâàíèÿ çàïèðàþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîäîâ, ïîë-
íîñòüþ ïðåêðàùàþùèõ èñòå÷åíèå èëè îòâåòñòâåííûõ çà ÿâëåíèå ïóëüñàöèè
ïðè èñòå÷åíèè [1].

Ñûïó÷åå òåëî, îòäåëüíûå çåðíà êîòîðîãî íå èñïûòûâàþò ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé íè ïðè êàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ åãî ïåðåðàáîòêè, áóäåì íàçûâàòü
òâåðäîç¼ðåííûì ñûïó÷èì ìàòåðèàëîì èëè ñûïó÷èì òåëîì ñ òâåðäûì çåð-
íîì. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè îòäåëüíûõ çåðåí ïîäîáíîãî ñûïó÷åãî
òåëà äîëæåí áûòü âî ìíîãî ðàç (â äåñÿòêè ðàç) áîëüøèì ïðåäåëà ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ñàìîãî ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà. Ê òàêèì ìàòåðèàëàì îòíîñÿòñÿ
âñå êàìåííûå è ðóäíûå ïîðîäû ìåëêîé ôðàêöèè, ïåñêè, ìåòàëëè÷åñêàÿ è
ñòåêëÿííàÿ êðîøêà è ò.ä.

Ïîñòðîåíèå óêàçàííîé òåîðèè íà÷àòî â ðàáîòàõ [2, 3]. Ïðèâåäåì çäåñü
îñíîâíûå äåòàëè ïîñòðîåíèÿ, îïèðàÿñü íà òåîðèþ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
ñïëîøíîé ñðåäû ïðè ïåðåìåííûõ íàãðóæåíèÿõ [4-6], â ñèëó òîãî, ÷òî èìåííî
îíà ïîëîæåíà â îñíîâó ðàçâèâàåìîé â [2, 3, 7-13, 14] òåîðèè. Ñîñòàâíûìè ýëå-
ìåíòàìè ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåîðèè
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óïðóãîñòè, óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè, óñëîâèå óïðî÷íåíèÿ ïðè ñæàòèè, çàêîíû
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ìàññû ýëåìåíòà ñûïó÷åãî òåëà. Ïîä ýëå-
ìåíòîì ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà ïîíèìàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ñîâîêóïíîñòü
îòäåëüíûõ åãî çåðåí.

Öåíòðàëüíûì çâåíîì ïðåäëàãàåìîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñûïó÷åé ñðåäû ÿâ-
ëÿåòñÿ äèàãðàììà ó÷åòà èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà
è àëãîðèòì åå ðåàëèçóþùèé [3, 8]. Ãëàâíàÿ èç ãèïîòåç (N 1), ëåæàùèõ â îñíî-
âå òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, íåñêîëüêî ìåíÿåòñÿ: ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòü êîìïîíåíò òåíçîðà ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
êîìïîíåíòàì òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ ãèïîòåçà N 3 î äè-
íàìè÷åñêîì óïëîòíåíèè ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðèøåäøèõ â
äâèæåíèå è çàòåì çàìåäëèâøèõ åãî ïî ïðè÷èíå îãðàíè÷åííîñòè ðàñõîäà ìà-
òåðèàëà ïðè èñòå÷åíèè ÷åðåç îòâåðñòèå. Äëÿ ýëåìåíòîâ, ïîêèíóâøèõ áóíêåð
è äîñòàòî÷íî îò íåãî óäàëèâøèõñÿ, ââîäèòñÿ ãèïîòåçà N 4 î ñâîáîäíîì èõ
ïàäåíèè.

Èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σi, äåôîðìàöèé εi, ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷å-
ñêèõ äåôîðìàöèé ∆εi

p ôóíêöèîíàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ êàê I = (I2
1 − 2I2)

0.5,
ãäå Ij � èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî òåíçîðà. Ïðè÷åì âåëè÷èíà I ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà äëÿ íàïðÿæåíèé â ãëàâíûõ îñÿõ êàê ìîäóëü âåêòîðà
ïîëíîãî íàïðÿæåíèÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ïîýòàïíî ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïåðå-
ìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè [4-6], äèñêðåòèçàöèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ðåøåíèå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ïðîâîäèòñÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè [14].

Çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí ñ ó÷åòîì ãèïîòåçû N 1, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [4, 5], â
ñëåäóþùåì âèäå:

dεr = [dσrr − µ(dσφφ + dσzz)]/E + F (σi)σrrdσi,

dεφ = [dσφφ − µ(dσzz + dσrr)]/E + F (σi)σφφdσi,

dεz = [dσzz − µ(dσrr + dσφφ)]/E + F (σi)σzzdσi, (9)

dγzr = 1/Gdσzr + F (σi)σzrdσi,

ãäå ôóíêöèÿ F (σi) ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîé è òîé æå äëÿ ëþáîãî íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî êðèâîé äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ïðè ñæàòèè ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà â öèëèíäðå ñ èäåàëüíî ãëàäêèìè
ïîâåðõíîñòÿìè, äèàìåòð êîòîðîãî, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åì
ñðåäíèé ðàçìåð çåðåí ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûé
ëèíåéíûé ó÷àñòîê äèàãðàììû ñæàòèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí â îáëàñòü ìà-
ëûõ äåôîðìàöèé ðàñòÿæåíèÿ.

Ïðè ñæàòèè ñûïó÷åãî òåëà â öèëèíäðå, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ
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z, ïðè âåñüìà îãðàíè÷åííîì õîäå ïîðøíÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, èñõîäÿ èç
êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî îòëè÷íûì îò íóëÿ áóäåò òîëüêî îäíî
äåôîðìàöèîííîå ïåðåìåùåíèå w (âäîëü îñè z) è, èñõîäÿ èç õàðàêòåðà
ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ
áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó dεr = dεφ = dγzr = dσzr = σzr = 0, è òîãäà èç
ñîîòíîøåíèé (1) íåòðóäíî ïîëó÷èòü

F (σi) = (1− µ)/((1 + µ)σi)(1/Ek − (1− 2µ2/(1− µ))/E), Ek = ∂σi(εi)/∂εi,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî σrr = σφφ = σzz = σ0 ≡ σi. Çäåñü Ek � êàñà-

òåëüíûé ìîäóëü äëÿ êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ.
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Â ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÌ ÏÎËÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà
è èçìåíÿåìîé êîíôèãóðàöèè â öåíòðàëüíîì ïîëå. Åñëè ðàçìåðû ñèñòåìû
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ïîëÿ, òî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó [1]

y• = y × x+ pg3 × Jg3, g
•
i = gi × (x− Ω), i = 1, 2, 3. (1)

Çäåñü J(t) � îïåðàòîð èíåðöèè ñèñòåìû â åå öåíòðå ìàññ, ()• � ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè â ãëàâíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, y = Jx + K, x � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ãëàâíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, K(t) � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò äâèæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ãëàâíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, g1, g2, g3, Ω � îðòû è óãëîâàÿ ñêîðîñòü
îðáèòàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, Ω = k2g2 + k3g3, p = p(r).

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåìîé êîíôèãóðàöèè è ñîñòàâà
áåç äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ïîëó÷åíû [1] íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîãî èíòåãðàëà. Ïîêàçàíî,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðàåêòî-
ðèÿ öåíòðà ìàññ íàõîäèëàñü íà ïîâåðõíîñòè íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî â
èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå êðóãîâîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â öåíòðå ñèëîâîãî
ïîëÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè A1 = A2 6= A3 (Ai � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà J) äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîãî èíòåãðàëà íåîáõîäèìî,
÷òîáû òðàåêòîðèÿ öåíòðà ìàññ íàõîäèëàñü íà ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî êî-
íóñà ñ âåðøèíîé â öåíòðå ïîëÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèÿ íå ñîâïàäàåò
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ñ îáðàçóþùåé êîíóñà è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò K íå êîëèíåàðåí îñè äèíà-
ìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäèí êâàäðàòè÷íûé
èíòåãðàë ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé:

1) k3 = c1k2, 2) k2 = constp1/2, 3) J = (p0/p)
1/2J0,

4) K1 = Kýcos θ, K2 = Kýsin θ, Ký = const,
5) θ• = A−1

3 K3 + const/p1/2.
Çäåñü J0 � ïîñòîÿííûé â ãëàâíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïåðàòîð, Ki � êîìïîíåí-
òû K â ãëàâíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë â äàííîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü â îäíîé èç ôîðì:

p−1/2[(Jx, x)− 2(Jx+K,Ω) + p(g3, Jg3) + 2θ•A3x3 + A3(θ
•)2] = const; (2)

p−1/2[A1(x
2
1 + x2

2) + A3(x3 + θ•)2 − 2(Jx+K,Ω) + p(g3, Jg3)] = const. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíûé êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë ÎÄÑ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

(y, Fy)+
3∑
i=1

[(gi, Pigi)+(Qiy, gi)+(ni, gi))]+(m, y)+h(t)+Σ(Rigj, gk) = const.

(4)
Äèôôåðåíöèðóÿ èíòåãðàë (4) â ñèëó ñèñòåìû (1) ïîëó÷èì òîæäåñòâî,

ïðèâåäåííîå â [1]. Êàê è ïðåæäå (ñì. [1]), ïðîâåðÿåì óòâåðæäåíèå: îïåðàòîðû
P1, P2, Ri (i = 1,2,3) ïðîïîðöèîíàëüíû òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó E, Qi =
νiE, ν1 = 0. Èíòåãðàë (4) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(y, Fy) + (g3, P3g3) + (y, ν2g2 + ν3g3) + Σ(ni, gi) + (m, y) + h = const (5)

Îñíîâíîå òîæäåñòâî ïðèíèìàåò âèä

(2Fy+m, y×x+pg3×Jg3)+pν2(g1, Jg3)+(2P3g3+n3, g3, x)+k2(2P3g3+n3, g1)+

+(n2, g2, x)−k3(n2, g1)−(n1, g1, x)−k2(n1, g3)+k3(n1, g2)+(ν3k2−ν2k3)(y, g1)+

+

(y, F •y) + (g3, P
•
3 g3) + (y, ν2

•g2 + ν3
•g3) + Σ(ni

•, gi) + (m•, y) + h• ≡ 0. (6)

Âûäåëÿÿ â òîæäåñòâå ñëàãàåìûå ñ x3, ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàòîð F äîëæåí èìåòü
âèä F = ψ1J

−1 + ψ2E; âûäåëÿÿ ñëàãàåìûå ñ xg3
2, ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàòîð P3

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P3 = p(ψ1J − ψ2A1A2A3J
−1). Àíàëèç ÷ëåíîâ ñ

g3
2 ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòîÿíñòâà îïåðàòîðà P3 â áàçèñå E3 è ïðåä-

ñòàâëåíèþ ïàðàìåòðà m â âèäå m = −2FK + λe3. Ñëàãàåìûå â òîæäåñòâå
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(6), ñîäåðæàùèå g1g3, îáðàùàþòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ν2 = −2k2ψ1, k2ψ2 = 0. Òðåáóÿ îáðàùåíèÿ â íîëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â òîæäå-
ñòâå (6), ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

(y, Fy) + (m, y) + h(t) = (Jx, FJx) + λA3x3 +

t∫
0

λK•3 dξ + const. (7)

Àíàëèç ñëàãàåìûõ ñ gix ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé

n1 = 0, k3ν2 = k2ν3, n2 = 0, n3 = 0, ν•2 = 0, ν•3 = 0.

Ñëó÷àé k2 ≡ 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð ïîëÿ, èñêëþ÷àÿ çäåñü ýòîò ñëó÷àé, ïðè k2 6= 0 ïîëó÷èì

νi = −2kiψ1, kiψ1 = const, i = 2, 3, k3 = c1k2.

Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. [1]), ÷òî Ω = k2a, (a)•0 = 0 è òðàåêòîðèÿ öåíòðà ìàññ
äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà êðóãîâîì êîíóñå. Òîæäåñòâî (6) ïðè ó÷åòå ïîëó÷åííûõ
óñëîâèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(y, (ψ1J
−1)•y) + λ(K, x, e3) + ((−2ψ1J

−1K + λe3)
•, y) + h• ≡ 0. (8)

Âûäåëèâ ñëàãàåìûå ñ x2, ïîëó÷èì óñëîâèÿ

ψ1 = c2p
−1/2, J = (p0/p)

1/2J0, k2 = constp1/2.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ñëàãàåìûå ñ x, ïîëó÷èì óñëîâèÿ λ•A3 = 2ψ1K
•
3 ,

λK2 + 2ψ1K
•
1 = 0, λK1 − 2ψ1K

•
2 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (K1)

2 + (K2)
2 =

(Ký)
2 = const è ìîæíî ïîëîæèòü K1 = Kýcosθ, K2 = Kýsinθ. Ïðè Ký 6= 0

ïîëó÷àåì óñëîâèå 5 òåîðåìû. Ñâîáîäíûé ÷ëåí â òîæäåñòâå (8) îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Ïóñòü Ký 6= 0, òîãäà

t∫
0

λK•3 dξ =

t∫
0

λλ•/(2ψ1)A3 dξ =

= A3/(4ψ1)

t∫
0

(λ•)2 dξ = A3λ
2/(4ψ1) + C = A3ψ1(θ

•)2 + C. (10)

Èíòåãðàë (5) ïðè ó÷åòå ïðåäñòàâëåíèÿ (7) òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
îäíîé èç ôîðì (2) èëè (3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì dτ = p1/2dt, x = p1/2z, ñèñòåìó (1)
ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

dy/dτ = y × z + (p0)
1/2g3 × J0g3, dgi/dτ = gi × (x− Ωa),
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Ωa = c3(g2 + c1g3), i = 1, 2, 3 (9)

Çäåñü y = Jx + K = (p0)
1/2J0z + K, è ïðè K = const ñèñòåìà (9) ñòàíî-

âèòñÿ àâòîíîìíîé [2-4].
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Ê ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ Â ÑÌÛÑËÅ
ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÅÐÅÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ ÊÐÓÃÎÂÎÉ

ÎÐÁÈÒÛ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû êîñ-
ìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ 10, ìîæåò áûòü ñâåäåíà
( â ñëó÷àå áûñòðîäåéñòâèÿ ) ê êðàåâîé çàäà÷å ðàçìåðíîñòè 3, îïèñûâàåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ

dν1

dϕ
= ν2,

dν2

dϕ
= −ν1 + κν3,

dν3

dϕ
= −κν2, (1)

ãäå κ = r2

c u, r = por = const.
Â óðàâíåíèÿõ (1) r � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà r öåíòðà ìàññ ÊÀ, c �

ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé, ϕ � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ, por � ïàðàìåòð îðáèòû,
óïðàâëåíèå u � àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ (−umax ≤ u ≤ umax); νj � ïåðåìåííûå,
ñâÿçàííûå ñ ôàçîâîé êâàòåðíèîíííîé ïåðåìåííîé λ è ñîïðÿæ¼ííîé êâàòåð-
íèîííîé ïåðåìåííîé µ ñîîòíîøåíèåì ν = vect(λ̃ ◦ µ).

Òàê êàê ïåðåìåííûå νk, k = 1, 2, 3 åñòü ôóíêöèè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåí-
íûõ, òî èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ νk0 íåèçâåñòíû. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ áûëî
ïðîàíàëèçèðîâàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñò-
êàõ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ. Áûë íàéäåí ïåðèîä T ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ
óïðàâëåíèÿ:

T = 2[π ± 2 arcsin(−D/a)]/k,
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ãäå a = [(ν10 − D)2 + (ν20/k)2]
1
2 , D = κ/(1 + κ2)(ν30 + κν10), νi0 = νi(t0),

k = (1 + κ2)
1
2 .

Âåðõíèé çíàê áåð¼òñÿ, åñëè íà ïåðâîì àêòèâíîì ó÷àñòêå äâèæåíèÿ ÊÀ
óïðàâëåíèå u = −umax, íèæíèé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ñ ó÷¼òîì çíàêà óïðàâëåíèÿ, ôèãóðèðóþùåãî â âûðàæåíèè äëÿ D,
ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïåðèîäà T.

Ñëåäóÿ [1], áûëà ïîñòðîåíà ñèñòåìà òð¼õ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ν1, ν2 â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè è "äëèòåëüíîñòè"óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ϕ1. Â áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:

A(ϕ1)ν̄10 +B(ϕ1)ν̄20 + C11 sinϕ1 + C12 cosϕ1 = 1,

αν̄2
10 + βν̄10ν̄20 + γν̄10 + δν̄20 + εν̄2

20+

+ C21 sin2 ϕ1 + C22 sin(2ϕ1) = ζ, (2)

D31ν̄
2
10 +D32ν̄10ν̄20 +D33ν̄10 +D34ν̄20 +D35ν̄

2
20+

+ C31 sin2 ϕ1 + C32 sin(2ϕ1) = R.

Çäåñü α, β, γ, δ, ε, Cij, Dkm, ζ, R � âåëè÷èíû, âûðàæàåìûå ÷åðåç èçâåñò-
íûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, ν1,2 = 2c/(±umaxr)ν̄1,2, A(ϕ1), B(ϕ1) � ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ϕ1.

Â ñèñòåìå (2) ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì N1, N2,

N3, ñâÿçàííûì ñ íåèçâåñòíûìè ν1, ν2, ν3 ñîîòíîøåíèÿìè

ν1 = N1 cosϕ1 +N2 sinϕ1, ν2 = −N1 sinϕ1 +N2 cosϕ1, ν3 = N3.

Ýòî ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óïðîùåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ.
Âèä ñèñòåìû îñòà¼òñÿ ïðåæíèì.

Ñèñòåìà (2) ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé íà
ÿçûêå Ñ++ äëÿ îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Linux. Èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ãðàäè-
åíòíîãî ñïóñêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìàòðèâàëèñü
äâà âàðèàíòà: ñ ìàëûì è áîëüøèì îòêëîíåíèÿìè ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷-
íîé îðèåíòàöèÿìè îðáèò. Ëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà áûëà îòìå÷åíà äëÿ ìà-
ëûõ îòêëîíåíèé. Ïðè áîëüøîì îòêëîíåíèè âíà÷àëå ìèíèìèçèðîâàëñÿ ôóíê-

öèîíàë L1 =
3∑
i=1

f 2
i . Çäåñü fi, i = 1, 2, 3 � ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû

(2), çàïèñàííûõ â âèäå fi = 0. Çàòåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ν̄10, ν̄20, ϕ1 èñïîëü-

çîâàëèñü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà L2 =
3∑
i=1
|fi|.

Ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè ñðàçó ìèíèìèçèðîâàëñÿ ôóíêöèîíàë L2. Ïðèìåðû
ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ. (Â íèõ Ω0, I0 �
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äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà è íàêëîíåíèå îðáèòû ÊÀ äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåí-
òà âðåìåíè; Ω1, I1 � äëÿ êîíå÷íîãî.) Îñíîâíûìè òðóäíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ
íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), ïåðèîäè÷íîñòü ïî "âðåìåíè" ϕ1.

Õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû: pmax = 0.101907 ì/c2, r = 26000000 ì, Ω0 =
= 87◦, I0 = 80◦.

Ìàëîå îòêëîíåíèå îðáèò: Ω1 = 85◦, I1 = 79◦.

ν10 ν20 ν30 ϕ1,
ðàä

L1 L2

1.0060 3.4664 −19.488 3.7377 6 · 10−8 3 · 10−4

0.3866 −1.4883 28.392 3.1623 10−9 3 · 10−5

−0.6671 −1.6384 44.512 3.0834 10−9 2 · 10−6

−0.7127 −1.6445 45.215 3.0820 10−9 1 · 10−6

Áîëüøîå îòêëîíåíèå îðáèò: Ω1 = 94◦, I1 = 65◦.

ν10 ν20 ν30 ϕ1, ðàä L1 L2

−0.2882 1.1601 −0.2499 3.0880 10−9 3 · 10−5

0.5492 0.8975 −0.2410 3.8456 10−9 2 · 10−5

0.1172 1.1234 −0.2840 3.4032 10−9 2 · 10−5

−0.2712 3.0525 −1.1231 4.4617 10−9 6 · 10−6

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû çàêîíû èçìåíåíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ νi
äëÿ èõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, ïðèâåä¼ííûõ â ÷åòâ¼ðòîé ñòðîêå âòîðîé òàáëè-
öû. (Êðèâàÿ ν1 = ν1(ϕ) � ëèíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ.)

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 3  4  5  6  7  8

ν 3
   

 ν
1 

   
 ν

2

phi

ν1 ν2

ν3

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 3  4  5  6  7  8

ν 3
   

 ν
1 

   
 ν

2

phi

ν1 ν2

ν3

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 3  4  5  6  7  8

ν 3
   

 ν
1 

   
 ν

2

phi

ν1 ν2

ν3

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 3  4  5  6  7  8

ν 3
   

 ν
1 

   
 ν

2

phi

ν1 ν2

ν3

Ðèñ. 1. Çàêîíû èçìåíåíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ
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Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1], ïðåäëî-
æåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåãðèðîâàíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðàåâîé çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îð-
áèòû ÊÀ. Âûÿâëåíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è: ïåðèî-
äè÷íîñòü ïî "âðåìåíè"ϕ1, íåîäíîçíà÷íîñòü íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ýòè ïðîáëåìû òðåáóþò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �08-01-
00 310).
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ÂÒÎÐÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
Î ÑÕÎÄßÙÅÉÑß ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÅ

Â ñòàòüå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé
âîëíå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îáëàñòè ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ óäàðíîé âîë-
íû è ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé àâòî-
ìîäåëüíîñòè â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ òåïëîåìêîñòåé, ïîëó÷åííûõ íà îñ-
íîâå ïîëíûõ óðàâíåíèé è ïåðâûõ äâóõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

1. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ñîâåðøåííî-
ãî ãàçà â çàäà÷å î ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíå â áåçðàçìåðíûõ àâòîìîäåëüíûõ
ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

dV

d lnλ
= −

[
(ν + 1)V − 2

γ
(1− α)

]
+ (V − α)

∆4

∆0
,

d lnR

d lnλ
= − 2 (1− α)

γ (V − α)
− ∆4

∆0
, (1)

dZ

d lnλ
= −Z

{
2

V − α

[
V − 1 + α (γ − 1)

γ

]
+ (γ − 1)

∆4

∆0

}
,

ãäå ∆4 (V ) = νV 2−
[
(ν + 1)α + 2

γ (1− α)− 1
]
V +2αγ (1− α), ∆0 = (V − α)2−

Z. Çäåñü γ � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé, α � ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè â
çàêîíå äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû, ν = 1 ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè, ν = 2 � ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñ
àâòîìîäåëüíûìè ïåðåìåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

λ =
r

A (−t)α
, v =

r

t
V, ρ = ρ0R, p =

ρ0

γ

r2

t2
ZR.
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Çàêîí äâèæåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû r = rs (t) = A (−t)α , t < 0. Íà-
÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà ρ0 = const. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ àâòîìîäåëüíûõ
ïåðåìåííûõ íà ïîâåðõíîñòè óäàðíîé âîëíû

V (1) = Vs =
2α

γ + 1
, R (1) = Rs =

γ + 1

γ − 1
, Z (1) = Zs =

2α2γ (γ − 1)

(γ + 1)2 . (2)

2. Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèñòåìû (1) îòíîøåíèå ∆4/∆0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
â [1] ïîëàãàëîñü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëîæèì
ëèíåéíîé ôóíêöèåé V â îêðåñòíîñòè òî÷êè S, ñîîòâåòñòâóþùåé íà ïëîñêîñòè
OVZ óäàðíîé âîëíå, ò. å.:

∆4

∆0
= K + a(V − Vs), K = − 2

α (γ − 1)

[(
2− 1

γ

)
(1− α)− ναγ − 1

γ + 1

]
,

a =
1

∆0s

{
2νV −

[
(ν + 1)α +

2

γ
(1− α)

]
−K

[
2 (V − α)− ∆3

∆1

]}
s

.

Ðåøåíèå óïðîùåííûõ óðàâíåíèé, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2) èìååò âèä

V = c1 + c2tg

(
arctg

Vs − c1

c2
+ c2a lnλ

)
,

R = Rs

[
(V − c1)

2 + c2
2

(Vs − c1)
2 + c2

2

]0.5M1 (
V − α
Vs − α

)N0

exp

(
1

c2
(M0 +M1c1) arctg

c2 (V − Vs)
c2

2 + (V − c1) (Vs − c1)

)
,

Z = Zs

[
(V − c1)

2 + c2
2

(Vs − c1)
2 + c2

2

]0.5D1 (
V − α
Vs − α

)E0

exp

(
1

c2
(D0 +D1c1) arctg

c2 (V − Vs)
c2

2 + (V − c1) (Vs − c1)

)
,

c1 =
1

2a
[ν + 1 + a (Vs + α)−K], c2 =

√
1

a

[
2

γ
(1− α)− α (K − aVs)

]
− c2

1,

N0 = − 2 (1− α)

aγ
[
(α− c1)

2 + c2
2

] , M1 = −1−N0,

M0 = αM1 + 2N0c1 −
K

a
+ (Vs + α) , E0 = −N0,

D1 = γ + 1− E0, D0 = αD1 + 2E0c1 −
1

a
[2 + (γ − 1) (K − a(Vs + α))].
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3. Êîîðäèíàòû îñîáîé òî÷êè B, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêå, â êîòîðîé ∆0 = 0, ∆4 = 0, èìåþò âèä

VB =
1

2ν

((
ν + 1− 2

γ

)
α +

2

γ
− 1±

±

√[(
ν + 1− 2

γ

)
α +

2

γ
− 1

]2

− 8ν
α

γ
(1− α)

)
, (11)

ZB = (VB − α)2 . (3)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ α âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3) ñëóæèò óðàâíåíèå

ZB = Zs

[
(VB − c1)

2 + c2
2

(Vs − c1)
2 + c2

2

]0.5D1 (
VB − α
Vs − α

)E0

×

× exp

(
1

c2
(D0 +D1c1) arctg

c2 (VB − Vs)
c2

2 + (VB − c1) (Vs − c1)

)
. (4)

Óðàâíåíèå (4) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Íüþòîíà. Íà÷àëüíîå ïðèáëè-
æåíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè α0 îïðåäåëÿëîñü èç óñëîâèÿ,
÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ ∆4 (V ) = 0 ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè. Ðàñ÷åòû äëÿ öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ γ = 1.4 çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ
àâòîìîäåëüíîñòè, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèé, α = 0.835306,
íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè α = 0.835440,
âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè α = 0.835321. Äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè
ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ γ = 1.4 çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè,
ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèé, α = 0.717146, íà îñíîâå àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè α = 0.717423, âî âòîðîì ïðèáëèæå-
íèè α = 0.717179. Ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ
òåïëîåìêîñòåé îò γ = 1.1 äî γ = 1.8. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé àâòîìîäåëüíîñòè îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.
Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ òåïëîåìêîñòåé è â ïåðâîì è
âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè
âîçðàñòàåò. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ α â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè

α0 =
2− γ + γ

√
2γ + γ2

2 (1 + γ2)
,

â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè

α0 =
4 + 4γ

√
2γ + 3γ2

4 + 4γ + 9γ2 .

134



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ñàïóíêîâ ß.Ã. Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé
âîëíå // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà: Ñá. íàó÷. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2007. Âûï.
9. Ñ. 145-147.

ÓÄÊ 629.78
ß.Ã. Ñàïóíêîâ, À.Â. Ìîëîäåíêîâ, À.Í. Äåðæàâèíà

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÂÛÂÎÄ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÎÄÍÎÉ
ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÎÉ ÍÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÅ

ÄÂÈÆÅÍÈÅ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈß ÑÐÅÄÛ

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ î âûâîäå òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé íà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå ñ ó÷åòîì ìîìåíòà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà-
÷è, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû.

1. Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé
ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà Ì è ìîìåíòà ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ
− (β1 + β2|ω|)ω, (βi = const ≥ 0, i = 1, 2) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíå-
íèé [1]:

dΛ

dt
=

1

2
L (Λ)ω ,

dω

dt
= R0M−R1 (ω)ω (1)

ãäå t � âðåìÿ; Λ = (Λ0, Λ1, Λ2, Λ3) � êâàòåðíèîí ïîëîæåíèÿ òåëà; ω =
(ω1, ω2, ω3) � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè è åãî ïðîåêöèè íà îñè ïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåð-
öèè äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè òåëà; A,B,C � ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè,
L (Λ) , R0 , R1 (ω) � ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå â [1]. Íà óïðàâëÿþùèé ìîìåíò
íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå

|M| ≤M∗. (2)

Âðàùàòåëüíîå ïðîãðàììíîå äâèæåíèå òåëà îïèñûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì
ñîîòíîøåíèåì Λ = Λpr(t), 0 ≤ t <∞. Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïðîãðàììíî-
ãî äâèæåíèÿ ωpr(t) ñâÿçàí ñ Λpr(t) óðàâíåíèåì

dΛpr

dt
=

1

2
L (Λpr)ωpr (t) .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óïðàâëÿåìîãî òåëà ïðè t=0

Λ = ΛN , ω = ωN . (3)

Óñëîâèå âûâîäà óïðàâëÿåìîãî òåëà íà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå ïðè
t = tT=?

vect
(
Λ (tT ) ◦ Λ̃pr

)
= 0, ω = ωpr . (4)
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Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå M = M(t), óäîâëåòâîðÿþùåå
îãðàíè÷åíèþ (2), êîòîðîå âûâîäèò óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ (4) íà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå è ñîîáùàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà

I =

tT∫
0

(α1 + α2|M|) dt , α1 ≥ 0 , α2 ≥ 0 .

2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñîñòàâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà ñ ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè p , ψ:

H = − (α1 + α2|M|) + 1
2 (p , L (Λ)ω) + (ψ , R0M−R1 (ω)ω) ,

p = (p0 , p1 , p2 , p3) , ψ = (ψ1 , ψ2 , ψ3) .

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

dp

dt
=

1

2
L (p)ω,

dψ

dt
= −1

2
LT (Λ) p +R2 (ω) ψ, (5)

ãäå LT (Λ) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, R2 (ω) � ìàòðèöà.
Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà ñëåäóåò,

÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå Mopt(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Mopt =
R0ψ (t)

|R0ψ (t)|
M∗, |R0ψ (t)| ≥ α2, Mopt = 0. (6)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (4) ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
Λ×ω äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà ïåðåìåùàþùåìñÿ ìíîãîîáðàçèè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íà íåì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

(p , Λpr) = 0, H =
1

2
(p, L (Λ)ωpr) +

(
ψ,

dωpr
dt

)
. (7)

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), (5) ñ ó÷åòîì (6) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) ïðè t=0, óñëîâèÿìè (4), (7) ïðè t = tT .

3. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ïî ôîð-
ìóëàì τ = tT−1 , r = ωT , u = MM−1

∗ , a = AI−1
∗ , b = B I−1

∗ , c = C I−1
∗ ,

ᾱ2 = α2M∗, β̄1 = β1 TI
−1
∗ , β̄2 = β2I

−1
∗ , I∗ =

√
1
3 (A2 +B2 + C2), T =

√
I∗
M∗
.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: β̄1 = 0.25,
β̄2 = 0.125, α1 = 0.25, ᾱ2 = 0.35, a = 1.4324, b = 0.7358, c = 0.6377.

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè êâà-
òåðíèîíà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-
íûõ Λ0 = 0.7898, Λ1 = 0.2468, Λ2 = −0.5528, Λ3 = 0.0987; r1 = 0.5, r2 = 0.75,
r3 = −0.75.
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Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ òåëà îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèÿìè êâàòåðíèîíà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè â áåçðàçìåð-
íûõ ïåðåìåííûõ Λ0pr = 0.0, Λ1pr = 0.6, Λ2pr = 0.8, Λ3pr = 0.0, r1pr = 0.1,
r2pr = −0.15, r3pr = 0.1.

Óãëîâîå óñêîðåíèå äëÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ òåëà ïîñòîÿííîå è â áåç-
ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè ε1 = 0.02,ε2 = 0.01,
ε3 = −0.02.

Îáùåå áåçðàçìåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ äî âûâîäà íà ïðîãðàììíîå äâèæå-
íèå ñîñòàâëÿåò τk = 3.5435. Íà ïðîìåæóòêå 1.3379 ≤ τ ≤ 3.0759 óïðàâ-
ëÿþùèé ìîìåíò ðàâåí íóëþ. Íà äâóõ äðóãèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ìî-
äóëü óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà áåç ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå îáùåå áåçðàçìåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ τk=3.3682, ïðè÷åì íà ïðîìåæóòêå
0.5384 ≤ τ ≤ 2.2954 óïðàâëÿþùèé ìîìåíò ðàâåí íóëþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò
�08-01-00310).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ñàïóíêîâ ß.Ã., Ìîëîäåíêîâ À.Â., Ãëàçêîâ Ê.À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óãëîâûì
äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ // Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà: Ñá.
íàó÷. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2006. Âûï. 8. Ñ. 216-219.

ÓÄÊ 539.3

Ð.À. Ñàôîíîâ

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ
ÏÀÐÀËËÅËÎÃÐÀÌÌÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ

Ýëåìåíòû, èìåþùèå ôîðìó òîíêèõ ïëàñòèíîê, ðàáîòàþùèõ íà èç-
ãèá, ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ìíîãèõ êîíñòðóêöèé è ìåõàíèçìîâ.
Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòÿíèå òàêèõ îáúåêòîâ ìîæíî èññëåäîâàòü
ìåòîäîì ñåòîê, âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè, ìåòîäîì ïðèâåäåíèÿ, ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ è äðóãèìè ìåòîäàìè. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñïëàéí-êîëëîêàöèè, â õîäå êîòîðîãî äâóìåðíàÿ çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê îäíîìåðíîé è ïîñëåäíÿÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî [1]. ×àùå âñåãî äëÿ ýòîãî
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû Àáðàìîâà, Ãîäóíîâà èëè Âèíîãðàäîâà [2, 3].

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîíêèå ïëàñòèíêè, ñå÷åíèå êîòîðûõ ñðåäèííîé
ïëîñêîñêîñòüþ èìååò ôîðìó ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè a è b (ðèñ. 1).

Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà ïëàñòèíêè èìååò âèä

D∇2∇2w(x, y, t) = q(x, y, t). (1)
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Ðèñ. 1

Îíî ðåøàåòñÿ â êîñîóãîëüíîé áåçðàçìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ξ, η), ñâÿ-
çàííîé ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ôîðìóëàìè

ξ =
x

a
− y tgα

b
.η =

y

cosα

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñïëàéí-êîëëîêàöèè ôóíêöèÿ ïðîãèáà w èùåòñÿ
â âèäå

w(ξ, η) =
N+2∑
i=−2

B5,i(η)Wi(ξ), (3)

ãäå B5,i(η) � ñèñòåìà áàçèñíûõ ñïëàéíîâ (Á-ñïëàéíîâ), à Wi(ξ) � íåèçâåñò-
íûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ñïëàéí-
êîëëîêàöèè [1] ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ôóíêöèèW−2,W−1,WN+1,WN+2 òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè η = 0 è η = 1. Â ýòîì
ñëó÷àå âìåñòî (3) áóäåì èìåòü

w(ξ, η) =
N∑
i=0

ϕi(η)Wi(ξ).

Òàêîé âûáîð óêàçàííûõ ôóíêöèé âîçìîæåí òîëüêî äëÿ äîâîëüíî óçêî-
ãî êëàññà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàê, äëÿ ïàðàëëåëîãðàììíîé ïëàñòèíêè îí
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êðàÿ η = 0 η = 1 çàäåëàíû æåñò-
êî [4]. Ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèè
áûëà ïðîèçâåäåíà åãî ìîäèôèêàöèÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ïðîãèáà ñîõðàíÿåò âèä (3). Ïîäñòàíîâêà (3) â (1)
ïðè η = η∗i ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùóþ èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Äëÿ çàìûêàíèÿ ýòîé ñèñòåìû ê íåé äîáàâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîäñòàíîâêó (3) â âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
êðàÿõ η = 0 è η = 1, ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûå âäîëü êðàÿ íåñêîëüêî ðàç
ñ òåì, ÷òîáû îíè âêëþ÷àëè â ñåáÿ ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ ôóíêöèé.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè

Y ′ = AY +B, (4)
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ãäå Y � âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïîäñòàíîâêà (3) â óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ êðàåâ ξ = 0 è ξ = 1, çàïèñàííûå â

òî÷êàõ êîëëîêàöèè η = η∗i , äàåò 4N + 4 ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ. Äëÿ êîððåêòíîé
ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, ïîëó÷àåìûå èç ðàññìîòðåíèÿ óãëîâûõ òî÷åê ïëàñòèíêè [5].

Ñ ïîìîùüþ òàêîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèè áûëè ðåøå-
íû çàäà÷è ñòàòè÷åñêîãî èçãèáà ïàðàëëåëîãðàììíîé ïëàñòíêè ñ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé q(x, y) = q0 = const ïðè ñëåäóþùèõ
óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ êðàåâ.

1. Æåñòêî çàäåëàííûé êîíòóð. Íà âñåõ êðàÿõ ïëàñòíêè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

w = 0,
dw

dn
= 0. (5)

2. Êîíñîëüíàÿ ïëàñòèíêà (ðèñ. 2). Îäèí èç êðàåâ çàäåëàí æåñòêî (5), à
îñòàëüíûå ñâîáîäíû îò íàãðóçêè:

Mn = 0, N∗ = 0. (6)

3. Ñâîáîäíàÿ îò çàäåëêè ïëàñòèíêà ñ øàðíèðíûì ïîäêðåïëåíèåì â óãëàõ
(ðèñ. 3). Íà âñåõ êðàÿõ ïëñòèíêè ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6), à â óãëîâûõ
òî÷êàõ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé

w = 0,Mn = 0. (7)

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí wE/q0 äëÿ ïëàñòèíîê ñ ðàçëè÷-
íûìè óãëàìè íàêëîíà α äëÿ òðåõ óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àåâ è çíà÷åíèÿ, ïðè-
âåäåííûå â [4] äëÿ ñëó÷àÿ ïëàñòèíêè ñ æåñòêî çàäåëàííûì êîíòóðîì. Äëÿ
ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ a = b = 10ì, h = 0.1ì, ν = 0.3.
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α W1E/q0, ì W[4]E/q0, ì W2E/q0, ì W3E/q0, ì
1◦ 1.381 · 105 - 1.411 · 107 2.783 · 106

15◦ 1.226 · 105 1.224 · 105 1.450 · 107 2.418 · 106

30◦ 0.840 · 105 0.8405 · 105 1.348 · 107 1.622 · 106

Ñðàâíèâàÿ ïðèâåäííûå çíà÷åíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü õîðîøåå ñîâïàäåíèå
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â [4].
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ÓÄÊ 533.6.011:632.529

Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

ÌÅÒÎÄ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÎÒÐÀÆÅÍÈß
ÊÎÑÎÃÎ ÑÊÀ×ÊÀ ÎÒ ÑÒÅÍÊÈ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ãàçà ïðè ðåãóëÿð-
íîì îòðàæåíèè êîñîãî ñêà÷êà îò ïëîñêîé ñòåíêè íà îñíîâå óðàâíåíèé ×à-
ïëûãèíà. Ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè óäî-
âëåòâîðèòåëüíî äëÿ ÷èñëà Ìàõà (1÷ 3).

Óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà [1, �16, 17] äëÿ ïëîñêîãî áåçâèõðåâîãî óñòàíîâèâ-
øåãîñÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà

ϕθ = −ψσ, ϕσ = K(σ)ψθ (1)

(ãäå ϕ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, ψ � ôóíêöèÿ òîêà, θ � óãîë íàêëîíà âåêòîðà
ñêîðîñòè ê îñè x; K, σ � ôóíêöèè ×àïëûãèíà) ïðèâîäÿòñÿ ê íåëèíåéíîé
ñèñòåìå â äèâåðãåíòíîé ôîðìå

k(u)uϕ = (L(u))ϕ = vψ, vϕ = uψ, u = −cσ, v = cθ, k(u) = −K(σ), (2)

c = (γ + 1)

(
γ + 1

2

) 3

γ − 1
, k(0) = 0, k

′
(0) = 1,
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ãäå γ > 1 � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé äëÿ ãàçà.
Èç (2) íà ñêà÷êå óïëîòíåíèÿ èìååì óñëîâèÿ ([f ] = f+ − f− - ðàçðûâ

ôóíêöèè f íà ñêà÷êå) è óðàâíåíèå óäàðíîé ïîëÿðû(
dϕ

dψ

)
c

= −
[v]

[u]
= −

[L]

[v]
,

(
dϕ

dψ

)2

c

=
[L]

[u]
, [v]2 = [L][u]. (3)

Ñèñòåìà ×àïëûãèíà (1) â ïåðåìåííûõ v, u èìååò âèä

ϕv = ψu, ϕu = k(u)ψv. (4)

Òîãäà âäîëü ñêà÷êà (èíäåêñ �+� äëÿ âåëè÷èí íà çàäíåé ñòîðîíå ñêà÷êà)(
dϕ

du

)
c

= k+ψv +

(
dv

du

)
c

ψu = ±

√
[L]

[u]

{
ψu +

(
dv

du

)
c

ψv

}
. (5)

ò.å. íà óäàðíîé ïîëÿðå èìååì èç (5) óñëîâèå êîñîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ψ

aψu + bψv = 0. (6)

Äëÿ êðèâîëèíåéíîãî ñêà÷êà â îäíîðîäíîì ïîòîêå Ë. Êðîêêî (L. Crocco)
â 1937 ã. ââåë ïîíÿòèå �åæåâèäíîé� ïîëÿðû. Äëÿ íàêëîíà �èãîëêè� íà ïîëÿðå
â ïëîñêîñòè vu (

dv

du

)
èã

= −
ψu

ψv
=
b

a
.

Äëÿ ïëîñêîé òâåðäîé ñòåíêè (dv = 0) b = 0, ò.å. èìååì òî÷êó Êðîêêî Q
ïîëÿðû ñ óñëîâèåì

2b =
[L]

[u]
+ 3k+ = 0, u = uQ < 0. (7)

Ôóíêöèè u è L ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëàìè ïî τ = V 2V −2
max

< 1:

u = c

∫ τ

τ∗

(1− τ)β

2τ
dτ, L = c

∫ τ

τ∗

− 1 + (2β + 1)τ

2τ(1− τ)β+1 dτ ≥ 0,

τ∗ =
γ − 1

γ + 1
> 0, 0 < τ < 1, β =

1

γ − 1
> 0.

(8)

Ïóñòü â îäíîðîäíîì ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå (÷èñëî Ìàõà M∞ > 1) êîñîé
ñêà÷îê AO ïîä íåèçâåñòíûì óãëîì ïàäåíèÿ ω äîñòèãàåò ïëîñêîé ñòåíêè (îñè
x) â òî÷êå O è ðåãóëÿðíî îòðàæàåòñÿ îò íåå ïîä íåèçâåñòíûì óãëîì îòðà-
æåíèÿ ω′ â âèäå êîñîãî ñêà÷êà OB. Îáîçíà÷èì ÷èñëà Ìàõà â îáëàñòè AOB
è çà OB ÷åðåç M1 > 1 è MQ < 1. Ïî âåëè÷èíå τ∞ íàäî îïðåäåëèòü τ1 è τQ,
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θ1 < 0, ω, ω′ è èíòåíñèâíîñòè äâóõ ñêà÷êîâ 1 > ξ =
p∞

p1
, 1 < ξ

′
=
pQ

p1
(p∞, p1,

pQ - äàâëåíèÿ â òðåõ îáëàñòÿõ). Èç (7), (3), (8) èìååì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ τ1

è τQ, çàïèñàâ óñëîâèÿ íà ñêà÷êàõ AO è OB:

∫ τ1

τQ

− 1 + (2β + 1) τ

2τ (1− τ)β+1 dτ = 3
1− (2β + 1) τQ

(1− τQ)2β+1

∫ τ1

τQ

(1− τ)β

2τ
dτ,

θ2
1 =

(
v1

c

)2

=

∫ τ∞

τ1

− 1 + (2β + 1) τ

2τ (1− τ)β+1 dτ

∫ τ∞

τ1

(1− τ)β

2τ
dτ =

= 3
1− (2β + 1) τQ

(1− τQ)2β+1

{∫ τ1

τQ

(1− τ)β

2τ
dτ

}2

.

Òàê êàê γ = 1+
2

m
(m � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóëû ãàçà áåç ó÷åòà

åå êîëåáàíèé), òî âñå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Óãëû ïàäåíèÿ

è îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (h1∞ =

√
τ1

τ∞
, hQ∞ =

√
τQ

τ∞
)

tgω =
1− h1∞ cos |θ1|
h1∞ sin |θ1|

, tgω′ =
h1∞ cos |θ1| − hQ∞

h1∞ sin |θ1|
, (9)

ïîëó÷åííûì èç ðèñóíêà äâóõ óäàðíûõ ðàçìåðíûõ ïîëÿð íà äåêàðòîâîé ïëîñ-
êîñòè ãîäîãðàôà ñêîðîñòè (ñì. [1]) (âåðøèíîé ìàëàÿ ïîëÿðà ëåæèò íà áîëü-
øîé è ïåðåñåêàåò åå îñü â òî÷êå Q).

Èíòåíñèâíîñòè êîñûõ ñêà÷êîâ AO è OB íàéäåì ïî ôîðìóëàì ñîîòíîøå-
íèé íà êîñîì ñêà÷êå (ñì. [1])

ξ =

(
2γ

γ + 1
M 2
∞ sin2 ω −

γ − 1

γ + 1

)−1

, ξ′ =
2γ

γ + 1
M 2

1 sin2 (ω′ + |θ1|)−
γ − 1

γ + 1
. (10)

Ñâÿçü τ èM îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, ïîëó÷àåìîé èç èíòåãðàëà Áåðíóëëè

(γ − 1)M 2 =
2τ

1− τ
. (11)

Äëÿ îêîëîçâóêîâîãî ñëó÷àÿ (M∞ ≥ 1) ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ è ïåðå-
õîäÿò íåïðåðûâíî â ôîðìóëû îêîëîçâóêîâîé òåîðèè [2, 3]: L(u) = u2/2,
uQ = −u1/7, vQ = 0, k(u) = u.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé Å.À. Ëóí¼âà è àâòîðà (ξ) ïðèâåäåíû â òàáëèöå
äëÿ γ = 7/5.
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M∞ τ∞ τ1 τQ ω, ◦ ω′, ◦ ξ
1,02 1,172 0,170 0,166 79,8 84,15 0,991
1,20 0,223 0,199 0,161 60,64 71,48 0,901
1,50 0,310 0,244 0,152 49,29 60,69 0,745
2,00 0,444 0,307 0,138 41,92 48,61 0,522
2,50 0,555 0,356 0,116 39,27 39,30 0,363
3,00 0,642 0,395 0,098 38,65 31,13 0,255

Íàéäåííûé çàâèñèìîñòè ω′(ω), ω(ξ) äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ïîëó÷åííûì
ýêñïåðèìåíòàëüíî ([4, ðèñ. 8.6, à; 5, ôèã. 15 íà ñ. 461] âî âñåì äèàïàçîíå
÷èñåë Ìàõà (1 < M∞ ≤ 3).
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ÓÄÊ 533.6

È.À. ×åðíîâ

ÍÎÂÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ ÑËÎß ÁÅÇ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ ÄÀÂËÅÍÈß

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ðÿä íîâûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Îíè îïèñûâà-
þòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
âõîäèò ïàðàìåòð � ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè. Ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìàëüíûìè, èõ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ â òåîðèè âÿçêî-íåâÿçêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ îá îòðûâå è î ñìåøåíèè
ïîòîêîâ íå îáñóæäàåòñÿ.

1. Ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûé ñëó÷àé.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íåðàçðûâíîñòè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè

(u,v) èìåþò âèä (ν � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè) [1]

uux + vuy = νuyy, ux + vy = 0.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç àâòîìîäåëüíûé ïðåäñòàâèòåëü Φ (ζ) ôóíêöèè òîêà (äàëåå ζ = y/xn)

u (x, y) = x1−2nΦ′ (ζ) , v (x, y) = − [(1− n) Φ (ζ)− nζΦ′ (ζ)]x−n.
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Äëÿ Φ (ζ) èìååòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîé óðàâíåíèå (ÎÄÓ)
òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ââåäåíèåì ïåðåìåííûõ (a = Φ (ζ), b (a) = Φ′ (ζ))
ñâîäèòñÿ ê ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

ν [b (a) b′ (a)]
′
+ (1− n) ab′ (a)− (1− 2n) b (a) = 0. (1)

Èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ âèäà

b (a) = Aa2 +Ba+ C +
√
D0 +D1a+D2a2 +D3a3. (2)

Íàéäåíû ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ:
à) çàäà÷à î çàòîïëåííîé ñòðóå n = 2/3

b (a) = −a2/6ν + C +
√
D0;

á) çàäà÷à î ïðèñòåíî÷íîé ñòðóå n = 3/4

b (a) = −a2/6ν +
√
D1a;

â) n = 0 îáùèé èíòåãðàë

b (a) = Ba+ ν
(
B2 +D2

)
+
√

4ν2B2D2 + 4νBD2a+D2a2;

ã) n = 1 îáùèé èíòåãðàë

b (a)= − a2/6ν+Ba−3ν
(
B2+D2

)/
2+
√

9ν2B2D2−6νBD2a+D2a2;

5) n = −1 èíòåãðàë

b (a)=3νD3a+27ν3D2
3
/

4+
√

729ν6D4
3 +648ν4D3

3a+180ν2D2
3 +16D3a3

/
4.

2. Îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé.
2.1. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü îñè ñèììåòðèè.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä [1]

uux + vuy = ν (yuy)y
/
y, (yu)x + (yv)y = 0.

Ôóíêöèÿ òîêà Ψ(x, y) ñâÿçàíà ñî ñêîðîñòÿìè ôîðìóëàìè

u (x, y) = Ψy/y, v (x, y) = −Ψx/y.

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò ôóíêöèþ òîêà âèäà Ψ = xnΦ (ζ).
Äëÿ äàëüíåéøåãî ââåäåì ïåðåìåííóþ z = lnζ, à çàòåì ïåðåìåííûå (a =

Φ (z), b (a) = Φ′ (z)), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

ν [b (a) b′ (a)]
′
+ ab′ (a)− 4νb′ (a)− (1− 2n) b (a)− 2a+ 4ν = 0.
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Óêàæåì äâà ðåøåíèÿ.
1) n � ëþáîå:

b (a) = a/n+ ν (1− 2n)
/
n2, (3)

2) n = 1, C � ëþáîå:

b (a) = −a2/2ν + 2a+ C.

Ðåøåíèÿ âèäà (2) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.
2.2. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé âäîëü ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåòðèè.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä [1]

uux + vuy = νuyy, (xu)x + (xv)y = 0.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç àâòîìîäåëüíûé ïðåäñòàâèòåëü Φ (ζ) ôóíêöèè òîêà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

u (x, y) = x1−2nΦ′ (ζ) , v (x, y) = − [(2− n) Φ (ζ)− nζΦ′ (ζ)]x−n.

Âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) èìååì

ν [b (a) b′ (a)]
′
+ (2− n) ab′ (a)− (1− 2n) b (a) = 0.

Ðåøåíèÿ âèäà (2) çàïèñàíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 1
n A B C D0 D1 D2 D3
1
4

0 4 8ν 2νD1 D1 0 0
3
2
− 2

3ν
10
3

−8ν
3

−νD1 D1 0 0

−1
4

0 2 2ν ν2 3ν 3 1
ν

−1
4

0 4
5

−56ν
25

−3584ν2

625
1152ν
125

−24
5

4
5ν

−1
4

0 4
3

−8ν
9

−64ν2

243
32ν
27

−16
9

8
9ν

−23
22

2
11ν

−254
11

5100ν
11

2332800ν2

11
−222912ν

11
6984
11

− 72
11ν

−23
22

2
11ν

26
11

24ν
11

64ν2

33
64ν
11

64
11

64
33ν

−23
22

2
11ν

12
11

−80ν
99

−400ν2

891
200ν
99

−100
33

50
33ν

−23
22

2
11ν

− 4
143

−2176ν
1859

−10058560ν2

942513
371520ν
24167

−13580
1859

490
429ν

Òàáëèöà 2
n A B C D0 D1 D2 D3
5
4
− 1

2ν
0 0 0 D1 0 0

1 − 1
2ν

0 C D0 0 0 0

2 − 1
2ν

B −ν(B2+D2)
2

ν2B2D2 −2νBD2 D2 0

−1 0 B
ν(B2+D2)

3
4ν2B2D2

9
4νBD2

3
D2 0

−4 0 νD3
ν3D3

3

4

ν6D4
3

16

ν4D3
3

2

5ν2D2
3

4
D3
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Ïðèìåð ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèÿ (3) áûë äàí â [2].
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ÓÄÊ 517.984
Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí

Î ÇÀÊÎÍÀÕ ÏÎÄÎÁÈß ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ
Â ÃÀÇÎÂÛÕ È ÃÀÇÎÆÈÄÊÎÑÒÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè óäàðíîé âîëíû (ÓÂ)
AR(BR)- RR � ðåãóëÿðíîé (ðèñ.1, à) ; NR � íåðåãóëÿðíîé (ðèñ.1, â); RW
� ñ îòðàæåííîé ÓÂ (ðèñ.1, ñ) óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû (ïàðàìåòðû
ïîäîáèÿ), îïðåäåëÿþùèå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè (q+ = (p3 − p0)/(p1 − p0),
q− = (pA − p0)/(p1 − p0); pA - â ò. À íà ÀÂ è óäàðíî-âîëíîâóþ ñòðóêòóðó
òå÷åíèÿ (β, ω, δ ÓÂ-ÀÂ).

Ðèñ. 1

Ïðè ïàäåíèè ÓÂ AR(BR) îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè
P10 = (p1 − p0)/B

−
0 , B

−
0 = ρ−0 c

−2
0 ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîä-

íóþ ïîâåðõíîñòü ÀÅ, ðàçäåëÿþùóþ ðàçëè÷íûå ãàçîæèäêîñòíûå ñðåäû
(ÃÀÇ/ÃÆÑ, ÃÀÇ/ÃÀÇ, ÃÆÑ/ÃÆÑ) ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ− âîçíèêàþò
ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè (ðèñ.1), õàðàêòåðèçóåìûå ôðîíòàìè ÓÂ
(AR � ïàäàþùèé, AD � ïðåëîìëåííîé , AC � îòðàæåííîé, ÀÂ � ôðîíò
Ìàõà), âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ B1ABK è èçëîìîì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÀÊ.
Ïàðàìåòð q+, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü âîëíû ðàçðÿæåíèÿ èëè
îòðàæåííîé ÓÂ, p3 = p2.
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Àíàëèç çàäà÷ ðåôðàêöèè ÓÂ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ïà-
äàþùåé ÓÂ (AR,BR) (ε << 1, ε = R0(γ

−)P10 = L0(γ
−)ε10; ε10 = (p1 − p0)/p0),

õàðàêòåðíûõ äëÿ ÃÆÑ ïóçûðüêîâîãî òèïà, êàê è äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ÓÂ, ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà òðåõ ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ òî÷íîñòè:
òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé íà ôðîíòàõ ÓÂ è ðåøåíèé äëÿ âîëíû ðàçðÿæåíèÿ (ìî-
äåëü Ýéëåðà); àäèàáàòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé (îáîáùåííàÿ íà ÃÆÑ
ìîäåëü Ëàéòõèëëà ñ òî÷íîñòüþ äî P 2

10 âêëþ÷èòåëüíî; àñèìïòîòè÷åñêîé òåî-
ðèè êîðîòêèõ âîëí (ÒÊÂ) äî P10 âêëþ÷èòåëüíî) [1, 2].

1. Ïðîâåäåì àíàëèç íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè RW ñ îòðàæåííîé óäàðíîé
âîëíîé íà îñíîâå ìîäåëè Ýéëåðà, èñïîëüçóÿ òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íà ôðîí-
òàõ ÓÂ (AR,AC,AD) è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÀÊ, ðàçäåëÿþùåé ðàçëè÷íûå
ÃÆÑ ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ− (ðèñ.1, ñ). Äëÿ ýëåìåíòà ôðîíòà ÓÂ â
àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ = x/c0t, η = y/c0t, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì
ξ = ξ(η), èíòåíñèâíîñòè Pji = (pj − pi)/B±, B± = ρ±0 c

±
0

2
(i � ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèÿì ïåðåä ôðîíòîì, j � çà ôðîíòîì) èìååì (ñì. [1, 2]) óñëîâèÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè:

ρi
ρ0

[
(ξ − ηξ‘)− (uic0 − ξ

‘ vi
c0

)
]

1 + ξ‘2
= N(Pji);

ρi
ρ0

=
N(Pji)− Pji
N(Pji)

,

Pji =
ρi
ρ0

[(
ξ − ηξ‘)− (ui

c0
− ξ‘ vi

c0

)]
(
uj
c0
− ui
c0

), (1)

ξ‘
(
uj
c0
− ui
c0

)
=
vi
c0
− vj
c0

; N(Pji) =
1 + 2a

2

(d1 + Pji) (d2 + Pji)

d3 + aPji
.

Êîýôôèöèåíòû a, d1, d2, d3 çàâèñÿò îò ãàçîñîäåðæàíèÿ ñðåä γ
+ èëè γ− (ñì.

[1, 2]).
Íà ôðîíòå AR â òî÷êå À (ηA = 0)ξ‘

1 = tgα, Pji = P10 èìååì

ξ−A =
N 1/2(P10)

cosα
; ρ1 = ρ−0

N(P10)

N(P10)− P10
; u1 = c−0

P10

ξ‘
A

; v1 = c−0 tgα u1 (2)

Íà ôðîíòå ÀÑ â ò.À ξ‘
2 = tg β, Pji = P21 = P20 − P10, P20 = (p2−p0)

B−0

tg β =
U1V1 −

(
N(P21)ρ

−
0 /ρ0

)1/2 (
U 2

1 + V 2
1 −N(P21)ρ

−
0 /ρ1

)1/2

V 2
1 −N(P21)ρ

−
0 /ρ1

,

U1 =
u1

c−0
− ξ−A ; V1 =

v1

c−0
− η−A ; η−A = 0;

ρ2

ρ1
=

N(P21)

N(P21)− P21
, (3)

u2

c−0
=
u1

c−0
+
P21 cos β

(
ρ−0 /ρ0

)
N 1/2(P21)

;
v2

c−0
=
v1

c−0
+
P21 sin β

(
ρ−0 /ρ0

)1/2

N 1/2(P21)
.
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Íà ôðîíòå AD â òî÷êå À ξ‘
3 = − tgω, Pji = P30 = (p3 − p0)/B

+
0 , B

+
0 = ρ+

0 c
+
0

2

ξ+
A =

N 1/2(P30)

cosω
; ρ3 = ρ+

0
N(P30)

N(P30)− P30
; u3 = c+

0
P30

ξ+
A

; v3 = tgω u3. (4)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (â âåðõíåé è
íèæíåé îáëàñòÿõ) â òî÷êå À (η+

A = η−A = 0, xA/t = c0ξ) ïðèâîäèò ê I èíâàðè-
àíòó

c+
0 ξ

+
A = c−Aξ

−
A ,

èëè
c+

0 N
1/2(P30)

cosω
=
c−0 N

1/2(P30)

cosα
. (5)

Óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÀÊ â ò.À (p3 = p2, u3n = u2n = un)
ïðèâîäÿò (ñì. [1,2]) ê çàïèñè (η±A = 0, ξ‘

KA = −1/ tg δ)

v± − c±0 η±A
u± − c±0 ξ±A

=
1

ξ‘
KA

, tg δ =
v±

c±0 ξ
±
A

. (6)

Äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ ïðè P10 << 1, |u±| << C±0 ξ
±
A óñëîâèÿ (6)

ïðèâîäÿò êî II èíâàðèàíòó ðåôðàêöèè:

v+ = v−. (7)

Èíâàðèàíòû I, II èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ ðåæèìîâ ðåôðàêöèè (RR, NR. RW).
Îäíàêî äëÿ ðåôðàêöèè NR íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ â òî÷êå À íà ôðîíòå
Ìàõà ÀÂ (ξ−a , v

−
A), ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ðåøåíèÿ â îáëàñòè âîçìóùåíèÿ

çà ôðîíòîì ÀÂ (â ïðèáëèæåíèè ÒÊÂ [3]).
Èíâàðèàíòû I (5) è II (7) ïðè ïîäñòàíîâêå v+ = v3, v

− = v2 ñî-
ãëàñíî (3), (4) ïðèâîäèò ê çàïèñè äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ω, q+/P10, α, γ

+, γ−. Ïðè ýòîì äëÿ RR, NR, RW ïðè q− = 1 èìååì
P30 = q+BP10, P21 = (q+ − 1)P10, B = B−/B+. Èñêëþ÷àÿ ω èç óðàâíåíèé
äëÿ èíâàðèàíòîâ I, II, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ q+, îïðåäåëÿ-
þùåé ðåçóëüòèðóþùóþ èíòåíñèâíîñòü ðåôðàêöèè (èíòåíñèâíîñòü ïðåëîì-
ëåííîé ÓÂ) c = c−0 /c

+
0 :

c2N(P30)

P 2
30

[
P10 sinα

N 1/2(P10)
+

P21 sin β

(ρ1/ρ
−
0 )1/2N 1/2(P21)

]2

= 1− N(P30)

c2N(P10)
cos2 α. (8)

Çäåñü ρ1/ρ
−
0 , β îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (2), (3). Â öåëîì (8) ïðåäñòàâëÿåò

çàâèñèìîñòü q+/P10, c, B, ãäå P10, α õàðàêòåðèçóþò èíòåíñèâíîñòü è íàêëîí
ïàäàþùåé ÓÂ, à a, c, B � îòíîñèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ãàçîæèäêîñòíûõ
ñðåä, îïðåäåëÿåìûå ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿ-
þòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîäîáèÿ â çàäà÷àõ ðåôðàêöèè ÓÂ.
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2. Ïðè àíàëèçå íåëèíåéíîé ðåôðàêöèè RR ñ âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ B1ABK

èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ï. 1. Îäíàêî âìåñòî óñëîâèé (3) íà ÓÂ
ÀÑ áåðóòñÿ óñëîâèÿ íà öåíòðèðîâàííîé âîëíå ðàçðÿæåíèÿ B1ABK , îïèñû-
âàåìûå íà óðîâíå ìîäåëè ïîòåíöèàëüíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ òå÷åíèé (ìîäåëè
Ëàéòõèëëà ñ òî÷íîñòüþ äî P 2

10) (ñì. [1, 2]) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåí-
öèàëà ñêîðîñòåé:

Φ(x, y, t) = c2
0tf(ξ, η), c∗ = c/c0,

u

c0
= fξ,

v

c0
= fη,

c∗ (fξξ + fηη) = (fξ − ξ)2 fξξ + 2 (fξ − ξ) (fη − η) + (fη − η)2 fηη, (9)

c∗2 = 1 + 2(1−R0(γ))G, G = f − ξfξ − ηfη +
1

2

(
f 2
ξ + f 2

η

)
.

Ðåøåíèå (9) äëÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíû ðàçðÿæåíèÿ (tgQ =
(η − ηA)/(ξ − ξA)) èìååò âèä [1, 4]. Ïîñòîÿííûå C,D äëÿ ðåøåíèÿ íà-
õîäÿòñÿ èç óñëîâèé íà ïåðåäíåì Q = Q1 è çàäíåì Q = QK ôðîíòàõ âîëíû
ðàçðÿæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû u2, v2 çà âîëíîé ðàçðÿ-
æåíèÿ. Èíâàðèàíòû I, II (5), (7) òàêæå èìåþò ìåñòî. Ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ñ
ïîìîùüþ ìîäåëè RR äëÿ ñëó÷àÿ ÃÀÇ/ÃÆÑ ïðèâåäåí â [4].

3. Äëÿ àíàëèçà ôèçè÷åñêîé àäåêâàòíîñòè èñïîëüçóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ïðèâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëè RR
ñ âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ (ï. 2) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè [5] Abd-El-
Fattah, Henderson. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà äëÿ
ñëó÷àÿ ÃÀÇ/ÃÀÇ (CH4/CO2) ïî òåîðèè RR (ï. 2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëà-
ìè (5), (7), (10) çàâèñèìîñòè ω/α ïðè ε10 = 0.28(ξ = 0.78), ε10 = 1/ξ − 1. Äëÿ
ãàçîâ: R0(γ) = κ+1

2 , L0(γ) = κ+1
2κ , B0 = p0κ,

CO2 : κ = 1.3, ρ−0 = 1.976
(
kg
m3

)
, c−0 = 256

(
m
c

)
;

CH4 : κ = 1.28, ρ−0 = 0.717
(
kg
m3

)
, c−0 = 423

(
m
c

)
.

Ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ: ε = 0.25; B = 1.0; L = 1.0; c = 0.60.

Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùèõ èññëå-
äîâàíèé äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòà-
ìè âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ óãëà ïàäåíèÿ α ïðè ðåãóëÿðíîì ðåæèìå
ðåôðàêöèè RR ñ âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ.

Â ðàáîòå [5] äëÿ ñëó÷àÿ ÃÀÇ/ÃÀÇ îòìå÷àåòñÿ òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ðåæè-
ìîâ ðåôðàêöèè: NR,RW è äðóãèõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðåôðàêöèè ïðè ïàäåíèè
ÓÂ ñî ñòîðîíû áîëåå ïëîòíîé ñðåäû, îïèñûâàåìûõ íàñòîÿùåé òåîðèåé.
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ÓÄÊ 517.984

Ã.Ï. Øèíäÿïèí, À.À. Ìàòóòèí

ÀÍÀËÈÇ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ
ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÀÑÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ

ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÂÎËÍ

Ïðîâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç [1] ïðîöåññîâ íåëèíåéíîé ðåôðàê-
öèè (ðåæèìû RR, NR, RW [2]) îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ óäàðíûõ âîëí (ÓÂ)
(ε̄ << 1; ε̄ = R0(γ)P10, P10 = (p1 − p0)/B0, B0 = ρ0C

2
0). Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷å-

ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê (q+ = (p3 − p0)/(p1 − p0),
q− = (pA − p0)/(p1 − p0), pA � â òî÷êå À â ðåæèìå NR) â ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ ïîäîáèÿ çàäà÷.
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1. Ïðè ïàäåíèè ÓÂ AR(BR) îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè P10 ïîä
óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AE, ðàçäåëÿþùóþ ðàçëè÷-
íûå ãàçîæèäêîñòíûå ñðåäû (ÃÀÇ/ÃÆÑ, ÃÀÇ/ÃÀÇ, ÃÆÑ/ÃÆÑ) ñ ãàçîñî-
äåðæàíèÿìè γ+, γ− âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè (ñì. [2]), õà-
ðàêòåðèçóåìûå ôðîíòàìè ÓÂ (AR � ïàäàþùèé, AD � ïðåëîìëåííûé, AC
� îòðàæåííûé, AB � ôðîíò Ìàõà), âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ B1ABk è èçëîìîì
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AK. Ïàðàìåòð q+, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü
ïðåëîìëåííîé âîëíû, â öåëîì õàðàêòåðèçóåò è âåñü ïðîöåññ ðåôðàêöèè, ò.å.
èíòåíñèâíîñòü ðàçðÿæåíèÿ èëè íàðàñòàíèÿ äàâëåíèÿ â ñëó÷àå RW (p3 = p2).

Â [2] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðîöåññîâ ðåôðàêöèè îòíîñèòåëüíî ñëà-
áûõ ÓÂ (P10 << 1) èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè òå÷åíèé íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè (â âåðõíåé è íèæíèõ îáëàñòÿõ) â òî÷êå À � èíâàðèàíò ðåôðàê-
öèè: (Èíäåêñû +, - ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì):

I : c+
0 ξ

+
A = c−0 ξ

−
A ; (1)

II : v+ = v−. (2)

Â [2] ïðèâåäåí îáùèé àíàëèç (1),(2) äëÿ ïàðàìåòðîâ ω, q+ â ðàìêàõ ìîäåëè
Ýéëåðà è Ëàéòõèëëà.

2. Ïðîâåäåì àíàëèç (1), (2) ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîò-
êèõ âîëí (ÒÊÂ) (ñì. [1]). Ââîäÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ îáëàñòè
áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ (îáëàñòè êîðîòêèõ âîëí) â îêðåñòíîñòè òî÷êå À

ξ = 1 + ε̄X, η = ε̄1/2Y ;R0/c0t = 1 + ε̄δ, θ = ε̄1/2Y,

δ = X + 1/2Y 2,
u

c0
= P10

u(1)

c0
+ ...,

v

c0
= P

3/2
10 R

1/2
0

v(1)

c0
+ ...;

p− p0

B0
= P10P

(1) + ...,
u

c0
= ε̄

µ

R0
+ ...,

v

c0
= ε̄3/2

ν

R0
; (3)

ρ− ρ0

ρ0
= P10H

(1); ε̄ = R0P10 = L0ε10, ε10 = (p1 − p0)/p0, )

ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ âîëíû ðàçðÿæåíèÿ â âèäå

µ = −1/2z2 + δA, ν = 1/3z3 − µY + d, z = (X −XA)/Y. (4)

Óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè íà ôðîíòàõ ÓÂ X=X*(Y) èìåþò âèä
(ñì. [1]) (µ′, ν ′ - çíà÷åíèÿ ïåðåä ôðîíòîì)

X − ψνY = 1/2(ψν
2

+ µ+ µ′), ψν =
dX∗

dY
, (ψν =

dξ∗

dη
/ε̄1/2),

(µ− µ′) · (ψν + Y ) = ν ′ − ν, P (1) = H(1) = µ. (5)

151



Çà ôðîíòîì AR(BR) ïàäàþùåé ÓÂ ñ ìàñøòàáàìè èíòåíñèâíîñòè P10, ε̄,
íàêëîíåííîé ïîä óãëîì α, (îáë.(1))â òî÷êå À (ðåæèìû RR,RW)

ψν = −αν = − tgα/ε1/2, µ1 = 1, ν1 = αν, XA = 1/2(αν
2

+ 1), YA = 0. (6)

Çíà÷åíèÿ ε̄, P10 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ R0(γ
−), B0(γ

−). Ïðè íåðåãóëÿð-
íîé ðåôðàêöèè NR íà ôðîíòå ÓÂ Ìàõà AB â òî÷êå À (p = pA) q

− =
(pA − p0)/(p1 − p0). Ýòî çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ [3] q− = q−(αν) ïðè èñïîëü-
çîâàíèè òî÷íîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé êîðîòêèõ âîëí ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (5) äëÿ ôðîíòà ÀÂ. Àíàëîãè÷íî (6) äëÿ
NR èìååì â òî÷êå À

ψν = −ανA = − tgαA/ε̄
1/2 = −(q−)1/2, µA = q−, νA = (q−)3/2, XA = q−. (7)

Â äàëüíåéøåì öåëÿõ îáùíîñòè ïîñòðîåíèé áóäåì äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæè-
ìîâ ðåôðàêöèè áðàòü â òî÷êå À çíà÷åíèÿ µA = q−, ïðè ïåðåõîäå îò NR ê RR
ïðè αν = ανA = 1 çíà÷åíèå q− = 1. Ïðè αν ≥ 1 äëÿ ðåæèìîâ RR,RW q− = 1.

Çà ôðîíòîì AD ïðåëîìëåííîé ÓÂ èíòåíñèâíîñòè P+
30, íàêëîíåííîé ïîä

óãëîì ω, (îáë. (3) ñ γ = γ+ ) â òî÷êå À, ââîäÿ ñâîè ìàñøòàáû P+
30, ε̄

+, ïîëó÷èì
ñîãëàñíî (3), (5)

ψν = −ω+ν = − tgω/ε̄+
1/2
, µ+

3 = 1, ν+
3 = ω+ν, X+

A = 1/2(ω+ν2
+ 1), Y +

A = 0.
(8)

Íà âîëíå ðàçðåæåíèÿ B1ABk â ñðåäå ñ ãàçîñîäåðæàíèåì γ− èìååì íà
ïåðåäíåì ôðîíòå AB1 â òî÷êå À ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ (6) èëè (7) è ñîãëàñíî
(4) âûðàæåíèÿ äëÿ ðåæèìîâ RR, RW ïðèíèìàþò âèä

βν1 = z1 =
√
αν2 − 1, d = αν − 1/3(αν2 − 1)3/2, αν ≥ 1. (9)

Äëÿ ðåæèìà NR
βν1 = z1 = 0, d = (q−)3/2, αν ≤ 1. (10)

Íà çàäíåì ôðîíòå âîëíû ðàçðåæåíèÿ ABk äëÿ ïàðàìåòðîâ â îáë. (2)
µ2 = q+ â òî÷êå À ñîãëàñíî (4) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, îáùèå äëÿ ðåæèìîâ
RR, RW, NR

βνk = zk =
√

2XA − 2q+, ν2 =
1

3
(2XA − 2q+)3/2 + d. (11)

Ñîâìåñòèìîñòü òå÷åíèé â íèæíåé (2) è âåðõíåé (3) îáëàñòÿõ íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè ÀÊ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ (1),(2).

Çàïèñûâàÿ I èíâàðèàíò c−0 ξ
−
A = c+

0 ξ
+
A ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé

óäàðíîãî ïåðåõîäà [2], ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

c−0 N
1/2(q−P10)/ cosα = c+

0 N
1/2(P30)/ cosω. (12)

Â ÒÊÂ ïðè α, ω ε̄1/2, îãðàíè÷èâàÿñü â (12) ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ε̄,
ïðè p3 = p2:
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cosα = 1− 1
2α

ν2ε̄, cosω = 1− 1
2ω

ν2ε̄, N(P10) = 1 + q−ε̄, N(P30) = 1 + (q+/L̄)ε̄

ïîëó÷èì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè I èíâàðèàíò (ε̄ = L0(γ)ε10, ε10 =
(p1 − p0)/p0)

ων2 = 2cγ +αν2− q+/L̄+ q−;ων = tgω/ε̄1/2, cγ =
c+

0 − c−0
c−0 ε̄

, (̄L) = L−0 /L
+
0 (13)

Âòîðîé èíâàðèàíò II v−0 = v+
0 , çàïèñàííûé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñðåä γ+, γ− ñ

ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3), ïðèâîäèò ê óñëî-
âèþ

ν+ =
c̄L̄1/2

q+(3/2)B̄
ν−; B̄ =

B−0
B+

0
, c̄ =

c−0
c+

0
. (14)

Ïðè ν+ = µ+
3 ω

ν+ = tgω/ε̄+
1/2

= ων L̄1/2

q+1/2 ; ν− = ν2 ïîëó÷èì II èíâàðèàíò â
âèäå

q+B̄

c̄
ων = 1/3(2XA − 2q+)3/2 + d,

B̄

c̄
= ρ̄c̄. (15)

Èñêëþ÷àÿ ων èç (13), (15), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà
q+ äëÿ ðåæèìîâ RR, NR

q+2
ρ̄2c̄2(2cγ + αν2 − q+/L̄+ q−) = [1/3(2XA − 2q+)3/2 + d]2. (16)

Çäåñü ïàðàìåòðû αν, Cγ, L̄, ρ̄C̄ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîäîáèÿ çàäà÷è.
Â ñëó÷àå ðåôðàêöèè RW ñ îòðàæåííîé ÓÂ ÀÑ óñëîâèÿ íà âîëíå ðàçðÿæå-

íèÿ (9)-(11) çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿìè óäàðíîãî ïåðåõîäà ÷åðåç ôðîíò ÓÂ ÀÑ
(äëÿ îáë.(2)):

µ2 = q+, ν2 = αν − (q+ − 1)
√
αν2 − q+, (17)

ò.å. ïðàâûå ÷àñòè (15),(16) çàìåíÿþòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (17).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî (3) äëÿ ïàðàìåòðà µ3 (çà ôðîíòîì AD) â

ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ñ ìàñøòàáíûìè ïàðàìåòðàìè P10, ε̄ è P
+
30, ε̄

+ èìååì ñâÿçü
µ−3 = q+ρ̄c̄µ+

3 , µ
+
3 = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ

(5) µ± = P±(1) èìååì µ−3 = q+, µ+
3 = 1, ò.å. äëÿ ÒÊÂ õàðàêòåðíû óñëîâèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáîìó îòêëîíåíèþ ρ̄, c̄ îò 1:

ρ̄c̄ = 1, c̄ = 1 + cγ ε̄. (18)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ íàñòîÿùåé òåîðèè â óñëîâèÿõ (18)
óêàæåì ñëó÷àè ðåôðàêöèè íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ãàçîâûå ñðåäû
(ÃÀÇ/ÃÀÇ).

1. Âîçäóõ ρ+ = 1.293(kg/m3), c+ = 330(m/c), c̄ = 0.880, ρ̄c̄ = 1.05;
ñåðîâîäîðîä ρ+ = 1.539(kg/m3), c+ = 291(m/c), c̄ = 1.293, ρ̄c̄ = 1.035.

2) Àçîò ρ+ = 1.251(kg/m3), c+ = 334(m/c), c̄ = 0.870, ρ̄c̄ = 1.07: ñåðîâî-
äîðîä ρ+ = 1.539(kg/m3), c+ = 291(m/c), c̄ = 1.230, ρ̄c̄ = 1.032.
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3) Àçîò ρ+ = 1.251(kg/m3), c+ = 334(m/c), c̄ = 0.937, ρ̄c̄ = 1.08; Êèñëî-
ðîä ρ+ = 1.429(kg/m3), c+ = 313(m/c), c̄ = 1.161, ρ̄c̄ = 1.000.

Â [4] ïîñòðîåíî ðåøåíèå (16) ïðè ρ̄c̄ = 1 äëÿ q+ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-
ðîâ ïîäîáèÿ cγ, L, α

ν, îòìå÷åíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ãðàíèö
îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ RR,NR,RW. Â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöà ìåæäó RW è RR,
NR ïðè q+ = 1.0, q− = 1.0 íå çàâèñèò îò αν è äàåòñÿ óðàâíåíèåì 2cγ = 1/L̄−1.
Õàðàêòåðíàÿ òî÷êà íà ëèíèè ðàçäåëà q+ = 1.0 åñòü cγ = 0, L̄ = 1. Ïðèâåäåí-
íûå ïðèìåðû ãàçîâûõ ñðåä èìåþò çíà÷åíèÿ L̄ âáëèçè õàðàêòåðíîé òî÷êè.

Îäíàêî ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ äëÿ âñåõ ðåæèìîâ çàâèñèò îò αν è âñå ïîâåðõ-
íîñòè αν = const (αν ≥ 1 RR, αν ≤ 1 NR) ïðîõîäÿò ÷åðåç ëèíèþ ðàçäåëà
ðåæèìîâ.
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ÓÄÊ 539.3

Î.À. Òîðîïîâà

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß
ÃËÓÁÎÊÎÂÎÄÍÛÕ ÑÒÅÐÆÍÅÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïîòðåáíîñòü â íîâûõ èñòî÷íèêàõ ýíåðãèè ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè äî-
áû÷è íåôòè èç íîâûõ íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä îêåàí-
ñêèì äíîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàâíî-
âåñíûõ êîíôèãóðàöèé âåðòèêàëüíûõ íåôòåïîäúåìíèêîâ (ðàéçåðîâ), ñîåäè-
íåííûõ íèæíèì êîíöîì ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà ñ óñòüåì áóðî-
âîé ñêâàæèíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàéçåð ðàñïîëîæåí â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè îäíîìåðíîãî ïîòîêà ïîäâîäíûõ òå÷åíèé, âîçìîæíî îòêëîíåíèå âåðõ-
íåãî êîíöà ðàéçåðà íà çàäàííóþ âåëè÷èíó â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè
−→u s = usx

−→
i1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü ðàéçåðà áóäåò èìåòü âèä

ε
dQ1

dt
= (1− γ1T )(H3P4 − tgϕ)−H3T/ cosϕ+ P3(1− γ1T/2);
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ε
dH3

dt
= −1 + 2γ1T

cosϕ
Q1;

dϕ

dt
=

H3

cosϕ
;
dux
dt

= γ6 tgϕ; (1)

ux(0) = 0; H3(0) = 0; ux(1) = usx; H3(1) = 0. (2)

Äëÿ ãëóáîêîâîäíûõ íåôòåïîäúåìíèêîâ ïàðàìåòð ε, âõîäÿùèé â ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, èìååò ïîðÿäîê 10−4 − 10−3, ÷òî äà-
åò âîçìîæíîñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå (1) ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F = ((1−γ1T )(H3P4−tgϕ)−H3T/ cosϕ+P3(1−γ1T/2),−(1+2γ1T )Q1/ cosϕ)T ;

f = (H3/ cosϕ, γ6, tgϕ)T ; z = (Q1, H3)
T ; y = (ϕ, ux)

T .

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2 ÿêîáèàíà

Fz = Fz(z(t), y(t)) =

(
0 (1− γ1T0)P4

0 − T 0/ cosϕ0
−(1 + 2γ1T0)/ cosϕ0 0

)
ïîëó÷èì èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Det{∂F/∂z − λE} = 0:

λ1,2 = ±
√

((1 + 2γ1T0)(1− γ1T0)P 0
4 cosϕ− T0)/ cosϕ0). (3)

Àíàëèç ôîðìóëû (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè è èìåþò ðàçíûå çíàêè, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññó óñëîâíî óñòîé÷èâûõ êðàåâûõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòî-
ðûõ, êàê èçâåñòíî, èìååò äâà ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿ â îêðåñòíîñòÿõ ãðàíè÷íûõ
òî÷åê t = 0 è t = 1.

Ïîëó÷èì ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ
ðàññìîòðèì âûðîæäåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà ε = 0:

dϕ0

dt
=
ϕ(1− γ1T )− P3

0(1− 0, 5γ1T )

(1− γ1T )P4
0 − T

;

dux0

dt
= −γ6ϕ0; ux0(0) = 0; ux0(1) = −γ6ϕ0.

Îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà, íàïðèìåð, ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Åå ðåøåíèå
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÷ëåíû ðåãóëÿðíîãî ðÿäà y0 = (ϕ0, ux

0)T è z0 =

(Q10, H30)
T = (0, ϕ0(1−γ1T )−P4

0(1−γ1T/2)
(1−γ1T )P4

0−T )T .

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé â
îêðåñòíîñòè íóëÿ Π0z = (Π0Q1,Π0H3)

T èìåþò âèä

dΠ0Q1

dτ0
= −a1Π0H3;

dΠ0H3

dτ0
= −a2Π0Q1,

ãäå τ0 = t/ε; F1(t) = T (t)− (1− γ1T (1))P4(t); F2(t) = 1 + 2γ1T (t); a1 = F1(0);
a2 = F2(0).
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ Π0Q1 è Π0H3:

Π0H3(t) = −H30(0) exp(−
√
a1a2t/ε),

Π0Q1(t) = −
√
a1/a2H30(0) exp(−

√
a1a2t/ε).

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ èìåþò ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t = 1

Q0z = (Q0Q1, Q0H3); Q0Q(t) =
√
b1/b2H30(1) exp(

√
b1b2(t− 1)/ε);

Q0H3(t) = −H30(1) exp(−
√
b1b2(t− 1)/ε); bi = Fi(1)(i = 1, 2).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìå-
åò âèä

Π0H3(t) = −H30(0) exp(−
√
a1a2t/ε);

Π0Q1(t) = −
√
a1/a2H30(0) exp(−

√
a1a2t/ε);

H3(t) = H30(t)−H30(0) exp(−
√
a1a2t/ε)−H30(1) exp(

√
b1/b2(t− 1)/ε);

Q1(t) = −
√
a1/a2H30(0) exp(−

√
a1a2t/ε) +

√
b1/b2H3

0(1) exp((b1b2)(t− 1)/ε);

ϕ(t) = ϕ0(t); ux(t) = ux0.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè (â îòëè÷èå
îò àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ):

dΠ1Q1

dτ0
= −a1Π1H3 − (1− γ1T )Π1ϕ;

dΠ1H3

dτ0
= −a2Π1Q1.

Îïðåäåëÿÿ êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
(2), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé â
îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0:

Π1H3(t) = (
a5

2

√
a2

a1

t

ε
−H31(0)) exp(−

√
a1a2t/ε);

Π1Q1(t) = (
a5

2

t

ε
−
√
a1/a2H31(0)− a5

2
√
a1a2

) exp(−
√
a1a2t/ε),

ãäå a5 = F3(0); F3(t) = (1− γ1T (t))H30(t)
√
a1a2.

Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðàíñëîéíûõ ôóíê-
öèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1.

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò èìåòü âèä

H3(t) = H30(t) + Π0H3(t) +Q0H3(t) + ε(H31(t) + Π1H3(t) +Q1H3(t)) +O(ε2);
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Q1(t) = Π0Q1(t) +Q0Q1(t) + ε(Q1
1(t) + Π1Q1(t) +Q1Q1(t)) +O(ε2);

ux(t) = ux0(t) + ε(ux1(t) + Π1ux(t) +Q1ux(t)) +O(ε2);

ϕ(1) = ϕ0(t) + ε(ϕ1(t) + Π1ϕ(t) +Q1ϕ(t)) +O(ε2).

Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1 íóëåâîå è ïåðâîå ïðèáëèæåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ïðèâåäåì òàáëèöó èõ ñðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè íó-
ëÿ. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äëèí îò 1000 äî 2000 ì
çíà÷åíèÿ òàêèõ ñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàéçåðà, êàê êðèâèçíà îñåâîé
ëèíèè ðàéçåðà H3, óãîë îòêëîíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê îñåâîé ëèíèè ðàéçåðà îò
âåðòèêàëè ϕ, ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþòñÿ. Äëÿ l0 ≥ 2000 ì ðàçíèöà ìåæäó íó-
ëåâûì è ïåðâûì ïðèáëèæåíèÿìè íå ïðåâûøàåò 2%, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü
ðàñ÷åòû, èñïîëüçóÿ òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

l0 (ì) ε H3
∗ ϕ(0)

Â íóëåâîì Â ïåðâîì Â íóëåâîì Â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ïðèáëèæåíèè ïðèáëèæåíèè ïðèáëèæåíèè

1000 0.0095 0.3399 0.3400 -0.1316 -0.1176
1500 0.0052 0.450064 0.450082 -0.1314 -0.1239
2000 0.0034 0.47729 0.487737 -0.1314 -0.1265
3000 0.0018 0.537563 0.537565 -0.1312 -0.1285
4000 0.0012 0.577410 0.577411 -0.1311 -0.1293
5000 0.00085 0.587633 0.587633 -0.1309 -0.1297
6000 0.00064 0.589008 0.589008 -0.1308 -0.1299
6500 0.00051 0.588739 0.588739 -0.1307 -0.12998

Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü øèðîêî èñïîëüçîâàí â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà õà-
ðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ ãëóáîêîâîäíûõ íåôòåïîäúåìíèêîâ
è äëèííîìåðíûõ ýëåìåíòîâ ìîðñêèõ ãåîëîãîðàçâåäî÷íûõ êîìïëåêñîâ.
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