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О. А. КОРОЛЕВА

Интегральный оператор с разрывным ядром

Впервые теоремы равносходимости спектральных разложений по соб-
ственным и присоединенным функциям (с.п.ф.) и разложений в обычные три-
гонометрические ряды Фурье были установлены в работах В.А. Стеклова, Е.
Гобсона, А. Хаара (для дифференциальных операторов Штурма–Лиувиля)и
Дж. Биркгофа, Я.Д. Тамаркина, М. Стоуна для дифференциальных опера-
торов произвольного порядка с регулярными краевыми условиями. Известно,
что обратный для любого дифференциального, интегро-дифференциального
оператора есть интегральный оператор с ядром типа функции Грина. В свя-
зи с этим целесообразно изучать интегральные операторы, удовлетворяющие
условиям: 1) наличие обратного оператора; 2) их ядра или некоторые произ-
водные ядер имеют разрыв на линии t = x [1]:

y = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t) dt,

Обратный оператор для таких интегральных операторов имеет вид:

y(n)(x) +

∫ 1

0

N(x, t)y(n)(t) dt

Uj(y)− (y, ϕj) = 0, (j = 1, ..., n), (y, ϕj) =

∫ 1

0

y(x)ϕj(x) dx. (1)



Условие (1) называется естественным краевым условием для интеграль-
ного оператора.

В 1994 году А.П. Хромов рассмотрел интегральный оператор

y = Af =

1−x∫
0

f(t) dt,

который своей системой с.п.ф. имеет обычную тригонометрическую систе-
му. Таким образом, началось изучение интегральных операторов, ядра кото-
рых терпят разрывы на линиях t = x и t = 1− x, общий вид которых:

Af(x) = α1

∫ x

0

A1(x, t)f(t)dt+ α2

∫ 1

x

A2(x, t)f(t)dt+

+α3

∫ 1−x

0

A3(x, t)f(t)dt+ α4

∫ 1

1−x
A4(x, t)f(t)dt.

Одно из направлений дальнейшего развития, которое сейчас активно раз-
вивается, это изучение интегральных операторов, ядра которых терпят раз-
рывы на ломаных линиях определенного вида. Эти ломаные могут быть обра-
зованы из сторон и диагоналей квадратов, получающихся разбиением единич-
ного квадрата на n2 равных квадратов. Основополагающей является работа
[2].

В этой работе рассматривается интегральный оператор:

y = Af =

1∫
0

A (x, t) f(t) dt. (2)

Обозначим:
A1(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A2(x, t) = A(x, t), если {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A3(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A4(x, t) = A(x, t), если {3/2− x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A5(x, t) = A(x, t), если {1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} и
{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x, 1/2 ≤ x ≤ 1} .
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Будем предполагать, что ∂k+l

∂xk∂tl
Ai(x, t), (i = 1, ..., 5) непрерывны в своих

областях, (k+ l ≤ 2, причем, если k+ l = = 2, то k = l = 1). ∂
∂xAi(x, t), (i =

1, ..., 5) непрерывно–дифференцируемы в своих областяx. Также ядро имеет
скачки на сторонах квадрата, вписанного в единичный квадрат. Для этого
оператора доказываются теоремы равносходимости разложений по с.п.ф. и в
обычный тригонометрический ряд Фурье, сходимости средних Рисса и аналог
теоремы Жордана-Дирихле.

Теорема 1 [3] Для любой f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞
‖Sr(f, x)−

4∑
j=1

γ2k+1,jσr|ωj |(ϕj, x−
k

2
)‖[k2+ε,k+1

2 −ε]
= 0, k = 0, 1,

где Sr(f, x)-частичная сумма ряда Фурье, по с.п.ф. оператора A для тех ха-
рактеристических чисел λk, для которых |λk| < r, σr(f, x)-частичная сумма
тригонометрического ряда Фурье на [0, 1

2 ] по системе
{
e4kπix

}
для тех k,

для которых |4kπ| < r, γij (δij) компоненты некоторых постоянных мат-
риц Γ(Γ−1), ϕj(x) = δj1f(x) + δj2f(1

2 − x) + δj3f(1
2 + x)+ +δj4f(1− x).

Теорема 2 [4] Сходимость средних Рисса

lim
r→∞
‖f(x) + Jr(f, x)‖C[0,1] = 0,

где Jr(f, x) = − 1
2πi

∫
|λ|=r g(λ, r)Rλfdλ, Rλf = (E − λA)−1A - резольвента

Фредгольма оператора A, а g(λ, r) удовлетворяет следующим требованиям:
1)g(λ, r) непрерывна по λ в круге |λ| ≤ r и аналитична по λ в |λ| < r при
любых r > 0;
2)∃ C > 0, т.ч. |g (λ, r)| ≤ C при всех r > 0 и |λ| ≤ r;
3)g(λ, r)→ 1 при r →∞ и фиксированном λ;
4)∃ β > 0, т.ч.

g(λ, r) =

O
((
ϕ+ π

2

)β)
, −π

2 ≤ ϕ ≤ 0

O
((

π
2 − ϕ

)β)
, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

, где ϕ = argλω2

имеет место тогда и только тогда, когда f(x) ∈ ∆A, где ∆A – замыкание
области значений оператора A.
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Теорема 3 [5] Если f(x) ∈ ∆̄A, где ∆̄A - замыкание по норме C[0, 1]

области значений оператора A и f(x) ∈ V [0, 1], то

‖f(x)− Sr (f, x)‖∞ −→r→∞ 0,

где Sr(f, x)-частичная сумма ряда Фурье, по с.п.ф. оператора A для тех
характеристических чисел λk, для которых |λk| < r.
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Н. Е. КОМИССАРОВА

Нестационарный КМА на локально-компактных нульмерных
группах с произвольной образующей последовательностью

1. Введение

Всплеск-анализ сформировался в конце 80-х – начале 90-х годов 20-го
века. А в последнее время значительно вырос интерес к вопросам постро-
ения всплесковых базисов на локально компактных нуль-мерных абелевых
группах. В частности, в [1], [2] были построены КМА и на его основе орто-
нормированные базисы в L2(G) как сжатий и сдвигов нескольких функций,
в [1] на группе Виленкина, в [2] на поле всех р-адических чисел. В [3] была
построена система Хаара на компактной нуль-мерной абелевой группе, а в
[4] были получены двусторонние оценки для функций Лебега по построен-
ной в [3] системе Хаара. В работе [5] была рассмотрена задача построения
ортогональных всплесковых базисов на произвольных локально компактных
нульмерных группах, для которых порядки смежных классов совпадают и
равны некоторому простому числу. В данной работе мы построим нестацио-
нарный кратно масштабный анализ и всплесковый ортонормированный базис
на произвольной локально компактной нуль-мерной группе с произвольной
образующей последовательностью, т. е. в случае, когда порядки смежных
классов – различные простые числа. В данном случае НКМА порождается
последовательностью функций, а всплесковый базис – последовательностью
всплеск-функций. Причём и КМА и ортонормированный базис удаётся по-
строить без использования преобразования Фурье.

2. Локально компактные группы, топология, характеры

Пусть (G, +̇) — локально компактная абелева группа, топология в которой
задана счётной системой открытых подгрупп:

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,
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таких, что
+∞⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞⋂
n=−∞

= 0 (0-нулевой элемент группы G). При

каждом фиксированном N ∈ Z подгруппа GN является компактной абелевой
группой относительно той же операции +̇ в топологии, порождённой системой
подгрупп

GN ⊃ GN+1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . .

Так как каждая группаGn компактна, то каждая фактор-группаGn/Gn+1

конечна, и пусть pn — её порядок. Можно считать, что pn — простые числа,
так как используя теорему Силова, можно уплотнить цепочку подгрупп так,
что порядки фактор-групп Gn/Gn+1 станут простыми. В этом случае базой
топологии являются всевозможные смежные классы Gn+̇g (g ∈ G).

Определим далее числа (mn)
+∞
n=−∞ следующим образом:

m0 = 1, mn+1 = mn · pn .

Ясно, что при n ≥ 1 mn = p0p1 . . . pn−1, m−n = 1
p−1p−2...p−n

. Смежные классы
Gn+̇g (n ∈ Z) вместе с пустым множеством образуют полукольцо K. На
каждом смежном классе Gn+̇g мера µ определена равенством µ(Gn+̇g) =

µGn = 1/mn. Таким образом, если n ∈ N и pn = p, то µGn · µG−n = 1.
Меру µ можно продолжить с полукольца K на σ-алгебру (например, по схеме
Каратеодори). Получим меру µ, совпадающую на борелевских множествах с
мерой Хаара на G, и которая инвариантна относительно сдвига. Пусть далее∫
G

f(x)dµ(x) абсолютно сходящийся интеграл, порождённый мерой µ.

При каждом N ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем их.
Тогда любой элемент x ∈ G единственным образом представим в виде

x =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1),

причём в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное число,
т. е.

x =
+∞∑
n=−N

angn (an = 0, pn − 1, an 6= 0).
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Систему элементов (gn) будем называть базисной.

Пусть далее X — совокупность характеров группы G, которая является
группой относительно умножения, G⊥n — аннулятор группы Gn, то есть G⊥n =

{χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥n есть группа относительно умножения, G⊥n образу-

ют возрастающую последовательность:

· · · ⊂ G⊥−n ⊂ · · · ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞
G⊥n = X,

+∞⋂
n=−∞

G⊥n = 1,

причём фактор-группа имеет порядок pn. При каждом n ∈ Z выберем эле-
менты rn ∈ G⊥n+1\G⊥n и зафиксируем их. Тогда любой элемент χ ∈ X един-
ственным образом представим в виде

χ =
+∞∏

n=−∞
rαnn (αn = 0, pn − 1),

причём в произведении множителей с положительными номерами конечное
число. Характеры rn будем называть функциями Радемахера.

В группе характеров X можно ввести топологию, используя цепочку под-
групп и выбирая в качестве базы топологии совокупность смежных клас-
сов G⊥n · χ (χ ∈ X). Совокупность таких смежных классов вместе с пустым
множеством образует полукольцо χ . Для каждого смежного класса опреде-
лим его меру ν равенством ν(G⊥n χ̇) = ν(G⊥n ) = mn. Таким образом, всегда
µ(Gn)ν(G⊥n ) = 1. Мера ν продолжается стандартным способом (например, по
схеме Каратеодори) на σ-алгебру измеримых множеств. По этой мере строит-
ся абсолютно сходящийся интеграл

∫
X

F (χ)dν(χ). Группа характеров X с та-

кой топологией является нуль-мерной локально компактной группой, и имеет
место двойственная ситуация: каждый элемент x ∈ G является характером
группы X и Gn есть аннулятор группы G⊥n .
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Обозначим

Hn =

q ∈ G : q =
n−1∑
j=N

ajgj, N ∈ Z, aj = 0, pn − 1

 .

3. Нестационарный кратно масштабный анализ на локально
компактной нуль-мерной группе

Определение 3..1. Нестационарным кратномасштабным анализом(НКМА)
будем называть совокупность замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G) , для
которых справедливы следующие аксиомы:

A1. Vj ⊂ Vj+1.

A2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(G).

A3.
⋂
j∈Z

Vj = 0.

A4. Для любого n ∈ Z найдутся функции ϕ(n)
j (x);

j = 1, kn, и множества Hn такие, что система(
ϕ

(n)
j (x−̇h); j = 1, kn, h ∈ Hn

)
образует ортонормированный базис

в Vn.

Для построения кратно масштабного анализа выберем функции ϕ
(n)
jn
∈

L2(G) следующим образом. Положим

ϕ
(0)
j0

(x) =
√
m1 1G1+̇j0g0(x), j0 = 0, p0 − 1,

носители этих функций содержатся в G0. Это ступенчатые функции, проме-
жутками постоянства которых являются смежные классы по подгруппе G1.
Положим

V0 = span
{
ϕ

(0)
j0

(x−̇h0)
}
, j0 = 0, p0 − 1, h0 ∈ H0.

Затем определим

ϕ
(1)
j1

=
√
m2 1G2+̇j1g1(x), j1 = 0, p1 − 1, suppϕ

(1)
j1
⊂ G1.
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Положим

V1 = span
{
ϕ

(1)
j1

(x−̇h1)
}
, j1 = 0, p1 − 1, h1 ∈ H1 .

Продолжим этот процесс. На n-ом шаге получим:

ϕ
(n)
jn

=
√
mn+1 1Gn+1+̇jngn(x), jn = 0, pn − 1, suppϕ

(n)
jn
⊂ Gn,

и

Vn = span
{
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
}
, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn .

Функции, образующие подпространства Vn есть функции, постоянные на
смежных классах по подгруппе Gn+1. Продолжаем процесс до бесконечно-
сти в обе стороны. Заметим, что

V−1 = span
{
ϕ

(−1)
j−1

(x−̇h−1)
}
, j−1 = 0, p−1 − 1, h−1 ∈ H−1

где ϕ(−1)
j−1

=
√
m−1 1G0+̇j−1g−1(x), j−1 = 0, p−1 − 1, suppϕ

(−1)
j−1
⊂ G−1. Проме-

жутками постоянства для них являются смежные классы по подгруппе G0.

Аналогично и для всех V−n. Таким образом, мы построили последователь-
ность подпространств (Vn)n∈Z .

Теорема 1. Совокупность подпространств (Vn)n∈Z образует НКМА.
Доказательство. Докажем, что для построенных подпространств вы-

полнены аксиомы 1-4 НКМА.
1. Покажем, что Vn ⊂ Vn+1.

Возьмём f ∈ Vn ⇐⇒ f =
∑

hn∈Hn

pn−1∑
jn=0

Cjn,hnϕ
(n)
jn

(x−̇hn). Так как ϕ(n)
jn

(x) постоян-

ны на смежных классах по подгруппе Gn+1, а функции ϕ(n+1)
jn+1

(x) постоянны
на смежных классах по подгруппе Gn+2, то ϕ

(n)
jn

(x) ∈ Vn+1, то есть ϕ(n)
jn

(x) =

=
∑

hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1
ϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇hn+1).

Тогда

f =
∑
hn∈Hn

pn−1∑
jn=0

Cjn,hn

 ∑
hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1
ϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇hn+1−̇hn)

 =

11



=
∑

hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1

∑
hn∈Hn

ϕ
(n+1)
jn+1

(x−̇(hn+1+̇hn)) =

=

pn−1∑
jn=0

Cjn,hn =
∑

h′n+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

d′jn+1,h′n+1
Cϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇h′n+1) ∈ Vn+1,

так как

hn+1+̇hn = (a−Ng−N+̇ . . . +̇angn)+̇(b−Mg−M+̇ . . . +̇bn−1gn−1) =

= α−mg−m+̇ . . . +̇αn−1gn−1+̇αngn,

где m = max(N,M), и hn+1+̇hn ∈ Hn+1.

2. Выполнение аксиомы А2:
⋃
j∈Z

Vj = L2(G) очевидно, так как множество

всех ступенчатых функций всюду плотно в L2(G).

3.Докажем справедливость аксиомы А3:
⋂
j∈Z

Vj = 0.

Пусть f ∈
⋂
j∈Z

Vj. Покажем, что f = 0. f ∈
⋂
j∈Z

Vj, это означает, что

f ∈ Vj для любого j ∈ Z. Следовательно, f ∈ V0, значит f(x) = C
(0)
i , приx ∈

G1+̇ig0 (i = 0, p0 − 1), т.е f(x) = C
(0)
0 , приx ∈ G1.

Но f ∈ V−1, значит f(x) = C
(−1)
i , приx ∈ G0+̇ig−1 (i = 0, p−1 − 1) и

f(x) = C
(−1)
0 , при x ∈ G0. Т. к. G1 ⊂ G0, то f(x) = C

(−1)
0 = C

(0)
0 на

G0. Но и f ∈ V−1 ⇒ f(x) = C
(−2)
i , приx ∈ G−1+̇ig−2 (i = 0, p−2 − 1) и

f(x) = C
(−2)
0 , при x ∈ G−1. Снова т. к. G0 ⊂ G−1, то f(x) = C

(−2)
0 =

C
(−1)
0 = C

(0)
0 на G−1. Продолжая эти рассуждения, получим, что f(x) = C на

G. Но f ∈ L2(G) ⇒

‖f‖2
2 =

∫
G

f 2(x)dµ(x) =

∫
G

C2dµ(x) = C2µ(G) <∞,

следовательно C = 0. Таким образом, если f ∈
⋂
j∈Z

Vj, то f ≡ 0 .

4.Функции
(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
hn∈Hn, jn=0,pn−1

образуют ортонормированный ба-
зис Vn.

Достаточно доказать, что
(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
hn∈Hn, jn=0,pn−1

образуют ортонор-

мированную систему. Заметим, что
(
ϕ

(n)
jn

(x)
)
jn=0,pn−1

образуют ортонормиро-

12



ванную систему, так как их носители не пересекаются и

‖ϕ(n)
jn
‖2 =

∫
G

(
ϕ

(n)
jn

)2

dµ(x)

1/2

=

=
√
mn+1 ·

 ∫
Gn+1+̇j·gn

dµ(x)


1/2

=
√
mn+1 ·

1
√
mn+1

= 1.

(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
есть ортонормированная система в Vn доказывается аналогич-

но, т. к. при hn 6= hm сдвиг осуществляется на различные непересекающиеся
смежные классы по подгруппе Gn+1.
Таким образом, все аксиомы для подпространств Vn выполнены, следователь-
но, (Vn)n∈Z образуют НКМА.

�

Определение 3..2. Построенный НКМА будем называть Хааровским НКМА.

4. Всплесковые базисы

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить
базисы всплесков. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (Vn)n∈Z — НКМА с масштабирующей последовательностью ϕ
(n)
jn

.
Обозначим Wn — ортогональное дополнение к Vn в пространстве Vn+1, т. е.
Vn+1 = Vn ⊕Wn и Vn ⊥ Wn. Причём

1. Wn ⊥ Wm, n 6= m;

2. L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn.

Определим пространства Wn следующим образом.
Сначала определим функции

ψ
(0)
j0,h0,α1

(x) =
√
m1 · rα1

1 (x−̇j0g0−̇h0)1G1+̇j0g0+̇h0(x),

13



здесь α1 = 1, p1 − 1, j0 = 0, p0 − 1, h0 ∈ H0, а r1(x) – функция Радемахера. И

положим W0 = span
{
ψ

(0)
j0,h0,α1

(x)
}
.

Затем
ψ

(1)
j1,h1,α2

(x) =
√
m2 · rα2

2 (x−̇j1g1−̇h1)1G2+̇j1g1+̇h1(x),

и α2 = 1, p2 − 1, j1 = 0, p1 − 1, h1 ∈ H1, положим W1 = span
{
ψ

(1)
j1,h1,α2

(x)
}
.

Продолжая этот процесс на n-м шаге получим:

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x) =
√
mn+1 · rαn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, и Wn = span
{
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)
}
. И

так далее. Получим последовательность подпространств (Wn)
+∞
n=−∞ .

Теорема 2. Функции
(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)
)
, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, αn+1 =

1, pn+1 − 1 образуют ортонормированную последовательность.
Доказательство. Пусть сначала n - фиксированное.

1) Если jn 6= jm, то
∫
G

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x)ψ
(n)
jm,hm,αn+1

(x)dµ(x) = 0, так как носители

этих функций не пересекаются.
2) Далее рассмотрим (

ψ
(n)
jn,hn,αn1+1

(x), ψ
(n)
jn,hn,αn2+1

(x)
)

=

= mn+1

∫
G

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hN (x)·

·rαn2+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x) dµ(x) =

= mn+1

∫
Gn+1+̇jngn+̇hn

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn) r
αn1+1+l
n+1 (x−̇jngn−̇hn) dµ(x) =

= mn+1

∫
Gn+1+̇jngn+̇hn

rln+1(x−̇jngn−̇hn) dµ(x) = 0,

в предположении для определённости αn1+1 < αn2+1, т. е αn2+1 = αn1+1+l. Та-
ким образом мы получили, что внутри каждой пачки функции ортогональны.
Причём легко проверить, что ‖ψ(n)

jn,hn,αn+1
(x)‖2 = 1, а значит последователь-

ность ортонормированна.
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3) Покажем теперь, что при n 6= N,(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)ψ
(N)
jN ,hN ,αN+1

(x)
)

= 0. Пусть для определённости N > n. Если

носители функций ψ(n)
jn,hn,αn+1

(x) и ψ(N)
jN ,hN ,αN+1

(x) не пересекаются, то равенство
очевидно выполняется. Иначе suppψ(N)

jN ,hN ,αN+1
(x) ⊂ suppψ(n)

jn,hn,αn+1
(x). И тогда(

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x), ψ
(N)
jN ,hN ,αN+1

(x)
)

=

=
√
mn+1 mN+1

∫
G

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x)·

·rαN+1

N+1 (x−̇jNgN−̇hN)1GN+1+̇jNgN +̇hN (x) dµ(x) =

=
√
mn+1 mN+1

∫
GN+1+̇jNgN +̇hN

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)× rαN+1

N+1 (x−̇jNgN−̇hN) dµ(x) =

=
√
mn+1 mN+1

∫
GN+1

r
αn+1

n+1 (y+̇jNgN+̇hN−̇jngn−̇hn) rαN+1

N+1 (y) dµ(y) =

=
√
mn+1 mN+1 r

αn+1

n+1 (GN+1+̇jNgN+̇hN−̇jngn−̇hn)
∫

GN+1

r
αN+1

N+1 (y) dµ(y) = 0.

В ходе доказательства были использованы свойства функций Радемахера,
которые были доказаны в [6].

�

Итак, функции
(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x);αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn)

образуют ортонормированную систему, а значит и ортонормирован-

ный базис в Wn. В силу L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn последовательность(

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x);αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, n ∈ Z
)

– ортонор-
мированный базис в L2(G).
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К. С. СПЕРАНСКИЙ

О системах представления на основе воспроизводящих ядер в
пространствах Харди и Бергмана

1. Введение

Задача представления функций рядами по элементам заданной последо-
вательности {φn}∞n=1 заключается в нахождении для произвольной функции
f из некоторого класса F последовательности коэффициентов {cn}∞n=1 такой,
что верно представление

f =
∞∑
n=1

cnφn. (1)

Системой представления называется такая последовательность {φn}∞n=1 для
которой задача представления разрешима.

С задачей представления тесно связана задача интерполяции. Пусть даны
последовательности {zn}∞n=1 и {wn}∞n=1. При решении задачи интерполяции
требуется найти функцию f из класса F такую, что f(zn) = wn для всех
n. Задачу восстановления можно назвать задачей точной интерполяции. При
решении задачи восстановления требуется точно восстановить функцию из
определенного класса F по заданной последовательности ее значений в точ-
ках {zn}∞n=1.

Постановка и решение задач представления и восстановления зависит от
пространства в котором находится искомая функция. В данной работе мы бу-
дем рассматривать пространства Харди H2 = H2(D) и Бергмана A2 = A2(D)

на единичном диске комплексной плоскости D = (|z| < 1). Данные простран-
ства являются гильбертовыми пространствами с воспроизводящими ядрами и
состоят из аналитических функций. Воспроизводящее ядро является функци-
ей двух аргументов - точек единичного диска. Фиксируя один из аргументов
K(·, zn) мы дискретизируем ядро в точках {zn}∞n=1 ⊂ D.

Часть 2. является вводной. В ней даны определения гильбертова про-
странства с воспроизводящим ядром, пространства Харди H2 и простран-
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ства Бергмана A2. В этой части также обсуждаются ядро Сеге и ядро Берг-
мана, которые являются воспроизводящими ядрами пространства Харди и
пространства Бергмана соответственно. Несмотря на определенную схожесть
этих пространств, в пространстве Бергмана не существует условия на нули
функции подобного условию Бляшке в пространстве Харди.

В части 3. вводятся определения системы представления, базиса Рисса
и фрейма Даффина-Шаффера. Будет показано, что в пространстве Харди
H2 не существует фрейма Даффина-Шеффера на основе дискретизирован-
ных ядер Сеге. С другой стороны, пространство Бергмана A2 имеет фрейм
Даффина-Шеффера, но не имеет базиса Рисса и соответственно ортонорми-
рованного базиса.

Основные результаты представлены в части 4. В ней мы напоминаем опре-
деление банахова фрейма и описываем его представляющие свойства. Основ-
ным результатом работы является теорема о построении банахова фрейма
пространства Харди H2 на основе последовательности дискретизированных
ядер Сеге. Для построения банахова фрейма потребуется найти, в частности,
соответствующую последовательность точек {zn}∞n=1 в которых будет про-
изводиться дискретизация. Построив банахов фрейм мы сможем говорить о
том, что произвольную функцию f ∈ H2 можно представить в виде ряда из
воспроизводящих ядер, дискретизированных в точках {zn}∞n=1

f(z) =
∞∑
n=1

cnK(z, zn), (2)

где {zn}∞n=1 ⊂ D – фиксированная последовательность.

Открытый вопрос о существовании системы представления в простран-
стве Харди H2 на основе дискретизированных ядер Сеге был сформулирован
в работе Фрикена, Хои и Лефевра [9]. Данная статья основана на наших более
ранних работах [24], [24], [26] и [19].
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2. Гильбертовы пространства с воспроизводящим ядром

2.1. Предварительные сведения

Для каждого ограниченного линейного функционала ρ над гильбертовым
пространством H справедлива теорема Рисса о представлении этого функ-
ционала с помощью скалярного произведения для элементов пространства
H.

Теорема 1 (Теорема Рисса [15]). Каждый ограниченный линейный функци-
онал ρ над гильбертовым пространством H может быть представлен в виде
скалярного произведения ρ(x) = 〈x, z〉, где x, z ∈ H, причем z однозначно
определяется по ρ и имеет норму ‖z‖ = ‖ρ‖.

Определение 1 (Оценочный функционал). Пусть H - гильбертово про-
странство функций f : X → C, определенное на непустом множестве X.
Для фиксированного элемента x ∈ X, отображение δx : f → f(x) из H в C
называется оценочным функционалом в точке x.

Оценочный функционал δx, примененный к функции f ∈ H, порождает
ее значение в заданной точке области определения x ∈ X. Оценочный функ-
ционал всегда линеен, поскольку для ∀f, g ∈ H и ∀α, β ∈ C выполняется
δx(αf + βg) = (αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) = αδx(f) + βδx(g). Однако, не
каждый оценочный функционал является непрерывным. По определению,
оценочный функционал является ограниченным если существует число M ,
такое что для всех функций f ∈ H

|δx(f)| = |f(x)| ≤M‖f‖, (3)

где ‖f‖ норма f в пространстве H.

Гильбертовы пространства с ограниченным оценочным функционалом об-
ладают воспроизводящим ядром, позволяющим эффективно использовать
теорему Рисса.
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Определение 2 (Воспроизводящее ядро [1]). Пусть H является гильбер-
товым функциональным пространством над множеством X. Функция K :

X × X → C называется воспроизводящим ядром гильбертового простран-
ства H если

∀z0 ∈ X, K(·, z0) ∈ H, (4)

∀z0 ∈ X, ∀f ∈ H, f(z0) = 〈f,K(·, z0)〉. (5)

Свойство (5) называется воспроизводящим свойством. В частности, для
любых x, y ∈ X выполняется равенство, являющееся ключевым при примене-
нии воспроизводящих ядер в задачах машинного обучения и которое можно
рассматривать как скалярное произведение при нелинейном отображении

K(x, y) = 〈K(·, x), K(·, y)〉. (6)

Воспроизводящее ядро K(x, y) пространства H является функцией двух пе-
ременных x, y ∈ X. Если вторая из этих переменных фиксирована (например,
y = z0), то ядро становится функцией единственной переменной и принадле-
жит пространству H. Согласно (5), значение произвольной функции f ∈ H в
точке z0 можно получить как скалярное произведение функции f и воспро-
изводящего ядра K(·, z0), дискретизированного в точке z0.

Определение 3 (RKHS). Гильбертово пространство функций f : X → C
определенных на непустом множестве X называется пространством с воспро-
изводящим ядром (Reproducing Kernel Hilbert Space) если оценочный функ-
ционал δx является непрерывным для всех x ∈ X.

Связь между непрерывностью оценочного функционала гильбертова про-
странства и наличием в нем воспроизводящего ядра формализована в следу-
ющей теореме [22].

Теорема 2. Гильбертово пространство H комплекснозначных функций над
X имеет воспроизводящее ядро тогда и только тогда, когда оценочный функ-
ционал δx непрерывен для всех x ∈ X.
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Доказательство. Если H имеет воспроизводящее ядро K(·, ·) то

δx(f) = 〈f,K(·, x)〉, ∀x ∈ X, ∀f ∈ H.

Используя неравенство Коши мы можем показать, что оценочный функцио-
нал является ограниченным (непрерывным)

|δx(f)| = |〈f,K(·, x)〉| ≤ ‖f‖‖K(·, x)‖ =

= ‖f‖〈K(·, x), K(·, x)〉1/2 = ‖f‖K(x, x)1/2.

Норма этого непрерывного линейного функционала δx равна ‖δx‖ =

sup‖f‖=1 |δx(f)| = K(x, x)1/2.
Обратно, по теореме о представлении Рисса, если отображение δx : H → C

линейно и ограничено и δx(f) = f(x), то существует функция Nx(·) ∈ H та-
кая что ∀f ∈ H, 〈f,Nx〉 = δx(f) = f(x). Если это свойство соблюдается для
всех ∀x ∈ X, то K(·, x) = Nx(·) является воспроизводящим ядром простран-
ства H.

Следствием из теоремы 2 является то, что в гильбертовых пространствах
с воспроизводящим ядром сходимость по норме H обеспечивает поточечную
сходимость, т.е. из limn→∞ ‖fn − f‖H = 0 следует limn→∞ fn(x) = f(x), ∀x ∈
X. Действительно, воспользуемся линейностью и ограниченностью оценоч-
ного функционала

|fn(x)− f(x)| = |δx(fn)− δx(f)| = |δx(fn − f)| ≤ ‖δx‖‖fn − f‖H → 0. (7)

Не все гильбертовы пространства обладает ограниченным оценочным
функционалом и, соответственно, являются пространствами с воспроизво-
дящим ядром. Например, пространство L2[0, 1] не является пространством
с воспроизводящим ядром. Действительно, каждый элемент L2[0, 1] явля-
ется классом эквивалентности функций с одинаковым значением интеграла∫ 1

0 |f(x)|2dx и произвольно меняя значение функции f(x) на множестве меры
ноль мы имеем тот же элемент пространства L2[0, 1]. Таким образом, оценоч-
ный функционал не является непрерывным.
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2.2. Пространство Харди

Пространство Харди H2 = H2(D) определено на единичном диске ком-
плексной плоскости D = (|z| < 1). Это пространство аналитических функций
с ограниченным ростом на границе области определения.

Определение 4 (Пространство Харди H2 [7]). Пространство Харди H2 яв-
ляется гильбертовым пространством состоящим из аналитических функций
f(z) на единичном диске |z| < 1 для которых при r → 1 ограничен интеграл

‖f‖H2 = sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣2 dt

) 1
2

<∞. (8)

Пространство Харди H2(D) является частным случаем пространств Хар-
ди Hp(D), состоящих из аналитических функций f , удовлетворяющих нера-
венству [14]

sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣p dt

) 1
p

<∞, 0 < p <∞.

В свою очередь, H∞ является векторным пространством ограниченных ана-
литических функций на единичном открытом диске с нормой ‖f‖H∞ =

sup|z|<1 |f(z)|.
Пространства Харди Hp могут быть рассмотрены как замкнутые под-

пространства комплексных Lp(T) пространств на единичной окружности
T = (|z| = 1). Эта взаимосвязь может быть сформулирована в виде сле-
дующей теоремы [13].

Теорема 3. Пусть f ∈ Hp, p > 0. Тогда радиальный предел

f̃(eit) = lim
r→1

f(reit)

существует для почти всех t ∈ T, функция f̃ принадлежит пространству
Lp(T) и ‖f̃‖Lp = ‖f‖Hp.

Элементами пространства Харди являются аналитические функции, по-
этому каждая функция может быть представлена в виде степенного ряда
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f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n, ∀f ∈ H2. Норму функции в пространстве H2 можно вы-

разить через коэффициенты разложения в ряд Тейлора. Действительно, для
f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n имеем

‖f‖2
H2 = sup

0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reit)|2dt = sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

cnr
neint

∣∣∣∣∣
2

dt =

= sup
0<r<1

1

2π

∞∑
n,m=0

cncmr
nrm

∫ 2π

0

ei(n−m)tdt = sup
0<r<1

∞∑
n=0

|cn|2r2n =
∞∑
n=0

|cn|2.
(9)

Из (9) очевидно, что пространство H2(D) изометрически изоморфно l2, по-
этому скалярное произведение аналитических функций f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n и
g(z) =

∑∞
n=0 dnz

n в H2 можно записать в виде 〈f, g〉 =
∑∞

n=0 cndn.

Предложение 1. Пусть z ∈ D, тогда

|f(z)| ≤ ‖f‖H2(D)
1√

1− |z|2
. (10)

Доказательство. Применяя интегральную формулу Коши получаем

f(z) =
1

2πi

∫
T

f̃(w)

w − z
dw =

1

2π

∫ 2π

0

f̃(eit)

eit − z
ieitdt =

=
1

2π

∫
T

f̃(eit)

1− ze−it
dt.

Поскольку мы можем вычислить значение интеграла

1

2π

∫ 2π

0

1

|1− ze−it|2
dt =

1

2π

∫ 2π

0

1

(1− ze−it)(1− ze−it)
dt =

=
1

2π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

znzm
∫ 2π

0

e(m−n)itdt =
1

2π

∞∑
n=0

2π(zz)n =
1

1− |z|2
,

то используя неравенство Коши имеем

|f(z)| ≤

√
1

2π

∫ 2π

0

|f̃(eit)|2dt ·

√
1

2π

∫ 2π

0

1

|1− ze−it|2
dt =

= ‖f̃‖L2(T)
1√

1− |z|2
= ‖f‖H2(D)

1√
1− |z|2

.
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Из предположение 1 следует, что пространство Харди H2 имеет ограни-
ченный оценочный функционал на всей области определения D и, соответ-
ственно, является пространством с воспроизводящим ядром.

Воспроизводящее ядро K(·, ·) пространства Харди H2 можно получить
используя определение скалярного произведения и разлагая функцию f ∈
H2(D) в степенной ряд

f(ζ) =
∞∑
n=0

〈f, en〉en(ζ) =
∞∑
n=0

1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)ζne−inθdθ =

=
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)
1

1− ζe−iθ
dθ =

1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)K(ζ, eiθ)dθ = 〈f,Kζ〉.
(11)

Определение 5 (Ядро Сеге). Воспроизводящее ядро Kζ пространства
H2(D) называется ядром Сеге [29] и имеет вид

K(z, ζ) = Kζ(z) =
1

1− ζz
=

∞∑
n=0

ζnzn, z, ζ ∈ D. (12)

Ключевым объектом при изучении пространства H2(D) является произ-
ведение Бляшке B(z) ∈ H2. Эта ненулевая функция имеет нули в предопре-
деленных точках {an}∞n=1 ⊂ D. При этом оказывается, что во всех прочих
точках произведение Бляшке не равно нулю [5].

Определение 6 (Произведение Бляшке). Произведением Бляшке B(z) на-
зывается аналитическая в D функция, обладающая нулями в заранее опре-
деленных точках {an}∞n=1 ⊂ D

B(z) = zm
∞∏
n=1

|an|
an

an − z
1− anz

, an, z ∈ D. (13)

В выражении (13) множитель zm присутствует для того, чтобы произве-
дение Бляшке могло иметь ноль порядка m в начале координат. Если про-
изведение (13) сходится, то произведение Бляшке аналитично на открытом
диске D и ограничено на D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}.
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Теорема 4 (Условие Бляшке). Пусть f аналитическая и ограниченная на
открытом диске D функция с нулями в точках {an}∞n=1 ⊂ D. Тогда сходится
ряд

∞∑
n=1

(1− |an|) <∞ (14)

Будем называть это неравенство условием Бляшке.

В частности, произведение Бляшке (13) существует только тогда, когда
последовательность точек {an}∞n=1 удовлетворяет условию Бляшке (14).

При выполнении условия Бляшке точки {an}∞n=1 медленно стремятся к
единичной окружности T. Примером последовательности, которая удовле-
творяет условию Бляшке является an = 1 − 1

n2 , n ∈ N, а примером последо-
вательности, которая не удовлетворяет, может служить an = 1− 1

n , n ∈ N.

2.3. Пространство Бергмана

Будем рассматривать пространство Бергмана Ap = Ap(D) определенное
на единичном диске комплексной плоскости D = (|z| < 1). Для всех 0 < p <

∞ пространство Ap состоит из аналитических функций f , которые также
принадлежат пространству Lp(D) относительно меры Лебега dA.

Определение 7 (Пространство Бергмана Ap). Пространство Бергмана Ap

для 0 < p <∞ является пространством состоящим из аналитических функ-
ций f(z) на единичном диске |z| < 1 для которых ограничен интеграл

‖f‖Ap =

(∫
D
|f(z)|p dA

) 1
p

<∞. (15)

‖f‖Ap является истинной нормой функции f только при p ≥ 1, поскольку
соблюдаются свойства ‖αf‖Ap = |α|‖f‖Ap, ‖f‖Ap = 0 ⇐⇒ f = 0 и неравен-
ство треугольника ‖f + g‖Ap ≤ ‖f‖Ap + ‖g‖Ap. Для 0 < p < 1 неравенство
треугольника не соблюдается и заменяется на ‖f + g‖pAp ≤ ‖f‖

p
Ap + ‖g‖pAp.

Из определения пространства Бергмана очевидно вложение Hp ⊂ Ap. По-
добно пространствам Hp, оценочный функционал в пространствах Ap явля-
ется ограниченным, что формализовано в следующей теореме.
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Теорема 5 (Ограниченность оценочного функционала в Ap [8]). Оценоч-
ный функционал является ограниченным линейным функционалом для всех
Ap(D). Для каждой функции f ∈ Ap(D) справедливо неравенство

‖f‖Ap ≤ π−1/pδ(z)−2/p‖f‖Hp, z ∈ D, (16)

где δ(z) - расстояние от точки z до единичной окружности T = (|z| = 1).

Частным случаем пространства Ap является пространство A2, которое
является гильбертовым пространством со скалярным произведением

〈f, g〉 =

∫
D
f(z)g(z)dA, f, g ∈ A2 (17)

Поскольку каждый оценочный функционал является ограниченным, то
теорема Рисса 1 обеспечивает существование единственной функции kz ∈
A2(D) такой что f(z) = 〈f, kz〉, ∀f ∈ A2. Эта функция K(z, ξ) = kz(ξ)

является воспроизводящим ядром и имеет воспроизводящее свойство

f(z) =

∫
D
f(ξ)K(z, ξ)dA(ξ), z ∈ D, ∀f ∈ A2. (18)

Пусть {φn}∞n=1 является ортонормированным базисом пространства A2,
тогда

〈φn, φm〉 = δnm =

{
0, n 6= m

1, n = m
(19)

Каждая функция f ∈ A2 имеет единственное разложение f =
∑∞

n=1 cnφn по
базису {φn}∞n=1, сходящееся по норме

f(z) =
∞∑
n=1

〈f, φn〉φn(z) =
∞∑
n=1

cnφn(z), z ∈ D. (20)

Если выбрать в качестве функции f воспроизводящее ядро f(z) = K(z, ξ),
то коэффициенты разложения по базису будут cn = 〈K(·, ξ), φn〉 или

cn = 〈φn, K(·, ξ)〉 =

∫
D
φn(w)K(ξ, w)dA(w) = φn(ξ), (21)

откуда следует теорема о представлении воспроизводящего ядра через про-
извольный ортонормированный базис.
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Теорема 6. [8] Воспроизводящее ядро имеет представление

K(z, ξ) =
∞∑
n=1

φn(z)φn(ξ), (22)

где {φn}∞n=1 является произвольным ортонормированным базисом A2.

Для доказательства этой теоремы достаточно подставить выражение (22)
в воспроизводящее свойство (18)∫

D
f(ξ)K̃(z, ξ)dA(ξ) =

∞∑
m=1

cm

∞∑
n=1

φn(z)〈φm, φn〉 =

=
∞∑
m=1

cmφm(z) = f(z),

(23)

и воспользоваться единственностью воспроизводящего ядра, чтобы сделать
вывод о равенстве K̃(z, ξ) воспроизводящему ядру K(z, ξ).

Для получения вида воспроизводящего ядра в пространстве A2 восполь-
зуемся тем, что множество функций zn, n = 1, 2 . . . является ортогональной
системой в A2. Cтепенная система является полной, поскольку пространство
A2 состоит из аналитических функций. Интегрируя по всему диску D произ-
ведение функций этой системы получаем∫

D
znzmdA =

∫ 2φ

0

∫ 1

0

rneinθrme−imθrdrdθ =

=
2π

n+m+ 2
δnm, ∀n,m = 1, 2, . . . ,

(24)

где δnm – функция Кронекера.
При n = m, из (24) следует, что ‖zn‖A2 =

√
π
j+1 , n = 1, 2, . . . и функции

φn(z) =

√
n+ 1

π
zn, n = 0, 1, 2, . . . , (25)

ортонормированы в A2.
Система {φn}∞n=1 является полной системой, ортонормированной системой

в пространстве A2 и соответственно является базисом этого пространства.
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Дифференцируя по n выражение

∞∑
n=0

zn =
∞∑

n=−1

zn+1 =
1

1− z
(26)

получаем
∞∑
n=0

(n+ 1)zn =
1

(1− z)2
. (27)

Поскольку {φn}∞n=1 является ортонормированным базисом A2, то из теоре-
мы 6 следует, что воспроизводящее ядро пространстваA2, которое называется
ядром Бергмана имеет вид

K(z, ξ) =
∞∑
n=0

φn(z)φn(ξ) =
1

π

∞∑
n=1

(n+ 1)(zξ)n =
1

π

1

(1− zξ)2
. (28)

Для получения (28) были использованы выражения (27) и (25),

3. Системы представления в пространствах с воспроизводящим
ядром

3.1. Системы представления в функциональных пространствах

Определение 8 (Система представления [20]). Последовательность {ϕn}∞n=1

ненулевых векторов банахова пространства F называется системой пред-
ставления, если для любого элемента пространства f ∈ F существует чис-
ловая последовательность {cn(f)}∞n=1 такая, что ряд

f =
∞∑
n=1

cn(f)ϕn (29)

сходится к f по норме пространства F

lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

ck(f)ϕk

∥∥∥∥∥
F

= 0.

В банаховых пространствах существуют различные системы представле-
ния, такие как ортогональные базисы, базисы Рисса и фреймы.
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Определение 9 (Полнота). Последовательность {ϕn}∞n=1 ⊂ F полна в про-
странстве F , если замыкание её линейной оболочки совпадает со всем про-
странством F

Span{ϕn}∞n=1 = F. (30)

Другими словами, элементов системы {ϕn}∞n=1 достаточно, чтобы прибли-
зить произвольный вектор пространства F с помощью линейной комбинации
элементов системы {ϕn}∞n=1. Для ортонормированных систем необходимым и
достаточным условием полноты является равенство Парсеваля.

Определение 10 (Замкнутость [23]). Последовательность {ϕn}∞n=1 ⊂ F за-
мкнута в пространстве F , если не существует функции f ∈ F , отличной от
тождественного нуля, ортогональной ко всем функциям данной системы. Т.е.
если 〈ϕn, g〉 = 0, g ∈ G = F ∗ для всех n, то g ≡ 0.

В банаховых пространствах понятия полноты и замкнутости эквивалент-
ны.

Определение 11 (Минимальность). Последовательность {ϕn}∞n=1 ⊂ F ми-
нимальна в F , если каждый элемент последовательности не принадлежит
замыканию линейной оболочки остальных элементов

ϕj /∈ Span{ϕn}n 6=j, ∀j ∈ 1, 2.... (31)

Определение 12 (Биортогональная система). Последовательность {fk}∞k=1

из пространства X и последовательность {gk}∞k=1 из сопряженного простран-
ства X∗ называются биортогональными тогда и только тогда, когда

gk(fj) = δk,j :=

1 k = j,

0 k 6= j.
(32)

Определение 13 (Базис Шаудера). Пусть X является банаховым простран-
ством. Последовательность {ek} ⊂ X называется базисом Шаудера для X ес-
ли для каждого f ∈ X существуют единственные скалярные коэффициенты
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{ck(f)}∞k=1 такие что

f =
∞∑
k=1

ck(f)ek. (33)

Каждый базис Шаудера является полной и минимальной системой [12].
Введем определения последовательности и базиса Рисса. Базис Рисса для

пространства H является семейством вида {Uek}∞k=1, где {ek}∞k=1 - ортонор-
мированный базис в H и U : H → H - ограниченный биективный оператор.

Определение 14 (Базис Рисса). Последовательность {fn}∞n=1 ∈ H является
базисом Рисса если {fn}∞n=1 полна в H и существуют постоянные A,B > 0

такие что для каждой конечной последовательности скаляров {cn}

A

∞∑
n=1

|cn|2 ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

cnfn

∥∥∥∥∥
2

≤ B

∞∑
n=1

|cn|2. (34)

Определение 15 (Последовательность Рисса). Последовательность
{fn}∞n=1 ∈ H, не обязательно полная в пространстве H, удовлетворяю-
щая неравенствам (34) для всех конечных последовательностей {cn}∞n=1

называется последовательностью Рисса.

Понятие фрейма было введено в 1952 г. Даффином и Шеффером [6]. По-
добно базису, фрейм позволяет представить произвольный элемент гильбер-
това пространства в виде ряда по элементам этого пространства, т.е. фрейм
является системой представления. Однако, в общем случае, фрейм не явля-
ется минимальной системой, поэтому коэффициенты разложения могут быть
не единственны. Следует отметить, что всякий фрейм Даффина-Шеффера в
гильбертовом пространстве является проекцией базиса Рисса объемлющего
гильбертова пространства [21].

Определение 16 (Фрейм Даффина-Шеффера). Система {ϕn}∞n=1 ⊂ H нену-
левых элементов сепарабельного гильбертова пространства H называется
фреймом Даффина-Шеффера, если существуют постоянные 0 < A ≤ B <∞
такие, что для любого вектора f ∈ H

A‖f‖2
H ≤

∞∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2 ≤ B‖f‖2
H . (35)
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Постоянная A называется нижней границей фрейма, а постоянная B -
верхней. Если A = B, то фрейм называется жестким фреймом, а если
A = B = 1, то фреймом Парсеваля. Если {en}∞n=1 является ортонормирован-
ным базисом пространства H, то простейшим примером фрейма в H может
служить последовательность {ϕn}∞n=1 = {e1, e1, e2, e3, ...} с границами фрейма
A = 1, B = 2.

Поскольку для фрейма {ϕn}∞n=1 соблюдается верхнее неравенство, то опе-
ратор T , который называется оператором синтеза, ограничен

T : `2(N)→ H, T{cn}∞n=1 =
∞∑
n=1

cnϕn. (36)

Сопряженный к T оператор T ∗ называется оператором анализа

T ∗ : H → `2(N), T ∗f = {〈f, ϕn〉} (37)

Композиция из операторов T и T ∗ называется фреймовым оператором

S : H → H, Sf = TT ∗f =
∞∑
n=1

〈f, ϕn〉ϕn. (38)

Для фреймов Даффина-Шеффера имеет место теорема о представлении,
а само разложение допускает линейный алгоритм вычисления коэффициен-
тов. Можно показать, что последовательность {S−1ϕn}∞n=1 является фреймом
с нижней границейB−1 и верхней границейA−1. Фрейм {S−1ϕn}∞n=1 называет-
ся каноническим дуальным фреймом {ϕ∗n}∞n=1 и для произвольного элемента
f ∈ H справедливо представление

f =
∞∑
n=1

〈f, ϕ∗n〉ϕn. (39)

3.2. О существовании базиса пространства Бергмана

Определение 17 (Сэмплинг последовательность в Ap). Последовательность
{zn}∞n=1 точек единичного диска называется сэмплинг последовательностью

31



пространства Ap, где 0 < p < ∞ если существуют положительные постоян-
ные A и B такие, что

A‖f‖pAp ≤
∞∑
n=1

(1− |zn|2)2|f(zn)|p ≤ B‖f‖pAp, ∀f ∈ A
p. (40)

Пусть единичный диск разделен на непересекающиеся области Sn с нор-
мализованной площадью δAn и zn ∈ Sn. Если области Sn выбраны так, что
имеют одинаковую гиперболическую площадь, то δAn имеет вид C(1−|zn|2)2.
В этом случае {zn}∞n=1 является сэмплирующей последовательностью тогда
и только тогда, когда римановская сумма

∑
|f(zn)|pδAn равна интегралу∫

D |f(z)|pdσ с точностью до постоянного множителя для всех f ∈ Ap.
Если {zn}∞n=1 является сэмплинг последовательностью и p = 2, то после-

довательность воспроизводящих ядер, дискретизированных в точках {zn}∞n=1

будет фреймом Даффина-Шеффера. Обратное утверждение также справед-
ливо. Действительно, поскольку для нормализованных дискретизированных
ядер {en}∞n=1 выполняется

〈f, en〉 =
〈f,Kn〉
‖Kn‖A2

=
f(zn)√
Kn(zn)

= f(zn)(1− |zn|2), (41)

то сэмплинг неравенства (40) эквивалентны фреймовым неравенствам
Даффина-Шеффера

A‖f‖2
A2 ≤

∞∑
n=1

|〈f, en〉|2 ≤ B‖f‖2
A2, ∀f ∈ H. (42)

В качестве примера сэмплинг последовательности в пространстве Берг-
мана можно привести следующую конкретную конструкцию из [8].

Пример 1. Определим решетку в верхней полуплоскости H+ относитель-
но параметров a > 1 и b > 0

Λ(a, b) = {am(b · n+ i) : m,n ∈ Z}. (43)

Пусть ψ является фиксированных конформным отображением D на H+,
определенным как

ψ(z) = i · 1 + z

1− z
, ψ−1(ξ) =

ξ − i
ξ + i

, (44)
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для z ∈ D и ξ ∈ H+. Тогда Γ(a, b) = ψ−1(Λ(a, b)) является решеткой из
различных точек в D. Γ(a, b) является сэмплинг последовательностью для
пространства Ap тогда и только тогда, когда 2π

b log a >
1
p.

С понятием сэплинга тесно связано понятие интерполяции и в определен-
ном смысле эти два понятия являются двойственными друг другу.

Определение 18 (Интерполяционная последовательность в Ap). Последова-
тельность {zn}∞n=1 точек единичного диска D называется интерполяционной
последовательностью пространства Ap если задача интерполяции f(zn) =

wn, k = 1, 2, ... имеет решение f ∈ Ap для всех {wn}∞n=1 удовлетворяющих
∞∑
n=1

(1− |zn|2)2|wn|2 <∞. (45)

Определение 19 (Z-множество). Последовательность точек {zn}∞n=1 еди-
ничного диска D называется Z-множеством Ap если некоторая функция
f ∈ Ap обращается в нуль строго в точках принадлежащих этому множе-
ству.

Предложение 2. Не существует последовательности точек {zn}∞n=1 ⊂ D, яв-
ляющейся одновременно сэмплинг последовательностью и интерполяционной
последовательностью в Ap.

Действительно, если {zn}∞n=1 является интерполяционной последователь-
ностью, то существует функция f ∈ Ap такая, что f(z1) = 1 и f(zn) = 0, n =

2, 3, . . . . В этом случае ненулевая функция g(z) = (z − z1) · f(z) принадле-
жит Ap и принимает нулевое значение во всех точках {zn}∞n=1. Следователь-
но, {zn}∞n=1 является подмножеством Z-множества. По теореме Горовица [11],
каждое подмножество Z-множества является Z-множеством из чего следует,
что каждая интерполяционная последовательность является Z- множеством.

С другой стороны, из нижнего неравенства (40) следует, что сэмплинг
последовательность в Ap не может быть Z-множеством. Действительно, ес-
ли функция f ∈ Ap исчезает на сэмплинг последовательности {zk}∞k=1, то
‖f‖Ap = 0 и f является нулевой функцией.

33



Предложение 3. Не существует последовательности точек {zk}∞k=1 ⊂ D та-
кой, что ядра Бергмана, дискретизированные в точках этой последователь-
ности, образуют базис Шаудера пространства A2.

Действительно, дискретизированные ядра Бергмана не являются оргото-
гональной системой, поэтому ортонормированный базис на их основе постро-
ить нельзя. Далее покажем, что построить базис Рисса также невозможно.

Воспроизводящие ядра, дискретизированные в точках интерполяционной
последовательности, образуют последовательность Рисса {en}∞n=1 ⊂ H. По-
следовательность Рисса является базисом в замыкании своей линейной обо-
лочки

span{en}∞n=1 = L ⊂ H. (46)

Оператор синтеза S : l2 → L ⊂ H можно представить в виде

Sx =
∞∑
n=1

xnen. (47)

Поскольку всякая последовательность Рисса удовлетворяет неравенствам
(34), можно записать двухсторонние неравенства для оператора синтеза S
в виде

A‖x‖l2 ≤ ‖Sx‖H ≤ B‖x‖l2. (48)

Нижнее неравенство в (48) означает, что оператор S∗ : H → l2, сопряжен-
ный к оператору синтеза S, является сюръективным, т.е. для всех y ∈ l2

существует функция f ∈ H такая, что S∗f = y. Если взять в качестве базис-
ных функций нормализованные воспроизводящие ядра, дискретизированные
в точках zn, то можно записать

S∗f = 〈f, en〉∞n=1 =
f(zn)

‖Kn‖H
= yn (49)

Последнее равенство можно записать в виде, эквивалентном определению
интерполяционной последовательности {zn}∞n=1

f(zn) = ‖Kn‖H · yn = wn, (50)
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где последовательность {wn}∞n=1 принадлежит взвешенному l2 пространству.
Таким образом, последовательность точек единичного диска является интер-
поляционной тогда и только тогда, когда воспроизводящие ядра, дискрети-
зированные в точках этой последовательности, образуют последовательность
Рисса пространства H.

Для того, чтобы последовательность дикретизированных воспроизводя-
щих ядер являлась базисом Рисса, необходимо чтобы с одной стороны
она являлась последовательностью Рисса, а с другой фреймом Даффина-
Шеффера. Однако, это невозможно, поскольку в первом случае последова-
тельность точек дискретизации должна быть интерполяционной последова-
тельностью, а во втором сэмплинг последовательностью. Из этого следует,
что в пространстве Бергмана базиса не существует.

3.3. О существовании фрейма пространства Харди

Рассмотрим вопрос, является ли последовательность из ядер Сеге
{Kζn}∞n=1 дискретизированных в точках {ζn}∞n=1 полной, минимальной систе-
мой. Отметим, что последовательность ядер не является ортонормированной
системой.

Предложение 4. Система {Kζn}∞n=1 полна тогда и только тогда, когда точки
{ζn}∞n=1 не удовлетворяют условию Бляшке (14), то есть

∞∑
n=1

(1− |ζn|) =∞. (51)

Действительно, если система {Kζn}∞n=1 полна в H2, то не существует [4]
ненулевого вектора f ∈ H2, который ортогонален каждому элементу этой
системы 〈f,Kζn〉 = 0, ∀n ∈ N =⇒ f = 0. Если бы выполнялось
условие Бляшке (14), то можно было бы построить произведение Бляш-
ке B(z), которое является ненулевой функцией из H2 и принимает нуле-
вые значения в точках {ζn}∞n=1. Принимая в (11) f(ζ) ≡ B(ζ), получаем
B(ζn) = 〈B,Kζn〉 = 0, ∀n ∈ N , вопреки полноте {Kζn}∞n=1, заданной в усло-
вии предложения.
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Обратно, если соблюдается условие Бляшке, то с помощью произведения
Бляшке можно построить функцию f ∈ H2 \ {0}, для которой (f,Kζn) =

0, n = 1, 2... и которая не равна нулю во всех остальных точках D [5]. Оче-
видно, что это условие эквивалентно отсутствию полноты системы при вы-
полнении условия Бляшке.

Предложение 5. Система {Kζn}∞n=1 минимальна тогда и только тогда, когда
точки {ζn}∞n=1 удовлетворяют условию Бляшке (14), то есть

∞∑
n=1

(1− |ζn|) <∞.

Действительно, как отмечалось выше, минимальность системы {ϕn}∞n=1

эквивалентна наличию у нее биортогональной системы. Для {ϕn}∞n=1 и
ее биортогональной системы {gn}∞n=1 справедливо равенство 〈ϕk, gn〉 =

δk,n, ∀k, n ∈ N , где δk,n - символ Кронекера. По условию предложения, систе-
ма {Kζn}∞n=1 минимальна и соответственно имеет биортогональную систему
{gn}∞n=1. Для функции gi имеем gi(ζi) = 〈gi, Kζi〉 = 1 и gi(ζn) = 〈gi, Kζn〉 =

0, ∀n 6= i. Функция gi 6≡ 0, gi ∈ H2 равна нулю в точках {ζn}∞n=1, n 6= i

и по теореме Сеге [16] нули функции {ζn}∞n=1, n 6= i удовлетворяют усло-
вию Бляшке (14). Исключение одного нуля ζi очевидно не сказывается на
сходимости ряда.

Обратно, если для точек {ζn}∞n=1 соблюдается условие Бляшке, то оно со-
блюдается и для точек {ζn}∞n=1, n 6= i. Следовательно, мы можем построить
произведение Бляшке B̃i(z) с нулями в точках {ζn}∞n=1, n 6= i. Согласно [5],
B̃i(ζi) 6= 0 и функция gi(z) = 1

B̃i(ζi)
B̃i(z) будет являться одним из элементов

биортогональной системы. Аналогично можно построить и остальные эле-
менты биортогональной системы {gn}∞n=1, следовательно система {Kζn}∞n=1

минимальна.

Предложение 6. Не существует последовательности точек {ζn}∞n=1 ⊂ D
такой, что последовательность из дискретизированных в них ядер Сеге
{Kζn}∞n=1 является базисом пространства H2.
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Справедливость этого предложение непосредственно следует из предло-
жений 4 и 5. Последовательность {Kζn}∞n=1 не является одновременно полной
и минимальной и значит не является базисом пространства H2.

Будем изучать представляющие свойства системы, состоящей из норми-
рованных ядер Сеге {en}∞n=1 (т.е. ‖en‖2 = 1), дискретизированных в попарно
различных точках {zn}∞n=1 ⊂ D

en = (1− |zn|2)
1
2Kzn, (52)

где Kzn = K(·, zn) - ядро Сеге, дискретизированное в точке zn.
Ранее было показано, что построить базис пространства H на основе дис-

кретизированных ядре Сеге нельзя. В этой части мы ответим на вопрос о
существовании фрейма Даффина-Шеффера на основе последовательности
воспроизводящих ядер. Нам потребуется условие Ньюмана [16].

Определение 20 (Условие Ньюмана). Последовательность {zn}∞n=1 ⊂ D удо-
влетворяет условию Ньюмана если существует постоянная B < ∞ такая,
что

∞∑
n=1

(1− |zn|2)|f(zn)|2 ≤ B‖f‖2
H2
, ∀f ∈ H2. (53)

Условие (53) означает, что последовательность нормированных дис-
кретизированных ядер Сеге {en}∞n=1 удовлетворяет неравенству Бесселя∑∞

k=1 |〈f, en〉|2 ≤ B‖f‖2
H2. Действительно, для любой функции f ∈ H2 спра-

ведливо f(zn) = 〈f,Kzn〉 = (1 − |zn|2)−
1
2 〈f, en〉. Подставляя выражение для

f(zn) в условие Ньюмана (53) получаем неравенство Бесселя. С другой сто-
роны, если последовательность точек {zn}∞n=1 ⊂ D удовлетворяет условию
Ньюмана, то она также удовлетворяет и условию Бляшке. Чтобы показать
это, достаточно взять в качестве f в неравенстве (53) функцию, тождественно
равную единице и поскольку |zn| < 1, n = 1, 2 . . .

∞∑
n=1

(1− |zn|) ≤
∞∑
n=1

(1− |zn|)(1 + |zn|) =
∞∑
n=1

(1− |zn|2) ≤ B.
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Предложение 7. В пространстве Харди H2 не существует фрейма
Даффина-Шеффера на основе дискретизированных ядер Сеге {en}∞n=1.

В предложении 4 было показано, что последовательность {zn}∞n=1 ⊂ D для
которой выполняется условие Бляшке, не является полной. Следовательно,
всякая последовательность из дискретизированных нормированных ядер Се-
ге {en}∞n=1, удовлетворяющая условию Ньюмана, заведомо не полна в H2. В
частности, не существует точек {zn}∞n=1 ⊂ D, для которых {en}∞n=1 образуют
фрейм Даффина-Шеффера. Однако, как будет показано далее, при выборе
более общего определения фрейма, построить фрейм на основе дискретизи-
рованных ядер Сеге становится возможным.

4. Банахов фрейм пространства Харди

4.1. Определение банахова фрейма

В 1989 г. Грохениг обобщил понятие фрейма на банаховы пространства
и ввел понятие атомарного разложения и банахова фрейма [10]. Его теория
получила развитие в работах Касаззы, Хана, Ларсона [2], Касаззы, Кристен-
сена, Стоевой [3] и т.д. Важным отличием атомарного разложения и бана-
хова фрейма по Грохенигу от классического определения фрейма Даффина-
Шеффера является то, что теорема о представлении не выполняется автома-
тически и её приходится постулировать отдельно.

Альтернативное определение банахова фрейма, основанное на исследова-
ниях Бари по биортогональным системам и базисам гильбертова простран-
ства, было предложено Терехиным в работе [27]. Это альтернативное опреде-
ление мы и рассмотрим далее.

Пусть дано сепарабельное банахово пространство F с сопряженным G =

F ∗ и 〈f, g〉 - значение непрерывного линейного функционала g ∈ G на векторе
f ∈ F .

Определение 21 (Модельное пространство). Банахово пространствоX, эле-
ментами которого являются числовые последовательности x = {xn}∞n=1 назы-
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вается модельным если система канонических ортов {εn}∞n=1 (εn = {δmn}∞m=1,
где δmn символ Кронекера) образует базис в X.

Примерами модельных пространств являются пространства lp, 1 ≤ p <

∞ и c0 (пространство всех последовательностей, сходящихся к 0 с равномер-
ной нормой). Примером пространства, не являющегося модельным, служит
пространство l∞ поскольку оно не сепарабельно. Примером сепарабельного,
но не модельного пространства служит пространство c с равномерной нормой
(его базисом служит набор канонических ортов {εn}∞n=1 с присоединенным
вектором (1, 1, . . . , 1, . . . )).

Произвольный непрерывный линейный функционал l на модельном про-
странстве однозначно определяется последовательностью своих значений
{l(εn)}∞n=1 на элементах естественного базиса. Поэтому сопряженное про-
странство X∗ изометрически изоморфно некоторому банахову пространству
Y , элементами которого являются числовые последовательности y = {yn}∞n=1

и любой непрерывный линейный функционал на модельном пространстве X
можно представить в виде (54).

〈x, y〉 =
∞∑
n=1

xnyn. (54)

Определение 22 (Банахов фрейм). Система {ϕn}∞n=1 ⊂ F \ {0} является
фреймом в банаховом пространстве F относительно модельного пространства
X c сопряженным пространством Y = X∗ если существуют постоянные 0 <

A ≤ B < ∞ такие, что для любого непрерывного линейного функционала
g ∈ G = F ∗ последовательность его коэффициентов Фурье удовлетворяет
неравенствам

A‖g‖G ≤ ‖{〈ϕn, g〉}∞n=1‖Y ≤ B‖g‖G. (55)

Оператор R : G→ Y называется оператором анализа

Rg = {〈ϕn, g〉}∞n=1. (56)
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Оператор S : X → F называется оператором синтеза

Sx =
∞∑
n=1

xnϕn, x = {xn}∞n=1 ∈ X. (57)

Заметим, что оператор анализа является сопряженным к оператору синтеза
R = S∗, но не наоборот. Определение фрейма (55) совпадает с определением
Даффина-Шеффера в случае, когда F = G = H гильбертово пространство
и X = Y = l2.

4.2. Представляющие свойства банахова фрейма

Важным отличием банахова фрейма (55) от атомарного разложения и
банахова фрейма по Грохенигу является то, что автоматически обеспечи-
вается справедливость следующей теоремы о представлении, доказанной в
работе [28].

Теорема 7. Пусть {ϕn}∞n=1 - фрейм в банаховом пространстве F относитель-
но модельного пространства X. Тогда для любого вектора f ∈ F существует
числовая последовательность {xn}∞n=1 ∈ X такая что f =

∑∞
n=1 xnϕn.

Модельное пространство определяется неоднозначно и влияет на тип схо-
димости ряда. Например, если естественный базис модельного пространства
X является безусловным, то представляющий ряд сходится к f безусловно.

Пусть как и ранее, X будет банаховым пространством последовательно-
стей с естественным базисом {εn}∞n=1 и его дуальное пространство X∗ изо-
морфно некоторому банахову пространству последовательностей Y .

Определение 23. Последовательность {fn}∞n=1 ⊂ F называется последова-
тельностью Бесселя в пространстве F относительно пространства X если
существует постоянная B > 0, такая что для всех ограниченных линейных
функционалов g ∈ G их коэффициенты Фурье 〈fn, g〉 удовлетворяют

‖{〈fn, g〉}∞n=1‖Y ≤ B‖g‖G. (58)

40



Лемма 1. Следующие утверждения эквивалентны:
(i) {fn}∞n=1 является последовательностью Бесселя в F относительно X,
(ii) для всех N = 1, 2, . . . и всех xn ∈ C, n = 1, . . . , N∥∥∥∥∥

N∑
n=1

xnfn

∥∥∥∥∥
F

≤ B

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xnen

∥∥∥∥∥
X

,

(iii) для всех x ∈ X ряд
∑∞

n=1 xnfn сходится в F .

Доказательство. (i) =⇒ (ii). Оператор анализа R : G→ Y определен как

Rg = {〈fn, g〉}∞n=1. (59)

Оператор (59) является ограниченным ‖Rg‖Y ≤ B‖g‖G по условию (i). Обо-
значим через X0 множество всех финитных последовательностей x = {xn} ⊂
C. Финитные последовательности аналогичны функциям с компактным но-
сителем и имеют бесконечное число элементов, но лишь конечное число из
них ненулевых. И пусть оператор S0 : X0 → F задан как

S0en = fn, n = 1, 2, . . . . (60)

Тогда для каждого x ∈ X0 мы имеем с учетом (60)∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xnfn

∥∥∥∥∥
F

= ‖S0x‖F = sup
‖g‖G≤1

|〈S0x, g〉| = sup
‖g‖G≤1

∣∣∣∑xn〈fn, g〉
∣∣∣ . (61)

Далее, рассматривая последнее выражение под модулем как действие функ-
ционала из пространства X∗ = Y на элемент пространства X, а также учи-
тывая неравенство (58) при ‖g‖G ≤ 1 продолжаем (61)

sup
‖g‖G≤1

∣∣∣∑xn〈fn, g〉
∣∣∣ = sup

‖g‖G≤1

|〈x,Rg〉| ≤ B‖x‖X = B

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xnen

∥∥∥∥∥
X

, (62)

что эквивалентно утверждению (ii).
(ii) =⇒ (iii). Равномерная непрерывность достаточна для расширения

оператора с плотного множества на все пространство. Как было показано,
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оператор S0 : X0 → F ограничен на X0, которое плотно в X. Поэтому S0

имеет единственное продолжение до ограниченного линейного оператора S :

X → F . Поскольку {en}∞n=1 является базисом пространства X, то

Sx = S
∞∑
n=1

xnen =
∞∑
n=1

xnfn, (63)

для всех x ∈ X. Поскольку оператор S ограничен, ряд
∑∞

n=1 xnfn сходится,
т.е. выполняется (iii). Если бы пространство X не имело канонический ба-
зис, то формулу (63) записать в явном виде было бы нельзя. Это было бы
некоторое продолжение в неявном виде.

(iii) =⇒ (i). Оператор синтеза S корректно определен Sx =
∑∞

n=1 xnfn,
x ∈ X. По теореме Банаха-Штейнгауза, применительно к последовательности
конечномерных операторов

SNx =
N∑
n=1

xnfn, N = 1, 2, . . . , (64)

таких что SNx → Sx, мы можем заключить, что S : X → F является огра-
ниченным оператором. Поскольку

〈Sx, g〉 =
∞∑
n=1

xn〈fn, g〉 = 〈x,Rg〉,

мы видим, что R : G → Y является сопряженным к оператору синтеза S и
поэтому R также ограничен, что эквивалентно (i).

Для применения теоремы Банаха-Штейнгауза к (64) в последнем пунк-
те доказательства леммы 1, оператор SN должен быть ограничен и то, что
сумма конечна еще не гарантирует этого. Элемент xn должен непрерывно
зависеть от x, что обеспечивается поскольку xn = 〈x, e∗n〉 и сопряженная си-
стема {e∗n}∞n=1 непрерывна для базиса {en}∞n=1.

Следующая лемма показывает, что банахов фрейм (55) является системой
представления.
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Лемма 2. Последовательность {fn}∞n=1 ⊂ F \ {0} является фреймом про-
странства F относительно модельного пространства X тогда и только тогда,
когда

(i) для всех x ∈ X ряд
∑∞

n=1 xnfn сходится в F ,

(ii) для всех f ∈ F существует элемент x ∈ X такой что f =
∑∞

n=1 xnfn.

Доказательство. Необходимость: Утверждение (i) следует из леммы 1, по-
скольку по определению фрейм является последовательностью Бесселя.
Нижнее фреймовое неравенство в (55) означает, что оператор анализа R :

G → Y является инъективным в операторном смысле. Поэтому оператор
синтеза S : X → F , который является предсопряженным к оператору R

является сюръекцией [17]. Следовательно, для каждой функции f ∈ F су-
ществует один или более элемент модельного пространства x ∈ X такой что
f = Sx =

∑∞
n=1 xnfn, что составляет утверждение (ii).

Необходимость: Утверждение (i) показывает, что оператор синтеза S яв-
ляется ограниченным, а утверждение (ii) то, что S сюръективен. Следова-
тельно, оператор анализа R : G → Y (который является сопряженным к
S) инъективен (нижнее неравенство) [17] и ограничен (верхнее неравенство):
A‖g‖G ≤ ‖Rg‖Y ≤ B‖g‖G, следовательно, фреймовые неравенства (55) вы-
полняются.

Инъективность в доказательстве леммы 2 понимается не в теоретико -
множественном смысле (Av = 0 =⇒ v = 0), а в более сильном операторном
смысле (‖Av‖ ≥ γ‖v‖). Отметим также, что любой фрейм является систе-
мой представления. Обратное так же верно: любая система представления
{fn}∞n=1 ⊂ F \ {0} является фреймом для пространства F относительно его
модельного пространства коэффициентов X(fn) состоящего из всех последо-
вательностей {xn}∞n=1 для которых ряд

∑∞
n=1 xnfn сходится в F . Пространство

коэффициентов X(fn) имеет норму

‖x‖X(fn) = sup
N=1,2,...

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xnfn

∥∥∥∥∥
F

. (65)
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В общем случае, одна и та же система представления может быть фреймом
относительно различных модельных пространств X.

4.3. Построение банахова фрейма пространства Харди

В качестве точек дискретизации ядра Сеге (52) рассмотрим точки
{zn}∞n=1 ⊂ D, равномерно расположенные на концентрических окружностях
c радиусами {rk}∞k=1. На каждом радиусе rk размещается nk точек

zn = zk,j = rke
2πij
nk , j = 0, . . . , nk−1, k = 1, 2 . . . . (66)

Пусть на радиусе rk находится 2k точек и значение каждого радиуса rk одно-
значно определяется индексом k

nk = 2k, rk = 1− 1

2k
, k = 1, 2 . . . . (67)

Сначала докажем вспомогательную лемму об эквивалентности конечно-
мерных норм для ядер Сеге {ej}n−1

j=0 ⊂ H2, дискретизированных в точках
{zj}n−1

j=0 ⊂ D, равномерно расположенных на одном радиусе r

ej = (1− r2)
1
2Kzj , zj = re−

2πij
n , j = 0, . . . , n− 1. (68)

Отметим, что дискретное преобразование Фурье - это унитарный оператор
в n-мерном унитарном пространстве l2n, определяемый равенством

ξ̂k = Fξ =
1√
n

n−1∑
j=0

ξje
− 2πijk

n , k = 0, . . . , n− 1. (69)

Лемма 3. Для всех n ∈ N и r ∈ (0, 1) выполняются неравенства

r2nn(1− r2)

1− r2n

n−1∑
j=0

|ξj|2 ≤

∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

ξjej

∥∥∥∥∥
2

H2

≤ n(1− r2)

1− r2n

n−1∑
j=0

|ξj|2. (70)

Доказательство. Используя выражение (68), определение ядра Сеге (12) и
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сумму геометрического ряда

n−1∑
j=0

ξjej(z) =
n−1∑
j=0

ξj(1− r2)
1
2

1− re− 2πij
n z

= (1− r2)
1
2

n−1∑
j=0

∞∑
k=0

ξjr
ke−

2πijk
n zk =

= (1− r2)
1
2

∞∑
k=0

rk

(
n−1∑
j=0

ξje
− 2πijk

n

)
zk.

(71)

C учетом выражения (9) для нормы пространства H2, из формулы (71)∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

ξjej

∥∥∥∥∥
2

H2

= (1− r2)
∞∑
k=0

r2k

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ξje
− 2πijk

n

∣∣∣∣∣
2

, (72)

где мы использовали то, что 0 < r < 1 и |z| = 1 при рассмотрении нормы.
Учитывая периодичность экспонент e−

2πij(ln+k)
n = e−

2πijk
n по модулю n и

делая замену k = ln+ k (напомним, что n фиксировано) находим∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

ξjej

∥∥∥∥∥
2

H2

= (1− r2)
∞∑
l=0

n−1∑
k=0

r2(ln+k)

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ξje
− 2πij(ln+k)

n

∣∣∣∣∣
2

=

= (1− r2)
∞∑
l=0

r2ln
n−1∑
k=0

r2k

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ξje
− 2πijk

n

∣∣∣∣∣
2

=

= (1− r2)
n−1∑
k=0

r2k

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ξje
− 2πijk

n

∣∣∣∣∣
2

×
∞∑
l=0

r2ln =
n(1− r2)

1− r2n

n−1∑
k=0

r2k‖ξ̂k‖2,

(73)

где последнее равенство получается с использованием дискретного преобра-
зования Фурье (69) и выражения для суммы степенного ряда.

Используя тривиальные оценки r2n < r2k < 1 (поскольку n > k и 0 < r <

1) для r2k в формуле (73) и унитарность дискретного преобразования Фурье
‖ξ̂‖2 = 〈Fξ,Fξ〉 = 〈ξ,FF∗ξ〉 = 〈ξ, ξ〉 = ‖ξ‖2 получаем неравенства (70).

В теореме 8 будет показано, каким должно быть модельное пространство,
чтобы представляющий ряд на основе дискретизированных ядер Сеге схо-
дился безусловно. Вопрос о том, является ли эта система фреймом, будет
рассмотрен в теореме 9.
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Теорема 8. Пусть точки дискретизации {zn}∞n=1 имеют вид (66) и (67). Тогда
следующие условия эквивалентны:

а) для коэффициентов ξn = ξk,j ряда
∑∞

n=1 ξnen выполняется условие

∞∑
k=1

(
nk−1∑
j=0

|ξk,j|2
) 1

2

<∞, (74)

б) ряд
∑∞

n=1 ξnen абсолютно сходится по блокам в H2

∞∑
k=1

∥∥∥∥∥
nk−1∑
j=0

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥
H2

<∞. (75)

При выполнении одного из этих эквивалентных условий ряд
∑∞

n=1 ξnen

сходится в H2 безусловно.

Доказательство. Согласно лемме 3 для всех k = 1, 2... имеем

r2nk
k nk(1− r2

k)

1− r2nk
k

nk−1∑
j=0

|ξk,j|2 ≤

∥∥∥∥∥
nk−1∑
j=0

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥
2

H2

≤

≤ nk(1− r2
k)

1− r2nk
k

nk−1∑
j=0

|ξk,j|2.

(76)

В соответствии с выбором rk и nk (67), r2nk
k < e−2 для всех k, поскольку

используя второй замечательный предел имеем

r2nk
k =

(
1− 1

2k

)2·2k

→ e−2, k →∞. (77)

С другой стороны, при k = 1 имеем r2nk
k =

(
1− 1

2

)4
=
(

1
2

)4. Таким обра-
зом, справедлива двухсторонняя оценка на r2nk

k(
1

2

)4

≤ r2nk
k ≤ e−2, k = 1, 2, . . . . (78)

Для получение оценок на nk(1− r2
k) преобразуем (67)

1− rk =
1

2k
=⇒ (1− rk)(1 + rk)

(1 + rk)
=

1

2k
=⇒ 2k(1− r2

k) = 1 + rk. (79)
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Поскольку 0 < rk < 1 и nk = 2k, имеем двухстороннюю оценку

1 < nk(1− r2
k) < 2. (80)

Используем оценки (78) и (80) в неравенствах (76), а также возьмем квадрат-
ный корень и просуммируем по k(

1

15

) 1
2
∞∑
k=1

(
nk−1∑
j=0

|ξk,j|2
) 1

2

≤
∞∑
k=1

∥∥∥∥∥
nk−1∑
j=0

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥
H2

≤

≤
(

2

1− e−2

) 1
2
∞∑
k=1

(
nk−1∑
j=0

|ξk,j|2
) 1

2

(81)

Таким образом установлена эквивалентность а) ⇐⇒ б) – один из рядов
сходится тогда и только тогда, когда сходится другой. Осталось показать, что
из абсолютной сходимости по блокам следует безусловная сходимость ряда∑∞

n=1 ξnen.
Семейство функций {fλ} банахова пространства F называется суммиру-

емым, если для любого ε > 0 существует конечное множество Ω0 ⊂ N, такое
что ∥∥∥∥∥f −∑

λ∈Ω

fλ

∥∥∥∥∥
F

< ε, ∀ конечных Ω ⊇ Ω0.

Пусть ряд
∑∞

n=1 ξnen абсолютно сходится по блокам. Используя доказан-
ную эквивалентность между сходимостью ряда (75) и сходимостью ряда из
коэффициентов (74), для любого ε > 0 можно выбрать k0 ∈ N такое, что

∞∑
k=k0

(
nk−1∑
j=0

|ξk,j|2
) 1

2

< ε (82)

Обозначим как I0 конечное множество всех индексов (k, j), для которых
k = 1, ..., k0 − 1 и j = 0, ..., nk − 1. Для произвольного конечного множества
I индексов (k, j) такого что I ⊃ I0, используя неравенство треугольника и
оценку сверху в (81) имеем∥∥∥∥∥∥

∑
(k,j)6∈I

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥∥
H2

≤
∞∑
k=k0

∥∥∥∥∥∥
∑

j:(k,j) 6∈I

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥∥
H2

≤
(

2

1− e−2

)
ε. (83)
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Это означает, что семейство {ξk,jek,j} является суммируемым, что равносиль-
но его безусловной сходимости [18].

Теорема 8 побуждает выбрать в качестве модельного пространстваX про-
странство со смешанной нормой

X =

( ∞⊕
k=1

l2nk

)
l1

, ‖x‖X =
∞∑
k=1

(
nk−1∑
j=0

|xkj |2
) 1

2

. (84)

Следующая теорема является центральной в работе. В ней показано по-
строение банахова фрейма в пространстве Харди H2 на основе дискретизи-
рованных ядер Сеге.

Теорема 9. Пусть точки дискретизации {zn}∞n=1 ∈ D имеют вид (66) и (67).
Тогда последовательность нормированных дискретизированных ядер Сеге

en = (1− |zn|2)
1
2Kzn (85)

является банаховых фреймом в H2 относительно модельного пространства
(84).

Доказательство. Определим операторы синтеза S : X → H2 и анализа R :

H2 → X∗ аналогично тому, как делали ранее

Sξ =
∞∑
n=1

ξnen, (86)

Rg = {(en, g)}∞n=1. (87)

Оператор синтеза S является корректно определенным линейным опера-
тором, поскольку соответствующий ряд сходится согласно теореме 8. Также,
согласно теореме 8, оператор синтеза S ограничен. Действительно, используя
неравенство треугольника и принимая B =

(
2

1−e−2
) 1

2 в обозначениях теоремы
8 получаем

‖Sξ‖H2 ≤
∞∑
k=1

∥∥∥∥∥
nk−1∑
j=0

ξk,jek,j

∥∥∥∥∥
H2

≤ B‖ξ‖X .
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Оператор анализа R является сопряженным к оператору синтеза S

〈Sξ, g〉 =

〈 ∞∑
n=1

ξnen, g

〉
=

∞∑
n=1

ξn〈en, g〉 = 〈ξ, Rg〉. (88)

Поскольку норма оператора равна норме сопряженного ‖S‖ = ‖R‖ = B, то
‖Rg‖X∗ ≤ B‖g‖H2 и верхнее фреймовое неравенство из (35) имеет вид

‖{(en, g)}∞n=1‖X∗ ≤ B‖g‖H2 =

(
2

1− e−2

) 1
2

‖g‖H2. (89)

Перейдем к получению нижнего фреймового неравенства. Сопряженным X∗

к модельному пространству X является

X∗ =

( ∞⊕
k=1

l2nk

)
l∞

, ‖y‖X∗ = sup
k=1,2,...

(
nk−1∑
j=0

|ykj |2
) 1

2

. (90)

Учитывая определение нормализованного ядра Сеге (85), вид сопряжен-
ного пространства (90) и используя воспроизводящее свойство ядра Сеге
〈Kζ , g〉 = g(ζ), нижнее фреймовое неравенство можно записать в виде

‖{(en, g)}∞n=1‖X∗ = sup
k=1,2,...

(
(1− r2

k)

nk−1∑
j=0

∣∣g(rke
2πij
nk )
∣∣2) 1

2

≥ A‖g‖H2. (91)

Функция g принадлежит диск-алгебре A(D) если она аналитична в D и
непрерывна в D = (|z| ≤ 1). Сначала мы докажем существование нижней
границы фрейма (91) для g ∈ A(D), а потом обобщим результат на g ∈ H2.
Поскольку функция G(z) = |g(z)|2 непрерывна на компактном множестве D
она равномерно непрерывна: для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что
для произвольных z, ζ ∈ D из условия |z − ζ| < δ следует |G(z)−G(ζ)| < ε.

Рассмотрим семейство функций Gr(t) = |g(reit)|2, 0 < r ≤ 1. Для всех
0 < r ≤ 1 справедлива оценка |reis − reit| ≤ |s − t|. Действительно, делая
замену переменных s− t = 2p при |s− t| < 2π получаем

|reis − reit| = r
∣∣∣eit(ei(s−t) − 1)

∣∣∣ = r
∣∣eiteip(eip − e−ip)∣∣ =

= 2
∣∣ieiteip sin p

∣∣ = 2 |sin p| ≤ 2
|s− t|

2
= |s− t|.

(92)
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Выбирая t, s ∈ R таким образом, чтобы выполнялось |s− t| < δ и исполь-
зуя определение равномерной непрерывности получаем для всех 0 < r ≤ 1

|Gr(s) − Gr(t)| = |G(reis) − G(reit)| < ε, что эквивалентно равностепенной
непрерывности семейства функций Gr(t) = |g(reit)|2, 0 < r ≤ 1, g ∈ A(D).

Кроме того, Gr(t) стремится к G1(t) при r → 1 равномерно по t. В самом
деле, выберем r так, чтобы 1− r < δ. Поскольку |reit− eit| = (1− r) < δ для
всех 0 < r ≤ 1, то по определению равномерной непрерывности имеем для
всех t ∈ R, |Gr(t)−G1(t)| = |h(reit)− h(eit)| < ε.

Покажем, что интегральные суммы Римана функций Gr(t) = |g(reit)|2

S(Gr,κn) =
2π

n

n−1∑
j=0

Gr

(
2πj

n

)
, 0 < r ≤ 1, (93)

соответствующие разбиениям κn =
{

2πj
n

}∞
j=0

отрезка [0, 2π], сходятся к∫ 2π

0 G1(t)dt = 2π‖g‖2
2 при r → 1 и n → ∞. Доказательство этого факта

будем производить в 2 этапа. Cначала покажем, что S(Gr,κn) сходятся к∫ 2π

0 Gr(t)dt, далее покажем, что
∫ 2π

0 Gr(t)dt сходятся
∫ 2π

0 G1(t)dt.

Оценим S(Gr,κn)→
∫ 2π

0 Gr(t)dt :

∣∣∣∣S(Gr,κn)−
∫ 2π

0

Gr(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2πn
n−1∑
j=0

Gr

(
2πj

n

)
−

n−1∑
j=0

∫ 2π(j+1)
n

2πj
n

Gr(t)dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

∫ 2π(j+1)
n

2πj
n

Gr

(
2πj

n

)
−

n−1∑
j=0

∫ 2π(j+1)
n

2πj
n

Gr(t)dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

∫ 2π(j+1)
n

2πj
n

[
Gr

(
2πj

n

)
−Gr(t)

]
dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n−1∑
j=0

∫ 2π(j+1)
n

2πj
n

∣∣∣∣Gr

(
2πj

n

)
−Gr(t)

∣∣∣∣ dt ≤ 2πω

(
{Gr}0<r≤1,

2π

n

)
,

(94)
где ω({Gr}0<r≤1, δ) = sup0<r≤1 sup|s−t|<δ |Gr(s)−Gr(t)| - модуль непрерывно-
сти семейства функций Gr(t).

Модуль непрерывности ω({Gr}0<r≤1, δ) мажорируется модулем непрерыв-
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ности функции g(z)

ω(g, δ) = sup
|ζ−z|<δ

|g(ζ)− g(z)| (95)

поскольку согласно (92) справедлива оценка |ζ − z| = |reis − reit| ≤ |s− t| и
следовательно множество |s− t| < δ включено во множество |ζ − z| < δ.

Покажем
∫ 2π

0 Gr(t)dt→
∫ 2π

0 G1(t)dt. Имеем∣∣∣∣∫ 2π

0

Gr(t)dt−
∫ 2π

0

G1(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

∣∣∣|g(reit)|2 − |g(eit)|2
∣∣∣dt =

=

∫ 2π

0

∣∣∣(|g(reit)|+ |g(eit)|
)(
|g(reit)| − |g(eit)|

)∣∣∣dt ≤
≤
∫ 2π

0

2 max
{
|g(z)||z ∈ D

}∣∣∣(|g(reit)| − |g(eit)|
)∣∣∣dt =

= 2‖g‖A(D)

∫ 2π

0

∣∣∣|g(reit)| − |g(eit)|
∣∣∣dt ≤ 2‖g‖A(D)2πω(g, 1− r),

(96)

где последнее неравенство выполняется поскольку расстояние между точка-
ми reit и g(eit) составляет 1− r.

Комбинируя оценки (94) и (96), при r → 1 и n→∞∣∣∣∣S(Gr,κn)−
∫ 2π

0

G1(t)dt

∣∣∣∣ ≤ C1ω

(
g,

2π

n

)
+ C2ω(g, 1− r)→ 0. (97)

Мы показали, что интегральные суммы S(Gr,κn) сходятся к
∫ 2π

0 G1(t)dt =

2π‖g‖2
2. Это означает, что для S(Gr,κn) (93) справедливо предельное соотно-

шение

lim
k→∞

(
1

nk

nk−1∑
j=0

∣∣g(rke
2πij
nk )
∣∣2) 1

2

= ‖g‖H2. (98)

Поскольку limk→∞ ≤ supk и для всех k = 1, 2... справедливо неравенство

1

nk
≤ 1− r2

k ⇐⇒
1

2k
≤ 2

2k
− 1

22k
⇐⇒ 1 ≤ 2− 1

2k
,

то из соотношения (98) следует нижнее фреймовое неравенство (91) с посто-
янной A = 1 для функций g ∈ A(D). Пусть теперь функция g принадле-
жит пространству H2 (не обязательно A(D)). Возьмем произвольное ε > 0
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и выберем gε ∈ A(D) так, чтобы ‖g − gε‖H2 < ε. Тогда в силу (89) имеем
‖R(g − gε)‖X∗ < Bε и поскольку R линеен

‖Rg‖E∗ = ‖R(g + gε − gε)‖X∗ = ‖R(gε)−R(g − gε)‖X∗ ≥

≥ ‖R(gε)‖X∗ − ‖R(g − gε)‖X∗ ≥ ‖gε‖H2 −Bε ≥ ‖g‖H2 − (1 +B)ε,
(99)

где в предпоследнем неравенстве учтены оценки на нижнюю и верхнюю гра-
ницы фрейма, а в последнем использовали ‖g‖H2 − ‖gε‖H2 ≤ ‖g − gε‖H2 < ε.
Поскольку ε > 0 произвольно, то получаем (91) для всех g ∈ H2.

В явном виде фрейм пространства Харди H2 на основе дискретизирован-
ных ядер Сеге можно записать следующим образом

‖g‖H2 ≤ sup
k=1,2...

( 2

2k
− 1

22k

) 2k−1∑
j=0

∣∣∣g ([1− 2−k
]
e

2πij

2k

)∣∣∣2
 1

2

≤

≤
(

2

1− e−2

) 1
2

‖g‖H2

(100)
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А. М. ВОДОЛАЗОВ, С. Ф. ЛУКОМСКИЙ

Быстрое дискретное преобразование Фурье в неразветвленных
расширениях поля p-адических чисел

1. Введение

В последние годы активно изучаются вопросы построения всплесковых ба-
зисов на локальных полях. В работах [1–7] была разработана вейвлет-теория
на таких полях. В [1] был построен базис Хаара в локальном поле; в [5–7]
приведены методы для построения не Хааровских вейвлетов. Правда, в этих
работах рассмотрены только поля положительной характеристики. Большое
количество работ посвящен вейвлет-анализу в области p-адических чисел,
например [8–14]. Практический интерес вызывают ступенчатые вейвлеты с
компактным носителем, в частности из-за приложений к цифровой обработ-
ке изображений. Для локальных полей нулевой характеристики такие функ-
ции изучаются в ратобах [15–17]. Фурье преобразование является основным
инструментом в теории вейвлетов. В этой статье мы представляем быстрый
алгоритм дискретного преобразования Фурье для неразветвленных расши-
рений полей p-адических чисел. Работа организована следующим образом.
В разделе 2 мы вводим необходимые факты о локальных полях нулевой ха-
рактеристики. В разделе 3 мы определите функции Радемахера и опишитем
представление функций с компактным носителем через произведения функ-
ций Радемахера. Наконец, в разделе 4 мы приводим быстрые алгоритмы как
для прямых, так и для обратных преобразований Фурье в неразветвленных
расширениях поля -адических чисел и найдем сложность этих алгоритмов.

2. Представление локального поля нулевой характеристики

Пусть K – локальное поле нулевой характеристики, являющееся конеч-
ным расширением поля p-адических чисел Qp и пусть степень расширения
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равна n = se. (см. [18]) Поле K является линейным пространством размер-
ности n над Qp. p-адическая норма продолжается с Qp на K, т.е.

|x|K = |x|p x ∈ Qp.

Элементы из K для которых |x|K ≤ 1 образуют кольцо V , оно содержит
единственный максимальный идеал P = {x ∈ K : |x|K < 1}. Этот идеал –
главный. Образующий элемент обозначим за π, он имеет наибольшую норму
среди элементов P . Фактор кольцо V/P изоморфно конечному полю GF (ps).
Это поле является линейным пространством над GF (p) степени s. Элементы
базиса GF (ps) над GF (p) при изоморфизме пусть переходят в ε0, . . . , εs−1.
Элементы ε0, . . . , εs−1 являются единицами кольца V . Образующий элемент
идеала P можно выбрать таким образом, чтобы πe = p. Тогда элементы

ε0, . . . , εs−1, ε0π, . . . , εs−1π, . . . , ε0π
e−1 . . . , εs−1π

e−1

образуют базис поля K над Qp. Есть изоморфизм

K ∼= ε0Qp ⊕ · · · ⊕ εs−1π
e−1Qp.

Для элемента x ∈ K имеется разложение

x =

s−1,e−1∑
i=0,j=0

xi,jεiπ
j xi,j ∈ Qp.

Можно найти норму |π|. Так как πe = p, то |πe|K = |p|K = |p|Qp = 1
p . Поэтому

|π|e = 1
p ⇒ |π| =

1

p
1
e
.

Мы будем рассматривать поле K как совокупность бесконечных последо-
вательностей

x = (. . . , α−n, α−n+1, . . . , α−1, α0, α1, . . . ), αi ∈ {0, . . . , p− 1},

в которых только конечное число αi с отрицательными номерами не равны
нулю. Чтобы определить норму элемента x записываем его в виде

x = (αsk+j)k∈Z,j=0,s−1
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и полагаем

|x|K =
1

pek0
, где k0 = min{k :

s−1∑
j=0

|αsk+j)| > 0}

Поэтому элемент x ∈ V можно записать в виде

x = (α0ε0 + · · ·+ αs−1εs−1) + (αsε0 + · · ·+ αs+s−1εs−1)π+

+ · · ·+ (αskε0 + αsk+1ε1 + · · ·+ αsk+s−1εs−1)π
k + . . . .

Операция сложения определяется покоординатно с переносом возникающей
при переполнении единицы на n позиций вправо.

Умножение x · a на элемент a ∈ {0, 1, . . . , p− 1} определяется равенством

x · a = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
a-раз

.

Умножение x · π на элемент x = (αi) определяется сдвигом αi 7→ αi+s на s
разрядов вправо. При умножении на элементы ε0, ε1, . . . , εs−1 мы используем
правила умножения из изоморфизма с полем GF (ps), элемент (α0ε0 + · · · +
αs−1εs−1)εi преобразуем в некоторый элемент

α′0ε0 + α′1ε1 + · · ·+ α′s−1εs−1.

3. Характеры поля K

Аддитивная группа K+ изоморфна произведению групп Q+
p p-адических

чисел. Отображение ϕ : K+ → (Q+
p )n определяется по правилу

ϕ(x) = (x0,0, x0,1, . . . , xs−1,e−1)

Поэтому χ = χ0,0 · χ0,1 · · · · · χs−1,e−1, где χi,j – характер поля Qp. Пусть
x = (αi)i∈Z ∈ K. Запишем x в виде x =

∑s−1,e−1
i=0,j=0 xi,jεiπ

j , xi,j ∈ Qp., где
xi,j =

∑
t∈Z αni+jp

t

Характер χi,j(xa,b) = 1 при i 6= a или j 6= b. Обозначим Vm = πmV , тогда

· · · ⊂ Vm+1 ⊂ Vm ⊂ Vm−1 ⊂ . . .
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Vm/Vm+1
∼= GF (ps).

Для аннуляторов подгрупп Vm имеем

· · · ⊃ (Vm+1)
⊥ ⊃ (Vm)⊥ ⊃ (Vm−1)

⊥ ⊃ . . . .

Определим разложение характеров через функции Радемахера, т.е. характе-
ры χ ∈ V ⊥m \V ⊥m−1. Из изоморфизма у нас есть s образующих характеров в
V ⊥m , которые не принадлежат V ⊥m−1, обозначим их rm,0 – (соответствуют ε0),
rm,j – (соответствуют εj), rm,s−1 – (соответствуют εs−1). Пусть x = (αi). Если
i ≥ sk + ν, 0 ≤ ν ≤ s− 1 и k > m, то rm,j(αi) = 1.

Пусть t = ea+ b, 0 ≤ b ≤ e− 1, πt = πea+b = pa · πb. Запишем x в виде

x = . . . +̇πm−e(αs(e−l)+0ε0 + · · ·+ αs(e−l)+s−1εs−1) . . . +̇

πm−1(αs(m−1)+0ε0 + αs(m−1)+1ε1 + · · ·+ αs(m−1)+s−1εs−1) + . . .

+πm(αsm+0ε0 + αsm+1ε1 + · · ·+ αsm+s−1εs−1) + . . .

Определим функции Радемахера rm,j равенствами rm,j(αsm+i) = 1 при i 6= j

и rm,j(αsm+j) = e2πi
αsm+j

p , rm,j(αs(m−c)+j) = 1, если c не делится на e,

rm,j(αs(m−lν)+j) = e
2πi

αs(m−lν)+j
pν+1 .

Замечание. Если мы разобьем последовательность αnd+ν, 0 ≤ ν ≤ n− 1,
на n подпоследовательностей,

α0, α1, . . . , αn, αn+1, . . . , α2n, . . .

то на подчеркнутых элементах характер равен 1.

Определение 3..1. Пусть αm = (αm,0, αm,1, . . . , αm,s−1). Обозначим

rαmm = r
αm,0
m,0 r

αm,1
m,1 . . . r

αm,s−1
m,s−1 ,

где αi,j ∈ {0, . . . , p− 1}.

Определение 3..2. Множество D−M(N) (M,N ∈ N) множество функций с
носителем V−M и постоянных на смежных классах VN .
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Теорема 3..1. Функции rα0
0 rα1

1 . . . r
αN−1
N−1 1V образуют ортогональнальный базис

в D0(N).

Доказательство.
Из свойств характеров известно, что они образуют ортогнальную систе-

му. Так же любая функция f ∈ D0(N) определяется на классах a + πNVK ,
количество классов – psN . Размерность пространства D0(N) равна psN . Мно-
жество характеров rα0

0 . . . r
αN−1
N−1 , имеет мощность тоже psN . Значит функции

rα0
0 rα1

1 . . . r
αN−1
N−1 1V образуют ортогональнальный базис в D0(N).

4. Быстрое преобразование Фурье

В этом разделе мы рассматриваем неразветвленные расширения. То есть
параметр e = 1, а образующий π = p.

Из теоремы предыдущего раздела для f ∈ D0(N), имеем разложение

f =
∑

αi∈GF (ps)

cα0...αN−1r
α0
0 . . . r

αN−1
N−1 .

Числа cα0...αN−1 называются коэффициентами Фурье. Наша задача указать
быстрый алгоритм для нахождения этих коэффициентов.

Для быстрого дискретного преобразования Фурье получим реккурентную
формулу использую представление

f =
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1

∑
cα0...αN−1r

α0
0 . . . r

αN−2
N−2︸ ︷︷ ︸

fαN−1

fαN−1 =
∑

cα0...αN−1r
α0
0 . . . r

αN−2
N−2

и все характеры, входящие в r0, . . . , rN−2 содержатся в (VN−1)
⊥. Это означает,

что функции fαN−1 постоянны на смежных классах по VN−1 .

f (N)(x) =
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1 (x)f

(N−1)
(ᾱN−1)(x).

Пусть элемент x имеет разложение

x = a0p
0 + · · ·+ aN−1p

N−1 + VN ,
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тогда

f (N)
aN−1...a0

=
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1 (aN−1p

N−1) · rαN−1N−1 (a0p
0 + · · ·+

+aN−2p
N−2) · f (N−1)

(αN−1)aN−2...a0
,

где f (N−1)
(αN−1)aN−1...a0

есть значение функции f (N−1)
(αN−1) на представителе класса

x = a0p
0 + · · ·+ aN−1p

N−1 + VN .

По известным значениям f (N)
aN−1...a0 решая систему уранений с матрицей строки

которой являются ортогональными находим f
(N−1)
(αN−1). Далее используем для

значений f (N−1)
(αN−1) разложением

f
(N−1)
(aN−1)aN−2...a0

=
∑

αN−2∈GF (ps)

r
αN−2
N−2 (aN−2p

N−2) · rαN−2N−2 (a0 + · · ·+

+aN−3p
N−3) · f (N−2)

(αN−1aN−2)...a0
,

определяем значения f
(N−2)
(αN−1aN−2)...a0

. На последнем шаге получаем значения
коэффициентов Фурье cα0...αN−1.

Вычислим количество операций. Для решения системы на первом ша-
ге требуется порядка p2s комплексных операций, так как матрица системы
ортогональна. Аналогичная оценка получается для следующих шагов. Все-
го шагов N . В результате получаем оценку на общее количество операций
порядка NpN . Если у нас M неизвестных коэффициентов Фурье, для их на-
хождения нам потребуется порядка MlnM операций.
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А. М. ВОДОЛАЗОВ, П. А. ТЕРЕХИН

Коммутант p-адического мультисдвига
и радиальные функции 1

1. Введение

Хорошо известно, какую роль играют аффинные системы функций, в
частности, системы сжатий и сдвигов, в задачах построения базисов и фрей-
мов в различных функциональных пространствах. Примерами аффинных
систем являются классические и обобщенные системы функций Хаара, за-
данные на подмножествах евклидовых пространств, компактных нульмерных
групп, локальных полей.

Изучение общих аффинных систем типа Хаара, порожденных произволь-
ной функцией, продиктовано необходимостью построения функциональных
систем, обладающих наряду с присущими классическим функциям Хаара
свойствами

когерентности: значения всех функций, составляющих систему, определя-
ются значениями одной порождающей функции;

локализованности: мера носителей функций стремится к нулю;
самоподобия: система естественным образом разбивается на уровни (пач-

ки), повторяя на каждом следующем уровне структуру предыдущего;
также дополнительными свойствами гладкости либо фрактальности, на-

личием симметрий и других геометрических характеристик, которыми клас-
сические функции Хаара зачастую не обладают.

В настоящей статье мы рассматриваем аффинные системы функций типа
Хаара или типа Уолша, т.е. системы сжатий и сдвигов или системы сжа-
тий и модуляций, порожденные произвольной функцией, заданной на кольце
целых p-адических чисел, с точки зрения их операторной генерации посред-
ством структуры p-адического мультисдвига. Мы определяем p-адический

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, проект 18-01-
00414.
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мультисдвиг как специальный набор изометрий S0, . . . , Sp−1 гильбертова про-
странстваH = L2

0(Zp), состоящего из функций f ∈ L2(Zp) с нулевым средним
значением

∫
Zp f(x) dx = 0, и исследуем вопрос об описании коммутанта муль-

тисдвига. А именно, мы выясняем структуру оператора T , перестановочного
с мультисдвигом: TSj = SjT , j = 0, . . . , p−1, уделяя особое внимание вопросу
об ограниченности такого оператора T : H → H и получению точных значе-
ний или оценок его нормы ‖T‖. Наш вопрос аналогичен вопросу, поднятому
в статьях [1] и [2] для систем сжатий и сдвигов на единичном отрезке [0, 1],
т.е. в ситуации, соответствующей случаю p = 2 с учетом использования стан-
дартного отображения Монны [0, 1] на Z2. Тем не менее, в рассматриваемом
нами общем случе простого числа p полученные здесь результаты не толь-
ко не являются автоматическим переносом результатов упомянутых работ,
но позволяют обнаружить новый эффект зависимости свойств оператора T
от параметра p в том случае, когда этот оператор определяется по сути “од-
ной и той же” функцией, хотя бы и заданной на различных множествах Zp
(соответствующим примером служат радиальные функции f(x) = u(|x|p),
x ∈ Zp, которые определяются по функции u(t), 0 < t ≤ 1, и порождают
семейство перестановочных с мультисдвигом операторов Tf , действующих в
пространствах H = L2

0(Zp) при различных p). Иллюстрацией данного эф-
фекта служит теорема 4 из п. 8 настоящей статьи. Наконец, отметим, что
условия ограниченности оператора, перестановочного с p-адическим муль-
тисдвигом, эквивалентны условиям бесселевости аффинных систем функций
типа Хаара и Уолша, определяемых в п. 6. Замечая, что бесселевость системы
является промежуточным этапом к доказательству ее базисности по Риссу,
укажем на связь рассматриваемого нами вопроса с многочисленными иссле-
дованиями условий системы Бесселя и базиса Рисса в классической ситуации
систем сжатий и сдвигов на числовой прямой, часть из которых упомянута в
монографии [3].
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2. Накрывающее отображение и полугруппа аффинных
преобразований

Рассмотрим отображение ϕ : Zp → Zp, определяемое равенством

ϕ(x) =
x

p
mod Zp. (1)

Используя каноническое разложение целого p-адического числа

x =
∞∑
k=0

ξkp
k,

в котором ξk ∈ {0, . . . , p− 1} — цифры x, запишем действие отображения (1)
в следующем виде

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ξk+1p
k.

Для каждого x ∈ Zp имеется в точности p прообразов

ϕ−1(x) = {ϕ−1
j (x)}p−1

j=0,

которые находятся посредством применения аффинных преобразований

ϕ−1
j (x) = j + px, j = 0, . . . , p− 1. (2)

При этом Zp является дизъюнктным объединением образов этих аффинных
преобразований

Zp =

p−1⋃
j=0

ϕ−1
j (Zp). (3)

Это означает, что ϕ : Zp → Zp — накрывающее отображение.
Итерации аффинных преобразований (2) обозначим

ϕ−1
α (x) := ϕ−1

α0
. . . ϕ−1

αk−1
(x) = α0 + . . .+ αk−1p

k−1 + pkx, (4)

полагая здесь и всюду в дальнейшем

α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A :=
∞⋃
k=0

{0, . . . , p− 1}k. (5)

65



Множество индексов A можно рассматривать как множество вершин беско-
нечного полного p-ичного дерева или как свободную полугруппу с p образу-
ющими относительно конкатенации

αβ = (α0, . . . , αk−1, β0, . . . , βl−1).

Семейство {ϕ−1
α }α∈A, определенное соотношенями (4) и (5), образует полу-

группу аффинных преобразований Zp (представление свободной полугруппы
A). Из разбиения (3) следует, что для каждого k = 0, 1, . . . имеет место раз-
биение

Zp =
⋃

α∈{0,...,p−1}k
ϕ−1
α (Zp).

Метрическая структура и мера на Zp полностью определяются накры-
вающим отображением ϕ и ассоциированной с ним полугруппой аффинных
преобразований {ϕ−1

α }α∈A. А именно, семейство

Bα = ϕ−1
α (Zp) = {x ∈ Zp : ξ0 = α0, . . . , ξk−1 = αk−1},

α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

совпадает с совокупностью всех (открыто-замкнутых) шаров

{x ∈ Zp : |x− a|p ≤ p−k}, a ∈ Zp, k = 0, 1, . . . ,

где | · |p — p-адическая норма.
Семейство {Bα}α∈A (после добавления к нему пустого множества ∅) обра-

зует полукольцо множеств и функция множества

|Bα| =
1

pk
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

является мерой на этом полукольце. Применение классической конструкции
продолжения меры приводит к мере Лебега |A|, определенной на σ-алгебре
измеримых (по Лебегу) множеств A ⊂ Zp. При этом имеем

|ϕ−1(A)| = |A|,
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т.е. накрывающее отображение ϕ является сохраняющим меру преобразова-
нием. Кроме того, отображение ϕ обладает свойством перемешивания:

lim
k→∞
|ϕ−k(A1) ∩ A2| = |A1| · |A2| (6)

для любых измеримых множеств A1, A2 ⊂ Zp.

3. Мультисдвиг в гильбертовом пространстве

В теории функций и функциональном анализе хорошо известен (см.,
напр., [4]) оператор кратного одностороннего сдвига, определяемый как изо-
метрия V гильбертова пространстваH, для которой существует подпростран-
ство E ⊂ H такое, что справедливо представление

H =
∞⊕
k=0

V kE.

Следующая операторная структура мультисдвига в гильбертовом простран-
стве введена в статье [5].

Определение 24. Набор изометрий V0, . . . , Vp−1 гильбертова пространства
H называется мультисдвигом, если существует подпространство E ⊂ H та-
кое, что справедливо представление

H =
⊕
α∈A

V αE, (7)

где
V α = Vα0

. . . Vαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— операторные произведения.
Подпространство E называется порождающим, а его размерность dimE

— кратностью мультисдвига.

Обозначим

D :=
∞⋃
n=0

n⊕
k=0

Ek, Ek :=
⊕

α∈{0,...,p−1}k
V αE,
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— всюду плотное линейное многообразие в пространстве H. Под перестано-
вочным с мультисдвигом V0, . . . , Vp−1 оператором будем понимать линейный
оператор T с областью определения D и значениями в H такой, что

TVjh = VjTh, j = 0, . . . , p− 1, h ∈ D. (8)

Заметим, что перестановочный с мультисдвигом оператор T вообще говоря
неограничен. Тем не менее, класс ограниченных перестановочных с муль-
тисдвигом операторов весьма широк и, как легко видеть, такие операторы
допускают единственное продолжение по непрерывности T : H → H. В этом
случае будем говорить, что оператор T принадлежит коммутанту мультис-
двига.

Всякий оператор T , перестановочный с мультисдвигом, однозначно опре-
деляется своим сужением на порождающее подпространство E. В самом деле,
для любого h ∈ D имеем

h =
n∑
k=0

∑
α∈{0,...,p−1}k

V αhα, hα ∈ E,

для некоторого n, откуда ввиду коммутационных соотношений (8) непосред-
ственно находим

Th =
n∑
k=0

∑
α∈{0,...,p−1}k

V αThα.

4. Мультисдвиг в пространстве H = L2
0(Zp)

Как обычно, L2(Zp) — пространство измеримых функций f : Zp → C, для
которых

‖f‖ =

(∫
Zp
|f(x)|2 dx

) 1
2

<∞,

и 〈f, g〉 =
∫
Zp f(x)g(x) dx — скалярное произведение в L2(Zp). Положим

H = L2
0(Zp) :=

{
f ∈ L2(Zp) :

∫
Zp
f(x) dx = 0

}
.
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Для ступенчатой относительно разбиения (3) функции

s(x) = sj, x ∈ ϕ−1
j (Zp), j = 0, . . . , p− 1, (9)

определим оператор
Sf(x) = s(x)f(ϕ(x)). (10)

Обозначим S = {S} множество всех операторов S вида (10), порожденных
ступенчатыми функциями s вида (9).

Предложение 8. Если оператор T , действующий в пространстве L2(Zp),
коммутирует с S, т.е.

TS = ST, S ∈ S,

то T = λI — скалярный оператор.

Доказательство. Пусть e — функция, тождественно равная единице, ej
— характеристическая функция множества ϕ−1

j (Zp), j = 0, . . . , p − 1, и
S̄, S0, . . . , Sp−1 — операторы вида (10), соответствующие этим функциям, при
этом

S̄ =

p−1∑
j=0

Sj.

Рассмотрим операторные произведения

Sα = Sα0
. . . Sαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A.

Нетрудно видеть, что для каждого индекса α ∈ A функция

eα = Sαe, α ∈ A,

является характеристической функцией шара Bα = ϕ−1
α (Zp).

Теперь заметим, что предложение будет доказано, как только будет про-
верено равенство

Te = λe. (11)

В самом деле, из этого равенства непосредственно вытекает, что

Teα = TSαe = SαTe = λSαe = λeα,
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откуда ввиду полноты системы {eα}α∈A характеристических функций шаров
в пространстве L2(Zp) следует, что T = λI.

Итак, осталось проверить равенство (11). Для этого обозначим f = Te.
Имеем

S̄f = S̄T e = T S̄e = Te = f

— учли, что S̄e(x) = e(x)e(ϕ(x)) = e(x). Тогда для всех g ∈ L2(Zp) и всех
k ≥ 0

〈f, g〉 = 〈S̄kf, g〉 =

∫
Zp
f(ϕk(x))g(x) dx.

Поскольку отображение ϕ является перемешиванием (6), то

lim
k→∞

∫
Zp
f(ϕk(x))g(x) dx =

∫
Zp
f(x) dx

∫
Zp
g(x) dx.

Следовательно, окончательно находим

〈f, g〉 = 〈f, e〉〈e, g〉.

Так как функция g произвольна, то f = 〈f, e〉e и равенство (11), а вместе с
ним и предложение 8 доказано.

Пространство H = L2
0(Zp) инвариантно относительно каждого оператора

S ∈ S, так как интеграл∫
Zp
Sf(x) dx =

∫
Zp
s(x)f(ϕ(x)) dx =

=

p−1∑
j=0

sj

∫
ϕ−1(Zp)

f(ϕ(x)) dx =
1

p

p−1∑
j=0

sj

∫
Zp
f(x) dx

обращается в нуль вместе с интегралом от функции f ∈ H.
Кроме того, справедливо следующее

Предложение 9. Если M — собственное подпространство пространства
L2(Zp), инвариантное относительно S, т.е.

SM ⊂M, S ∈ S,

то M ⊂ H = L2
0(Zp).
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Доказательство. Пусть f ∈M и g ∈M⊥. Тогда в обозначениях доказатель-
ства предложения 8

〈SαS̄kf, g〉 = 0,

так как SαS̄kf ∈M вместе с f для всех α ∈ A и всех k ≥ 0. Так как

lim
k→∞
〈SαS̄kf, g〉 = lim

k→∞
〈S̄kf, Sα∗g〉 = 〈f, e〉〈e, Sα∗g〉 = 〈f, e〉〈eα, g〉,

то
〈f, e〉〈eα, g〉 = 0.

Если бы 〈eα, g〉 = 0 для всех α ∈ A, то g = 0 и M⊥ = {0}, т.е. M = L2
0(Zp)

вопреки условию. Поэтому 〈f, e〉 = 0, т.е. f ∈ H и M ⊂ H. Предложение 9
доказано.

Предложение 9 показывает, что пространствоH = L2
0(Zp) является весьма

естественной областью действия операторов S вида (10) и, как будет установ-
лено в дальнейшем, в отличие от утверждения предложения 8 имеется весьма
обширный запас ограниченных операторов T : H → H, коммутирующих с
каждым S ∈ S.

Всюду далее, как и при доказательстве предложения 1, полагаем

Sjf(x) = ej(x)f(ϕ(x)), j = 0, . . . , p− 1,

где ej — характеристическая функция шара ϕ−1
j (Zp) радиуса 1

p с центром j.
Поскольку

‖Sjf‖2 =

∫
ϕ−1(Zp)

|f(ϕ(x))|2 dx =
1

p

∫
Zp
|f(x)|2 dx =

‖f‖2

p
,

то каждый оператор √pSj является изометрией. Очевидно, что

S =

p−1∑
j=0

sjSj

для каждого оператора S ∈ S и соответствующей ему ступенчатой функции
s =

∑p−1
j=0 sjej.
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Предложение 10. Набор операторов √pS0, . . . ,
√
pSp−1 является мультис-

двигом в пространстве H = L2
0(Zp), т.е. справедливо представление

H =
⊕
α∈A

SαE,

где Sα = Sα0
. . . Sαk−1 и E — пространство размерности p − 1, состоящее из

всех ступенчатых функций s вида (9) с нулевым средним значением∫
Zp
s(x) dx =

1

p

p−1∑
j=0

sj = 0.

Доказательство. Как уже отмечалось, если f ∈ H, то для каждого S ∈ S∫
ϕ−1j (Zp)

Sf(x) dx = 0

и вообще, для всех α ∈ A будем иметь∫
Bα

Sαf(x) dx = 0.

Поэтому подпространство

Hk =
⊕

α∈{0,...,p−1}k
SαH

ортогонально всем ступенчатым функциям вида∑
α∈{0,...,p−1}k

sαeα.

Поскольку именно такой вид заведомо имеет каждая функция из подпро-
странства

El =
⊕

α∈{0,...,p−1}l
SαE

при l < k, тоEl⊥Hk. Тем болееEl⊥Ek, l < k, и поэтому корректно определена
ортогональная сумма

M :=
∞⊕
k=0

Ek =
⊕
α∈A

SαE.
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Теперь заметим, что
H = E ⊕H1. (12)

Действительно, во-первых, имеем E⊥H1 (надо взять l = 0 и k = 1 в полу-
ченном соотношении El⊥Hk, l < k). Во-вторых, пусть g ∈ H 	 H1, т.е. для
всех f ∈ H и всех j = 0, . . . , p− 1 имеем 〈Sjf, g〉 = 0. Вычислим

0 = 〈Sjf, g〉 =

∫
ϕ−1j (Zp)

f(ϕ(x))g(x) dx =
1

p

∫
Zp
f(x)g(j + px) dx.

Так как последний интеграл обращается в нуль для всех f ∈ H, то g(j+px) =

cj — постоянная, т.е. g — ступенчатая функция вида (9). С учетом g ∈ H

получаем g ∈ E. Представление (12) доказано.
С учетом изометричности операторов √pSj из представления (12) нахо-

дим

H1 =

p−1⊕
j=0

SjH =

( p−1⊕
j=0

SjE

)
⊕
( p−1⊕
j=0

SjH1

)
= E1 ⊕H2,

откуда
H = E ⊕H1 = E ⊕ E1 ⊕H2.

По индукции, для каждого k справедливо представление

H =

( k−1⊕
l=0

El

)
⊕Hk.

Устремляя k →∞, получим

H = M ⊕N, N :=
∞⋂
k=0

Hk.

Как уже было показано, каждая функция h ∈ N ортогональна всем харак-
теристическим функциям eα, α ∈ A. Поэтому h = 0 и N = {0}, т.е. M = H.
Предложение 10 доказано.

Фиксируя ортонормированный базис {s(j)}p−1
j=1 пространства E и полагая

f (j) = Ts(j), j = 1, . . . , p− 1,
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для оператора T : H → H из коммутанта S, получаем, что такой оператор
T однозначно определяется набором

F = {f (j)}p−1
j=1 (13)

из p− 1 функций с нулевым средним значением∫
Zp
f (j)(x) dx = 0, j = 1, . . . , p− 1. (14)

Обратно, для каждого набора из p−1 функций (13), (14) определим линейный
оператор TF с помощью равенств

TFs = TF

p−1∑
j=1

〈s, s(j)〉s(j) =

p−1∑
j=1

〈s, s(j)〉f (j), s ∈ E,

на порождающем подпространстве E и продолжим его на линейное много-
образие D, состоящее из всех ступенчатых функций (линейных комбинаций
характеристических функций шаров Bα, α ∈ A) с нулевым средним значени-
ем.

5. Функции Радемахера, Уолша и Хаара

Пусть

r(x) = exp
(2πij

p

)
, x ∈ ϕ−1

j (Zp), j = 0, . . . , p− 1,

и

Rjf(x) = rj(x)f(ϕ(x)), j = 0, . . . , p− 1.

Ясно, что ортонормированная система {rj}p−1
j=0 образует базис пространства

ступенчатых функций вида (9) и {rj}p−1
j=1 — базис порождающего простран-

ства E. Поэтому набор изометрий R0, . . . , Rp−1 также является мультисдви-
гом в пространстве H = L2

0(Zp), т.е.

H =
⊕
α∈A

RαE,

74



где

Rα = Rα0
. . . Rαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— операторные произведения.
Последовательность функций

rk(x) = Rk
0r(x), k = 0, 1, . . . ,

называется системой Радемахера. Имеем

rk(x) = exp
(2πiξk

p

)
, k = 0, 1, . . . ,

где ξk — цифры p-адического числа x.
Всевозможные попарно различные произведения функций Радемахера (с

учетом равенств rpk(x) = 1) имеют вид w0(x) = 1 и

wn(x) = rα0
0 (x) . . . r

αk−1
k−1 (x)rjk(x),

где натуральное n ∈ N представлено в виде

n = α0 + . . .+ αk−1p
k−1 + jpk, j 6= 0.

Последовательность функций {wn}∞n=0 называется p-адической системой Уо-
лша (или системой Виленкина). В операторных обозначениях имеем

wn = RαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1.

Семейство функций

rj1k1(x) . . . rjdkd(x), k1 < . . . < kd, j1, . . . , jd 6= 0,

называется хаосом Радемахера порядка d ∈ N. Ряд по хаосам Радемахера
порядка d можно записать в эквивалентном виде (со смещением индексов k)

f =
∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

aj1,...,jdk1,...,kd
Rk1

0 Rj1 . . . R
kd
0 Rjde, (15)
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где
∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

|aj1,...,jdk1,...,kd
|2 <∞.

Множество всех функций вида (15) обозначим Rd
ch.

Рассмотренный в предыдущем пункте набор операторов {Sj}p−1
j=0 вида (10),

соответствующих характеристическим функциям множеств ϕ−1
j (Zp), связан

с набором операторов {Rj}p−1
j=0 соотношениями

Rj =

p−1∑
k=0

exp
(2πijk

p

)
Sk,

Sj =
1

p

p−1∑
k=0

exp
(
−2πijk

p

)
Rk.

Семейство функций h0 = e и

hn = SαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

с инвертированной нумерацией для натурального n ∈ N:

n = αk−1 + . . .+ α0p
k−1 + jpk,

называется p-адической системой Хаара {hn}∞n=0, нормированной в L∞.

6. Аффинные системы функций типа Хаара и Уолша

Для произвольной функции f : Zp → C обозначим f̃0 := f и

f̃n := RαRjf, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

где

n = α0 + . . .+ αk−1p
k−1 + jpk.

Определение 25. Последовательность функций {f̃n}∞n=0 называется аффин-
ной системой типа Уолша, порожденной функцией f .
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Аналогично, положим f0 := f и

fn := SαRjf, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

где
n = αk−1 + . . .+ α0p

k−1 + jpk.

Определение 26. Последовательность функций {fn}∞n=0 называется аффин-
ной системой типа Хаара, порожденной функцией f .

Отметим, что аффинная система типа Хаара {fn}∞n=1 (без начальной
функции) является системой сжатий и сдвигов набора из p−1 функций Rjf ,
j = 1, . . . , p− 1, каждая из которых в свою очередь является линейной ком-
бинацией сжатий и сдвигов функции f . Как нетрудно видеть из принятых
определений, pk(p − 1)-мерные линейные оболочки функций k-го “уровня”
(или k-ой пачки) аффинных систем типа Хаара и Уолша совпадают:

span {SαRjf}α∈{0,...,p−1}k, j=1,...,p−1 = span {RαRjf}α∈{0,...,p−1}k, j=1,...,p−1.

Поэтому системы {fn}∞n=0 и {f̃n}∞n=0 имеют ряд общих свойств, но в то же
время некоторые из их свойств принципиально различны, точно так же, как
это имеет место для классических систем Хаара и Уолша. Принципиальное
различие между аффинными системами типа Хаара и Уолша состоит в том,
что функции первой системы локализованы, в то время как вторая система
состоит из равноизмеримых функций.

Заметим также, что по аналогии с определениями 2 и 3 мы можем
определить аффинные системы, порожденные набором из p − 1 функций
F = {f (j)}p−1

j=1 ⊂ L2
0(Zp), заменив на этот произвольный набор функции

{Rjf}p−1
j=1, либо вообще рассматривать порождающий набор из произвольного

количества функций.
Наконец, мы можем рассматривать аффинную систему типа Уолша

{f̃n}∞n=0 как систему сжатий и модуляций порождающей функции f , посколь-
ку функции Радемахера являются частными случаями характеров аддитив-
ной группы поля p-адических чисел.
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7. Условия ограниченности операторов, перестановочных
с мультисдвигом

Как уже отмечалось в предыдущих параграфах произвольный оператор
TF , перестановочный с мультисдвигом, однозначно определяется по набору
из p− 1 функций F = {f (j)}p−1

j=1 ⊂ L2
0(Zp) в предположении, что фиксирован

некоторый ортонормированный базис порождающего мультисдвиг простран-
ства E. Всюду далее в качестве такого базиса будем рассматривать набор
{rj = Rje}p−1

j=1.
Рассмотрим два специальных класса (в определенном смысле двойствен-

ных друг к другу) операторов TF , перестановочных с мультисдвигом, и по-
лучим условия ограниченности таких операторов.

7.1. Операторы A(T0, . . . , Tp−1)

Для фиксированного i = 0, . . . , p − 1 рассмотрим набор F = {SiRje}p−1
j=1

и обозначим Ti = TF соответствующий перестановочный с мультисдвигом
оператор. Другими словами, мы полагаем Tif = Sif для f ∈ E. Если
h(α, j) = SαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1, — функции Хаара, то

Tih(α, j) = h(α, i, j).

Поэтому для любой функции f ∈ H с рядом Фурье–Хаара

f =
∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)h(α, j)

имеем

‖Tif‖2 =

∥∥∥∥∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)h(α, i, j)

∥∥∥∥2

=
∑
α∈A

p−1∑
j=1

|a(α, j)|2

pk+1
=

1

p
‖f‖2.

Таким образом, оператор √pTi является изометрией пространства H, причем

H = E ⊕ T0H ⊕ . . .⊕ Tp−1H,

т.е. образы TiH, i = 0, . . . , p− 1, попарно ортогональны.
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Для числового семейства {aα}α∈A обозначим

A(T0, . . . , Tp−1) :=
∑
α∈A

aαTα

— формальный операторный ряд, где

Tα = Tαk−1 . . . Tα0
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— инвертированные операторные произведения. Непосредственная проверка
показывает, что A(T0, . . . , Tp−1) = TF для набора функций F = {f (j)}p−1

j=1

следующего специального вида

f (j) =
∑
α∈A

aαS
αRje, j = 1, . . . , p− 1.

Теорема 1. Имеет место неравенство

‖A(T0, . . . , Tp−1)‖ ≤
∞∑
k=0

(
1

pk

∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2
) 1

2

.

Доказательство. Достаточно заметить, что при фиксированном k = 0, 1, . . .

образы операторов TαH, α ∈ {0, . . . , p−1}k, попарно ортогональны. Поэтому

‖A(T0, . . . , Tp−1)f‖ ≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥ ∑
α∈{0,...,p−1}k

aαTαf

∥∥∥∥
=

∞∑
k=0

( ∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2‖Tαf‖2

) 1
2

=
∞∑
k=0

(
1

pk

∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2
) 1

2

‖f‖.

Теорема 1 доказана.

Частным случаем рассматриваемых операторов является формальный
ряд

A(Ti) =
∞∑
k=0

akT
k
i .
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Теорема 2. Для каждого i = 0, . . . , p− 1 оператор A(Ti) : H → H является
ограниченным тогда и только тогда, когда аналитическая функция

A(z) =
∞∑
k=0

akz
k

ограничена в круге |z| < 1/
√
p и при этом

‖A(Ti)‖ = sup
|z|<1/

√
p

|A(z)|.

Доказательство. Прежде всего, покажем, что изометрия √pTi является
вполне неунитарной, т.е. не существует ненулевого инвариантного подпро-
странства L ⊂ H такого, что √pTi : L → L — унитарный оператор. Для
этого вычислим

pk/2T k∗i f =
∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)pk/2T k∗i h(α, j) = p−k/2
∑
β∈A

p−1∑
j=1

a(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
k

, β, j)h(β, j),

так как при α = (i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
k

, β) имеем

T k∗i h(α, j) = T k∗i S
αRje = T k∗i TαRje = p−kTβRje =

= p−kSβRje = p−kh(β, j)

и T k∗i h(α, j) = 0 во всех остальных случаях. Следовательно, имеем

‖pk/2T k∗i f‖2 ≤
∞∑
m=k

∑
α∈{0,...,p−1}m

p−1∑
j=1

|a(α, j)|2

pm
→ 0, k →∞.

Таким образом, pk/2T k∗i f → 0 при k → ∞ для всех f ∈ H. Отсюда стан-
дартным образом вытекает вполне неунитарность √pTi: если этот оператор
унитарно действует на L, то ‖pk/2T k∗i f‖ = ‖f‖ для всех f ∈ L, что дает
L = {0}.

Итак, изометрия √pTi вполне неунитарна и поэтому для любой ограни-
ченной аналитической функции A(z) в круге |z| < 1 существует сильный
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операторный предел [6, Гл. 3, § 2]

A(
√
pTi)f = lim

ρ→1

∞∑
k=0

akρ
kpk/2T ki f, f ∈ H,

причем ‖A(
√
pTi)‖ ≤ sup|z|<1 |A(z)|. После замены радиуса аналитичности

получаем существование для любой ограниченной аналитической функции
A(z) в круге |z| < 1/

√
p сильного операторного предела A(Ti), для которого

A(Ti)Rje =
∞∑
k=0

akT
k
i Rje, j = 1, . . . , p− 1,

и ‖A(Ti)‖ ≤ sup|z|<1/
√
p |A(z)|. Осталось доказать, что в последнем неравен-

стве на самом деле имеет место знак равенства. Для этого рассмотрим

Hi,j := span{Ski Rje}∞k=0

подпространство, инвариантное относительно Ti. Унитарный оператор

U

∞∑
k=0

ckS
k
i Rje =

∞∑
k=0

ckz
k

определяет изоморфизм Hi,j и пространства Харди H2(D1/
√
p). При этом

оператор A(Ti) : Hi,j → Hi,j унитарно эквивалентен оператору умноже-
ния на A(z) в пространстве H2(D1/

√
p), норма которого в точности равна

sup|z|<1/
√
p |A(z)|. Окончательно находим, что ‖A(Ti)‖ = sup|z|<1/

√
p |A(z)|.

Теорема 2 доказана.

7.2. Операторы Tf

Для произвольной функции f ∈ L2(Zp) рассмотрим набор F =

{Rjf}p−1
j=1 ⊂ H и обозначим Tf = TF определяемый этим набором оператор,

перестановочный с мультисдвигом. Для такого оператора будут справедливы
дополнительные коммутационные соотношения

TfRje = RjTfe, j = 1, . . . , p− 1,
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(но не для j = 0), если положим Tfe = f .
Заметим, что оператор Tf может быть эквивалентным образом определен

посредством следующих соотношений

Tfhn = fn, n = 0, 1, . . . ,

или, что равносильно,

Tfwn = f̃n, n = 0, 1, . . . ,

где {fn}∞n=0 и {f̃n}∞n=0 — аффинные системы типа Хаара и Уолша, соответ-
ственно. Поэтому ограниченность оператора Tf означает, что эти аффинные
системы являются системами Бесселя.

Следующая теорема и следствие из нее устанавливают условия ограни-
ченности оператора Tf в терминах разложения функции f в ряд по хаосам
Радемахера.

Теорема 3. Для каждой ненулевой функции f ∈ Rd
ch имеем

‖Tfg‖ = ‖f‖‖g‖, g ∈ H.

Следовательно, аффинные системы Хаара и Уолша, порожденные функцией
f , являются ортогональными.

Доказательство. Пусть gn ∈ Rn
ch, n ∈ N. Тогда

Tfgn =
∞∑

m1=0

. . .

∞∑
mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

bl1,...,lnm1,...,mn
Rm1

0 Rl1 . . . R
mn
0 Rlnf

=
∞∑

m1=0

. . .
∞∑

mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

aj1,...,jdk1,...,kd
bl1,...,lnm1,...,mn

Rm1
0 Rl1 . . . R

mn
0 RlnR

k1
0 Rj1 . . . R

kd
0 Rjde

— хаос Радемахера порядка n+ d, квадрат нормы которого равен

∞∑
m1=0

. . .
∞∑

mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

|aj1,...,jdk1,...,kd
|2|bl1,...,lnm1,...,mn

|2,
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т.е. ‖Tfgn‖2 = ‖f‖2‖gn‖2. Для произвольной функции g ∈ H рассмотрим ее
разложение по хаосам Радемахера

g =
∞∑
n=1

gn, gn ∈ Rn
ch,

получаемое перегруппировкой безусловно сходящегося в L2(Zp) ряда Фурье-
Уолша. Поскольку

Tfg =
∞∑
n=1

Tfgn, Tfgn ∈ Rn+d
ch ,

также является разложением по хаосам, то

‖Tfg‖2 =
∞∑
n=1

‖Tfgn‖2 = ‖f‖2
∞∑
n=1

‖gn‖2 = ‖f‖2‖g‖2.

Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Если разложение функции f ∈ L2(Zp) по хаосам Радемахера

f = λe+
∞∑
d=1

fd, fd ∈ Rd
ch,

абсолютно сходится

Cf =
∞∑
d=1

‖fd‖ <∞,

то оператор Tf : H → H является ограниченным. При этом справедлива
оценка

‖λI − Tf‖ ≤ Cf .

8. Операторы, порожденные радиальными функциями

Пусть u(t), 0 < t ≤ 1, — комплекснозначная функция. Рассмотрим ради-
альную функцию

f(x) = u(|x|p), x ∈ Zp. (16)

Функция f(x) не определена в точке x = 0, что не оказывает влияния на
свойства аффинных систем типа Хаара и Уолша, порожденных функцией f ,
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и на соответствующий им оператор Tf , действующий в пространстве L2(Zp).
Рассмотрим вопрос об условиях на функцию u(t), обеспечивающих ограни-
ченность оператора Tf , порожденного радиальной функцией f . Естественно,
ответ на поставленный основной вопрос зависит также от выбора p. Для удоб-
ства обозначений будем считать p фиксированным.

Положим

λ =

∫
Zp
f(x) dx

и пусть

U(z) =
λ

1− z
−
∞∑
k=0

u(p−k)zk

— соответствующая аналитическая функция.

Лемма 4. Справедливо представление

f = λe−
∞∑
k=0

akS
k
0~,

где

~(x) =

p− 1, |x|p < 1,

−1, |x|p = 1,

и производящая функция

A(z) =
∞∑
k=0

akz
k

дается равенством

A(z) =
1− z
pz − 1

U(z).

Доказательство. Пусть Ωk = {x ∈ Zp : |x|p = p−k}, k = 0, 1, . . . . Тогда

Sk0~(x) =


0, x ∈ ∪ν<kΩν,

−1, x ∈ Ωk,

p− 1, x ∈ ∪ν>kΩν.
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Отсюда

λe−
∞∑
k=0

akS
k
0~(x) = λ+ ak − (p− 1)

k−1∑
ν=0

aν, x ∈ Ωk,

— радиальная функция, которая совпадает с f(x) = u(|x|p) в том и только
том случае, когда

u(p−k) = λ+ ak − (p− 1)
k−1∑
ν=0

aν, k = 0, 1, . . . .

Эти рекуррентные соотношения однозначно разрешимы относительно ak и
для соответствующих производящих функций будем иметь

∞∑
k=0

u(p−k) =
λ

1− z
+ A(z)− (p− 1)

∞∑
k=0

k−1∑
ν=0

aνz
k.

Замечая, что
∞∑
k=0

k−1∑
ν=0

aνz
k =

∞∑
ν=0

aν

∞∑
k=ν+1

zk =
z

1− z
A(z),

находим

U(z) =
(p− 1)z

1− z
A(z)− A(z) =

pz − 1

1− z
A(z),

что доказывает лемму 4.

Пусть H2(Dρ) — пространство Харди, состоящее из аналитических функ-
ций A(z) =

∑∞
k=0 akz

k в круге Dρ = {z ∈ C : |z| < ρ}, для которых∑∞
k=0 |ak|2ρ2k <∞.
Принадлежность f ∈ L2(Zp) означает, что∫

Zp
|f(x)|2 dx =

∞∑
k=0

∫
Ωk

|f(x)|2 dx =
∞∑
k=0

|u(p−k)|2|Ωk| =

= (1− 1
p)
∞∑
k=0

|u(p−k)|2

pk
<∞,

т.е. U ∈ H2(D1/
√
p) или, что эквивалентно, A ∈ H2(D1/

√
p), так как дробно-

линейное преобразование
w =

1− z
pz − 1
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переводит окружность |z| = 1/
√
p в себя:

|w|2 =
1− (z + z̄) + |z|2

p2|z|2 − p(z + z̄) + 1
=

1

p
, |z|2 =

1

p
,

так-что |A(z)| = 1√
p |U(z)| для граничных значений аналитических функций,

и кроме того, имеем

λ =

∫
Zp
f(x) dx = (1− 1

p)
∞∑
k=0

u(p−k)

pk
,

откуда U(1
p) = 0 и поэтому A(z) имеет устранимую особенность при z = 1

p .

Теорема 4. Пусть f — радиальная функция вида (16).
Тогда при выполнении условия

Cp(u) :=
√

1− 1
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)| <∞

оператор Tf : H → H ограничен и ‖λI − Tf‖ ≤ Cp(u).

Доказательство. Представление леммы 4 показывает, что

Tf = λI − A(T0)T~

для коммутирующих с мультисдвигом операторов, введенных в п. 7, где по-
казано, что

‖A(T0)‖ = sup
z∈D1/

√
p

|A(z)| = 1√
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)|

— в последнем равенстве учли выше упомянутое свойство дробно-линейного
преобразования w = 1−z

pz−1 . Функция

~ = (p− 1)S0e−
p−1∑
j=1

Sje = pS0e−R0e =

p−1∑
j=1

Rje

является хаосом Радемахера первого порядка. Поэтому

‖T~‖ = ‖~‖ =
√
p− 1.
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В итоге

‖λI − Tf‖ = ‖A(T0)T~‖ ≤
√

1− 1
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)| = Cp(u).

Теорема 4 доказана.

Теорема 4 показывает зависимость нормы перестановочного с мультис-
двигом оператора Tf от параметра p (напомним, что величина λ и функция
U(z) также зависят от p).

Теорема 5. Пусть f — радиальная функция вида (16), удовлетворяющая
при x→ 0 условию

|f(x)| = O
( 1

|x|θp

)
, 0 < θ < 1

2 .

Тогда оператор Tf : H → H является ограниченным.

Доказательство. Условие теоремы означает, что |u(t)| ≤ Ct−θ. Следователь-
но, имеем ∣∣∣U(z)− λ

1− z

∣∣∣ ≤ C
∞∑
k=0

pkθ|z|k =
C

1− pθ|z|
и

sup
z∈D1/

√
p

∣∣∣U(z)− λ

1− z

∣∣∣ ≤ Cp
1
2

p
1
2 − pθ

.

Применение предыдущей теоремы доказывает теорему 5.

Теорема 5 показывает, что всякая радиальная функция f ∈ L2(Zp) со
степенной особенностью в нуле порождает ограниченный оператор Tf . Этот
результат представляет интерес в сравнении с тем фактом, что даже усло-
вие f ∈ L∞(Zp) для функции общего вида (не являющейся радиальной) не
гарантирует ограниченность соответствующего оператора.

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК

1. Асташкин С. В., Терехин П. А. Об ограниченности оператора, порож-
денного мультисдвигом Хаара // Докл. АН. 2017. Т. 476, № 2. С. 133–135.

87



2. Astashkin S. V., Terekhin P. A. Sequences of dilations and translations in
function spaces // J. Math. Anal. Appl. 2018. Vol. 457. P. 645–671.

3. Christensen O. An introduction to frames and Riesz bases. Appl.
Numer. Harmon. Anal., N.Y. : Birkhäuser/Springer, 2016. 704 p. DOI:
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В. В. КРИВОБОК, А. О. СУЙНЫШЕВА

О численной реализации аппроксимаций Паде

1. Введение

Аппроксимации Паде – это локально наилучшие рациональные аппрок-
симации заданного степенного ряда. Они находят многочисленные примене-
ния в различных задачах математической физики, механики и прикладной
математики (см., например, [1]). Фактически аппроксимации Паде уже ста-
ли неотъемлемой частью научно-технических расчетов, свидетельством чего
является создание специальных программ их нахождения в таких системах
компьютерной математики как Mathematica и Maple. Краткий обзор мето-
дов вычисления аппроксимаций Паде можно найти в [1], где приведена так-
же программа PADE на Фортране, основанная на решении систем линейных
уравнений методом Жордана-Гаусса. При довольно сильных ограничениях
для нахождения аппроксимации Паде могут быть использованы и рекуррент-
ные соотношения. В пакете Maple реализованы два алгоритма вычисления
аппроксимаций Паде –«быстрый» алгоритм Кабая и Чоя [2] и алгоритм Гед-
деса [3]. В Matlab, процедура pade находит лишь диагональные аппроксима-
ции Паде функции e−st по имеющимся в данном случае явным формулам.
В настоящей статье предложен новый алгоритм нахождения аппроксима-
ций Паде, основанный на специальном выборе ее знаменателя и результатах
работы [4]. Цель создания такого алгоритма – избавиться от неоднозначно-
сти нахождения знаменателя аппроксимации Паде. Разработка алгоритма и
его реализация в системе Matlab были мотивированы следующим. Стандарт-
ная программа pade в системе Maple не учитывает многомерности (в общем
случае) ядра матрицы, из которого находятся коэффициенты знаменателя
аппроксимации Паде. Это приводит к тому, что числитель и знаменатель
аппроксимации Паде, вычисленной с помощью команды pade, могут иметь
общие множители. В условиях точных вычислений эти множители сокраща-
ются, и сама аппроксимация Паде находится единственным образом. Однако
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на практике из-за погрешностей в коэффициентах ряда и ошибок вычислений
эти общие множители оказываются лишь примерно равными, что приводит к
нежелательному появлению так называемых дуплетов Фруассара. С дуплета-
ми Фруассара приходится сталкиваться, например, при нахождении парамет-
ров Aj, γj сигналов вида f(t) =

∑N
j=1Aje

γjt помощью метода Паде – Лапласа
[5]. Этот метод [6] основан на построении преобразования Лапласа для функ-
ции f(t), которое в данном случае оказывается рациональной дробью с полю-
сами γj, и его аналитического продолжения с помощью аппроксимации Паде.
Для устранения дуплетов Фруассара и определения истинных полюсов γj ап-
проксимации Паде приходится вычислять не только аппроксимацию нужного
типа, но и другие «соседние» с ней. Между тем, можно избежать появления
дуплетов Фруассара, если сразу находить знаменатель аппроксимации Паде,
не содержащий «лишних» нулей (не являющихся полюсами аппроксимируе-
мой рациональной функции). Именно на таком выборе знаменателя и основан
предложенный в §3 этой статьи алгоритм вычисления аппроксимации Паде.
Для того, чтобы в дальнейшем иметь возможность анализировать сигналы с
помощью метода Паде – Лапласа, этот алгоритм был реализован нами в си-
стеме Matlab. Именно Matlab применяется для обработки сигналов особенно
эффективно и эффектно, но имеющейся в нем процедуры pade, вычисляю-
щей аппроксимации Паде только в очень частном случае, явно недостаточно
для «языка технических вычислений». Описание процедуры, реализующей
предложенный алгоритм и примеры ее работы приведены в §4.

2. Основные сведения

Аппроксимации Паде могут быть определены в любой конечной и беско-
нечно удаленной точке. Дадим определение аппроксимаций Паде в нуле.

Определение 27. Степенным рядом называется функциональный ряд вида
Аппроксимацией Паде типа (n,m) для ряда c(z) =

∑∞
k=0 ckz

k называется ра-
циональная функция πn,m(z) =

Pn,m(z)
Qn,m(z) такая, что многочлены Pn,m(z),Qn,m(z)

удовлетворяют условиям:
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1. Qn,m(z) 6= 0,deg(Qn,m(z)) ≤ m,

2. deg(Pn,m(z)) ≤ n,

3. c(z)Qn,m(z)− Pn,m(z) = O(zn+m+1),z → 0.

Из этого определения следует, что вектор, составленный из коэффициен-
тов знаменателя Qn,m(z), принадлежит ядру теплицевой матрицы

Tn+1 =


cn+1 cn . . . cn−m+1

cn+2 cn+1 . . . cn−m+2
... ... . . .

...
cn+m cn+m−1 . . . cn

 (1)

Ясно, что ядро этой матрицы размером m × (m + 1) всегда ненулевое. С
помощью найденного знаменателя Qn,m(z) и условия 3 определения 1 легко
находится числитель Pn,m(z) аппроксимации. Таким образом, аппроксимация
Паде всегда существует. Так как ранг матрицы Tn+1 может быть меньше m,
многочлен Qn,m(z), а значит и Pn,m(z), находится, вообще говоря, не един-
ственным образом. В работе [4] показано, что множество всех знаменателей
аппроксимации Паде допускает параметризацию Qn,m(z) = q(z)Q1(z), где
q(z) – произвольный многочлен степени не выше n− µ1 и µ1, Q1(z) – так на-
зываемые первый существенный индекс и первый существенный многочлен
последовательности cn−m+1,cn−m+2,. . .,cn+m. Таким образом, из всех много-
членов Qn,m(z) первый существенный многочлен Q1(z) имеет минимальную
степень. Предложенный в этой статье алгоритм нахождения аппроксимации
Паде основан на выборе в качестве знаменателя аппроксимации многочле-
на Q1(z). Множество всех числителей аппроксимации Паде также допускает
параметризацию вида Pn,m(z) = q(z)P1(z), где P1(z) – числитель аппрокси-
мации, соответствующий знаменателю Q1(z). Корнями многочлена q(z) яв-
ляются общие ненулевые корни числителя Pn,m(z) и знаменателя Qn,m(z) ап-
проксимации Паде. На практике, из-за неточных исходных данных и ошибок
вычислений, часто оказывается, что «лишнему» корню ν знаменателя (не по-
люсу аппроксимируемой функции) соответствует лишь примерно равный ему
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корень ν+ε числителя. Такая пара корней носит название дуплетов Фруасса-
ра (Froissart doublets). Неизбежное в реальных условиях появление дуплетов
Фруассара серьезно затрудняет определение истинных полюсов аппроксими-
руемой функции.

3. Вычисление аппроксимаций Паде в системах компьютерной
математики

В этом параграфе мы рассмотрим, как алгоритм вычисления ап-
проксимаций Паде реализован в таких популярных математических па-
кетах, как Maple, Mathematica и Matlab. В Maple встроенная процедура
pade (f, x = a, [n,m]) позволяет найти аппроксимацию Паде типа (n,m) в
точке x = a функции f(x). Если при обращении к процедуре pade запросить
доступную для пользователя информацию, указав, например, значение пара-
метра infolevel[pade] := 1, то будет получено сообщение об используемом для
вычисления аппроксимации алгоритме. В случае, когда коэффициенты ряда
Тейлора функции f(x) не содержат параметров и чисел с плавающей точкой,
используется «быстрый» алгоритм Кабая и Чоя [2]. В остальных случаях
нахождение аппроксимации проводится по алгоритму Геддеса [3], использу-
ющему символьные вычисления. В случае неодномерного ядра матрицы (1)
вектор, составленный из коэффициентов знаменателя, может быть найден
не надлежащим образом, что может привести к появлению лишних нулей
знаменателя и числителя. Покажем это на примерах.

Пример 1.
Найдем аппроксимацию Паде π2,3(f1) типа (2, 3) функции f1(x) =
x+1,0001

(x+1,999)∗(x−2,001) в точке x = 0. В этом случае ядро матрицы (1) неодномер-
но, однако, как видно из примера, найденные знаменатель и числитель не
содержат «лишних» нулей.

restart;with(numapprox);

padef1 := pade

(
x+ 1, 0001

(x+ 1, 999) ∗ (x− 2, 001)
, x = 0, [2, 3]

)
;
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−0, 2500250626− 0, 2500000625 ∗ x
1, 000000000 + 0, 0005000002006 ∗ x− 0, 2500000625 ∗ x2

factor (denom (padef1) , complex) ; solve (numer (padef1) = 0) ;

0, 2500000625 ∗ (x+ 1, 999000000) ∗ (x− 2, 001000000)

−1, 000100000.

Пример 2.
Найдем аппроксимацию Паде π4,5(f2) типа (4, 5) функции f2(x) =

(x−3,001)∗(x+1,9999)
(x2+1)∗(x+4,0001) в точке x = 0. В этом случае ядро матрицы (1) неодно-

мерно, и найденные знаменатель и числитель аппроксимации Падде имеют
«лишние» нули (они выделены жирным шрифтом).

padef2 := pade

(
(x− 3, 001) ∗ (x+ 1, 9999)

(x2 + 1) ∗ (x+ 4, 0001)
, x = 0, [4, 5]

)
;

−1,500387465−0,3753104091∗x−0,4121913908∗x2−0,08614086896∗x3+0,1068576988∗x4

1,000000000+0,3333333332∗x+1,448275862∗x2+0,4401910336∗x3+0,4482758628∗x4+0,1068577004∗x5

factor (denom (padef2) , complex) ; factor (numer (padef2) , complex) ;

0, 1068577004 ∗ (x+ 4, 000100004) ∗ (x+ 0.09748654036 + 1, 526433054I)

(x+ 0, 09748654036−1, 526433054I)∗ (x+ 1, 000000001I)∗ (x−1, 000000001I)

0, 1068576988 ∗ (x+ 1, 999900006) ∗ (x+ 0, 09748653975 + 1, 526433060I)

(x+ 0, 09748653975− 1, 526433060I) ∗ (x− 3, 001000018)

Отметим, что в обоих приведенных примерах мы находимся в так называ-
емом сингулярном блоке таблицы Паде для аппроксимируемой рациональной
функции и, согласно теории аппроксимаций Паде, π2,3(f1), π4,5(f2) должны
были оказаться равными рациональным дробям f1(x) и f2(x).

Найденная с помощью Maple аппроксимация π2,3(f1) оказалась равной ап-
проксимируемой функции, и в этом случае не появилось лишних нулей чис-
лителя и знаменателя. Однако аппроксимация π4,5(f2) не совпала с f2(x), у
числителя и знаменателя аппроксимации появились близкие нули – дуплеты
Фруассара. Дело в том, что из неодномерного ядра матрицы Tn+1 (1) в пер-
вом случае (случайно) был выбран «правильный» знаменатель. Во втором же
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примере взятый знаменатель не совпал со знаменателем рациональной дроби
f2(x). Похожая картина наблюдается и при попытке найти π2,3(f1), π4,5(f2) с
помощью системы Mathematica. Как показывают приведенные ниже приме-
ры, при этом опять появляются дуплеты Фруассара.

Пример 3.

Вновь, как в примере 1, найдем аппроксимацию Паде π2,3(f1) типа (2,3)
функуции f1(x) = x+1,0001

(x+1,999)∗(x−2,001) в точке x = 0.Появляющиеся при этом
дуплеты Фруассара выделены жирным шрифтом.

ln[1] := PadeApproximant
[

x+1,0001
(x+1,999)∗(x−2,001) , x, 0, 2, 3

]
Out[1] = −0,250025−0,222305x+0,0276927x2

1,0000000000000000,110271x0,250055x2+0,0276927x3

ln[2] := Roots [Denominator [Out[1]] == 0, x]

Out[2] = x == −1, 999 ‖x == 2, 001‖x == 9, 02765

ln[3] := Roots [Numerator [Out[1]] == 0, x]

Out[3] = x == −1, 0001|x == 9, 02765

Пример 4.

Как в примере 2, найдем аппроксимацию Паде π4,5(f2) типа (4, 5) функции

f2(x) = (x−3,001)∗(x+1,9999)
(x2+1)∗(x+4,0001) в точке x = 0.

ln[4] := PadeApproximant
[

(x−3,001∗(x+1,9999)
(x2+1)∗(x+4,0001) , x, 0.4, 5

]
Out[4] = −1,50039?25,4213x−6,51318x2+3,7662x3+0,42731x4

1,00000000000000+17,0263x+6,90326x2+17,4536x3+5,90326x4+0,42731x5

ln[5] := Roots [Denominator [Out[4]] == 0, x]

Out[5] = x == −9, 75487|x == −4, 0001|x == −0, 0599743|x ==

−1.0I|x == +1.0I

ln[6] := Roots [Numerator [Out[4]] == 0, x]

Out[6] = x == −9, 75487|x == −1, 9999|x == −0, 0599743|x == 3, 001

Итак, числитель и знаменатель найденной по алгоритму, реализованному
в Maple и Mathematica аппроксимации Паде, могут оказаться не взаимно
простыми. Для устранения приближенных общих множителей можно вос-
пользоваться процедурой EpsilonGCD из пакета SNAP. Однако это может
привести к плохо обусловленной задаче и к неоправданной потере точности.
Таким образом, нужно реализовать такой алгоритм вычисления аппрокси-

94

СТ
АТ
ЬЯ

 О
ТО
ЗВ
АН
А 

28
.1

0.
20

20



мации Паде, при котором в качестве ее знаменателя выбирается многочлен
минимальной степени, не содержащий «лишних» нулей. Как уже было сказа-
но в §1, среди всех знаменателей Qn,m(z) аппроксимации Паде именно первый
существенный многочлен Q1(z) обладает таким свойством. В следующем па-
раграфе приведен алгоритм вычисления аппроксимации Паде, основанный
на выборе в качестве ее знаменателя многочлена Q1(z). Этот алгоритм был
реализован нами в системе компьютерной математики Matlab. Имеющаяся
в этой системе процедура pade осуществляет Паде – аппроксимацию пере-
даточной функции звена временного запаздывания, т.е. фактически находит
диагональные аппроксимации Паде функции e−st по имеющимся в данном
случае явным формулам [7].

4. Алгоритм вычисления аппроксимаций Паде

В этом параграфе мы приводим алгоритм для нахождения аппроксимации
Паде типа (n,m) функции f(x) в точке x = a:

1. Находим коэффициенты c0,. . . ,cn+m разложения в ряд Тейлора аппрок-
симируемой функции f(t) =

∑∞
k=0 ck(x− a)k в точке x = a.

2. Составим теплицевы матрицы (здесь ck = 0, если k < 0)

Tn+1 =


ck ck−1 . . . cM

ck+1 ck . . . cM+1
... ... . . .

...
cN cN−1 . . . cN+M−k

 , (2)

M ≤ k ≤ N ,где M = n−m+ 1, N = n+m.

Ядра этих матриц образуют цепочку вложенных пространств. Первое
нетривиальное ядро в этой цепочке обязательно является одномерным,
а производящий многочлен его базиса является искомым знаменателем
Q1(z). Тем не менее, мы не ограничимся вычислением ядра для Q1(z), а
найдем ранги всех матриц Tk для того, чтобы иметь возможность сделать
проверку правильности результата (см. далее п. 5).
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3. Находим ранги rk матриц Tk, M ≤ k ≤ N . Наиболее надежным спосо-
бом решения этой некорректной задачи – нахождение ранга матрицы –
является метод, основанный на сингулярном разложении. Заметим, что
этот метод и реализован в пакете Matlab.

4. Находим размерности dk = k −M + 1 − rk, m ≤ k ≤ N правых ядер
матриц Tk. Положим также dM−1 = 0, dN+1 = N −M + 2.

5. Составляем разности ∆k = dk − dk−1, M ≤ k ≤ (N + 1) и находим су-
щественные индексы µ1, µ2. Для чисел ∆k, как следует из работы [4],
справедливы равенства:∆M = ... = ∆µ1

= 0, ∆µ1+1 = ... = ∆µ2
= 1,

∆µ2+1 = ... = ∆N+1 = 2. Числа µ1, µ2, определяемые этими соотношени-
ями, и называются первым и вторым существенным индексами последо-
вательности CM , ..., Cn. Поскольку мы вычисляем ранги всех матриц Tk,
то мы можем проверить, что последовательность ∆k является монотон-
ной. Нарушение монотонности этой последовательности указывает на
то, что индексы найдены неверно. Это может быть вызвано, например,
плохой обусловленностью матриц семейства Tk, поскольку в этом слу-
чае ненулевые сингулярные числа плохо отделяются от нулевых, либо
грубой ошибкой в выборе величины порога tol, обсуждаемой в п. 3.

6. Находим вектор ((g0, g1, ..., gµ1+1−M))T из одномерного ядра матрицы
Tµ1+1. Он содержит коэффициенты знаменателя аппроксимации Па-
де, имеющего минимальную степень (первый существенный многочлен).
Функция rank(A) в Matlab возвращает ранг матрицы A, который опре-
деляется как количество ее сингулярных чисел, превышающих порог tol.
Это пороговое значение зависит от размеров матрицы, ее спектральной
нормы и относительной точности вычислений eps = 2−52. Пользователь
также имеет возможность указать свое значение tol при использовании
функции r = rank (A, tol) для вычисления ранга матрицы. Вряд ли мож-
но однозначно решить вопрос о выборе порогового значения (фактиче-
ски, вопрос о том, какие малые числа уже можно считать нулевыми).
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Ясно, что это существенно зависит и от прикладной задачи, при реше-
нии которой требуется найти аппроксимации Паде, и от точности за-
дания исходных данных. Мы в своей программе оставили значение tol,
используемое в Matlab по умолчанию.

7. Находим знаменатель аппроксимации Паде Q1(z) =
∑µ1+1−M

k=0 gk(z − a)k

.Заметим, что степень многочлена Q1(z) может быть формальной. Если
deg(Q1(z)) = s < µ1 + 1 −M , то обычно считают, что z = ∞ являет-
ся корнем Q1(z) кратности k = µ1 + 1 −M − s. Из-за приближенных
вычислений коэффициенты gk, ks + 1, ..., µ1 + 1 − M могут оказаться
лишь близкими к нулю. Это приведет к тому, что многочлен Q1(z) будет
иметь k корней с большой абсолютной величиной. Пользователь должен
иметь априорную информацию о том, могут ли числитель и знаменатель
аппроксимации Паде иметь такие большие по модулю корни. Эта апри-
орная информация учитывается с помощью введения дополнительного
параметра tolerance, задаваемого пользователем при вызове процедуры
для нахождения аппроксимации Паде. Этот параметр используется про-
граммой для того, чтобы определить какие из коэффициентов gk следует
считать равными нулю. Заметим, что приравнивание к нулю коэффици-
ентов gk, k = 0, ...s меньших чем tolerance, не оказывает существенного
влияния на корни многочлена в силу их непрерывной зависимости от
коэффициентов многочлена.

8. Составляем матрицу M = ‖ci−j‖, i = 1, ..., n + 1, j = 1, ..., s + 1,(ck = 0,

если k < 0), необходимую для нахождения числителя аппроксимации
Паде. Здесь s -– степень многочлена Q1(z) =

∑s
k=0 qk(z − a)k. После

исключения почти нулевых коэффициентов в многочлене Q1(z) его сте-
пень s может оказаться меньше формальной степени µ1+1−M . Находим
вектор ((p0, ..., pn))

T = M ∗ (q0, ..., qs) и числитель аппроксимации Паде
P1(z) =

∑n
k=0 pk(z − a)k. На этом этапе также целесообразно убрать

нулевые (меньшие, чем tolerance) элементы pk перед образованием чис-
лителя.
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4.1. Описание процедуры

В этом параграфе мы приведем примеры обращения к написанной на-
ми в Matlab процедуре mypade (f, n,m, a, tolerance), которая позволяет по
указанному выше алгоритму найти аппроксимацию Паде типа (n,m) функ-
ции f(x) в точке x = a. Значение параметра tolerance (см. п. 7 алгоритма)
указывает, какие малые коэффициенты пользователь считает равными нулю.
Процедура возвращает числитель P и знаменатель Q аппроксимации Паде.
Напомним, что многочлен в Matlab представляется в виде вектора, элемента-
ми которого являются коэффициенты многочлена, расположенные в порядке
убывания степеней.

Пример 5.

Приведем пример нахождения с помощью mypade аппроксимации Паде
π2,3(f1) типа (2,3) функции f1(x) = x+1,0001

(x+1,999)∗(x?2,001) в точке x = 0. Напомним,
что в примерах 1 и 3 эта аппроксимация была найдена с помощью пакетов
Maple и Mathematica. Команда roots используется для нахождения корней
многочленов.

>> symsx >> f = (x+ 1, 0001) / ((x+ 1, 999) ∗ (x− 2, 001)) ;

>> [P,Q] = mypade (f, 2, 3, 0, 10, (−10))P = 0, 24253565356993 −
0, 24255990713529Q =

= −0, 242535653569930, 000485071307140, 97014237174408

>> roots (P ) ans = −1, 00010000000000 >> roots (Q) ans =

2, 00100000000000 − 1, 99900000000000 Итак, корни знаменателя и чис-
лителя найденной с помощью нового алгоритма аппроксимации Паде
совпали с корнями знаменателя и числителя аппроксимируемой функции.
Дуплеты Фруассара не появились. В приведенном примере значение пара-
метра tolerance равно 10−10. Заметим, что тот же результат был получен
нами при значениях tolerance = 10−n, n = 4, ..., 16. Однако при вызове
процедуры mypade со значением tolerance = 10−17 была получена аппрок-
симация 2,374402757743255∆10−17z20,24253565356993z0,24255990713529

0,24253565356993z2+0,00048507130714z+097014237174408 с лишним корнем
числителя −1, 021459 ∗ 1016. Появление такого большого по модулю корня
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в рассматриваемой задаче не предполагается и это указывает на то, что
значение параметра tolerance должно быть увеличено.

Пример 6.
Найдем с помощью mypade аппроксимацию π4,5(f2) типа (4, 5)

функции f2(x) = (x−3,001)∗(x+1,9999)
(x2+1)∗(x+4,0001) в точке x = 0. Напомним, что

при нахождении π4,5(f2) с помощью пакетов Maple и Mathematica
в примерах 2 и 4 появлялись дуплеты Фруассара. Однако сей-
час, как видно из этого примера, они отсутствуют. >> symsx >>

f = ((x− 3, 001) ∗ (x+ 1, 9999)) / ((x?2 + 1) ∗ (x+ 4, 0001)) ;>>

[P,Q] = mypade (f, 4, 5, 0, 10?(−10))P =

−0, 171494549973660, 171683193978631, 02925882342746Q =

−0, 17149454997366 − 0, 68599534934964 − 0, 17149454997366 −
0, 68599534934964 >> roots (P ) ans = 3, 00100000000000 −
1, 99990000000000 >> roots (Q) ans = −4, 000100000000000, 00000000000000+

1, 00000000000000i0, 00000000000000 − 1, 00000000000000i Итак, при нахож-
дении аппроксимаций π2,3(f1) π4,5(f2) с помощью описанного выше алгоритма
не наблюдается появления дуплетов Фруассара.
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С. Ф. ЛУКОМСКИЙ

О p-адических мультивейвлетах

1. Введение

В 2002 году С.Козырев [1] нашел ступенчатый р-адический вейвлет базис в
пространстве L2(Qp) который есть аналог базиса Хаара. R.L. Benedetto [2] вы-
разил сомнение, что возможно построение кратномасштабного анализа (далее
КМА) над полем р-адических чисел, поскольку в Qp не существует дискрет-
ных подгрупп. Однако A. Khrennikov и V. Shelkovich [3] предположили, что
равенство

ϕ(x) =

p−1∑
j=0

ϕ(
1

p
x− j

p
), x ∈ Qp

может быть выбрано в качестве масштабирующего уравнения. Решение это-
го уравнения есть единмчная функция единичного шара. Следуя этой идее
в работе [4] было введено понятие р-адического анализа и описана схема его
построения. КМА, порожденный масштабирующей функцией ϕ, которая удо-
влетворяет масштабирующему уравнению

ϕ(x) =

p−1∑
j=0

βjϕ(
1

p
x− j

p
), x ∈ Qp

называют КМА Хаара. Для такого КМА существует p − 1 вейвлетов. A.
Khrennikov и V. Shelkovich [5] построили p-адический вейвлет-базис с боль-
шим количеством вейвлет функций и назвали его не-Хааровским. Они рас-
смотрели в L2(Qp) семейство Θ функций θ(m)

s (x) = χp(sx)Ω(|x|p), где Ω(t) =

1[0,1](t) есть характеристическая функция отрезка [0, 1], а χp(sx) характер в
поле Qp p-адических чисел и доказали, что Θ есть мультивейвлет в поле Qp ,
т.е. система сжатий и сдвигов p

n
2 θ

(m)
s (p−nx−̇a) образует ОНБ в пространстве

L2(Qp). В этой же работе отмечено, что этот вейвлет не является вейвле-
том Хаара. В настоящей работе мы дадим представление функций θ

(m)
s (x)
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через функции Радемахера и покажем, что вейвлет Шелковича - Хренни-
кова может быть получен из некоторого мультикратномасштабного анализа
(МКМА), который является сдвигом КМА Хаара. Мы приведем конкрет-
ную конструкцию мультимасштабирущей функции, которая порождает этот
МКМА. Представление функций θ(m)

s (x) через функции Радемахера позволи-
ло получить результаты Шелковича - Хренникова в произвольной локально
компактной нульмерной группе. Отметим, что методы построения КМА по-
рядка 1 на нульмерных группах можно найти в работе автора [6].

2. Основные понятия

Пусть p – простое число иQp – поле p-адических чисел, элементы которого
могут быть представлены в виде ряда Лорана

x = x−mp
−m + · · ·+ x−1p

−1 +
∞∑
n=0

xnp
n, (2.1)

где xj = 0, p− 1. Норма элемента x определяется равенством |x|p = 1
pk
, где k –

наименьший номер, при котором xk 6= 0. С такой нормой ряд
∞∑
n=0

xnp
n сходит-

ся. Операции сложения и умножения определяются как сложение и умноже-
ние p-ичных разложений вида (2.1). Сумма x−mp−m+ · · ·+x−1p

−1 называется

дробной частью числа x и обозначается {x}p, сумма
∞∑
n=0

xnp
n называется це-

лой частью числа x и обозначается [x]. Множество Br(a) = {x : |x−a|p ≤ rp}
называется шаром радиуса rp c центром в точке a.
Обозначим

Ip = {a ∈ Qp : a = p−m(a0 + a1p+ · · ·+ am−1p
m−1); m ∈ N, aj = 0, p− 1},

I(m)
p = {a ∈ Qp : a = p−m(a0 + · · ·+am−1p

m−1); aj = 0, p− 1, a0 6= 0, }, m ∈ N.

Множество Ip в p-адическом вейвлет анализе используется как множество
сдвигов, множество Imp есть аналог множества {1, 2, . . . , pm− 1} ⊂ Z. Харак-
теры χp(ξx) в Qp определяются равенством χp(ξx) = e2πi/{ξx}p, где {ξx}p –
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дробная часть числа ξx.
При фиксированном натуральном m определим функции

θ(m)
s = χp(sx)Ω(|x|p), s ∈ I(m)

p , x ∈ Qp. (2.2)

p
j
2θ(m)
s (p−jx− a), j ∈ Z, a ∈ Ip. (2.3)

Функции (2.3) есть система сжатий и сдвигов функций (2.2). Теперь мы мо-
жем сформулировать результаты В. Шелковича и А. Хренникова.
Теорема 2.1. ( [5]). Функции (2.3) образуют ортонормированный p-
адический вейвлет базис в L2(Qp).
Теорема 2.2. ( [5]). Вейвлет базис (2.3) не является Хааровским приm ≥ 2.

Мы укажем мультимасштабирующую функцию, порождающую мульти-
вейвлеты (2.2) и покажем, что КМА, порожденный этой мультимасштабиру-
ющей функцией есть сдвинутый КМА Хаара.

3. Функции Радемахера и мультивейвлеты в нульмернй группе

В этом параграфе мы получим аналог теоремы 2.1 на произвольной ло-
кально компактной нульмерной группе. Поэтому приведем необходимые све-
дения о нульмерных группах.

Пусть p простое число и (G, +̇) локально компактная нульмерная абелева
группа со второй аксиомой счетности, (Gn)

+∞
n=−∞ основная цепочка подгрупп

с условиями

Gn ⊂ Gn+1, (Gn/Gn+1)
] = p,

⋃
n∈Z

Gn = G,
⋂
n∈Z

Gn = {0}.

Символом E] здесь обозначено количесво элементов конечного множества E.
Пусть gn ∈ Gn−1 \ Gn базисная последовательность, т.е. x =

∑
n∈Z

angn, an =

0, p− 1, A – оператор растяжения в G, определенный равенством Ax =∑
n∈Z

angn−1. Через

H0 = {a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . a−sg−s,̇ s ∈ N}
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обозначим множество сдвигов. Совокупность смежных классов
(gn+̇h)n∈Z, h∈G образует базу топологии в G. Эта же совокупность вместе с
пустым множеством образует полукольцо U, мера на полукольце U опреде-
ляется равенством µ(Gn+̇h) = 1

pn . Продолжая меру µ по схеме Каратеодори
получаем счетно аддитивную меру, совпадающую с мерой Хаара на борелев-
ских множествах. По этой мере определяется абсолютно сходящийся интеграл
по схеме Лебега, который инвариантен относительно сдвига..

Отметим, что если операция сложения в G удовлетворяет условию pgn =

gn+1, то G есть аддитивная группа поля p-адических чисел Qp.

Пусть далее X группа характеров, G⊥n – аннуляторы подгрупп Gn, (χ, x) –
значение характера χ на элементе x, rn ∈ G⊥n+1 \G⊥n – функции Радемахера.
Любой характер χ однозначно представим в виде бесконечного произведения
χ =

∏+∞
n=−∞ r

αn
n в котором конечное число сомножителей с положительными

номерами. Базисные элементы gn и функции Радемахера rn можно выбрать
так, что rn(gn) = e

2πi
p . В этом случае rn(Gn+1+̇angn) = e

2πi
p an.

Оператор растяжения в X определяется равенством (χA, x) = (χ,Ax).
Аннуляторы G⊥n образуют возрастающую последовательность G⊥n+1 ⊃ G⊥n и
(Gn+1/Gn)

] = p.

Определение 1. Пусть G–локально компактная нульмерная группа.
Совокупность подпространств (Vn)n∈Z ⊂ L2(G) называется мульти-
кратномасштабным анализом порядка m, если
1) Vn ⊂ Vn+1,
2)
⋃
n∈Z

= L2(G),
⋂
n∈Z

Vn = {0},

3) f(x) ∈ Vn ⇔ f(Ax) ∈ Vn+1,
4) Существует семейство функций {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} = Φ, сдвиги которых
ϕj(x−̇b)b∈V0 образуют ортонормированный базис в V0.

Совокупность Φ = (ϕj)
m
j=1 называют мультимасштабирующей

(multiscaling) функцией.

Теорема 3.1.Пусть G–локально компактная нульмерная группа, m ∈
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N,
j = (j0, j1, . . . , jm−1); j(m) = (j0, j1, . . . , jm−1, jm), jm 6= 0.

Определим функции

ϕj(x) = ϕj0,j1,...,jm−1(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1(x) · 1G0

(x)

ψj(m)(x) = ψj0,j1,...,jm−1,jm(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1r

jm
m (x) · 1G0

(x),

jm 6= 0

и положим
Vn = {pn2ϕj(Anx−̇h)}h∈H0

, n ∈ Z.

Тогда
1)(Vn) образуют в L2(G) мульти-КМА порядка pm с мультимасштабиру-
ющей функцией Φ = (ϕj).
2)Семейство функций Ψ = (ψj(m)) есть мультивейвлет в L2(G).

Доказательство. 1)Очевидно, так как Vn есть пространство всех функ-
ций из L2(G), постоянных на смежных классах по Gm+n.
2)Если обозначим

W0 = {ψj(m)(x−̇h)}h∈H0
,

то V0

⊕
W0 = V1. Значит Ψ = (ψj(m)) есть мультивейвлет. �

4. Функции Радемахера и мультивейвлеты в поле Qp

Аддитивная группа поля Qp p-адических чисел есть нульмерная локально
компактная группа (G, +̇) с основной цепочкой подгрупп

Gn = {x = xnp
n + xn+1p

n+1 + . . . }

такой, что (Gn/Gn+1)
] = p. В каждом смежном классе Gn+1+̇h (h ∈ Gn)

выберем базисный элемент gn ∈ Gn+1 \ Gn и зафиксируем. Любой элемент
x ∈ G единственным образом представим в виде

x =
∑
n∈Z

angn (an = 0, p− 1). (4.1)
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Операция сложения в группе G = Q+
p удовлетворяет соотношению pgn =

gn+1, это свойство является характеристическим для группы p-адических чи-
сел. Из равенства (4.1) следует, что группу G = Q+

p можно рассматривать
как совокупность бесконечных в обе стороны последовательностей, в каждой
из которых лишь конечное число компонент с отрицательными номерами от-
личны от нуля, т.е.

x = (. . . 0−n−1a−na−n+1 . . . a−1a0a1 . . . ), aj ∈ GF (p)

и операция сложения есть покоординатное сложение по mod p, с переносом
возникающей при переполнении единицы направо на 1, т.е.

(. . . , 0n−1, pn − 1, 0n+1, . . . ) + (0, . . . , 0−n−1, 1n, 0n+1, . . . ) =

(. . . , 0n−1, 0n, 1n+1, 0n+2, ...).

Элемент x = (. . . , 0, an, an+1, . . . ), в котором an 6= 0, имеет норму |x|p = 1
pn .

Множества

Gn = {x = (. . . , 0n−1, an, an+1,...), aj ∈ GF (p)}, n ∈ Z

образуют основную цепочку. В качестве базисного элемента gn можно вы-
брать gn = (. . . , 0n−1, 1n, 0n+1, . . . ). Совокупность характеров группы G = Q+

p

обозначим через X. Пространство X также является локально компактной
нульмерной группой. Аннуляторы G⊥n образуют возрастающую основную це-
почку подгрупп, характеры rn ∈ G⊥n+1\G⊥n называют функциями Радемахера.
Функция Радемахера rn на смежных классах Gn+1+̇jgn (j = 0, 1, . . . , p − 1)

принимает значения, равные корням из 1 степени p. Функции rn можно вы-
брать так, что rn(Gn+1+̇jgn) = e

2πi
p j. В этом случае

rn(Gn+1+̇jngn+̇jn−1gn−1+̇ . . . +̇jn−sgn−s) =

= e
2πi
p jn · e

2πi
p2
jn−1 . . . e

2πi
ps+1 jn−s = e

2πi
p (jn+

jn−1
p +...+

jn−s
ps )

Лемма 4.1.Пусть s ∈ I(m)
p , т.е. s = s−1p

−1 + s−2p
−2 + · · · + s−mp

−m и
x ∈ G0. Тогда

θ(m)
s (x) = r

s−1
0 (x)r

s−2
1 (x) . . . r

s−m
m−1(x).
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Доказательство. Так как x ∈ G0, то

x = j0p
0 + j1p+ j2p

2 + . . .

Поэтому

{sx} = s−1
j0

p
+ s−2

(
j0

p2
+
j1

p

)
+ · · ·+ s−m

(
j0

pm
+

j1

pm−1
+ · · ·+ jm−1

p

)
и

e2πi{sx} = e
2πi
p j0s−1e

2πi
p (j0

1
p1

+j1
1
p0

)s−2 · · · · · e
2πi
p (

j0
pm−1 +

j1
pm−2 +···+ jm−1

p0
)s−m =

= r
s−1
0 (x)r

s−2
1 (x) . . . r

s−m
m−1(x). �

Так как аддитивная группа поля Qp есть локально-компактная группа, то
справедлива

Теорема 4.1.Функции

ψj0,j1,...,jm−1,jm(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1(x)rjmm (x)1G0

(x) (jm 6= 0)

образуют мультивейвлет в L2(Qp), т.е. они образуют ОНБ в ортогональ-
ном дополнении W0 пространства V0 до V1.

Замечание 1. Из леммы 4.1 следует, что теорема 4.2 есть не что иное,
как теорема 2.1 (Шелковича-Хренникова), записанная в терминах функций
Радемахера.

Замечание 2. Мультимасштабирующую функцию Φ = (ϕj) можно вы-
брать иначе, а именно

ϕj(x) = ϕj0,j1,...,jm−1(x) = 1Gm+̇jm−1gm−1+̇...+̇j0g0(x).

В этом случае мы получим тот же мульти-КМА и тот же мультивейвлет.
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