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Получены порядковые оценки колмогоровских поперечников пересечения весово-
го класса Соболева и единичного шара весового пространства Лебега на области,
удовлетворяющей условию Джона. Веса имеют вид степеней расстояния до под-
множества границы области.
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Order estimates for the Kolmogorov widths of the weighted Sobolev class with the
unit ball of the Lebesgue space on a John domain are obtained. Weights are powers
of distances from a subset of the boundary.
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Задачи о вложениях пересечений весовых классов Соболева (т. е.
классов с различными ограничениями на несколько производных) и изу-
чались многими авторами (см., например, [1–6]).

Задача о поперечниках пересечений весовых классов Соболева на
многомерных областях с ограничениями на производные различных по-
рядков изучалась Х. Трибелем [2], П. И. Лизоркиным и М. О. Отелба-
евым [7], К. Мынбаевым и М. О. Отелбаевым [4], И. В. Бойковым [10],
М. С. Айтеновой и Л. К. Кусаиновой [8, 9]. Отметим, что в этих рабо-
тах либо условия были такими, что ограничения на младшие производ-
ные на порядки поперечников не влияли, либо в ряде случаев не удава-
лось найти совпадающие по порядку оценки сверху и снизу (например,
для пересечений весовых классов W ki

p в весовое пространство Lq при
1 < p < 2 < q < ∞ различались оценки сверху и снизу для линейных
поперечников).

В данной работе получены порядковые оценки колмогоровских попе-
речников весовых классов Соболева (с ограничениями на 0-ю и r-ю про-
изводные) на области, удовлетворяющей условию Джона. Веса являются
функциями расстояния до h-множества (примерами таких множеств мо-
гут быть липшицевы поверхности и некоторые фракталы — например,
кривая Коха, канторово множество). Введем необходимые определения.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00332).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 19-01-00332).)
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Определение. Пусть Ω ⊂ Rd — ограниченная область, a > 0. Ска-
жем, что Ω ∈ FC(a), если существует точка x∗ ∈ Ω такая, что для
любого x ∈ Ω существуют число T (x) > 0 и кривая γx : [0, T (x)]→ Ω со
следующими свойствами:

1. γx имеет натуральную параметризацию относительно евклидовой
нормы на Rd,

2. γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,

3. Bat(γx(t)) ⊂ Ω для любого t ∈ [0, T (x)].

Скажем, что область Ω удовлетворяет условию Джона, если Ω ∈ FC(a)
для некоторого a > 0.

Примерами областей, удовлетворяющих условию Джона, являются
ограниченные области с липшицевой границей и снежинка Коха.

Обозначим через H совокупность всех неубывающих положительных
функций на полуинтервале (0, 1].

Определение (см. [11]). Пусть Γ ⊂ Rd — непустое компактное мно-
жество, h ∈ H. Скажем, что Γ является h-множеством, если существуют
константа c∗ ≥ 1 и конечная счетно-аддитивная мера µ на Rd такие, что
suppµ = Γ и

c−1∗ h(t) ≤ µ(Bt(x)) ≤ c∗h(t)

для любых x ∈ Γ и t ∈ (0, 1].
Пусть Ω ⊂ Rd — область с условием Джона, Γ ⊂ ∂Ω — h-множество,

h(t) = tθ, 0 ≤ θ < d, r ∈ N, 1 < p0, p1 ≤ ∞, 1 < q <∞, β, σ ∈ R,

g(x) = distβ(x, Γ), w(x) = dist−σ(x, Γ),

M =

{
f : Ω→ R :

∥∥∥∥
∇rf

g

∥∥∥∥
Lp1

(Ω)

≤ 1, ‖wf‖Lp0
(Ω) ≤ 1

}
.

Положим δ = r + d
q − d

p1
,

θ̃ =
r

d
·

σ + d−θ
q − d−θ

p0

β + σ −
(
r + d

p0
− d

p1

) (
1− θ

d

) ,

θ̂ =
σ
(
r
d +

1
q − 1

p1

)
+ β

(
1
q − 1

p0

)

β + σ −
(
r + d

p0
− d

p1

) (
1− θ

d

) .

Определим числа j0 ∈ N и θj ∈ R (1 ≤ j ≤ j0) следующим образом.
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1. При p0 ≥ q, p1 ≥ q: j0 = 2, θ1 = r
d , θ2 = θ̃.

2. При p0 > q, p1 < q ≤ 2: j0 = 3, θ1 = δ
d , θ2 = θ̃, θ3 = θ̂.

3. При p0 > q, 2 ≤ p1 < q: j0 = 4, θ1 = r
d , θ2 =

qδ
2d , θ3 = θ̃, θ4 =

qθ̂
2 .

4. При p0 > q, p1 < 2 < q: j0 = 5, θ1 = δ
d +

1
2 − 1

q , θ2 = qδ
2d , θ3 = θ̃,

θ4 = θ̂ + 1
2 − 1

q , θ5 =
qθ̂
2 .

5. При p0 ≤ q, p1 ≤ q ≤ 2: j0 = 2, θ1 = δ
d , θ2 = θ̂.

6. При p0 < q ≤ 2, p1 > q: j0 = 3, θ1 = r
d , θ2 = θ̃, θ3 = θ̂.

7. При p0 < q, q > 2, max{p0, p1} ≤ 2: j0 = 4, θ1 = δ
d +

1
2 − 1

q , θ2 =
qδ
2d ,

θ3 = θ̂ + 1
2 − 1

q , θ4 =
qθ̂
2 .

8. При p0 < q, q > 2, min{p0, p1} ≥ 2: j0 = 4, θ1 = r
d , θ2 = qδ

2d , θ3 = θ̃,

θ4 =
qθ̂
2 .

9. При p0 < q, q > 2, min{p0, p1} < 2 < max{p0, p1}: j0 = 5, θ1 =
δ
d +min

{
1
2 − 1

q ,
1
p1
− 1

q

}
, θ2 =

qδ
2d , θ3 = θ̃, θ4 = θ̂ + 1

2 − 1
q , θ5 =

qθ
2 .

Теорема. Пусть δ > 0, min{β+σ−r− d−θ
p0

+ d−θ
p1
, β+σ−r− d

p0
+ d
p1
} > 0;

θ̃ > 0 при p0 ≥ q, θ̂ > 0 при p0 < q. Предположим, что существует
j∗ ∈ {1, . . . , j0} такое, что θj∗ < minj 6=j∗ θj. Тогда

dn(M, Lq(Ω)) ≍ n−θj∗ .
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