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В комплексном пространстве L1[0, 1]
n исследуется существование и единствен-

ность элемента наилучшего приближения в замыкании линейной оболочки экс-
понент со спектром из решётки в Zn.
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There are investigated existense and uniqueness of the best approximation element in
the closure of the linear shell of exponents with a spectrum from the sublattice of Zn
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Пусть (X, ‖ · ‖) — банахово пространство. Подпространство Y ⊂ X
называется подпространством существования, если для каждого x ∈ X
найдётся такой элемент y ∈ Y , что ‖x−y‖ = infz∈Y ‖x−z‖. Любой такой
элемент y для x называется ближайшим в Y , или элементом наилучшего
приближения. Подпространство Y ⊂ X называется подпространством
единственности, если для каждого x ∈ X существует не более одного
элемента наилучшего приближения в Y . Подпространство Y ⊂ X назы-
вается чебышёвским (в X), если Y есть и подпространство существова-
ния, и подпространство единственности в X , то есть для каждого x ∈ X
существует и единствен элемент наилучшего приближения в Y .

В 1940 году Дуб [1] доказал, что пространство Харди H1 является че-
бышёвским подпространством в пространстве комплекснозначных сум-
мируемых на [0, 1] функций L1[0, 1].

Обозначим YΛ = 〈e2πiλt〉λ∈Λ — замыкание линейной оболочки ком-
плексных экспонент e2πiλt со спектром показателей λ из некоторого мно-
жества Λ ⊂ Zn — подпространство из пространства L1[0, 1]

n комплекс-
нозначных функций n действительных переменных, суммируемых на
[0, 1]n, t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n.

1Работа поддержана РФФИ (проект № 18-01-00333) и Программой Президента РФ “Ведущие
научные школы РФ” (грант НШ 6222.2018.1).
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Напомним, что пространство Харди H1 изометрически изоморфно
подпространству 〈e2πint〉n∈N ⊂ L1[0, 1].

В 1974 году Кахан [2] описал все чебышёвские подпространства YΛ в
L1[0, 1].

Теорема А ([2]). Пусть Λ ⊂ Z. Подпространство YΛ чебышёвское
в L1[0, 1] тогда и только тогда, когда Λ — бесконечная (хотя бы в одну
сторону) арифметическая прогрессия с нечетной разностью.

Обобщением бесконечной арифметической прогрессии из Z (из тео-
рем Дуба и Кахана) на множество в Zn является подрешетка из Zn.

Пусть Λ — все целочисленные линейные комбинации n целочислен-
ных векторов ω1, . . . , ωn ∈ Zn, то есть Λ = Λ(ω1, . . . , ωn) = {λ =
(λ1, . . . , λn) | λ = k1ω1 + · · · + knωn при k1, . . . , kn ∈ Z, ωj ∈ Zn, j =
1, . . . , n}. Такое множество Λ мы будем называть решёткой, или под-
решёткой Zn. Число detT = |det (γ1, . . . , γn)| называется определителем
решётки T и не зависит от выбора базиса решётки T (см., напр. [3, гл.1]).
Подрешётка Λ задаёт подпространство YΛ = 〈e2πiλt〉λ∈Λ в пространстве
L1[0, 1]

n.
Полярная решётка T ∗ (вообще говоря, не из Zn) к решётке T это

решётка, состоящая из всех таких векторов γ∗, что для каждого γ ∈ T
скалярное произведение (γ∗, γ) есть целое число. При этом detTdetT ∗ =
1 (см., напр. [3, гл.1, §5]).

Напомним, что функция φ : Rn → C называется периодической, если
φ(x+ τ) = φ(x) при τ ∈ T , где T — решётка в Rn, называемая решёткой
периодов функции φ(x).

При линейно независимых ω1, . . . , ωn ∈ Zn решётке Λ = Λ(ω1, . . . , ωn)
соответствует подпространство YΛ — подпространство периодических
функций с решёткой периодов Λ∗.

Заметим, что решётке Λ с нулевым определителем соответствует под-
пространство YΛ, не являющееся подпространством единственности в
L1[0, 1]

n.

Теорема. Пусть ω1, . . . , ωn ∈ Zn, Λ = Λ(ω1, . . . , ωn). Подпростран-
ство YΛ чебышёвское в L1[0, 1]

n тогда и только тогда, когда det Λ нечё-
тен.
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