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Рассмотрено орторекурсивное разложение в пространстве дважды интергируе-
мых на отрезке функций. Приведены асимптотические формулы для коэффи-
циентов орторекурсивного разложения по системе характеристических функций
двоичных промежутков в случаях дифференцируемых функций и функций, име-
ющих в исследуемой точке разрыв 1-го рода.
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An orthorecursive expansion in the space of square-integrable functions on an interval
is considered. Asymptotic formulas are given for the coefficients of orthorecursive
expansion in the system of indicators of dyadic intervals in the cases of differentiable
functions and functions having a discontinuity of the first kind at the point under
study.
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Введение

Орторекурсивные разложения [1, 2] представляют собой естественное
обобщение классических разложений в ряды Фурье по ортогональным
системам, применимое в случае переполенных систем. Орторекурсивные
разложения по конкретным системам рассматривались в работах [1, 2,
4–6], общие свойства орторекурсивных разложений — в работах [2, 3, 7,
8].

Определение орторекурсивных разложений в общем случае приведе-
но в работе [2]. Рассмотрим частный случай.

Пусть H = L2[0, 1] — пространство вещественных функций, ин-
тегрируемых с квадратом на отрезке [0, 1], со скалярным произведе-
нием (f, g)2 =

´

[0,1] f(t)g(t)dt. Зададим систему {χk} характеристиче-
ских функций двоичных отрезков: для каждого k = 2n + j (n ∈ Z+,
j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1})
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∆k =

[
j

2n
,
j + 1

2n

]
, χk(x) =

{
1, x ∈ ∆k;

0, x /∈ ∆k.

При этом отрезки и соответствующие им функции делятся на группы
(пачки) по номеру n и каждая следующая пачка отрезков получается из
предыдущей делением отрезков пачки пополам.

Орторекурсивные разложения по системам характеристических
функций промежутков рассматривались в работе [2], по обобщениям та-
ких систем — в работе [4]. В соответствии с результатами [3] орторекур-
сивное разложение по системе характеристических функций двоичных
промежутков абсолютно устойчиво к погрешностям в вычислении коэф-
фициентов и к возмущениям самой системы.

Пусть функция f ∈ L2[0, 1]. Коэффициенты и остатки ее орторекур-
сивного разложения по системе {χk} имеют следующий вид:

1) f̂1 =
1
|∆1|

´

∆1

fdt, r1(f) = f − f̂1χ1;

2) f̂n+1 =
1

|∆n+1|
´

∆n+1

rn(f)dt, rn+1(f) = f −
n+1∑
k=1

f̂kχk.

Для произвольной фиксированной точки x0 из интервала (0,1), не яв-
ляющейся двоично-рациональной (т.е. x0 6= q

2k
, q, k ∈ Z+), и для любого

номера n ∈ Z+ обозначим через cfn(x0) коэффициент разложения f по
той функции n-й пачки, носитель которой содержит x0, т.е.

cfn(x0) = f̂2n+s, где 0 6 s < 2n,
s

2n
< x0 <

s+ 1

2n
.

Представленные в настоящей работе результаты устанавливают связь
между свойствами функции f вблизи точки x0 и свойствами последова-
тельности {cfn(x0)}∞n=0.

Для их формулировки потребуется ввести ряд дополнительных обо-
значений, характеризующих положение точки x0 относительно двоично-
рациональных точек отрезка [0, 1].

Для каждого n ∈ Z+ обозначим через In отрезок из n-й пачки, содер-
жащий x0. Для n > 1 обозначим În = In−1 \ In. Заметим, что отрезок In
всегда является одной из половин отрезка In−1.

Далее, для каждого n ∈ Z+ через через dn(x0) обозначим разность
между серединой отрезка In и точкой x0, а через qn(x0) — ближайшую к
x0 точку вида m

2n (m ∈ {0, . . . , 2n}). Такой точкой всегда будет являться
один из концов отрезка In. Также обозначим pn(x0) = x − qn(x0). При
этом pn(x0) ∈ (−2−n−1, 2−n−1). Введем еще одну величину:

Pn(x) = 2npn(x) =
pn(x)

|In|
∈ (−1

2
,
1

2
).
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Для получения представленных ниже результатов были использова-
ны несколько вспомогательных утверждений. Наиболее содержательным
из них представляется следующее.

Лемма При каждом n ∈ N справедлива формула

cfn(x0) = 2n−1



ˆ

In

−
ˆ

În


 f(t)dt.

Из полученной формулы явно видно, что значения cfn(x0) зависят от
значений функции f на стягивающейся к точке x0 системе отрезков. Та-
ким образом, становится естественным предположение о связи между
свойствами этой последовательности и локальными (вблизи точки x0)
свойствами функции f .

Основные результаты

Теорема 1. Пусть f — один из представителей класса эквивалентных
функций из L2[0, 1] и f ∈ Dk(x0), k ≥ 1, f ′(x0) = ... = f (k−1)(x0) = 0,
f (k)(x0) 6= 0. Тогда с точностью до o(2−kn) при n→∞ величина cfn(x0)
зависит только от положения точки x0 и значения f (k)(x0), а именно:

cfn(x0) = 2n
f (k)(x0)

k!
gk(n, x0) + o(2−nk), n→∞,

где gk(n, x0) =
1
2

(
´

In

−
´

În

)
(x− x0)

kdx =

= − sgn(dn−1(x0))
k+1

∑
s четное
2≤s≤k+1

Cs
k+12

−nsdk+1−s
n−1 (x0).

В частности,

cfn(x0) ∼ − sgn(dn−1(x0))
f ′(x0)

2
2−n, n→∞, при k = 1.

Теорема 2. Пусть f — один из представителей класса эквивалент-
ных функций из L2[0, 1] и существуют односторонние пределы f(x0±0)
функции f в точке x0, δ = f(x0− 0)− f(x0+0), т.е. функция f имеет
в точке x0 разрыв 1-го рода с величиной скачка δ 6= 0 или при δ = 0
непрерывна в точке x0 либо имеет в ней устранимый разрыв. Тогда с
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точностью до o(1), n→∞, величина cfn(x0) зависит только от поло-
жения точки x0 и величины скачка, а именно:

cfn(x0) = Pn−1(x0)δ + o(1), n→∞.
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