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Получена оценка снизу для ядер Дирихле по системам Прайса и обобщённым си-
стемам Хаара относительно S- и V-мажорант (V-мажоранта — это определённая
Н. Я. Виленкиным функция

[
1
t

]
), которые оказались различными для простых

и составных pn. Показано, что ранее полученная оценка сверху ядер Дирихле,
вообще говоря, неулучшаемая; она не может быть улучшена в случае простых pn
c sup

n
pn =∞.

Ключевые слова: абелева группа, модифицированный отрезок [0, 1] и непрерыв-
ность на нём, системы Прайса и Виленкина, обобщённые системы Хаара, ядра
Дирихле и их S- и V-мажоранты.
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Lower bound estimations for Dirichlet’s kernels on Price’s and generalized Haar’s
systems regarding S- and V-majorants are received (V-majorant is a function 1

t ,
obtained by N. Ja. Vilenkin) are obtained. These estimations turned out to be different
for a prime and composite pn. It is proved that a previously received estimations
cannot be improved in general and it cannot be improved in the case of prime
unbounded pn.
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Пусть p0 = 1, {pn}∞n=1 — целочисленная последовательность с pn ≥ 2;

mn =
n∏
k=0

pk (n = 0, 1, 2, . . .). Всякое натуральное число n единственным

образом представимо в виде

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

где ak, s и n′ — целые с 0 ≤ ak < pk+1, 1 ≤ as < ps+1, 0 ≤ n′ < ms, a
любое действительное число x ∈ [0, 1] можно разложить по формуле

x =
∞∑

n=1

xn
mn

, где xn − целые c 0 ≤ xn < pn. (2)
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Если x — pn-иррационально, а также x = 0 или x = 1, то его
представление в виде равенства (2) единственно; для x = l

mn
имеет-

ся два его разложения по формуле (2), одно из которых — конечно (
xk = 0 при k > n ), которое мы обозначим за l

mn
, a другое — беско-

нечно (xk = pk − 1 для k > n); его будем записывать как l
mn

. Таким
образом, отрезок [0, 1] перешел в абелеву группу последовательностей
G = {{xn}∞n=1|xn = 0, 1, . . . pn − 1} с операцией +̇ покоординатного сло-
жения по модулю pn и обратной операцией −̇.

Положив l
mn
− < l

mn
, c [0, 1] на G переносится упорядочивание точек,

и, следовательно, на G определён отрезок [a, b] = {x ∈ G | a ≤ x ≤
b}. A так как группа G и отрезок [0, 1] различаются лишь на счётное
множество точек, то c [0, 1] нa G переносятся понятия меры и ннтеграла
Лебега, а токже ортогональные и ортонормированные системы функций.
Рассмотрим следующие ортонормированные системы функций:

1. Ψ = {ψn(x)}∞n=0 : ψ0(x) ≡ 1; ψmk
(x) = exp 2iπxk+1

pk+1
и ψn(x) =

s∏
k=0

(ψmk
(x))ak , а также

2. Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1;

γmk
(x) =

{ √
mk exp(

2iπxk+1

pk+1
) , если x ∈ Gk

0 , для x ∈ G \Gk

(k = 0, 1, 2, . . .) и γn(x) = γasms+n′(x) = (γms
(x−̇( n′

ms
)))as,

где числа s, as и n′ — определены равенством (1) , и x = {xn}∞n=1 ∈ G .
Систему {ψn(x)}∞n=1 называют системой Прайса [1] (для простых pn

на нульмерной компактной абелевой группе она переходит в системы
Виленкина [2]). Для pn ≡ p она становится системой Крестенсона (или
Крестенсона–Леви) [3], a при pn ≡ 2 — системой Уолша [4] в нумера-

ции Пэли [5]. Пусть Dn(x−̇t) =
n−1∑
k=0

ψk(x)ψk(t) =
n−1∑
k=0

ψk(x−̇t) −n-е ядро

Дирихле по системе Прайса.
Систему же {γn(x)}∞n=1, как правило, называют обобщённой систе-

мой Хаара (или системой типа Хаара). При pn ≡ 2 oна (на отрезке [0, 1])
переходит в систему Хаара [6]; для sup

n
pn < ∞ эта система рассмат-

ривалась (также на отрезке [0, 1]) Н. Я. Виленкиным [7], Б. И. Голубо-
вым и А. И. Рубинштейном [8]; для любых pn (тoже на отрезке [0, 1]) —
Б. И. Голубoвым [9]; на нульмерных компактных абелевых группах она

исследовалась С. Ф. Лукомским [10]. Пусть Dn(x, t) =
n−1∑
k=0

γk(x)γk(t) —

n-e ядро Дирихле по обобщённой системе Хаара.
Известны следующие мажоранты ядер Дирихле по системам Прайса
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(а также системам Виленкина) и обобщённым системам Хаара: V (t) =
mn+1 для t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn

] и

S(t) =
mn

sin πl
pn+1

, если t ∈ [
l

mn+1

,
l + 1

mn+1

−], где l = 1, 2, . . . , pn+1 − 1 и n = 1, 2, . . .

B [2] V (t) названа как [1t ], a S(t) в [11] обозначена как q(t).
B [2, 11] и [12] получены следующие оценки:

|Dn(x)| ≤ 2S(x) ≤ V (x) для всех x ∈ G \ {0} и любых целых n > 0 и

|Dn(x, t)| ≤ S(x−̇t) ≤ V (x−̇t)
2

, если x ∈ G \ {0} и n = 1, 2, . . . .

B [11] также получена оценка снизу:
Теорема S. Для всех x и t c x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] найдётся целое

j = j(x, t) = j(x−̇t), удовлетворяющее условию 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 и
такое, что выполнено неравенство

|Djmn
(x−̇t)| ≥ S(x−̇t)

2
. (3)

Оценку (3) можно улучшить, ибо справедливы следующие теоремы:
Теорема 1. Для любого целого n > 0 и при всех x и t удовле-

творяющих условию x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] найдётся целое j = j(x−̇t) c

1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥
√
3

2
S(x−̇t). (4)

Теорема 2. Для всякого целого n > 0 можно подобрать x и t с
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] и целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что

справедлива оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥
√
3

2π
V (x−̇t). (5)

Для простых pn+1 ≥ 5 неравенства (4) и (5) можно улучшить, ибо
выполнены

Теорема 3. Если число pn+1 простое, то для любых x и t с
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] сущестует целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1

такое, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ (1− π2

8p2n+1

)S(x−̇t) и (6)
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Теорема 4. Для простых pn+1 существуют x и t с x−̇t ∈
[ 1
mn+1

, 1
mn
−] и целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что

справедлива оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ 1

π
(1− π2

8p2n+1

)V (x−̇t) =

= (
1

π
− π

8p2n+1

)V (x−̇t). (7)

Отметим, что требование на то, чтобы вся последовательность
{pn}∞n=1 состояла бы только из простых чисел, в теоремах 3 и 4 не на-
кладывается.

B случае составных pn+1 неравенства (6) и (7) для любых x и t c
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−], вообще говоря, неверны, ибо имеет место следующая

Теорема 5. Если pn+1 кратно 3, то оценки (4) и (5), вообще
говоря, неулучшаемы.

Для составных pn+1 имеют место следующие утверждения:
Теорема 6. Если pn+1 является целой степенью двойки (pn+1 =

2k), то для любых x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] можно подобрать целое

j = j(x, t) = j(x−̇t), удовлетворяющие условию 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1,
такие, что выполнено равенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| = S(x−̇t);

Теорема 7. В случае, когда pn+1 = 2k при некотором целом k > 0
найдутся x, t c x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] и j ∈ {1, 2, . . . , pn+1 − 1}, при

которых справедливо равенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| = V (x−̇t)
2π

.

В случае, когда pn+1 не является целой степенью двойки, верны сле-
дующие теоремы:

Теорема 8. для всех x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] найдётся целое

j = j(x, t) = j(x−̇t) такое, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ (1− π2

8q2n+1

)S(x−̇t),

где qn+1 — наименьший и отличный от единицы положительный
нечётный делитель числа pn+1.
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Теорема 9. Существуют x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] a также

j = j(x, t) = j(x−̇t) ∈ {1, 2, . . . , pn+1 − 1} такие, что справедлива
оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ 1

π
(1− π2

8q2n+1

)V (x−̇t) = (
1

π
− π

8q2n+1

)V (x−̇t),

где qn+1 определено в теореме 8.
Отметим, что qn+1 должно быть простым (как наименьший и от-

личный от единицы положительный нечётный делитель.
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