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Пусть C — комплексная плоскость, H(C) — множество всех целых
функций и пусть R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}. Для любых σ, α ∈ R+, p > 0,
введём в рассмотрение следующее весовое пространствo целых функций:

F p
σ,α =

{
f ∈ H (C) : ‖f‖F p

σ,α
=

(
ˆ +∞

0

e−σrα
ˆ π

−π

∣∣f
(
reθ

)∣∣p dθdr
) 1

p

< +∞
}
,

при p = 2, α = 2, σ = 1
2 пространство F 2

1, 12
совпадает с классическим

пространством Фока (см. [1]), а при p = 2, σ, α > 0 эти пространства
были введены и изучены М. М. Джрбашяном в работах [2], [3]. В даль-
нейшем пространства F 2

σ,α и связанное с ним уравнение свёртки были
введены в работах В. В. Напалкова и его учеников (см. [4]).

Пусть P — множество всех алгебраических многочленов от z, X —
некоторое пространство целых функций P ⊂ X, причем P составляет
всюду плотное множество в X .

Предположим, что f ∈ X, при этом для произвольного многочлена
p ∈ P , pf ∈ X. Скажем, что функция f слабо обратима в пространстве
X, если существует последовательность многочленов pn, n = 1, 2, ..., та-
ких что lim

n→+∞
pnf = 1, причем сходимость имеет место в топологии про-

странства X .
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Описание слабо обратимых элементов в конкретных функциональ-
ных пространствах тесно связано с широким кругом задач нескольких
дисциплин: от теории дифференциальных операторов и их обобщений до
абстрактного гармонического анализа (см. [5, 6]).

В работе устанавливается, что функция f ∈ F p
σ,α слабо обратима в

F p
σ,α тогда и только тогда, когда f(z) 6= 0, z ∈ C, при этом получено

полное описание таких функций. Также в статье строится пространс-
тво типа Фока, в котором существуют сильно обратимые функции, не
обладающие слабой обратимостью.

Основными результатами работы являются следующие утверждения:

Теорема 1. Пусть 0 < p < +∞, 0 < α, σ < +∞, f ∈ H(C), f(z) 6=
0, z ∈ C. Тогда

1. если α∈N , то следующие условия равносильны

i) f ∈ F p
σ,α,

ii)

f(z) = exp(h(z)), h(z) =
n∑

k=0

akz
k, z ∈ C, n < α (∗)

2. если α = n ∈ N, f ∈ F p
σ,α, то f имеет вид (*), где n ≤ α, причем,

если α = n, n ≤ 2, то f ∈ F p
σ,α тогда и только тогда, когда

|an| < σ
p , если же n > 2, то возможен и случай n = σ

p ;

3. функция f ∈ F p
σ,α тогда и только тогда слабо обратима, когда f(z)

допускает представление (*), при чем |an| < σ
p .

Следующая теорема уточняет последнее утверждение теоремы 1.

Теорема 2. Пусть p, σ, α ∈ R+ \ 0, f — целая функция, представ-
ленная в виде (*),

ψ(x) =

(
σ − |an|p−

bn−1p

x1/n
− ε(x)

)
, x ∈ R+,

где bn−1 =
n−1∑
k=0

|ak|, ε(x) — положительная функция из C(1)(R+), причем

lim
x→+∞

ε(x) = lim
x→+∞

xε′(x) = 0; lim
x→+∞

xε(x)
lnx = +∞,

F p
σ,α,ψ =

{
f ∈ H (C) : ‖f‖pσ,α,ψ =

+∞
ˆ

0

exp (−σrα+
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+ψ(rα))

π
ˆ

−π

∣∣f(reiθ)
∣∣p dϑdr < +∞

}
,

где α = n ∈ N.
Тогда следующие утверждения равносильны:
а) функция f вида (*) принадлежит F p

σ, α и слабо обратима в F p
σ, α, ψ;

б)
+∞́

1

σ/p−|an|−ψ(x)
x1/2

dx = +∞.

Теорема 3. Существует функция ϕ — монотонно растущая, поло-
жительная на R+, такая что f ∈ F p

σ, α, ϕ, pf ∈ F p
σ, α, ϕ,для произвольного

многочлена р,такая,что 1/f ∈ F p
σ, α, ϕ, в то же время

inf
{
‖Qf − 1‖F p

σ, α, ϕ
= Cf > 0, Q ∈ P

}
.

Замечание 1. Аналоги теорем 1 и 2 при p = +∞ и при более общих
весовых функциях ранее были установлены в работах автора [7, 8].

Замечание 2. Отметим,что аналог теоремы 3 в случае весовых про-
странств аналитических функциq в круге бsл установлен в работах [7,8],
а в случае весовых пространств Бергмана в единичном круге в работе [9].
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