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В докладе дается краткий обзор недавних исследований, связанных с класси-
ческими полиномами Бернштейна. Выбирается класс кусочно линейных порож-
дающих функций и, в частности, рациональных модулей на стандартном отрез-
ке [0, 1]. Для рациональных модулей получены регулярные представления поли-
номов Бернштейна в виде обобщенных разложений Поповичу. При помощи этих
разложений проведено полное исследование поведения полиномов Бернштейна
в комплексной плоскости. Дано точное описание области сходимости. Установле-
ны оценки скорости сходимости внутри и на границе области. Построена теория
аттракторов нулей полиномов Бернштейна, т.е. предельных множеств, притяги-
вающих нули при неограниченном увеличении номера полинома.
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A brief review of recent studies associated with the classical Bernstein polynomials is
given. A class of piecewise linear generating functions and, in particular, rational
modules on the standard segment [0, 1] is chosen. New regular representations
of Bernstein polynomials for rational modules are obtained. By means of these
representations a complete study of the behavior of Bernstein polynomials in the
complex plane is carried out. The exact description of the convergence domain is
given. Estimates of the convergence rate inside and on the boundary of the domain
are established. The theory of zeros attractors for Bernstein polynomials is developed.
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Для функции f ∈ C[0, 1] рассматриваем полиномы Бернштейна

Bn(f, z) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck
n z

k(1− z)n−k , n ∈ N, (1)

комплексного переменного z ∈ C. Здесь Ck
n — обычные биномиальные

коэффициенты. Общие сведения по теории классических полиномов
Бернштейна см. в [1]–[3].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR (project no. 18-01-00236).
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В последнее время проведено систематическое исследование полино-
мов Бернштейна для кусочно линейных порождающих функций с раци-
ональными абсциссами точек излома. Взятую функцию можно предста-
вить в виде

f(x) = α + βx+
r∑

j=1

γj |qjx− pj|, x ∈ [0, 1], (2)

где α, β, γ1 6= 0, . . . , γr 6= 0 — соответствующие вещественные ко-
эффициенты. Абсциссы точек излома xj = pj/qj, j = 1, . . . , r, считаем
несократимыми рациональными дробями из (0, 1) (для определенности
упорядоченными по возрастанию).

В таком случае

1. установлены новые регулярные представления для полиномов Берн-
штейна, связывающие их с теорией степенных рядов;

2. дано описание области сходимости полиномов Бернштейна в ком-
плексной плоскости вместе с точными оценками скорости сходимо-
сти внутри и на границе области;

3. построена теория аттракторов нулей полиномов Bn(f, z), отражаю-
щая характер распределения нулей при больших номерах n ∈ N.

Важнейшим примером кусочно линейной функции является простой
рациональный модуль

f(x) = |qx− p|, x ∈ [0, 1]. (3)

В случае (3) удается установить все конструктивные свойства полиномов
Бернштейна в наиболее полном и завершенном виде.

Ввиду большой громоздкости общих формул продемонстрируем ре-
зультаты на примере простого рационального модуля

f(x) = |5x− 2|, x ∈ [0, 1], (4)

с изломом в точке x = 2/5 .
Согласно определению (1), отнесенному к функции (4), запишем

Bn(f, z) =
n∑

k=0

∣∣∣∣
5k

n
− 2

∣∣∣∣ C
k
n z

k(1− z)n−k , n ∈ N. (5)

Как видим, числовые коэффициенты здесь зависят от номера n ∈ N, что
сильно затрудняет изучение полиномов Бернштейна.
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Оказывается, для полиномов (5) справедливо представление

B5m+r(f, z) = 2 + z− 2z (1− z)

εm(1,r)∑

k=0

2

5k + 1
C2k

5k+1

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z (1− z)2
εm(2,r)∑

k=0

1

5k + 2
C2k+1

5k+2

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z2 (1− z)2
εm(3,r)∑

k=0

1

5k + 3
C2k+1

5k+3

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z2 (1− z)3
εm(4,r)∑

k=0

2

5k + 4
C2k+2

5k+4

(
z2 (1− z)3

)k
(6)

при всех значениях m ∈ N и r = 0, 1, 2, 3, 4. Здесь символ εm(ν, r) при
переборе ν = 1, 2, 3, 4 вычисляется по правилу

r = 0, 1 =⇒ εm(ν, r) = m− 1 для ν = 1, 2, 3, 4 ;

r = 2, 3, 4 =⇒ εm(ν, r) = m для ν = 1, . . . , r − 1 и

εm(ν, r) = m− 1 для ν = r, . . . , 4 .

Разложение (6) для полиномов (5) называем обобщенным разложением
Поповичу по одному частному результату работы [4].

При помощи разложения (6) удается провести полное исследова-
ние сходимости полиномов (5). Для формулировки результатов вве-
дем несколько специальных понятий, восходящих к классической работе
Л. В. Канторовича [5]. Определим первичный полином Канторовича

T2,5(z) =
3125

108
z2(1− z)3, z ∈ C, (7)

где 3125/108 ≡ qq p−p (q − p)−(q−p) при p = 2 , q = 5. Посредством
полинома (7) зададим компакт Канторовича

K2,5 =

{
z ∈ C :

3125

108

∣∣z2(1− z)3
∣∣ 6 1

}
(8)

и ограничивающую его лемнискату Канторовича

Λ2,5 :
3125

108

∣∣z2(1− z)3
∣∣ = 1. (9)

Объекты (7)–(9) построены по точке излома x = 2/5.
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Компакт K2,5 состоит из левой и правой петель вида

K
(1)
2,5 ≡ K2,5 ∩ {Re z 6 2/5}, K

(2)
2,5 ≡ K2,5 ∩ {Re z > 2/5}.

Ясно, что K(1)
2,5 ∪K

(2)
2,5 = K2,5 и K

(1)
2,5 ∩K

(2)
2,5 = {2/5}. Все точки основно-

го отрезка [0, 1] попадают строго внутрь компакта K2,5 за исключением
одной лишь точки x = 2/5 — точки самопересечения лемнискаты (9).

Аппарат обобщенных разложений Поповичу позволяет установить
следующий результат (см. также [1, 5]).

Теорема 1. Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функ-
ции (4). Тогда при n → ∞ последовательность Bn(f, z) сходится рав-

номерно на компакте K2,5 из формулы (8), в левой петле K
(1)
2,5 — к функ-

ции ϕ1(z) = 2− 5z, а в правой петле K
(2)
2,5 — к функции ϕ2(z) = 5z − 2.

При любом выборе внешней точки z ∈ C \ K2,5 последовательность
Bn(f, z) расходится, т. е. не имеет конечного предела в C.

Теорему 1 удается существенно дополнить, охарактеризовав скорость
сходимости полиномов (5) к результирующей предельной функции

ϕ(z) ≡
{
2− 5z, z ∈ K(1)

2,5 ,

5z − 2, z ∈ K(2)
2,5 .

(10)

Ясно, что ϕ(x) = f(x) = |5x− 2| при x ∈ [0, 1].

Теорема 2. Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функ-
ции (4). Пусть уклонения полиномов от предельной функции (10) за-
даны формулой

Rn(f, z) ≡ Bn(f, z)− ϕ(z), z ∈ K2,5 , n ∈ N.

Тогда при всех z ∈ intK2,5 , т. е. внутри компакта Канторовича (8)
(когда |T2,5(z)| < 1 ), имеем оценку

|R5m+l(f, z)| 6
M2,5

1− |T2,5(z)|
|T2,5(z)|m
m3/2

, m ∈ N, l = 0, 1, 2, 3, 4.

Если же z ∈ ∂K2,5 = Λ2,5 , то

|R5m+l(f, z)| 6
2M2,5√
m

(
1 +

1

2m

)
, m ∈ N, l = 0, 1, 2, 3, 4.

Здесь M2,5 > 0 — некоторая константа, вычисляемая конструктивно.
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Теорема 2 показывает, что полиномы Бернштейна от функции (4)
сходятся внутри компакта K2,5 с экспоненциальной скоростью, но по
мере приближения точки z ∈ intK2,5 к границе K2,5 скорость сходи-
мости «портится», переходя на самой границе, т. е. на лемнискате Λ2,5,
в медленное степенное стремление. Перечисленные результаты с соответ-
ствующими поправками распространяются на полиномы Бернштейна от
любого рационального модуля (3).

Особый интерес представляет задача о распределении нулей поли-
номов Бернштейна, поставленная И.Я.Новиковым [6]. В цикле работ
И. В.Тихонова, В. Б. Шерстюкова и автора построена систематическая
теория аттракторов нулей полиномов Бернштейна на классе порож-
дающих функций вида (2). Применительно к нашему примеру (4) эта
теория позволяет сформулировать такой результат.

Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функции (4). Тогда
при n→∞ все нули полиномов Bn(f, z) (кроме отдельных девиантных
нулей) стягиваются снаружи к границе области сходимости полиномов
Бернштейна — лемнискате Канторовича Λ2,5 из формулы (9). Наглядное
представление о происходящем дает рис. 1.

Рис. 1. Результат компьютерного расчета нулей полинома B200(f, z) от функции (4)
вместе с компактом Канторовича K2,5 . Видно, что нули «стягиваются» к границе

компакта — лемнискате Λ2,5 . При n = 200 картина получается стандартной:
девиантные нули отсутствуют

Дадим дополнительные ссылки по теме исследований. В особое на-
правление обсуждаемый круг вопросов был выделен в докладе [7]. По
поводу обобщенных разложений Поповичу в случае произвольного раци-
онального модуля (3) см. [8–10]. Сходимость полиномов Бернштейна для
рационального модуля (3) и в общем случае кусочно линейных порожда-
ющих функций вида (2) обсуждается в [10, 11]. Проблеме распределения
нулей полиномов Бернштейна посвящены работы [12–14].
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