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Предложен новый прием в методе Фурье для волнового уравнения, базирую-
щийся на широком применении расходящихся рядов в понимании Эйлера, об-
ладающий большой экономичностью в использовании математических фактов и
приводящий к значительному усилению известных результатов по методу Фурье
для волнового уравнения.
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New technique is suggested in Fourier method for wave equation. It is based on
wide using of divergent in Euler’s sense series and is rather economical in required
mathematical facts. The technique leads to considerable improvement of the known
results concerning Fourier method for wave equation.
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1. Сначала приведем необходимую информацию о расходящихся ря-
дах из [1]. Рассмотрим простейшее функциональное уравнение:

y(x) = 1 + xy(x). (1)

Для простоты считаем x вещественным. Из (1) получаем следующее
очевидное формальное решение:

y(x) = 1 + x+ x2 + . . . (2)

Пусть |x| < 1. Тогда ряд (2) сходится и его сумма есть

y(x) =
1

1− x
, (3)

т.е. (3) есть решение (1) в этом случае. Но формула (3) имеет смысл при
всех x, кроме x = 1. Воспользуемся этим.

Пусть |x| > 1. Тогда ряд (2) расходящийся и его сумму, как предел
частичных сумм, найти мы не можем. Поэтому разумно определить эту
сумму как решение уравнения (1) по формуле (3).

Таким образом, у нас теперь сумма ряда (2) определяется решением
уравнения (1) при всех x, кроме |x| = 1.
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Пусть x = −1. В этом случае ряд (2), т.е. ряд 1 − 1 + 1 − . . . расхо-
дящийся, но мы считаем, что его сумма есть 1/2 (что разумно из (3)), и
в этом случае она представляет обобщенное решение уравнения (1) (т. е.
если в (2) положим x = xn, где |xn| < 1, то при xn → −1 + 0 суммы
соответствующих рядов в (2) сходятся к 1/2).

Пусть x = 1. Тогда ряд 1+1+. . . в силу (3) имеет сумму, равную +∞,
если его получаем из (3) при x→ 1−0 и −∞, если x→ 1+0, т. е. сумма
расходящегося ряда принимает два значения.

Вывод. Таким образом, ряд (2) в новом понимании дает решение
уравнения (1) при всех x, кроме x = 1, а при x = 1 уравнение (1) не
имеет решения.

Отметим еще формулу

1

1− x
= 1 + x+ . . .+ xn +

xn+1

1− x
,

также приводящую к ряду (2).
Вышеизложенное, за исключением формулы (1), есть у основополож-

ника теории расходящихся рядов Л. Эйлера в его книге [2, с. 99–100].
Отметим еще книгу Харди Г. [3] с обширной информацией о расходя-
щихся рядах.

Теперь приведем слова Эйлера [2, с. 100–101]:
«109. Из этого некоторые заключили, что такие ряды — они называ-

ются расходящимися — вообще не имеют никакой определенной суммы,
ибо, выполняя сложение членов, мы не имеем приближения к какому-
либо пределу, который можно было бы принять за сумму бесконечного
ряда. Так как эти суммы уже потому, что мы пренебрегаем последними
остатками, являются, как было показано, ошибочными, то это мнение
полностью согласуется с истиной. Однако против него можно с полным
правом возразить, что упомянутые суммы, хотя они и оказывают совер-
шенно несогласными с истиной, однако никогда не приводят к ошибкам,
и что напротив, приняв их, мы получаем множество замечательных ве-
щей, которых мы должны были бы лишиться, если бы пожелали совсем
отказаться от этих суммирований. Но ведь эти суммы, если они были бы
ложными, не могли бы всегда приводить нас к истинным результатам,
тем более, что они уклонялись бы от истины не на малое, а на беско-
нечное количество, и, следовательно, они должны были бы бесконечно
далеко уводить нас от истины. Так как этого, однако, не происходит, то
нам остается развязать этот труднейший узел.

110. И вот я говорю, что вся трудность кроется в названии «сум-
ма». Действительно, если под «суммой» ряда понимать, как это обычно
делается, результат сложения всех его членов, то нет никакого сомне-
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ния, что суммы можно получать только для тех бесконечных рядов, ко-
торые являются сходящимися и дают результаты, тем более близкие к
некоторому определенному значению, чем больше членов складывается.
Расходящиеся же ряды, члены которых не убывают, могут обнаружи-
вать чередования знаков + и −, в противном же случае они вообще не
будут иметь никаких определенных сумм, если только слово «сумма»
понимается в смысле результата сложения всех членов. Но в тех слу-
чаях, о которых мы упоминали, из неверных сумм получаются верные

результаты не потому, что конечное выражение, скажем
1

1− x
, есть сум-

ма ряда 1 + x + x2 + x3+ и т.д., а потому, что это выражение, если его
разложить, дает именно такой ряд. Таким образом здесь можно было бы
вовсе отказаться от наименования «сумма».

111. Этих затруднений и кажущихся противоречий мы совершенно из-
бежим, если мы припишем слову «сумма» значение, отличное от обыч-
ного. А именно, мы скажем, что сумма некоторого бесконечного ряда
есть конечное выражение, из разложения которого возникает этот ряд.
В этом смысле у бесконечного ряда 1 + x + x2 + x3+ и т.д. истинная

сумма будет равна
1

1− x
, ибо этот ряд происходит из разложения этой

дроби, какое бы число ни подставлять вместо x. При этом соглашении,
если ряд будет сходящимся, то новое определение слова сумма совпадет
с обычным, а так как расходящиеся ряды не имеют никакой суммы в соб-
ственном смысле слова, то из этого нового наименования не проистечет
никаких неудобств. Приняв это определение, мы сможем сохранить вы-
годы пользования расходящимися рядами и в то же время защищаться
от всяческих обвинений».

2. Рассмотрим задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t); x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (4)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (5)

u(x, 0) = ϕ(x) , u′t(x, 0) = ψ(x). (6)

Будем предполагать, что все функции, входящие в (4)–(6) комплекс-
нозначные, q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x), ψ(x) не выходят за рамки L[0, 1], f(x, t)
подчинено условию f(x, t) ∈ L[QT ], где QT = {x, t|x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]}
при любом T > 0. Формальное решение по методу Фурье берем в виде
[4, 5]:

u(x, t) = − 1

2πi




ˆ

|λ|=r

+
∑

n≥n0

ˆ

γn




[
(Rλϕ) cos ρt+
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+Rλ(ψ)
sin ρt

ρ
+

t
ˆ

0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (7)

где λ = ρ2, Reρ ≥ 0, Rλ — резольвента оператора: Ly = −y′′(x) +
q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0, r > 0 и достаточно велико, γn есть образ в λ
— плоскости окружностей γ̃n={ρ | |ρ − nπ| = δ}, δ > 0 достаточно мало
и фиксировано, Rλ(f(·, τ)) означает, что Rλ применяется к f(x, τ) по x.

Ряд (7) называется формальным, потому что мы не обращаем вни-
мание на его сходимость.

Обозначим через Z(x, t, ϕ) ряд (7) при ψ(x) = f(x, t) = 0. Тогда, ис-
пользуя расходящиеся ряды в понимании Эйлера, мы преобразуем фор-
мальный ряд (7) к следующему виду:

u(x, t) = Z(x, t, ϕ) +

t
ˆ

0

Z(x, τ, ψ) dτ +

t
ˆ

0

dτ

t−τ
ˆ

0

Z(x, η, f(·, τ)) dη. (8)

Достоинство (8) по сравнению с (7) в том, что имеем теперь дело
лишь с задачей

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (9)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (10)

u(x, 0) = ϕ(x) , u′t(x, 0) = 0, (11)

при различного вида ϕ(x).
Рассмотрим теперь задачу (9)–(11). Ряд (8) в этом случае переходит

в Z(x, t, ϕ). В [6] мы, используя рекомендации А. Н. Крылова [7–9] и
расходящиеся ряды в понимании Эйлера, осуществляем переход от ряда
Z(x, t, ϕ) к ряду (см. также [10])

A(x, t) =
∞∑

n=0

an(x, t), (12)

где

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)],

an(x, t) =
1

2

t
ˆ

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη (n = 1, 2, ...),

fn(x, t) = −q(x)an(x, t) (n = 0, 1, ...),
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ϕ̃(x) есть нечетное 2-периодическое продолжение ϕ(x) с [0, 1] на всю ось,
f̃n(η, τ) нечетная, 2-периодическая по η и f̃n(η, τ) = fn(η, τ) при η ∈ [0, 1].

Лемма ([4, c. 296]). Пусть ϕ(x) ∈ L[0, 1]. Пусть, далее, T > 0 и
произвольна и m — наименьшее натуральное число, такое, что T ≤ m.
Тогда

‖ an(x, t) ‖C[QT ]≤M1

(
M2

2

)n−1
T n−1

(n− 1)!
(n ∈ N),

где M1 =‖ a1(x, t) ‖C[QT ], M2 = (2m+ 1) ‖ q ‖1 (‖ · ‖1 – норма в L[0, 1]).
Кроме того, M1 ≤ CT ‖ ϕ ‖1 и постоянная CT не зависит от ϕ(x).

Теорема 1. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1], то ряд A1(x, t) =
∞∑
n=1

an(x, t) схо-

дится абсолютно и равномерно с экспоненциальной скоростью в QT .

Теорема 2. Для того, чтобы существовало единственное класси-
ческое решение задачи (9)–(11), необходимо и достаточно, чтобы ϕ(x),
ϕ′(x) были абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Это решение
дается формул ой u(x, t) = A(x, t), где теперь A(x, t) есть сумма ря-
да (12).

Классическим решением задачи (9)–(11) называем функцию u(x, t),
непрерывную и непрерывно дифференцируемую по x и t, причем ux(x, t)
(ut(x, t)) абсолютно непрерывна по x (по t), удовлетворяющую уравне-
нию (9) почти всюду и условиям (10)–(11).

Теорема 3. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1], а ϕh(x) удовлетворяют условиям
теоремы 2 и ‖ ϕh − ϕ ‖1→ 0 при h → 0, то соответствующие ϕh(x)
классические решения uh(x, t) задачи (9)–(11) сходятся по норме L[QT ]
к A(x, t), т. е. в этом случае u(x, t) = A(x, t) является обобщенным
решением задачи (9)–(11).

Ранее в [11], не прибегая к расходящимся рядам, были получены сле-
дующие результаты.

Теорема 4. Если ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны, ϕ(0) = ϕ(1) =
0, Lϕ = −ϕ′′(x) + q(x)ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), то сумма ряда Z(x, t, ϕ)
формального решения задачи (9)–(11) является классическим решением
задачи (9)–(11).

Теорема 5. Если ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), то ряд Z(x, t, ϕ) сходится
почти всюду и Z(x, 0, ϕ) = ϕ(x) почти всюду. Более того, если ϕh(x)
удовлетворяют условиям теоремы 4 и ‖ ϕh − ϕ ‖p→ 0 при h → 0
(‖ · ‖p — норма в Lp[0, 1]), то соответствующие классические решения
uh(x, t) сходятся в Lp[QT ] при любом T > 0 к u(x, t) = Z(x, t, ϕ), т. е.
u(x, t) является обобщенным решением задачи (9)–(11).

В получении теорем 4 и 5 существенно используются пример
А. Н. Колмогорова, теорема Карлесона–Ханта и другие глубокие фак-
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ты действительного анализа, в том числе и теорема Хаусдорфа–Юнга.
Отсюда видно, что использование расходящихся рядов в понимании Эй-
лера приводит к результатам (теоремы 2 и 3) окончательного характера
существенно более глубоким, чем теоремы 4 и 5.

Подробные доказательства теорем 1–3 приведены в [5, 6]. Они опира-
лись на формальное решение (7). Приведенное здесь формальное реше-
ние (8) вместо (7) улучшает эти доказательства. Каждое слагаемое в (8)
есть сумма сходящегося ряда A(x, t) при различных начальных функци-
ях ϕ(x), ψ(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L[QT ] (t — параметр). Таким образом,
формула (8) дает явную формулу обобщенного решения во всех случаях.
Соответствующие результаты о классическом решении (9)–(11) получе-
ны в [6]; в случае задач (4)–(6) при ϕ(x) = f(x, t) = 0 и ϕ(x) = ψ(x) = 0
они могут быть получены аналогично [6].

Отметим, что в работе [12, с. 132–133] нами дан иной, чем метод
Фурье, прием решения смешанной задачи. Сравнивая результаты рабо-
ты [12] с результататами, полученными нами методом Фурье, приходим
к заключению, что эти методы равносильны.

Наконец, работа [6, с. 286] приводит к выводу: считать обобщенное
решение смешанной задачи истинным решением вне связи его с класси-
ческим (есть ли классическое или нет).

Таким образом, автором (в том числе и в соавторстве) получены сле-
дующие результаты по смешанной задаче (4)–(6) в классе функций q(x),
ϕ(x), ψ(x) ∈ L[0, 1] и f(x, t) ∈ L[QT ] при любом T > 0. Классическое
решение имеет место при ϕ(x), ϕ′(x), ψ(x) абсолютно непрерывных и
ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) почти при всех x ∈ [0, 1] абсо-
лютно непрерывна по t и ft(x, t) ∈ L[QT ] при любом T > 0. Обобщенное
решение имеет место при всех q(x), ϕ(x), ψ(x), f(x, t) рассматриваемого
класса.

При дополнительном условии, что решение u(x, t) дважды непре-
рывно дифференцируемо по x и t при x, t ∈ [0, 1] × [0,∞) класси-
ческое решение имеет место, если ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C1[0, 1],
ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t), ft(x, t) непрерывны и
ϕ′′(0) + f(0, 0) = ϕ′′(1) + f(1, 0) = 0.

Классическое и обобщенные решения представляются одним и тем
же быстросходящимся рядом, члены которого явно выражаются через
q(x), ϕ(x), ψ(x), f(x, t). Этот ряд при q(x) = 0 переходит в формулу
Даламбера.
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