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Обсуждаются методы построения конечных жёстких фреймов с помощью функ-
ций Уолша. В связи с проблемой Кадисона-Зингера рассмотрен метод расщепле-
ния конечных фреймов Парсеваля, определяемых по матрицам Уолша. Показано,
как применить дискретное преобразование Виленкина–Крестенсона и принцип
расширения для построения фреймов Парсеваля периодических последователь-
ностей.
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Methods for constructing finite tight frames using Walsh functions are discussed. In
connection with the Kadison-Singer problem, the method of splitting finite Parseval
frames defined by Walsh matrices is considered. It is shown how to apply the discrete
Vilenkin-Chrestenson transform and the extension principle to construct Parseval
frames of periodic sequences.
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ПустьH — гильбертово пространство. Система элементов f1,f2, f3,. . .
называется фреймом для H, если существуют такие положительные по-
стоянные A и B, что для любого элемента f ∈ H верны неравенства

A‖f‖2 ≤
∞∑

n=1

|〈f, fn〉|2 ≤ B‖f‖2.

Постоянные A и B называют соответсвенно нижней и верхней грани-
цами фрейма. Если границы фрейма совпадают, то фрейм называют
жёстким (tight). В случае A = B = 1 фрейм {fn} называется фреймом
Парсеваля.

Основы теории фреймов изложены в монографиях [1, 2], где име-
ется подробная библиография. Теория конечных жёстких фреймов [3]
активно развивалась последние пятнадцать лет в связи с приложениями
в таких областях как обработка сигналов, квантовая теория информа-
ции, многомерные ортогональные полиномы и сплайны, а также в тео-
рии сжатых измерений (Compressed Sensing). Взаимосвязи между тео-
рией фреймов и анализом Уолша в контексте конструкций всплесков
(wavelets) анализировались в недавних статьях [4–7].
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Хорошо известно, что функции Уолша можно интерпретировать как
характеры двоичной группы Кантора, а обобщениями функций Уолша
являются характеры групп Виленкина (см., например, [8–10]). Основные
результаты о всплесках на группах Кантора и Виленкина приведены в
книге [11] и в обзорных статьях [12, 13]. В лекции будут изложены мето-
ды построения конечных жёстких фреймов с помощью функций Уолша
и их обобщений. В связи с проблемой Кадисона–Зингера (см., например,
[14–16]) будет рассмотрен предложенный в [17] метод расщепления ко-
нечных фреймов Парсеваля, определяемых по матрицам Уолша. Ниже
формулируется один из недавних результатов о построении фреймов в
пространствах периодических последовательностей.

Пусть N = pn, где p и n — натуральные числа, p ≥ 2. Множество
ZN = {0, 1, . . . , N − 1} является абелевой группой с операцией

a⊕ b :=
n−1∑

ν=0

|aν − bν| p ν, a, b ∈ ZN ,

где

a =
n−1∑

ν=0

aνp
ν, b =

n−1∑

ν=0

bνp
ν, aν, bν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Пространство ℓ2(ZN) состоит из последовательностей вида

x = (. . . , x(−1), x(0), x(1), x(2), . . . ), x(j) ∈ C,

таких, что x(j + N) = x(j) для всех j ∈ Z. Последовательность x из
ℓ2(ZN) часто отождествляется с вектором

(x(0), x(1), . . . , x(N − 1)).

Линейные операции в пространстве ℓ2(ZN) определяются покомпо-
нентно. Скалярное произведение последовательностей x, y ∈ ℓ2(ZN)
определяется по формуле

〈x, y〉 :=
N−1∑

j=0

x(j)y(j).

Пусть εp = exp(2πi/p). Функции Крестенсона w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1

для пространства ℓ2(ZN) могут быть заданы равенствами

w
(N)
k (l) = εσ(k,l)p , w

(N)
k (j) = w

(N)
k (j +N), j ∈ Z,
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где

σ(k, l) =
n−1∑

ν=0

kνln−ν−1

и

k =
n−1∑

ν=0

kνp
ν, l =

n−1∑

ν=0

lνp
ν, kν, lν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

В случае p = 2 функции Крестенсона совпадают с функциями Уолша
(см., например, [9, 18, 19]).

Положим N1 = pn−1. При p = 2 для получения матрицы (w
(N)
k (l)) сле-

дует каждую строку матрицы (w
(N1)
k (l)) написать дважды в виде двух

новых строк и дополнить полученные строки, приписывая к первой стро-
ке справа еще один экземпляр этой же строки, а ко второй строке до-
бавляя справа все элементы той же строки с противоположным знаком
(см. [9, § 1.3]). Аналогично, при p > 2 для получения матрицы (w

(N)
k (l))

каждая строка матрицы (w
(N1)
k (l)) записывается p раз в один столбец

и умножается последовательно на 1, εp, ε2p, . . . , ε
p−1
p (полученные после

умножения строки приписываются справа к имеющимся строкам). При
p = 3 из матрицы

(w
(3)
k (l)) =




1 1 1

1 ε ε2

1 ε2 ε


 , k, l ∈ {0, 1, 2}.

этим методом получается (для краткости полагаем ε = ε3) следующая
матрица:

(w
(9)
k (l)) =




1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 ε ε ε ε2 ε2 ε2

1 1 1 ε2 ε2 ε2 ε ε ε

1 ε ε2 1 ε ε2 1 ε ε2

1 ε ε2 ε ε2 1 ε2 ε 1

1 ε ε2 ε2 1 ε ε ε2 1

1 ε2 ε 1 ε2 ε 1 ε2 ε

1 ε2 ε ε 1 ε2 ε2 ε 1

1 ε2 ε ε2 ε 1 ε 1 ε2




, k, l ∈ {0, 1, . . . , 7}.

Матрица W (N) := (w
(N)
l (j))N−1l,j=0 симметрична и удовлетворяет соот-
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ношениям ортогональности

N−1∑

j=0

w
(N)
l (j)w

(N)
k (j) =

N−1∑

i=0

w
(N)
i (l)w

(N)
i (k) = Nδl,k, l, k ∈ ZN ,

где δl,k — символ Кронекера. Следовательно, система

{w(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} является ортогональным базисом пространс-

тва ℓ2(ZN).
Дискретное преобразование Виленкина–Крестенсона сопоставляет

каждому вектору x из ℓ2(ZN) последовательность x̂ коэффициентов
Фурье вектора x по системе {w(N)

0 , w
(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} :

x̂(k) := N−1
N−1∑

j=0

x(j)w
(N)
k (j), k ∈ ZN .

Разложение вектора x по базису {w(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} записывается

в виде x(j) =
∑N−1

k=0 x̂(k)w
(N)
k (j), j ∈ ZN .

Для каждого k ∈ ZN оператор p-ичного сдвига Tk : ℓ2(ZN)→ ℓ2(ZN)
определяется по формуле

(Tkx)(j) := x(j ⊖ k), x = x(j) ∈ ℓ2(ZN).

Для любых x, y ∈ ℓ2(ZN), k, l ∈ ZN , справедливы равенства

(̂Tkx)(l) = w
(N)
k (l) x̂(l), 〈x, y〉 = N〈 x̂, ŷ 〉.

При построении жёстких фреймов и ортогональных базисов всплес-
ков в различных пространствах ключевую роль играет принцип расши-
рения (см., например, [1, § 1.8]). Следующая теорема и приведенный ни-
же алгоритм показывают, как реализуется принцип расширения в рас-
сматриваемой ситуации.

Теорема A [7]. Пусть векторы u0, u1, . . . , ur ∈ ℓ2(ZN) таковы, что
для матрицы

M(l) :=
N√
p




û0(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) . . . ûr(l +N1)

û0(l + 2N1) . . . ûr(l + 2N1)

. . . . . . . . .

û0(l + (p− 1)N1) . . . ûr(l + (p− 1)N1)
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при каждом l = 0, 1, . . . , N1 − 1 выполнено равенство

M(l)M ∗(l) = Ip, (1)

где Ip — единичная матрица порядка p. Тогда система

B(u0, u1, . . . , ur) := {Tp ku0}N1−1
k=0 ∪ {Tp ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {Tp kur}N1−1
k=0

является фреймом Парсеваля для ℓ2(ZN).
При условии (1) матрицу M(l) можно дополнить до унитарной мат-

рицы. Поэтому верны неравенства

|ûs(l)|2 + |ûs(l +N1)|2 + · · ·+ |ûs(l + (p− 1)N1)|2 ≤
p

N 2
, (2)

где s = 0, 1, . . . , r, l = 0, 1, . . . , N1−1. Для случая, когда все неравенства
в (2) обращаются в равенства, теорема A при r = p − 1 приводит к
ортонормированному базису B(u0, u1, . . . , up−1) в ℓ2(ZN), построенному
в [19]. Отметим также, что при p = 2 матрицаW (N) совпадает с матрицей
Уолша и для этого случая теорема A доказана в [20].

Пример 1. Пусть p = r = 2, n = 1. Тогда

M(l) =
√
2

[
û0(l) û1(l) û2(l)

û0(l + 1) û1(l + 1) û2(l + 1)

]
, l = 0.

Условие (1) будет выполнено, если

ûi(0) =

√
2

2
xi, ûi(1) =

√
2

2
yi, i = 0, 1, 2,

где (x0, x1, x2) и (y0, y1, y2) − ортогональные векторы единичной длины:

x0ȳ0 + x1ȳ1 + x2ȳ2 = 0,

|x0|2 + |x1|2 + |x2|2 = 1, |y0|2 + |y1|2 + |y2|2 = 1.

В частности, если x0 = a, y0 = b, |a|2 + |b|2 ≤ 1, то можно выбрать

x1 = 0, x2 =
√

1− |a|2,

y2 = −
ab̄√

1− |a|2
, y1 =

√
1− |b|2 − |y2|2.

Таким образом, для каждой пары (a, b) комплексных чисел, удовлетво-
ряющих условию 0 < |a|2 + |b|2 ≤ 1, получается фрейм Парсеваля
{u0, u1, u2} для ℓ2(Z2) (сравните с примером 2 в [20]).
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Пример 2. Пусть p = r = n = 2. Выберем u0, u1, u2 в ℓ2(Z4) такими,
что

2∑

s=0

ûs(l)ûs(l + 2) = 0,
2∑

s=0

|ûs(l)|2 =
2∑

s=0

|ûs(l + 2)|2 = 1

8
, l = 0, 1.

Тогда {u0, u1, u2, T2u0, T2u1, T2u2} является фреймом Парсеваля для
ℓ2(Z4). Действительно, в этом случае

M(l) =
4√
2

[
û0(l) û1(l) û2(l)

û0(l + 2) û1(l + 2) û2(l + 2)

]
, l = 0, 1,

и равенство (1) выполнено.
Пример 3. Пусть p = 3, n = 2, r = 8. Тогда

M(l) =
9√
3



û0(l) û0(l) . . . ûr(l)

û0(l + 3) û0(l + 3) . . . ûr(l + 3)

û0(l + 6) û0(l + 6) . . . ûr(l + 6)


 , l = 0, 1, 2,

и для выполнения условия M(l)M ∗(l) = I3 матрицы M(0), M(1), M(2)

можно выбрать так, чтобы составленная из них матрица (ûk(j))
j
k,j=0 была

пропорциональна матрице (w
(9)
k (j))8k,j=0. Таким образом, в рассматрива-

емом случае матрица M(l) формируется по строкам матрицы W (9).
Предположим, что числа b0, b1, . . . , bN−1 удовлетворяют условию

|bl|2 + |bl+N1
|2 + · · ·+ |bl+(p−1)N1

|2 ≤ p

N 2
, l = 0, 1, . . . , N1 − 1. (3)

Алгоритм B.
Шаг 1. Найти вектор u0 ∈ ℓ2(ZN) такой, что для l = 0, 1, . . . , N1 − 1

û0(l) = bl, û0(l +N1) = bl+N1
, . . . , û0(l + (p− 1)N1) = bl+(p−1)N1

,

где числа b0, b1, . . . , bN−1 берутся из (3).
Шаг 2. Для полученного на шаге 1 вектора u0 найти векторы

u1, . . . , ur ∈ CN , такие, что для матрицы

M(l) =
N√
p




û0(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) . . . ûr(l +N1)

û0(l + 2N1) . . . ûr(l + 2N1)

. . . . . . . . .

û0(l + (p− 1)N1) . . . ûr(l + (p− 1)N1)
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при каждом l = 0, 1, . . . , N1 − 1 выполнено равенство M(l)M ∗(l) = Ip.
Шаг 3. Определить систему B(u0, u1, . . . , ur) по формуле

B(u0, u1, . . . , ur) = {Tp ku0}N1−1
k=0 ∪ {Tp ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {Tp kur}N1−1
k=0 .

Отметим, что шаг 1 алгоритма B реализуется с помощью обратного
дискретного преобразования Виленкина-Крестенсона:

u0(j) =
N−1∑

k=0

bkw
(N)
k (j), j ∈ ZN ,

а для реализации шага 2 можно использовать те же методы, что и при
построении фреймов на группах Виленкина (см. [4]).

На практике вектор (b0, b1, . . . , bN−1) в алгоритме B может быть
выбран по энтропийному, среднеквадратическому или иному критерию
адаптациии применяемого метода аппроксимации к сигналу (см. [22,
§ 9.4] и примеры в [13, 23]).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
[1] Новиков И. Я., Протасов В. Ю., Скопина М. А. Теория всплесков. М. : ФИЗ-

МАТЛИТ, 2006. 616 с.

[2] Christensen O. An Inroduction to Frames and Riesz Bases. Boston : Birkhäuser, 2016.
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