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пространствах Lp со степенным весом.
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Введение

Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1
2 . Через Lp,α обозначим пространство, состоя-

щее из измеримых функций f(x) на [0,∞) для которых конечна норма

‖f‖p,α =

(
ˆ ∞

0

|f(x)|px2α+1dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Обозначим через L∞,α множество всех функций f(x), которые равномер-
но непрерывны и ограничены на [0,∞). Норма в пространстве опреде-
ляется

‖f‖∞,α = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|, p =∞.

Рассмотрим в пространстве Lp,α оператор обобщенного сдвига [1]
функции f(x)

T hf(x) =
Γ(α + 1)

Γ(12)
Γ(α +

1

2
)

ˆ π

0

f(
√
x2 + h2 − 2xh cosϕ)(sinϕ)2αdϕ.

Отметим, что некоторые свойства оператора T h : Lp,α → Lp,α

T hjα(λx) = jα(λx)jα(λh), jα(u) =
2αΓ(α + 1)

uα
Jα(u)
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где Jα(u) — функция Бесселя первого рода порядка α,

∥∥T h(f)
∥∥
p,α
≤ C ‖f‖p,α , 1 ≤ p ≤ ∞

ˆ ∞

0

T hf(x)g(x)x2α+1dx =

ˆ ∞

0

f(x)T hg(x)x2α+1dx.

Для любой функции f ∈ C2(R+) оператор обобщенного сдвига Бессе-
ля T sf(t) = u(t, s), t, s ∈ R+ определим как решение следующей задачи
Коши (см.[1])

∂2u

∂t2
+

2α + 1

t

∂u

∂t
=
∂2u

∂s2
+

2α + 1

s

∂u

∂s

u(t, 0) = f(t),
∂u

∂t
(t, 0) = 0.

Для функции f ∈ Lp,α конечные разности ∆k
hf(x) порядка k(k =

1, 2, ...) с шагом h > 0 определим следующим образом

∆1
hf(x) = f(x)− T h(x),∆k

hf(x) = ∆1
h

(
∆k−1
h f(x)

)
, k > 1.

Величину
Ωk(f, δ)p,α = sup

0<h≤δ

∥∥∆k
hf

∥∥
p,α

будем называть обобщенным модулем гладкости k-го порядка функции
f ∈ Lp,α.

Обозначим через M(ν, p, α), ν > 0 множество всех функций Qν(t), t ∈
R, удовлетворяющих следующим условиям :

1) Qν(t) — четная целая функция экспоненциального типа ν; 2) Qν(t)
— принадлежит классу Lp,α.

Наилучшее приближение функции f ∈ Lp,α из класса M(ν, p, α) опре-
делим следующим образом:

Eν(f)p,α = inf{‖f −Qν‖p,α : Qν ∈M(ν, p, α)}.

Основные результаты

Из историй теории приближения функций известно, что прямая теорема
теории приближения была доказана Д. Джексоном в 1911 году.

Теорема A. Для любой f ∈ C∞ выполняется неравнество

En(f)∞ ≤ Cωk(f ; 1/n)∞.
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Эта теорема была уточнена в 1965 году М. Ф. Тиманом (cм. [4])

n−k
(

n∑

ν=1

νsk−1Es
ν(f)p

)1/s

≤ Cωk(f ; 1/n)p, 1 < p <∞, s = max(p, 2),

где
Eν(f)p = inf

n≤k
‖f − Tn‖p,

ωk(f ; 1/n)p = sup
|h|<t

‖∆k
hf‖p, ∆hf(x) = f(x+h)−f(x),∆k

hf(x) = ∆h(∆
k−1
h f(x)).

В 1958 году получил М. Ф. Тиман уточнение обратного неравенства
для f ∈ Lp, 1 < p <∞ (см. [5])

ωk(f ; 1/n)p ≤ Cn−k
(

n∑

ν=1

ντk−1Eτ
ν (f)p

)1/τ

, τ = min(p, 2).

В связи выше приведенными результатами возникает вопрос, можно
ли получить аналогичние результаты например, в пространствах Lp со
степенным весом.

Сформулируем полученные результаты.
Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, τ = max(p, 2). Тогда

Ωm(f, n
−2k)p,α ≥ Cn−2m

(
n∑

ν=1

ν2mτ−1Eτ
ν (f)p,α

) 1
s

.

Теорема 1 является уточнением теоремы 4.2 из работы [2, с. 187].
Теорема 2. Пусть 1 < p <∞, s = min(p, 2). Тогда

Ωm(f, n
−2k)p,α ≤ Cn−2m

(
n∑

ν=1

ν2ms−1Es
ν(f)p,α

) 1
s

.

Теорема 3. Если 1 < p <∞, s = min(p, 2), f ∈ Lp,α,и ряд

∞∑

ν=1

ν2r−1Eν(f)p,α

сходиться, то f ∈ W r
p,α и справедливы неравенства

Ωm(B
rf, n−k)p,α ≤





∞∑

ν=n+1

ν2r−1Eν(f)p,α + n−2m
(

n∑

ν=1

ν2ms−1Es
ν(f)p,α

) 1
s



 .
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Теоремы 2 и 3 явлются уточнением соответстующих теорем 1.3 и 1.4
из [6, с. 49].

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, s = min(p, 2). Тогда

Ωm(f, h)p,α ≤ Ch2m
(
ˆ 1

h

t−s2m−1Ωs
m+1(f)p,α

) 1
s

.
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