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При некоторых ограничениях найдена скорость сходимости (в том числе и недиа-
гональных) аппроксимаций Эрмита –Паде 2-го рода экспоненциальных функций.
Доказанные утверждения дополняет результаты, полученные ранее в работах
других авторов.
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Under some restrictions, the convergence rate of type II Hermite –Padé approximants
of exponential functions is found (including nondiagonal case). The statements proved
in the paper complement the results obtained earlier by other authors.
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Рассмотрим систему экспоненциальных функций

~f = {eλjz}kj=1 ,

где {λj}kj=1 – различные не равные нулю комплексные числа. Для ин-
декса n ∈ N0 = N ∪ {0} и мультииндекса ~m = (m1,m2, . . . ,mk), mj ∈ N0

существуют многочлены Qn,~m(z) 6≡ 0, P j
n,~m(z), deg Qn,~m 6 m, deg P j

n,~m 6
6 nj, j = 1, 2, . . . , k, удовлетворяющие условиям:

Rj
n,~m(z;

~f) = Qn,~m(z)e
λjz − P j

n,~m(z) = O(zn+|m|+1), z → 0,

где |m| =
k∑
i=1

mi, nj = n+ |m| −mj. При k = 1 считаем λ1 = 1.

Многочлены Qn,~m(z), P 1
n,~m(z), . . . , P

k
n,~m(z) принято называть много-

членами Эрмита –Паде 2-го рода, а рациональные функции

πjn,~m(z) = πjn,~m(z;
~f) =

P j
n,~m(z)

Qn,~m(z)
, j = 1, 2, . . . , k

1Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ (проект № Ф18М-025).
1The article is done with the financial support of BRFBR (project No. F18M-025).
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— аппроксимациями Эрмита –Паде 2-го рода (совместными аппрокси-
мациями Паде) системы экспонент. Диагональному случаю соответству-
ет набор индексов n = m1 = . . . = mk. Явные конструкции таких мно-
гочленов и рациональных функций впервые появились в работе Ш. Эр-
мита (см. [1], [2]), посвященной доказательству трансцендентности числа
e.

В случае k = 1 Паде (см. [3]) и Перрон [4] доказали, что на ком-
пактах из C дроби πn,m(z) := π1n,m(z) равномерно сходятся к ez при
n + m → ∞. Основываясь на результатах численного эксперимента,
Г. Мейнардус сформулировал гипотезу об асимптотике поведения раз-
ности ez − πn,m(z), доказательство которой получено Д. Браессом [5]:
для любого комплексного z при n+m→∞

ez − πn,m(z) = (−1)m m! n! e2mz/(n+m)

(n+m)! (n+m+ 1)!
zn+m+1 (1 + o(1)).

Е. М. Никишин обратил внимание на необходимость исследования
сходимости совместных аппроксимаций Паде системы ~f = {eλjz}kj=1 в
многомерном случае, когда k > 1. Решение поставленной им задачи было
получено А. И. Аптекаревым [6], который доказал, что при n+|m| → +∞
дроби πjn,~m(z; e

λjξ) сходятся равномерно к eλjz на компактах в C. Вместе
с тем, вопрос о том, какова скорость равномерной сходимости дробей
πjn,~m(z; e

λjξ) к eλjz в общей постановке остаётся открытым. Имеющиеся
результаты (см., например, [7] – [11]) относятся в основном к диагональ-
ному случаю. Так в [7] с помощью метода матричной задачи Римана –
Гильберта при γ = 1, k = 2, λ1 = −1, λ2 = 1 найдена скорость схо-
димости «сжатых» диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде. Более
общий результат при k = 2 получен в [12]:

Теорема 1. Пусть ~m = (m1,m2), |m| = m1+m2, а дроби πjn,~m(z; e
λjz)

являются аппроксимациями Эрмита –Паде 2-го рода для системы
{eλjz}2j=1, где λ1, λ2 — различные и отличные от нуля комплексные чис-
ла. Тогда если

lim
n→∞

m(n)/
√
n = 0,

то равномерно по всем m, 0 6 |m| 6 m(n), при n→ +∞

eλ1z − π1n,~m(z; e
λ1z) =

= (−1)|m| m1!n! (λ2 − λ1)
m2λn+m1+1

1 zn+|m|+1

(n+ |m|)! (n+m1 + 1)!
(1 + o(1)) ,
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eλ2z − π2n,~m(z; e
λ2z) =

= (−1)|m| m2! n! (λ1 − λ2)
m1λn+m2+1

2 zn+|m|+1

(n+ |m|)! (n+m2 + 1)!
(1 + o(1)) ,

где оценка o(1) равномерна по всем |z| 6 L.

Методы Лапласа и перевала, применяемые при изучении асимпто-
тических свойств диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде, в общем
случае не работают. При доказательстве теоремы 1 в [12] применяется
новый подход, который опирается на теорему Тейлора и эвристические
соображения, лежащие в основе методов Лапласа и перевала. Совершен-
ствуя метод работы [12], нами установлена следующая

Теорема 2. Пусть n, m1, m2, . . ., mk – произвольные целые неотри-
цательные числа, а рациональные дроби πjn,~m(z) являются аппроксима-

циями Эрмита –Паде 2-го рода для системы экспонент ~f = {eλjz}kj=1,

где {λj}kj=1 – различные и отличные от нуля комплексные числа. Тогда
если

lim
n→∞

m(n)/
√
n = 0,

то равномерно по всем m, 0 6 |m| 6 m(n), при n→ +∞

eλjz − πjn,~m(z) = (−1)|m| λn+mj+1
j

k∏

i=1
i 6=j

(λi − λj)
mi×

× mj! n! z
n+|m|+1

(n+ |m|)! (n+mj + 1)!
(1 + o(1)), j = 1, 2, ..., k,

где оценка o(1) равномерна по всем |z| 6 L.

Теорема 2 является обобщением теоремы 1. Более того, она согласу-
ются со всеми известными результатами. В частности, при сделанных
в ней предположениях она согласуется с результатом Д. Браесса [5]. В
случае k = 1 произведение

∏k
i=1
i 6=j

(λi − λj)
mi в предыдущем равенстве

следует заменить единицей.
Отметим также, что при доказательстве теоремы 2 существенно ис-

пользуется следующее асимптотическое равенство, доказательство кото-
рого имеет технический характер: при n+m→∞

1F1(m+ 1;m+ n+ 2; z) = e
m

m+n z (1 + o(1)),
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где

1F1(α, β; z) =
∞∑

p=0

(α)p
(β)p

zp

p!

— гипергеометрическая функция,

(γ)0 = 1, (γ)p = γ(γ + 1) . . . (γ + p− 1)

— символ Похгаммера, а оценка o(1) равномерна по z на компактах
из C.
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