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ГИПОТЕЗА О ЯКОБИАНЕ И НЕКОТОРЫЕ
ОБОБЩЕНИЯ1
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Гипотеза о якобиане в современной трактовке предполагает инъективность по-
линомиального отображения f : Rn → Rn (Cn → Cn) при условии, что якобиан
Jf ≡ const 6= 0. В этой заметке исследуется вопрос о структуре полиномиальных
отображений f, для которых Jf ≡ const 6= 0. Также рассматриваются некоторые
достаточные условия инъективности неполиномиальных отображений.
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JACOBIAN CONJECTURE AND ITS GENERALIZATIONS1
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The Jacobian Conjecture was first formulated by O. Keller in 1939. In the modern form
it supposes injectivity of the polynomial mapping f : Rn → Rn(Cn → Cn) provided
that jacobian Jf ≡ const 6= 0. In this note we consider structure of polynomial
mappings f that provide Jf ≡ const 6= 0. Also we consider some sufficient conditions
of injectivity for non polynomial mappings.
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Обозначим Pm множество всех полиномов в Rn (или Cn) степени, не
превосходящей m. Пусть Pm — множество всех полиномиальных отоб-
ражений F = (F1, . . . , Fn) : Rn → Rn (или Cn → Cn), Fk ∈ Pm(k =
1, . . . , n). Обозначим DF матрицу Якоби и JF — якобиан отображения F
(в комплексном случае DF и JF комплексные). Сформулированная Кел-
лером [1] в 1939 г. Гипотеза о якобиане (JC) в современной ее трактовке
заключается в следующем:

если F ∈ Pm и JF ≡ const 6= 0, то F инъективно в Rn (Cn).
Положительное решение гипотезы открывало бы возможность ее об-

ширного приложения в ряде направлений математики.
В [2] гипотеза доказана для F ∈ P2 для любого n, в [3] гипотеза

проверена для n = 2 и F ∈ P100. Однако, до сих пор JC не доказана и
не опровергнута ни при каком значении n. Гипотеза включена в список
18 проблем “Mathematical Problems for the Next Century” [4].

В этой заметке ставится вопрос о структуре отображений F ∈ Pm с
JF ≡ const 6= 0, именно он представляется ключевым в доказательстве
или опровержении JC. Решение этого вопроса с последующим примене-
нием критериев или достаточных условий инъективности отображения
приведет к существенным продвижениям в JC.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-11-01229).
1The work is supported by the Russian Science Foundation (project No. 17-11-01229).
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Отображение F ∈ Pm будем называть отображением Келлера, если
F (0) = 0, JF ≡ 1 и его матрица Якоби DF (0) = I — единичная матрица.
В [5] дано полное описание отображений Келлера для n = 2,m = 3.

Теорема A. [5] Пусть n = 2, F ∈ P3, F (0) = 0. F - отображение
Келлера тогда и только тогда, когда F = A−1 ◦ g ◦ A, где g(x, y) =
(U(x, y), V (x, y)),

U(x, y) = x+ α2(x+ y)2 + α3(x+ y)3,

V (x, y) = y − α2(x+ y)2 − α3(x+ y)3,

α2 и α3 - произвольные фиксированные постоянные, A - линейное одно-
родное невырожденное отображение.

Теорема B. [6] Пусть для n ≥ 2, отображение F (X) = (u1, . . . , un) :
Rn → Rn определено следующим образом:

uk(X) = xk + pk2(x1 + · · ·+ xn)
2 + · · ·+ pkm(x1 + · · ·+ xn)

m , (1)

(k = 1, . . . , n) и pkj - любые постоянные, удовлетворящие условию
n∑
k=1

pkj = 0 для всех j = 2, . . . ,m. Тогда JC справедлива для F .

Вопрос 1: останется ли справедливым утверждение Теоремы B, если
в определении (1) координатных функций uk(X) сумму z = x1+ · · ·+xn
заменить на Z = b1x1 + · · · + bnxn с произвольным вектором B = (b1 +
· · ·+ bn), B ∦ (1, . . . , 1).

Задача решается подбором для каждого отображения f из Теоремы B
неособенной матрицы A такой, что F (X) = A−1f(AX) обладает нужны-
ми свойствами. Оказывается, матрица A с таким свойством существует
не всегда.

Теорема 1. Пусть k = 1, . . . n и P (k) = (pk2, . . . , pkm) – (m −
1)−мерные векторы, не все из которых нулевые,

n∑
k=1

P (k) = 0. Пусть

Rn ∋ B = (b1, . . . , bn) 6= (1, . . . , 1), F (X) из Теоремы B определяется
условием (1) посредством векторов P (k).

1) Если в наборе векторов P (k), k = 1, . . . , n линейно независимых
векторов не более (n− 2), то существует неособенная матрица A та-
кая, что

F (X) = A−1f(AX) = X +



q12Z

2, . . . , q1mZ
m

. . .

qn2Z
2, . . . , qnmZ

m


 ,

n∑

k=1

qkj = 0 (2)

для всех j = 2, . . . ,m, где Z = (B,X).
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2) Если среди векторов P (k), k = 1, . . . , n, (n− 1) линейно независи-
мых, то не существует матрицы A со свойством (2).

Вопрос 2: насколько в Теореме 1 важно условие
n∑
k=1

qkj = 0 для того,

чтобы полиномиальные отображения

F (X) = X +
m∑

j=2

QjZ
j, где Qj =



q1j

. . .

qnj


 , Z = (B,X), (3)

было отображением Келлера?

Теорема 2. Для любого вектора B = (b1, . . . , bn) и любых векто-
ров Qj, j = 1, . . . ,m, из линейного пространства M, ортогонального
вектору B, полиномиальное отображение F (X) из (3) является отоб-
ражением Келлера и для него справедлива JC.

Теорема B является частным случаем Теоремы 2 приB = (1, . . . , 1). В
Теореме 2 условие принадлежности векторов Qj пространству M,M⊥B,
является существенным. Будут представлены и другие результаты в этом
направлении, в частности,

Теорема 3. Пусть для каждого натурального s = 1, . . . , r полино-
миальное отображение

Fs(X) = X +
m∑

j=2

Q
(s)
j Z

j
s(X) =: X + V (s)(X)

определяется формулой (3) и удовлетворяет Теореме 2, Zs(X) =

(Bs, X), векторы Bs = (b
(s)
1 , . . . , b

(s)
n ) 6= 0; пусть M

(s)
n−1 – линейное (n−1)-

мерное пространство, M
(s)
n−1⊥Bs и для любого j = 2, . . . ,m справедли-

вы включения Q
(1)
j ∈

r⋂

s=1

M
(s)
n−1, Q

(2)
j ∈

r⋂

s=2

M
(s)
n−1, . . . , Q

(r)
j ∈ M

(r)
n−1. То-

гда полиномиальное отображение F = Fr ◦ Fr−1 ◦ · · · ◦ F1 имеет вид

F (X) = X +
r∑
s=1

V (s)(X) и для него справедлива JC.

Все сформулированные здесь результаты справедливы как в веще-
ственном, так и в комплексном случае.

Идеи, приведшие к теоремам 1–3, могут быть перенесены и на непо-
линомиальные отображения. В частности, справедлива

Теорема 4. Для X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn обозначим: z = x1 + . . .+ xn.

Пусть hk(z) ∈ C1(R), k = 1, . . . , n, H(z) =
n∑
k=1

hk(z). Если для любых

387



z′, z′′ ∈ R выполняется неравенство [H(z′′)−H(z′)]/(z′′ − z′) 6= −1, то
отображение F (X) = (x1 + h1(z), . . . , xk + hn(z)) инъективно в Rn.

Следствие. Если (в обозначениях теоремы 1) H ′(z) 6= −1, то отоб-
ражение F инъективно в Rn.
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