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Комбинированные динамические системы (КДС) представляют собой математи-
ческие модели в форме связанных посредством граничных условий и условий свя-
зи систем обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных
производных при соответствующих начальных условиях. «Быстрый» алгоритм
проверки устойчивости КДС применим лишь в случае аналитичности характери-
стического и возмущающих квазимногочленов КДС в правой комплексной полу-
плоскости и вблизи мнимой оси. Предложен основанный на принципе аргумента
расширенный алгоритм моделирования устойчивости КДС, свободный от данно-
го ограничения.
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Hybrid dynamic systems (HDS) are mathematical models in the form of systems of
ordinary differential equations and partial differential equations connected by means
of boundary conditions and constraint’s conditions under the corresponding initial
conditions. The "fast"algorithm for checking the stability of the HDS is applicable
only in the case of analyticity of the characteristic and perturbing quasi-polynomials
of the HDS in the right complex half-plane and near the imaginary axis. The extended
algorithm of modeling of stability of HDS, based on the principle of argument, and
free from this restriction is offered.
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Введение

Комбинированные динамические системы (КДС) [1–3] представляют со-
бой математические модели в форме связанных посредством граничных
условий и условий связи систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений и уравнений в частных производных при соответствующих началь-
ных условиях. «Быстрый» алгоритм, т.е. частотный критерий, проверки
устойчивости КДС [1–3] требует аналитичности характеристического и

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-37-90017).
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возмущающих квазимногочленов КДС в правой комплексной полуплос-
кости и вблизи мнимой оси, т.е. устойчивости объектов управления с
распределенными по пространству параметрами. Разомкнутая система
управления может быть неустойчивой, а замкнутая — устойчивой [4]. Т.е.
объект с распределенными по пространству параметрами может быть
неустойчив, а КДС – устойчива. Целью работы является развитие ча-
стотного критерия устойчивости применительно к КДС подобного типа.

Алгоритмы моделирования устойчивости

Уравнения линеаризованной КДС с входной и выходной вектор-
функциями x(t), x : R→ RNx и y(t), y : R→ RNy аналогичны [2,3]:

ẏ = Bx+ Cy + Ah; u̇ = L(F )
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2 x+ L
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S
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(1)

Здесь r ∈ RNr – независимые пространственные координаты; Ω ⊂ RNr

и S = ∂Ω – области, занимаемые объектами управления с распреде-
ленными по пространству параметрами, и их границы; u = u(r, t),
u : RNr × R → RNu; h : R → RNh; A, B, C – постоянные матрицы; L(F )

2 ,
L
(F )
3 , L(F )

4 , L(G)
2 – матрицы, которые могут зависеть от r; L(F )

1 , L(G)
1 , L(H) –

линейные операторы; точкой сверху обозначено дифференцирование по
времени t. После преобразования Лапласа f̃(λ) =

´∞
0 f(t)e−λtdt, λ ∈ C

(1) сводится к матрице передаточных функций Φ(λ), причем

ỹ(λ) = Φ(λ)x̃(λ), Φ(λ) = [Qkj(λ)/D(λ)], k = 1, Ny, j = 1, Nx (2)

D(λ̄) = D(λ), Qkj(λ̄) = Qkj(λ) (3)

Здесь D(λ) и Qkj(λ) – характеристический и возмущающие квазим-
ногочлены, алгоритм вычисления которых приведен в [2, 3]. В [3] дока-
заны теоремы об аналитичности функций D(λ) и Qkj(λ) при |λ| ≫ 1,
Reλ > − |λ| sinα, 0 < α < π/2, а их аналитичность при λ = O(1),
Reλ > −ε, 0 < ε≪ 1 проверяется численно на основе принципа аргумен-
та [3]. Обобщенная степень n ∈ R (обычно n = Ny) характеристического
квазимногочлена D(λ) определяется условием [1,2]

lim
λ→∞

λ−nD(λ) = Ca, 0 < |Ca| <∞, Reλ > −∞ (4)

При аналитичности функций D(λ) и Qkj(λ) при Reλ > −ε, 0 < ε ≪ 1
критерий устойчивости КДС имеет вид [1, 2] ∆

06ω6∞
argD(iω) = nπ/2.

Индексы k и j у функций Q(λ) и Φ(λ) далее опускаем.

37



Неустойчивость по одной или нескольким формам колебаний объек-
та с распределенными по пространству параметрами влечет наличие при
Reλ > 0 полюсов функций D(λ) и Q(λ). Функции Φ(λ) = Q(λ)/D(λ) бу-
дут аналитическими при Reλ > −ε, 0 < ε≪ 1, если у D(λ) отсутствуют
корни при Reλ > 0, полюса D(λ) и Q(λ) совпадают, и порядок полюсов
Q(λ) не превосходит порядка полюсов D(λ). Обобщенная степень m ∈ R
возмущающего квазимногочлена определена аналогично (4)

lim
λ→∞

λ−mQ(λ,p) = Cb(p), 0 < |Cb(p)| <∞, Reλ > −∞ (5)

Квазирациональная дробь Φ(λ,p) = Q(λ,p)/D(λ,p) называется фи-
зически возможной, если выполнены условия (3)-(5) и условие n > m+1.

Рассмотрим контур

LR = {λ = iω, −∞ < ω 6 −R} ∪ {λ = Reiϑ, − π/2 6 ϑ 6 π/2}∪
∪{λ = iω, R 6 ω <∞}, R≫ 1

(6)

Характеристический и возмущающие квазимногочлены КДС D(λ) и
Q(λ) аналитичны в неограниченной области правее контура (6) и в его
окрестности (см. [3]). Следующие утверждения аналогичны [1,2]

Теорема 1. Всякая физически возможная и аналитическая при
Reλ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0) квазирациональная дробь (передаточная функ-
ция) Φ(λ) = Q(λ)/D(λ) асимптотически устойчива.

Теорема 2. Если квазирациональная дробь Φ(λ) имеет хотя бы одну
особенность при Reλ > 0, то она неустойчива.

Теорема 3. Пусть квазимногочлен D(λ) аналитичен в неограни-
ченной области комплексной плоскости (λ) правее контура (6) и в его
окрестности, и выполнены условия (3), (4). Если при монотонном дви-
жении вдоль контура (6) от точки λ = R до точки λ = i∞ вектор
D(λ)|LR

= u + iv повернется на комплексной плоскости (u, iv) в поло-
жительном направлении на угол nπ/2, т.е.

∆
06ϑ6π/2

argD(Reiϑ) + ∆
R6ω<∞

argD(iω) = nπ/2 (7)

то все корни квазимногочлена D(λ) лежат левее контура (6).
Из (1), (2) следуют уравнения для нахождения столбца матрицы пере-

даточных функций Φj = (Φ1j(λ,p),Φ2j(λ,p), ...,ΦNyj(λ,p))
T , j = 1, Nx

λΦj = B(p)e
(Nx)
j + C(p)Φj + A(p)h, h =

´

S L
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(9)
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В области, охватываемой контуром (R≫ 1)

ℓR = {λ = −ε− iω,−(R2 − ε2)1/2 6 ω 6 (R2 − ε2)1/2} ∪ {λ =

= Reiϑ,−ϑ0 6 ϑ 6 ϑ0}, ϑ0 = π/2 + arcsin(ε/R), 0 < ε≪ 1
(10)

передаточные функции находятся численно на основе проекционного ме-
тода Галеркина. Пусть Wk(r),Wk : Ω → RNu, k = 1, 2, . . . – полная си-
стема функций в области Ω; Γk(r|s),Γk : S → RNG, k = 1, 2, . . . – полная
система функций на S = ∂Ω. Для того, чтобы приближенно выполнить
(9), полагаем

v(r, λ) ≈∑NΩ+NS

k=1 vk(λ)Wk(r), λ
´

Ω v ·Wk(r)dΩ =
´

Ω (L
(F )
1 (v)+

+L
(F )
2 e

(Nx)
j + (L
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´

S (L
(G)
1 (v) + L

(G)
2 Φj) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS, j = 1, Nx

(11)

Уравнения (8) и (11) представляют собой систему линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно компонент вектора Φj ∈ CNy и величин
vk(λ), k = 1, NΩ +NS. Ее определитель D(λ) является полиномом по
λ. Особенности передаточных функций внутри контура (10) исчерпы-
ваются корнями определителя D(λ), и проверка их отсутствия внутри
контура (10) согласно принципу аргумента сводится к проверке условия

∆
λ∈ℓR

argD(λ) = 2

(
∆

06ϑ6ϑ0
argD(Reiϑ)− ∆

06ω6R
argD(iω − ε)

)
= 0 (12)

Расширенный алгоритм моделирования устойчивости основан на том,
что физически возможная КДС, для которой выполнены условия (7) и
(12), согласно теоремам 1 и 3 асимптотически устойчива.
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